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Zusammenfassung

Das Ziel dieser Diplomarbeit ist, die geometrisch nichtlineare Elastizitédtsgleichung nume-
risch mit der Finite Elemente Methode zu 16sen. Die bekannte Vereinfachung der linea-
risierten Elastizitét ist nur fiir kleine Verformungen (kleine Krifte) zulassig. Fiir grofle
Deformationen ist der quadratische Term im Verzerrungstensor zu grof3 um vernachléssigt
zu werden. Somit muss das Problem nichtlinear gerechnet werden. Das diskretisierte Pro-
blem kann mit dem Newton Verfahren gelost werden. Allerdings muss in jedem Schritt
die Tangentensteifigkeitsmatrix neu assembliert werden.

Der Fokus dieser Diplomarbeit liegt darauf, Situationen auszunutzen, in denen die Ver-
schiebung lokal betrachtet (im Vergleich zur unmittelbaren Umgebung) klein ist. Wir
verwenden das Konzept der ”"Floating Frame of Reference Forumlation” (FFRF). Dabei
wird das Gebiet in Teilgebiete (Frames) zerlegt. Dadurch kénnen wir die gesamte Verschie-
bung in eine Translation und Rotation des Rahmens und in eine kleine lokale Verschiebung
relativ zum Frame zerlegen. Fiir die lokale Verschiebung kann der Verzerrungstensor linea-
risiert werden. Das gesamte System ist nach wie vor nichtlinear, aber die Nichtlinearitat
beschriankt sich auf die Translationen und Rotationen der Rahmen. Um dieses System ef-
fizient zu 16sen, verwenden wir eine Kombination aus FFRF und ”Finite Element Tearing
and Interconnecting” (FETT).

Letztere Methode ist ein iterativer Loser von groflen Problemen, die auf der Losung von
(kleineren) Problemen auf Teilgebieten basiert. Dies wird auf das FFRF System ange-
wendet. Der Vorteil dieses Zugangs ist der, dass die Steifigkeitsmatrix in jedem Frame
konstant bleibt und nur einmal assembliert und faktorisiert werden muss. In jedem New-
tonschritt muss nur das nichtlineare System fiir die Translationen und Rotationen der
Frames assembliert und gelost werden.

Abschlielend werden numerische Resultate fiir ein 2D Problem gezeigt.

Klemens Reindl Seite 4 von 77



Geometrisch nichtlineare Elastizitit Inhaltsverzeichnis

Abstract

The goal of this diploma thesis is the numerical solution of the geometrically nonlinear
elasticity equation by finite elements. The well-known simplification of linearized elasticity
is only valid for small deformations (or small forces). For large deformations, the displa-
cement is large, the quadratic term in the strain tensor cannot be anymore neglected, and
so the problem becomes nonlinear. Usually, one solves the corresponding discrete system
with the Newton method, where in each step, a new stiffness matrix has to be assembled.

In the scope of the diploma thesis, we want to exploit situations where the displacement
is small under a local point of view (i.e. relative to its neighbourhood) and reduce the
degree of nonlinearity. We use the established Floating Frame of Reference Formulation
(FFRF): by partitioning the computational domain into subdomains (frames), we can
divide the total displacement into a rigid displacement of the corresponding frame and
a (small) local displacement relative to the frame. For the latter, we are then allowed to
linearized the strain tensor. The overall system is still nonlinear, but the nonlinearity is
restricted to the (few) rigid displacements of the frames. To solve the system efficiently,
we use a combination of FFRF and the finite element tearing and interconnecting (FETT)
method. The latter method is an iterative solver for large-scale problemens based on the
solution of (smaller) problems on subdomains, and it can be adapted to the FFRF system.
The advantage of this approach is, that the stiffness matrix of each frame stays constant
in the whole scheme, and thus needs to be assembled and factorised only once. In each
Newton step, only a small system corresponding to the rigid frame displacements has to
be assembled and solved. Finally, we show numerical results for a 2D model problem.
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1 Einfiihrung

Ziel dieser Masterarbeit ist es, eine numerische Losung der geometrisch nichtlinearen
Elastizitétsgleichung zu berechnen. Die bekannte linearisierte Elastizitatsgleichung liefert
nur fiir kleine Deformationen (kleine Kréfte) eine gute Nédherung. Sobald die Deformation
grof} wird, kann der quadratische Term des Green St. Venant Verzerrungstensors nicht
mehr vernachléssigt werden, und es muss zwischen der Langrangeschen und der Eulerschen
Betrachtungsweise unterschieden werden. Dadurch ergibt sich ein System, in dem der
Gradient der Verschiebung nichtlinear (kubisch) vorkommyt.

In dieser Masterarbeit wihlen wir zweidimensionale Probleme im ebenen Verzerrungszu-
stand. Weiters betrachten wir als Materialgesetz das (lineare) Hooksche Gesetz.

Es wird ein Uberblick iiber die Herleitung der Differentialgleichungen fiir den nichtlinearen
und den linearisierten Fall gegeben.

Der Fokus dieser Diplomarbeit liegt auf der numerischen Losung dieser Gleichungen via
Finite Elemente. Nach dem Diskretisieren ergibt sich ein nichtlineares Gleichungssytem,
welches mit dem gedampften Newtonverfahren gelost werden kann. Es stellt sich dabei
heraus, dass die Jacobimatrix in jedem Newtonschritt neu assembliert und faktorisiert
werden muss. Dies kann vom Rechenaufwand her sehr teuer werden, wenn es sich um
grofle Systeme handelt.

In dieser Masterarbeit wird ein alternatives Néherungsverfahren diskutiert, welches mit
FFRF-FETI bezeichnet und im Folgenden n&her dargelegt wird.

In vielen Anwendungen ist die Verschiebung nur aus globaler Sicht grof. Lokal (im Ver-
gleich zur unmittelbaren Umgebung) ist die Verschiebung eher klein. Ein solcher Zugang
ist in der Literatur als Floating Frame of Reference Formulation (FFRF) bekannt und
wird in dieser Masterarbeit verwendet. Dabei wird das Rechengebiet in disjunkte Teilge-
biete zerlegt. Diese Teilgebiete werden als Frames bezeichnet. Die gesamte Verschiebung
wird nun in eine Rotation und Translation des Frames und in eine Verschiebung relativ
zum Frame zerlegt. Ziel ist es, dass die relative Verschiebung klein ist. In vielen Anwen-
dungsbeispielen ist diese Bedingung erfiillbar. Es zeigt sich, dass der Verzerrungstensor
lokal nur von der relativen Verschiebung abhéngt. Da diese relative Verschiebung klein
ist, kann der Verzerrungstensor durch den linearisierten Verzerrungstensor ersetzt werden.
Damit reduziert sich der Grad der Nichtlinearitét des Problems.

Teile des nichtlinearen Operators sind konstante, lokale Steifigkeitsmatrizen. Dieser Um-
stand soll im Weiteren ausgenutzt werden. Damit die oben genannte relative Verschiebung
eindeutig bestimmt ist bzw. die Zerlegung der gesamten Verschiebung in Rotation, Trans-
lation des Frames und die relative Verschiebung bijektiv ist, miissen drei Eintrége in der
relativen Verschiebung auf jedem Frame geeignet fixiert werden.

Um die Stetigkeit der somit parametrisierten Gesamtverschiebung zwischen den Frames
zu garantieren, benotigen wir Zusatzbedingungen. Die Stetigkeit zwischen den Rahmen
bzw die Einbindung der Dirichletrandbedingungen und der Sperrung der drei Eintréage der
relativen Verschiebung erfolgt iiber Lagrangeparameter. Das durch die Parametrisierung
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entstehende System im geddmpften Newtonverfahren ist grofler als das urspriingliche voll-
nichtlineare System, welches ebenfalls mit dem geddmpften Newtonverfahren gelost wird,
aber es ergeben sich Vorteile nach einer , kleinen”Modifikation der Jacobimatrix im pa-
rametrisierten System. Das zu 16sende System kann nédmlich mit bekannten FETI (Finite
Element Tearing and Interconnecting) Techniken gelost werden. Bei der FETT Technik
wird das System iterativ gelost. Allerdings ist hier ein grofier Teil (die Eintrige der lo-
kalen Steifigkeitsmatrizen) der Matrix, die in jedem Schritt assembliert werden miisste,
konstant, und muss nur einmalig assembliert und faktorisiert werden. Lediglich ein klei-
nerer Teil muss in jedem Schritt neu assembliert und mittels CG-Verfahren geldst werden.
Diese Kombination von FFRF und FETI ist nach unserem Wissen neuartig.

Es wurden die Algorithmen fiir das linearisierte Problem, fiir das vollnichtlineare Problem
und fiir die FFRF-FETI Methode in C++ programmiert. Das vollnichtlineare Verfahren
wurde implementiert um einerseits eine Referenzlosung zu erhalten, aber auch um die
Effizienz des FFRF-FETI Verfahrens anhand von Beispielen zu testen. Hierbei wurde auf
vorhandenen Code des Betreuers im Zusammenhang mit FETT aufgebaut, die Implemen-
tierung der eigentlichen Algorithmen, sowie die Assemblierung der Matrizen wurde jedoch
im Rahmen dieser Masterarbeit vorgenommen. Bei der Form der Gebiete bzw. Teilgebie-
te beschrinken wir uns auf Rechtecke. Weiters wurden die Ergebnisse des vollnichtlinea-
ren Newton Verfahren fiir das urspriingliche nichtlineare System denen des modifizierten
FETI-FFRF Newton Verfahrens fiir das FFRF System gegeniibergestellt.

Klemens Reindl Seite 8 von 77



Geometrisch nichtlineare Elastizitat 2 Herleitung der Differentialgleichung

2 Herleitung der Differentialgleichung

Im Folgenden sei 2 C R? ein Gebiet (d.h. eine offene, zusammenhingende und beschriinkte
Menge) mit lipschitzstetigem Rand I' = 0f).

Das Gebiet €2 wird als Referenzgebiet bezeichnet. Es modelliert den urspriinglichen Zu-
stand eines Korpers vor der Verformung. Eine Deformation ist eine hinreichend glatte und
injektive Abbildung

$:Q — R?

mit der Eigenschaft det (V¢ (X)) > 0 VX € Q. Sie beschreibt den Zustand eines Punktes
X € Q nach dem Einwirken von entsprechenden Kriiften. Die Menge ¢(€2) besteht aus
allen Punkten
z = ¢(X),

wobeil X € Q.

Die mit dem Grofbuchstaben X benannten Variablen werden als Lagrange Koordinaten
bezeichnet. Die mit Kleinbuchstaben benannten Variablen x werden als Euler’sche Koor-
dinaten bezeichnet und beschreiben den Ort des Punktes X nach der Deformation.

Die Matrix oo oo
ﬂm:vwm=<%§giﬁﬁﬁ)

wird Deformationsgradient genannt.
Die Verschiebung u (X) ergibt sich wie folgt:

u(X)=z—-X=0¢(X)—-X

Also:
r= X +u(X)=6(X)
Die Herleitung des Green St. Vernant Verzerrungstensors ist im Buch [I] im Kapitel 6

angefiihrt. Der Term V¢ (X)" V¢ (X) wird als rechter Cauchy-Green Verzerrungstensor
und mit dem Buchstaben C' (X') bezeichnet.

C(X)=Vo(X) Vo (X)=F(X)" F(X)

Der symmetrische Tensor C () beschreibt die lokale Anderung der Abstéinde in Abhéing-
igkeit der Verschiebung u (X). Die Abweichung von C' (X') vom unbelasteten (kréiftefreien)
Fall I wird durch den Tensor E (X) gemessen.

E(X) =5 (C(X) - 1)

Es liasst sich leicht zeigen, dass der Tensor F (X) symmetrisch ist. Der Tensor E (X)
wird als Green St. Venant Verzerrungstensor bezeichnet. Der Tensor F (X ) kann auch in
Abhéngigkeit der Verschiebung u (X)) angegeben werden:

Efu](X) =
(F (X)) F(X) - 1) - % <(Vu (X)+ D)7 (Vu(X) + [))

(vu (X)T + Vu (X) + Vu (X)" Vu (X))
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Der Tensor E (X) ist also nichtlinear in u (X).

2.1 Axiom des statischen Gleichgewichts

Die genaue Herleitung ist wieder in [1] zu finden. Mit dem Krifte- und Momentengleich-
gewicht ergibt sich folgender Zusammenhang fiir die Gleichgewichtsbedingung;:

—div (FS) = f in Q
S ist dabei der Spannungstensor.

Definition 2.1. Die Divergenz einer Matriz M € R?*? st wie folgt definiert:

; _ ox Ie]
dlU (M) - OMay + OMoo
ox oy

Der Spannungstensor beschreibt die Kraft pro Fléche.

St Sz
S =
< Sa1 Sa2
Die Eintrédge S1; und Sps beschreiben die Spannung, die in Richtung der jeweiligen Achse
auf die dazugehorige Flache wirken. S1o bzw. Ss; beschreiben, die Spannungen die tan-
gential zur entsprechenden Fléache wirken. f sind die Volumskrifte. Letztere wirken im

Inneren des Gebietes € (z.B. Schwerkraft). Der Zusammenhang zwischen Spannungs- und
Verzerrungstensor wird iiber das Hook’sche Gesetz beschrieben.

S = S(E(u)) in €
Darauf wird im folgenden Kapitel eingegangen.

Natiirlich wirken auf das Gebiet 2 nicht nur die Volumskréfte f. Es wirken auch Kréfte
auf die Oberfliche bzw. wird die Verschiebung auf einem Teil des Randes fixiert. Es gibt
Krifte, die normal auf die Oberfliche (Rand) I'y wirken und eine zusétzliche Verschie-
bung des Gebietes verursachen. Diese Art der Kréfte fithrt dann auf die sogenannten
Neumannrandbedingungen und werden mit gy bezeichnet.
Es gilt:

(£'S)n = gn auf 'y,
n bezeichnet dabei den AuBennormalvektor auf dem Rand des Gebietes.
Weiters kann die Verschiebung auf einem Teil des Randes des Gebietes I'p fixiert werden,

sodass keine Verschiebungen auf diesem Teil des Randes méglich sind. Das fiithrt dann auf
die sogenannten Dirichletrandbedingungen:

U= gp auf I'p
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Letztendlich erhélt man nun folgendes Randwertproblem:

—div(FS) = f in §)
S = S(F) in Q
E = 1(FTF—J) in Q
2
F = I+Vu in
u = gp auf T'p
(FS)n = gn auf I'n

2.2 Das Hook’sche Gesetz fiir den ebenen Verzerrungszustand

Der ebene Verzerrungszustand liegt dann vor, wenn die z Komponente (die Komponente
in Richtung der 3ten Achse) der Deformation verschwindet. Das Hook’sche Gesetz stellt
eine Verbindung zwischen dem Spannungstensor £ (u) und dem Verzerrungstensor S (u)
her. In unserem Fall betrachten wir ein sogenanntes St. Vernant Kirchhoff Material. Diese
Eigenschaft des Materials fithrt dann zu folgendem Gesetz, dem Hook’schen Gesetz, das
den Zusammenhang zwischen Spannungs- und Verzerrungstensor beschreibt:

S =DE = Ar(E)I +2uE (2.1)

D ist hierbei ein Tensor 4ter Ordnung und durch die Materialparameter A und g, die
sogenannten Lame-Konstanten, definiert. tr (M) = My + Mas bezeichnet die Spur der
Matrix M € R?*2,

Oft werden auch physikalisch aussagekréftigere Parameter benutzt. Namlich das Elasti-
zititsmodul E (das Elastizititsmodul wird in der Literatur auch mit dem Buchstaben E
bezeichnet, hier wird schon der Verzerrungstensor mit E bezeichnet), und der Querkon-
traktionszahl oder Poisson Zahl v. Die beiden Parameterpaare lassen sich durch folgende
Formeln ineinander iiberfiihren:

A

2(A+p)

B 1 (3A + 2p)
A+

Ev
(I+v)(1-2v)
E
2(1+v)

/"L:

. Die

Wegen physikalischer Voraussetzungen ergibt sich, dass £ > 0 und 0 < v < %

Bedingungen fiir £ und v ergeben die Einschrinkungen A > 0 und x> 0.
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Damit bekommt man:

—div(FS) = f in §)

S = ﬁE in
1

E = - (F'F-1) in
2

F = I+Vu in

u = gp auf I'p

(FS)H = (gnN auf 1jN

Fiir die Umsetzung im Programm selbst bietet sich eine alternative Schreibweise an. Dies
ist die Darstellung des Hook’schen Gesetzes in Vektor und Matrixschreibweise. Die Ten-
soren S und E sind beide symmetrisch. Das heifit, in jedem Tensor gibt es nur 3 un-
terschiedliche Eintrége. Die 3 unterschiedlichen Eintrdge der Tensoren S und E werden
in die Vektoren und geschrieben. Im weiteren Verlauf werden Vektoren mit —
gekennzeichnet, um den Unterschied zur Tensorschreibweise darzustellen.

Ell
E=| By

E12
Sll

S = | S

Si2
Wegen der Symmetrie der Tensoren gilt F5 = Fy; und Sip = Sa;.
Aus dem Hook’schen Gesetz folgt dann:
S = Mr(E)I+2uFE
S Sz — Ei + By 0 + 2 En Eis
So1 Sz 0 E11 + Ea Ey Ex

Daraus ergibt sich folgender Zusammenhang in Vektorschreibweise:

St Ery + Ey Eyy

522 = A E11 + E22 + 2,& EQQ (2.2)
512 0 E12

511 A + 2,u A 0 Eu

SQQ = A A + 2,u 0 EQQ (23)
512 0 0 2[& E12

S = DE (2.4)
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wobei

A+ 2p A 0

D = A A+2u 0
0 0 21
Ev E Ev
)0-2) + 25050 F0)(1=20) 0
= L v 2L 0
(1+v)(1-2v) (14+v)(1—2v) 2(1+v)
0 0 22(152@
1—v v 0

£ 1 0
= v —v
(1+v)(1—2v) 0 0 1— 9

3 Herkémmliche Lésungsmethoden

3.1 Nichtlineares vs.linearisiertes Modell

Aus dem vorherigen Kapitel bekommen wir die nichtlineare Elastizitdtsgleichung:

—div(FS) = f in
S = DE mn
E = % (Vu+ Vu + Vu''Vu) in Q
F = Vu+1
u = gp auf I'p
(FS)n = gn auf I'y

Im linearisierten Fall vernachléssigen wir den nichtlinearen Teil im Spannungstensor E.
Dies ist eine gute Ndherung, wenn die Verschiebung w nicht sehr grof} ist, da dann der qua-
dratische Teil vernachléssigbar klein ist. Den linearisierten Spannungstensor bezeichnen
wir mit e.

1
€= é(Vu + Vu®)

Weiters bezeichnen wir im linearen Fall den Spannungstensor S mit o. Dariiberhinaus
wird im linearisierten Modell nicht zwischen Eulerscher und Langrangscher Darstellung
unterschieden. Deswegen kann F'S durch o ersetzt werden. Dabei ist der Fehler klein,
solange die Verschiebung auch klein ist.

Das Hooksche Gesetz im linearisierten Modell im ebenen Verzerrungszustand:

o = De
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Somit ergibt sich folgende Differentialgleichung im linearisierten Fall:

—div(o) = f in 2
o = De n
1
e = 5(vquvuT) in Q
u = gp auf I'p
on = gn auf FN

Somit héngt o linear von der Unbekannten u ab.
Wir leiten zuerst die Variationsformulierung fiir den linearen Fall her. Die Variationsfor-
mulierung fiir den nichtlinearen Fall kann auf dhnliche Weise hergeleitet werden.

3.1.1 Herleitung der Variationsformulierung fiir den linearen Fall

Die Gleichung
—dive = f

soll nun als Variationsproblem angeschrieben werden.

Sei v = (v1,v2) € V eine Testfunktion aus dem zuldssigen Raum V, wobei fiir die Test-
funktion folgende Bedingung gelten muss: v = 0 auf dem Dirichletrand I'p. Die obige
Gleichung wird nun beidseitig mit der Testfunktion multipliziert. Danach wird {iber das
gesamte Gebiet () integriert. Damit bekommt man folgende Gleichung:

—/diva~vdx:/f~vdx
Q Q

Der Operator - bezeichnet dabei das herkommliche euklidische Skalarprodukt. Durch par-
tielle Integration der linken Seite der Gleichung erhélt man:

/diva-vdx:/an~vds—/cr:Vvdx
Q r Q

Der Operator : ist wie folgt definiert. Fiir d x d Matrizen A, B gilt A: B = Z?,j:l a;jbij.
Somit ergibt sich fiir die eigentliche Gleichung

/J:Vvdx:/f-vdx—l—/an-vds
Q Q r

Da o symmetrisch ist, kann man die folgende Vereinfachung durchfiihren:

1 1 1 1
O'ZVU:§UZVU+§UTZVU:EO'IVU—i—gUZVUT

Da der Operator : linear ist, bekommt man

ciVu—o: <%(VU+VUT)) —oie(v).

Klemens Reindl Seite 14 von 77



Geometrisch nichtlineare Elastizitét 3  Herkdmmliche Losungsmethoden

Da v die homogenen Dirichletbedingungen erfiillt (v = 0 auf I'p) und on = gy auf I'y

ergibt sich
/an-vds:/ an-vds:/ gn - vds
r I'n NN

Somit erhalten wir folgende Gleichung:

/J:e(v)dx:/f-vda:—l—/ gn - vds
Q Q Iy

Setzt man die Definition des Spannungstensors ¢ in Abhéngigkeit von u ein, erhélt man
das folgende Variationsproblem:

Suche einu € V, ={v e V:v=gpaufI'p}, sodass
a(u,v) = (f,v)

firalleve Vp ={v eV :v=0aufI'p} mit der Bilinearform

a(u,v) = /Qﬁe(u) e (v)de

und dem linearen Funktional

<faU>:/Qf'vdx+/FNgN-vds

Die Wahl der Rdume V', V; und V, ergibt sich aus den Erfordernissen an v und v. In
unserem Fall, mit homogenen Dirichletrandbedingungen ist V' = Vj, = V,, der Sobolevraum

Hj p (©,R?) mit
Hyp (LR ={ve H (AR*) :v=0aufT'p}

3.1.2 Herleitung der Variationsformulierung fiir den nichtlinearen Fall

Die Herleitung der Variationsformulierung erfolgt im wesentlichen wie im linearen Fall.
Allerdings ergeben sich andere Anforderungen an die Rdume, da w nicht mehr linear
vorkommt.

Es ergibt sich folgendende Variationsformulierung

Suche einu eV, ={veV:v=gpaufI'p}, sodass

a(u,v) = (f,v) (3.1)
firalleve Vp={veV:v=0auflp}
mit der Biform

a (u,v) :/S2<VU+I> DE (u) : Vvdx

<f>v>:/ﬂf-vdx+/FNgN-vds

Die Wahl der Réaume V', V; und V} ist kompliziert, da man mindestens kubische Integrier-
barkeit von Vu voraussetzen muss. Eine entsprechende Darstellung findet sich in [8]. Da
der Fokus dieser Arbeit auf dem diskretisierten System liegt, wird nicht genauer darauf
eingegangen.

und
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3.2 Existenz und Eindeutigkeit fiir den linearen Fall

In diesem und in den folgenden Abschnitten konzentrieren wir uns der Einfachheit halber
auf den Fall homogener Dirichletrandbedingungen gp = 0. In diesem Kapitel folgen wir
zu einem groBen Teil dem Vorlesungsskript [2].

Satz 3.1 (Satz von Lax Milgram). [2] Sei V' ein reeller Hilbertraum und
1. fevr:

2.a:V xV — R ist eine Bilinearform, die

(a) auf V' beschrankt ist, d.h. es gibt eine Konstante py > 0, sodass

ja (u, )] < pallullvllvlly - Vu,v eV,

(b) auf V' elliptisch ist, d.h. es gibt eine Konstante yuy > 0, sodass
ja(v,0)] = mllvlly, Va0 €V,

Dann hat das Variationsproblem:
Finde ein u € V, sodass

a(u,v) = (f,v)y YveV

eine eindeutige Losung und es gilt die folgende Ungleichung:

1
—|If| v
K2

1
ve < Jully < —1|f]
H1

Beweis. siche [3]. O

Im Folgenden ist:

[un

lolla = Nollase = (el + 190 03am)
und
v]lo,p := ||v||r2(py fiir D = Q oder T'y
Nun priifen wir die Voraussetzungen fiir unser Variationsproblem.

Voraussetzung 1.:
Die Linearitdt von f folgt sofort aus der Definition von f. Mit der Cauchy Ungleichung
folgt:

[(F 0] < D flloallolloq + llgnllory 1ollory
Aus [|v]joa < [[v]l1.0 und ||v]jory < ¢(I'n)||v||1a folgt (aufgrund des Spursatzes) somit
die Beschranktheit von f.

2. Man sieht, dass a eine Bilinearform ist, da sowohl u und v nur linear vorkommen.
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2 (a) a ist beschrankt: Mit der Formel (2.2) folgt:
De (u) s ¢ (v) | =D (u) - € (v)]
und somit

D€ () - € (0) | < Anax (D) 1€ (1) 2€ (0) I < A (D) lle () [[ e (0) |1

Dabei ist Amaz(D) der maximale Eigenwert der Matrix D und ||A||p = (A : A)z die
Frobeniusnorm. Es gilt also:

a(w,v)] < Aol / le () I lle (0) || rda

aaD) ([ e ||Fdx) ([ 1 ||Fdx)

E(“b)r S%(a2+b2)

IN

Mit der Ungleichung

folgt
1 81}1 ov
/|| V2de = Z/ew dx_z/[§( J> da
3,7=1 i,j=1
Ov; ov; 2 1 5 9
< Z/ [ (2) + (2 ] dr = Lol < ol
Damit folgt nun die Ungleichungskette
|a(u, V)] < Amaz (D) [ulr.0[vl1.0 < Amaz (D) [Jull1allv]l10
und somit die Voraussetzung.
2 (b) a ist elliptisch :
Wir wissen
DEW): €)= Anin(D)E(v) : € (v)
und damit folgt
%
a(v,v) /D_> (v)dx > Apin (D /_> : €(v)de

Um den Term [, €(v) : e(v)dx abschitzen zu kénnen, werden die beiden Korn Unglei-
chungen benotigt.

Lemma 3.1 (2. Korn Ungleichung). Sei Q C R? offen und beschrinkt durch einen lip-
schitzstetigen Rand. Dann gibt es eine Konstante cx = cx(2) > 0, sodass

[ e oot ol = dllolte Vo€ B (R
Q
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Beweis. siehe [2] O

Lemma 3.2. Sei Q C R? offen, zusammenhingend und beschréinkt durch einen lipschitz-
stetigen Rand. Dann gilt
1. Wenn Tp CT und Tp # 0, dann gibt es eine Konstante cx = cx(Q2) > 0, sodass

/ e(v) : e(v)dz > ck|vlig Yo € V = Hj p(Q,R?).
Q
2. Wenn T'p =0, dann gibt es eine Konstante cx = cx(€2) > 0, sodass

/ e(v) : e(v)dr > cﬁ(\vﬁg Vo e H = {ve H' (Q,R?): /
e

vdr =0, / curl(v)dx = 0}.
0 Q

Beweis. siche [2] O

Mit diesem Lemma ergibt sich fiir 1 = Ain(D)c3% im Fall von 'y # 0.

Somit sind die Voraussetzungen fiir den Satz von Lax Milgram gepriift und das Variati-
onsproblem hat eine eindeutige Losung.

3.3 Losungstheorie fiir das nichtlineare Problem

Unter bestimmten Glattheitsvoraussetzungen an das Gebiet und fiir hinreichend kleine
Krifte kann die Existenz einer Losung des nichtlinearen Problems nachgewiesen werden.
Allerdings gilt nicht immer Eindeutigkeit, siehe [3].

Im Folgenden wird die Existenz einer eindeutigen Lésung vorausgsetzt.

3.4 Ein zugehoriges Energieminimierungsproblem

Satz 3.2. Sei Vo =V, C H' (Q,R?) ein Banachraum, sodass der untenstehende Ausdruck
wohldefiniert ist. Dann ist jede Lésung des Minimierungsproblems

1 =
mmé/QDE () : E(u)dx — (f,u)

UV,
auch Losung des Variationsproblems (3.1), d.h.
Finde ein u € V:

/ (Vu+I)DE (u) : Vodz = (f,v)
Yv eV )

Das Funktional in Satz 3.2 ist physikalisch gesehen die innere Energie. Wir setzen im
Folgenden die Existenz einer eindeutigen Losung des Minimierungsproblems voraus.

Zum Beweis bendtigen wir das folgende Lemma:
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Lemma 3.3. Die Richtungsableitung von E(u) in Richtung v ist wie folgt:

Bewezs.

Vo (E(u))

V. (E(u) = %F(u)VTv + %F(u)TVv

lim E(u+tv) — E(u)
t—0 t

L (Vu + V0 + VTu+ V70 + (VT + tVT0) (Vu + tV0)
— 11m
2 t—0 t

~ (VutV'u+ V'uVu) )
t

— lim
2 t—0 t

1. (Vu +VTiu+VTiuVu +t (VU + VT + VTUVUVUVTU)

n 2VToVo — (Vu + VT + VTuVu) )
t

(Vo + VT + VIuVo + VovTu)

DN | —

1
(I 4+ Vu) Vv + 3 (I +V'u) Vo

Fu)VTv 4 % (F(u)" Vv

N | — N —

Beweis von Satz 3.2. Das Ziel ist es zu zeigen, dass das Minimierungsproblem

1 [=
mmé/QDE(u) : E(u)dx — (f,u)

ueVp

auf unser Variationsproblem

/P(u):Vde:(f,v> Yo e Vy
Q

fithrt. Dazu bilden wir die Richtungsableitung des Minimierungsfunktionals bei u in Rich-
tung v und setzen diese gleich Null.

1 =
VU§ADE(u):E(u)dx—(f,u) =0

Klemens Reindl
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Aufgrund der Produktregel gilt:
Vo [ DE): B~ (f0)
2 Y
/m) V() - {f.0)

1
2
Mit Lemma 3.3 ergibt sich die Bedingung
1
/ DE(u ( F)V" + 5 F(u )Tvu) de — (f,0) = 0
welche zum Minimierungsproblem dquivalent ist. (da das Minimierungsfunktional konvex

ist)
Da der : Operator linear ist, bekommt man

/ﬁE(u) : %F(U)VTU —|—§E(u) : %F(U)TVvda: —(f,v) =0
Q

Aus A: FTB = FA : B folgt

/DE )VT"U—F;F( )D (u) : Vodz — (f,v) =0
Da ﬁE(u) symmetrisch ist ergibt sich
/ Fu)DE() : Vo + ;F( \DE(u) : Vode — (f,0)
Q

(w)DE(u) : Vvdr — (f,v)

I
D\ N | —
o

F(u)S(u) : Vodz — (f,v)

S— 55—

P(u) : Vodx — (f,v) =0

3.5 Finite Elemente (linearer Fall)

Wir verwenden zum numerischen Losen des Variationsproblems die Methode der Finiten
Elemente (siche z.B. citebraess). In unserem Fall wird das Gebiet in Dreiecke zerlegt
(Triangulierung), auf denen die Basisfunktionen definiert sind. Die Dreiecke der Zerlegung
T, werden mit T bezeichent.

Um das Problem zu diskretisieren, verwenden wir das Galerkin Prinzip.
Unser Ausgangsproblem ist das lineare Problem:
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Finde ein v € V{, sodass:
a(u,v) = (f,v) YoeV

Sei Vj, € V ein endlich dimensionaler Unterraum und Vg, := V, N Vy. Dann ist das
zugehorige diskrete Problem:

Finde ein u;, € Vg, sodass:
a (up,vp) = (f,vp) Yoy, € Von (3.2)
Der Raum V}, wird nun auf Basis einer Triangulierung 7, festgelegt.
Vi={veC(QRY) VT €T, :ve(P)} (3.3)

Wir nehmen an, dass I'p von der Triangulierung aufgelost wird, dann ist Vg, der Raum
jener Funktionen aus Vj, die auf allen Knoten z; € I'p verschwinden.

Als Raum der Formfunktionen wéhlen wir auf jedem Element T' den Raum P, der Poly-
nome vom Grad < 1, also:

Py = span{1,£1, &}

Die Funktionen in V}, sind vektorwertige, stiickweise lineare, stetige Funktionen, die durch
die Basisfunktionen festgelegt werden sollen.

Die obige Grafik zeigt eine Beispiel-Triangulierung des Gebietes 2 = (0,3) x (0, 1).

Wir definieren nun die Formfunktionen auf dem Referenzdreieck mit den Eckpunkten

(0,0),(1,0),(0,1).

08

(0. 0)
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&1 und & entsprechen dabei den x bzw y Koordinaten im Referenzgebiet.

Definition 3.1 (skalare Formfunktionen).

p(o) = 1-§-&

p(l) = &

p(2) = &

Man sieht, dass die Formfunktionen nur auf einem Eckpunkt den Wert 1 haben und auf
den anderen beiden Eckpunkten 0 sind.
In der Ebene benotigen wir die Formfunktionen fiir 2 Richtungen (z, y Richtung):

Definition 3.2 (Vektorwertige Formfunktionen).

() Go)-(9)- () (9) - ()

Die Betrachtungsweise via Formfunktionen ist wichtig fiir die FE-Implementierung (iiber
die Transformation aufs Referenzelement). Man kann den Raum V}, aber auch direkt iiber
eine Knotenbasis {gpl}fgﬁ‘ dargestellen. Der Index ¢ durchlduft dabei jeden Knoten der
Triangulierung. Im Knoten z; gilt fiir ¢ = 1---ny:

poi1 (1) = (563‘)
()

Die Losung uy, kann beziiglich der Basis entwickelt werden:

up(z) = Z u; i ()

Damit wird nach der Beriicksichtigung der Dirichletrandbedingungen aus dem diskreten
Problem (3.2) das lineare Gleichungssystem:

Knuy, = [,

(3.4)

Der Vektor w;, gibt die Werte der Funktion u, in den Knoten der Triangulierung an
(ausgenommen jene die auf I'p liegen).
K}, ist die sogenannte Steifigkeitsmatrix und wie folgt definiert:

[Knlij = a(p), ¢i)

fiir alle Indices 4,5 € {1,...,n;}, die zu keinen Knoten mit Dirichletrandbedingungen
gehoren.

Da die Basisfunktionen nur lokal (auf den Dreiecken mit dem zur Basisfunktion gehérenden
Knoten) ungleich null sind, sind nur wenige Eintrige der Steifigkeitsmatrix ungleich null.
Die Matrix ist also nur diinn besetzt.

Klemens Reindl Seite 22 von 77



Geometrisch nichtlineare Elastizitét 3  Herkdmmliche Losungsmethoden

S , ist der sogenannte Lastvektor:

[f)i = (f5 i)

Mit den Konstanten p; und gy aus dem Satz von Lax Migram lésst sich die Konditionszahl
der Matrix fiir den Fall einer quasi-uniformen Triangulierung wie folgt abschétzen.

K (Kn) = 20 (h7?)
231
h ist dabei der maximale Durchmesser der Dreiecke der Triangulierung. Das heifit je feiner
die Triangulierung, umso schlechter ist die Konditionszahl der Matrix Kj,.

3.6 Losungsmethoden fiir das lineare Problem

Um das lineare Gleichungsystem (3.4) zu 16sen kann man direkte oder iterative Loser ver-
wenden. Die Matrix K}, ist im Allgemeinen nur diinn besetzt. Beim Faktorisieren ergeben
sich dann aber Matrizen, die im Allgemeinen voll besetzt sind, und damit ergeben sich
je nach Grofle der Matrizen und des Speichers Probleme beim Abspeichern der Matri-
zen. [terative Verfahren benotigen hingegen nur die Anwendung der Matrix. Es kann z.B.
das CG Verfahren fiir SPD Matrizen (in diesem Fall erfiillt) eingesetzt werden. Genauere
Information zum Losen von Gleichungsystemen findet man im Buch [1, Kapitel 4].

3.7 Losungsmethoden fiir das nichtlineare Modell

Im Unterschied zum linearisierten Fall ist hier der Zusammenhang zwischen S und u nicht
mehr linear.Durch das Diskretisieren erhélt man dann auch kein lineares Gleichungssystem
mehr. Also bendtigen wir alternative Uberlegungen. Im ersten Teil werden das Fixpunkt-
verfahren und das Newtonverfahren vorgestellt.

Die FEM Diskretisierung des Randwertproblems

—div (FS) = f in Q

S = DE mn §2
1

E = - (F'F-1) in Q
2

F = Vu+1I

u = 0 auf I'p

(FS)n = gy auf I'n

bzw. des Variationsproblems (3.1)
a(u,v) = (f,v) (3.5)

firalleve Vp={veV:v=0auflp}
fithren auf die Gleichung:

ky, (Qh) = ih (3-6)
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Hierbei ist die nichtlineare Abbildung
ky, - R27 — R?™

wie folgt definiert:
[Eh (ﬂh)]z :a(uha%‘) Vi € {17"'v2nh}
Durch den Ritz Isomorphismus [3, Seite 21] besteht der Zusammenhang:

Mh

w, > un, up (1) = ) s
=1
2n

h
wjy, > wh, wh (7) = Y lwy); i
i=1

1=
i ., ist definiert als:

£] = (fe0

3.7.1 Fixpunktverfahren mit Liniensuche

Beim Fixpunktverfahren wird die Gleichung

ky, (up) =/,

auf Nullpunktform und anschlieffend auf Fixpunktform gebracht.

ih_Eh(uh):O

Damit ergibt sich folgende Iterationsvorschrift

k k k
W =l 4 (1, b, ()

Um Konvergenz zu erhalten, wird das Residuum mit dem Dampfungsparameter 7, mul-
tipliziert. Um eine héhere Konvergenzgeschwindigkeit zu erreichen, wird das Residuum
noch mit einem Vorkonditionierer multipliziert. Als Vorkonditionierer wird die Steifig-
keitsmatrix K, des linearen Verfahrens verwendet.

=l 4 (1, - k()

Der Parameter 7, wird, von 1 ausgehend, so lange halbiert, bis die Norm des Residums
im (k + 1)ten Schritt kleiner als im kten Schritt ist. Der Vektor k), <g§f)> muss natiirlich

in jedem Schritt berechnet werden, was analog zum linearen Fall durch Assemblierung
geschieht.

Es ergibt sich folgender Algorithmus:

Ualt = UStart
Tar = f — Ky, (ug)
while ||r.|| > eps do
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Lose Kpwp, = Ton

T=1

Tneuw — K}Tl ih - Eh (uneu))

while ||7pey|| > |7l do
Upey = Uqglt + TWh
Tneuw = ih - Eh (uneu)
T=71

2
end while
Talt = Tneu
Uqlt = Uneu

end while

Das Fixpunktverfahren ist eine Methode, die in diesem Fall sehr langsam konvergiert und
daher keine wirkliche Option ist, um ein derartiges Problem effizient zu losen.

3.7.2 Newtonverfahren

Eine weitere Methode, ein nichtlineares System zu losen, ist das Newton Verfahren. Die
Konvergenz ist oft wesentlich schneller als beim Fixpunktverfahren mit Liniensuche. Es
hat aber auch den Nachteil, dass es nur lokal konvergiert.

Der Ausgangspunkt fiir das Newtonverfahren ist wie oben die Gleichung

ky (up) = f h
bzw. ihre Nullpunktform
ih—kh(ﬂh) = 0.

Mit dem Newtonverfahren erhélt man daraus folgende Iterationsvorschrift:

-1
uf ™ =l G () (£, k(7))

wobei K (g(k)) die Fréchet-Ableitung von k; an der Stelle g,(lk) bezeichnet.
Mit dem Ansatz

ugk+1) _ ggﬂ) n ggﬂ)

ergibt sich dann das lineare Gleichungssystem

R ) - (1, 1 ()
(k)

fiir die Korrektur ggf). Um die Tangentensteifigkeitsmatrix Kj, (gh ) zu berechnen, ist

es am besten, gleich die Richtungsableitung von £, in Richtung gg{) an der Stelle gg{) zu

berechnen.

1
5 )]~ o () o (4.0)

t—0
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a (u,v) ist wie in der Formel (3.1) definiert:

wobel

P(u) = (Vu+]) [ (Vu+ Vul + Vul'Vu)| .

Um diesen Grenzwert zu berechnen, benotigen wir folgendes Hilfsresulat:

lim% (P(u + tw) — P(u))

t—0

t—0 t

= lim1 {(V(u + tw) + I)ﬁ%(V(u +tw) + VI (u + tw) + VT (u + tw)V(u + tw))
— (Vu+1)D (Vu + VTu+ Viuvu)

~ Ly ! [(Vu +tVw+ 1D (Vu+tVw + Viu+tViw + ViuVu

2 t—0

+tVToJVu + V" uVw + 2V wVw) — (Vu+ DD(Vu+ VVu + vTuvu)]

1
— Zlim - [(Vu +1Vw+ 1D (Vu+ VT + VuVu + t (Vo + VVw+

2 t—0

VTqu + V'uVw) + *V wVw) — (Vu + I)ﬁ(Vu + V7Tu + VTuVu)}

L1 ) T T ) T
— 5 lim [t (VwD (Vu+ V7u+ VTuVa) ) +4(Tu+ D(Ve + V7
+VTwVu + VIuVw) +*VwD(Vw + VIw + VI wVu
+VTuVw) + 2(Vu + DDV wVw) + t3VwDVTwVw]
11 _ _
— Zlim = [t (VWD (Vu+ V7w + VTuVu) + (Vi + I)D(Vew + VVw
2t-0t

+VTwVu + ViuVw)) + 2(VwD(Vw + V7w + VT wVu + VT uVw)
H(Vu+ 1) D(VTwVw)) + t3vw§v%vw]

1 =
=5 (VoD (Vu+ V'u+ V'uvu)
+(Vu+ I)D(Vw + Viw + VIwVu + VTqu))
Dadurch ergibt sich:

dmY, w [ e w5 T 7
[K( )wh L = AQ[thD<V + VUl 4 vy Vu )
+HVul + DDV + v%,ﬁ’” + VTP

—i—VTuék)Vw,(lk) )} : Vidz
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Wir fassen nun das obige Newtonverfahren zusammen:

Uqlt = UStart
raw = [, = ky, (Ustart)
while |[rq:|| > eps do
T=1
while ||7,c|| > ||7ar| do
Berechne Kj, (uq)
Lose K} (uat) wp, = rar mittels direktem oder iterativen Loser
Uney = Uqlt + TWh
T =
Tneu = ih - Eh (uneu)
end while

| VIR

Talt = Theu
Uqlt = Uneu
end while
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4 Floating Frame of Reference Formulation

4.1 Gebietszerlegung

Wir treffen fiir dieses Kapitel folgende Annahmen an das Gebiet:
Q C R?
An den Rand des Gebietes stellen wir wie in der gesamten Arbeit folgende Bedingungen:
ON=TpUlN,TpNTy=0,Tp#0
Wir zerlegen das Gebiet € in disjunkte Teilgebiete €2;, ¢ = 1,..., N mit

N

i=1

Speziell fiir diese Arbeit (insbesondere fiir die Implementierung) nehmen wir an, dass das
Gebiet 2 und die Teilgebiete §2; rechteckig sind.

Der folgende Zugang kann aber relativ einfach auf polygonale Gebiete und Teilgebiete
erweitert werden.

Ein Beispiel einer solchen Gebietszerlegung:

Q1 QQ e QN

Abbildung 1: Ein Beispiel einer Gebietszerlegung

Die Punkte p® bezeichnen jeweils den linken unteren Punkt des Gebietes €2;, dies ist
wichtig fiir den Abschnitt 4.2.

Weiters nehmen wir der Einfachheit halber an, dass I'pN0€2; und I'yN9OS2; ein Vereinigung
von Kanten des Rechtecks €; ist. Auch diese Annahme stellt in der Herleitung der FFRF
Formulierung keine wirkliche Einschrinkung dar.

4.2 Parametrisierung der Verschiebung mittels ,,Frame*
4.2.1 Ansatz fiir die totale Verschiebung

Es ergibt sich auf jedem der Teilgebiete €2; eine Aufspaltung derVerschiebung u (X), im

Folgenden bezeichnet mit w0 (X), in eine flexible Verschiebung ugf) (X), die relativ zum
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Rahmen wirkt, und eine Verschiebung des Rahmens ul?) (X). Die Verschiebung des Rah-
mens besteht aus einer Drehung um einen Winkel ¢ und einer Translation um den
Vektor ugi).
Dazu fithren wir folgende Notation ein:
X ist ein Punkt im nicht deformierten Gebiet im absoluten Koordinatensystem.
7™ ist der Punkt X relativ zu p@, d.h.:

X =p@ 47

Sei r = ¢(X), d.h. der Punkt X nach der Deformation.
Zuerst wird der relative Punkt ) um die flexible Verschiebung u?) verschoben. Dieser

Punkt (9 + ugf) wird dann um den Winkel ¢ gedreht. Somit erhalten wir
AW (E(i) + ugf)), wobei A® die Rotationsmatrix um den Winkel ¢; bezeichnet. A® rotiert

einen Vektor gegen den Uhrzeigersinn,also:
A0 _ COS(SO@) — Siﬂ(sﬁ'(i))
sin(p®)  cos(p®)
Es gilt:

T

AGOCY A6
A ist also eine orthogonale Matrix.

Dazu kommt noch der Anteil der Translation ugi) und der Referenzpunkt des Frames p®.

Somit ergibt sich fiir r:

r=p®» +ul” 4 A0 (E(i) + u&”)
bzw. ldsst sich r auch wie folgt darstellen:

o= X+ tora(X)

Somit ergibt sich folgende Gleichung:

X + ot = pV 4+ + AD (f(i) + ug;”)

PO+ 79 g = 4l + A9 (30 + )
Also ergibt sich flir upsq:
Utotal = uﬁi) + (A(i) — 1) 70 + A(i)ugf)

Man sieht, dass die Verschiebung auf dem Gebiet 2; von der Translation ugi) der Roata-
tionsmatrix A® und somit dem Rotationswinkel ¢ und der flexiblen Verschiebung ugf)
abhéngt.

Es ergibt sich folgende Funktion:

Urotat (X) = uf? + (AD = )70 (X) + AD (X)  vX € Q) (4.1)
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Diese Funktion kann auch parametrisiert dargestellt werden.
iggar (e, 0, 105) =y - (A = )T + Aug (4.2)

wobel
~ (cos(yp) — sin(yp)

- (Sin(w) cos(¢p) )

mit u; € R2, o € [0,27], uy : QO — R2.
Die Parametriesierung in der obigen Form ist nicht eindeutig bestimmt. Durch eine freie
Wahl von u; und ¢ ist uy bestimmt. Das Ziel ist des aber, dass die lokale Verschiebung

uy geeignet klein ist.

Ziel des folgenden Abschnitts ist es drei Bedingungen an ugf) zu finden, so dass ugi) und

0@ eindeutig bestimmt sind.

4.2.2 Fixierung der lokalen Verschiebung am Rahmen

Grundlage fiir die oben angesprochene Fixierung ist das folgende Lemma.

Lemma 4.1. Sei Q; C Q und sei X{” € O, Xy € Q; und X1 # X3,
Sei Uprqr € C (Qz) .Dann fiihren die Bedingungen

us (Xf“) =0 (2 Bedingungen,) (4.3)

d* - uy (Xé”) =0 (1 Bedingung) (4.4)

mitd = X2(i) —Xfi), d* ist ein Normalvektor auf d, immer auf eindeutig bestimmte Grifen
w00 und ugf), sodass (4.1) gilt.

Beweis. Zur Wiederholung Formel (4.1):
Uiotat (X) = u” + (AD — 1) 7D (X) + AV (X) (4.5)

Fir X = Xl(i) ergibt sich daraus aufgrund von (4.3):
Utotal (Xl(i)> = uf) + (A(i) — I) 70 (X '

= uf) + (A9 — 1)z (Xf“) +0

=~
=
N———
+
=
>
=
I~
D
N
Lol
Kbl
N———

und somit fiir ugi):

ul(SZ) = Utotal (X1(2)> - (A(Z) - ]> f(l) (Xfl))
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Einsetzen von X = Xéi) und von u\” in (4.5):

oo i () okl (X80 = (401 (3 () -0 (1)

+ADY ()
A0 = (1= a9 )duf) (X47)

)T

dt AV e = dtd—dt AV d 4+ dt - ul) (sz)
Mit der dritten Bedingung (4.4) folgt:

dt A" 0—dt-AD"q+0
d- A (e4+d) = 0

Somit gilt fiir den Winkel:
¢V = arg (e + d) — arg (dh)

ugf) ist schlieBlich aus (4.5) ableitbar und erfiillt (4.1) per Konstruktion. O

Somit ist die Parametrisierung in der Formel (4.1) mit den definierten Sperrungen (4.3)
und (4.4) bijektiv. Wichtig dabei ist, dass die dritte Bedingung im zweiten Punkt im
Winkel von 90 Grad zur Verbindungsgeraden der beiden Punkte X 1(“, Xéi) wirkt. Diverse
dhnliche Varianten findet man in [7]

Aufgrund unserer Annahme, dass §2; rechteckig ist, konnen wir z.B. die Verschiebung in
beide Richtungen im unteren mittleren Punkt sperren (d.h. der Wert der lokalen Ver-
schiebung muss 0 sein). Weiters wird die lokale Verschiebung in z-Richtung im oberen
mittleren Punkt ebenfalls gesperrt (siehe nachfolgende Skizze). Diese Sperrung wird in
jedem der Teilgebiet §2; gefordert.

xP

£

%z

Auf die genaue Einbindung dieser Sperrungen wir spéter eingegangen.
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4.2.3 Betrachten des Verzerrungstensors

Nun betrachten wir den Verzerrungstensor angewandt auf die totale Verschiebung ui?tal.

Dabei ergibt sich folgende Vereinfachung:

i 1 i i i @)
E <u150)tal> = 5 <vTu§o)tal + vuwgo)tal + vTq“blgo)talvutotal)
= 3 (v%@ (AD — 1)+ VTulDAOT 4 (4D — 1) vz + AV

+ V770 (AD — 1) (4D — 1) vz 4 v A0 (4O - 1) vz®
+VTE0 (A0 — )" AOTD 4Ty AOT Amwg;))
Der Gradient von 7 ist die 2 x 2 Einheitsmatrix und somit ergibt sich:

> (um ) _ 1 (( AD D) 0T AT 1 (A0 - 1) 4 AOv

total 2
+ (A9 = 1) (A9 = 1) + VTl AOT (4O — ])
+ (A9 = 1)" A0V 4 VT AT A7)

Unter der Ausnutzung, dass A® orthogonal ist, d.h. insbesondere:

kann der obige Ausdruck fiir £ (ug)ml) wie folgt vereinfacht werden:
i 1 i i i i
E (ugo)wl) = 3 <VTu§c) + Vugc) + VTU;)Vu;)> (4.6)

- E (u;)) (4.7)

4.3 Diskretisierung

Seien Vj, und Vp, = Vi, N Hy p () die Rédume aus Abschnitt 3.5 basierend auf der Trian-
gulierung Ty, ().
Ziel ist es die Losung des Minimierungsproblems

min 1/ 5E'(utoml> : E(“total) - <f7 utotal> (48)
Q

Utotal EVon 2

zu finden, von dem wir eindeutige Losbarkeit voraussetzen.

Aufgrund von Satz 3.2 ist die Losung von (4.8) auch Losung von Problem (3.6), d.h.
ky, (up,) = f,. Annahme: Jedes Teilgebiet ), ist die Vereinigung von Elementen von 75 (£2).
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Somit besitzt €2; die lokale Triangulierung 75 (€2;).
Restriktion von Vg, auf €2;:

(oo ) e veo)

4.4 Linearisierung ,,um den Frame*

Im Folgenden treffen wir eine Modellannahme, welche den Grad der Nichtlinearitét ver-
einfachen wird. Wir nehmen an, dass die realtive Verschiebung ugf) abhénig von der
Losung usprqr, gegeben durch Lemma 4.1, im Gebiet €2; klein ist. Aus Kapitel 2 wissen
wir, dass bei kleinen Verschiebungen das Approximieren des nichtlinearen Verzerrungs-

tensors E (u?) durch den linearen Verzerrungstensor e (u?) zuléssig ist. Wegen Formel

(46) gllt FE (utotal

o) =F <u§f)) Also insgesamt:

B (uailo,) = B (uf)) = ¢ (uf") (4.9)

Das Integral in (4.8) tiber 2 ldsst sich problemlos als Summe iiber Teilintegrale schreiben.
Wir erhalten also nach Benutzung der Approximation (4.9) folgendes Minimierungspro-
blem:

Utotat€Von 2 4

min 1% [ ety el = () (4.10)

mit ugi), 0@, ugf) aus dem Lemma 4.1,wobei

<f(i)au> = f'Ud$+/ gn - uds
Q) 0Ny

Es ist nun das Ziel, eine (bijektive) Variablentransformation durchzufiihren, sodass nicht
N

mehr u;,q die gesuchte Funktion ist, sondern (ugi), go(i), u?) . AuBlerdem soll auf eine
i=1
Vektorschreibweise iibergegangen werden.

4.5 Variablentransformation

Annahme: 2 ist ein Rechteck und wird wie in Beispiel (4.1) so zerlegt, dass es maximal
einen linken und rechten Nachbar hat. Dies ist keine wesentliche Einschrankung, aber es
miissen die Kopplungsbedingungen entsprechend angepasst werden.

4.5.1 Notation

Um den Uberblick iiber die verschiedenen Indices nicht zu verlieren, wird hier die Notation
festgelegt.
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Das Gebiet 2 wird in NV € N Teilgebiete €2; zerlegt.

Die Zerlegung des Teilgebietes €2; besteht aus N () Knoten.

Das Teilgebiet €2; hat N ,(;) Knoten mit Dirichletrandbedingungen.

Die Anzahl der Knoten des Gebietes 2;, die an eine benachbartes Gebiet €2;_; oder §2;,4

angrenzen, wird mit Ng) bezeichnet.

Die Variablen, die mit u bezeichnet werden, sind Funktionen.
ugf) € Vh(l) bezeichnet den flexiblen Teil der Verschiebung im Gebiet ¢

ugi) bezeichnet die Translation des Rahmens
¢ bezeichnet den Drehwinkel des iten Rahmens

Die Variablen, die mit ¢ bezeichnet werden, sind die Vektoren, die zu den jeweiligen
Funktionen gehéren.

Die gesamte Verschiebung hédngt eben von diesen drei Komponten ab:

¢ € R? ist der Anteil der Translation des Rahmens.

qg ) = ¢; € R ist der Drehwinkel des Rahmens.

qj(f) € R2¥" ist der Anteil der flexiblen Verschiebung relativ zum Rahmen €2;.

2@ € R2M" sind die Koordinaten der Knoten relativ zum jeweiligen Frame ();.

Diese Kompontenen fassen wir in dem Vektor ¢@ € R2V”+3 in folgender Form zusammen:

¢ = [qt( ),qf,f),qﬁc)]

4.5.2 Restriktionen und Randbedingungen

Wir betrachten die Randbedingungen und Restriktionen auf einem der Teilgebiete €2;, da
dies wesentlich iibersichtlicher ist, als das gesamte Gebiet auf einmal zu betrachten.

Es gibt zwei Arten von Restriktionen. Die erste Art hat nur Einfluss auf die relative
Verschiebung, also auf den lokalen Teil der Verschiebung. Die zweite Art fixiert die ge-
samte(globale) Verschiebung.

Bei der ersten Art der Restriktionen geht es darum, die Bedingungen (4.3), (4.4) aus Lem-
ma 4.1 zu fordern, damit die flexible Verschiebung eindeutig bestimmt ist. Wir wéhlen fiir
X 1(1), X die mittleren Punkte am unteren und oberen Rand des Gebietes €2;. Auflerdem
nehmen wir an, dass diese der k-te und [-te Knoten sind. So ist nun im Knoten £ die x—
und y— Komponente von uy gesperrt. Im Knoten [ fithrt die Bedingung (4.4) darauf, dass
nur der Wert der z— Komponente auf Null gesetzt ist.

In Vektorschreibweise:

qrk1 =0
qrk2 =0
qri1 =0
Somit gibt es eine Matrix BY € R¥*2V" sodass die Bedingung (4.3), (4.4) fquivalent ist
Zu:
B¢ =0 (4.11)
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Die Eintrage der Matrix sind fast {iberall null. Nur die folgenden Eintrége sind ungleich
null:

B2k, 2k] = 1
BW2k+1,2k+1]=1
BWt1,21) =1

Mit Bedingung (4.11) ist die flexible Verschiebung qj(f) eindeutig bestimmt.

Die zweite Art von Restriktionen wirkt auf die gesamte Verschiebung. Dies betrifft einer-
seits die Dirichletbedingungen, andererseits eine Stetigkeitsbedingung.

Fiir die Dirichletbedingungen auf 9€2; NI'p fithren wir eine Matrix Bgzr ein, sodass u%al =
0 auf 0€); N I'p aquivalent ist zu

Bgzﬁ"qg?tal = O’ (412>

wobei qgal den ugi)ml entsprechenden Vektor bezeichnet.

Damit die Losung auch auf Q; N Q4 stetig ist, muss explizit die Gleichheit der Werte
an den Knoten am rechten Rand von €2; und am linken Rand von €2;,; gefordert werden.
Natiirlich ist auch wie bei den Dirichletbedingungen die gesamte Verschiebung mafigeblich.
Dafiir ergibt sich die Matrix Bg) € RN XN,

Die Matrix hat als Eintrag eine Eins, falls der zugehorige Knoten am linke Rand des
Rahmens liegt oder minus Eins, falls der Knoten am rechten Rand des Rahmens liegt.
Falls der Rand nicht mit einem anderen Rand gekoppelt ist (linke und rechter Rand des
Gebietes), ist der Eintrag Null.

Die Stetigkeit einer stiickweisen Verschiebung Ugi)taz ist dann dquivalent zu

N

Z BC qtotal (413)

Wie bereits oben angefiihrt, haben wir uns auf den Fall beschréinkt, dass die Schnittmenge
zwischen zwei Teilen 2; und €2; nur eine Kante besitzt oder leer ist. Diese Bedingung kann

natiirlich weggelassen werden, wenn man die Kopplungsbedinungen entsprechend anpasst.
Siehe z.B. [6] oder [7].

Fiir die eingangs erwéhnte Variablentransformation miissen wir nun qgal in (4.12) und
(4.13) durch [qf ),qg),qf } darstellen.

@ _ @ (() @ , (i

Aus gy = U (U U, U / ) ergibt sich fiir qtoml

tiras = B0l + A9 (20 4 ) — 20
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wobei
A ¢ R2N<i>x2N(i>
AD 0 0... 0
0 A® 0... 0
0 0 A®
0 0 0
mit
A0 — cos (i) — sin(p;)
sin(p;)  cos(p;)
und

—_

4.6 Das zugehorige Lagrangefunktional

Zur Optimierung unter Nebenbedingungen verwendet man das Lagrangefunktional.
Wir betrachten hier zuerst nicht die Finite Elemente Formulierung, sondern arbeiten mit
der Funktion v und setzen dann die Finite Elemente Formulierung ein.

Wir suchen eine Funktion g (ue, ¢, uy), sodass das

—Z/De

(%))

- <f7 Utotal (Ut; 28 Uf)>

moglichst klein wird. Die Funktion u muss sowohl die Dirichletbedingungen, die Kopp-
lungsbedingungen und auch die Restriktionen auf dem Gebiet §2; erfiillen.

Also:

min
(Z) c R2
uf e v
BYul =0
Bézruio)tal (ul(fZ)v 90( 2 ( )) 0

ZZIB)(Z

Uiotal

(ut y P 1)7 US})

Zl 1 [%(DE(

(4) (4)
ug), €(uy )) 2(0:)
<f utotal <ut )7 90( g ( ))>Qz]
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Hier haben wir der Einfachheit halber fiir die Operatoren Bg), Bgzr, Bg) dieselbe Be-
zeichnung wie fiir ihre zugehorigen Matrizen verwendet.

Somit bekommt man fiir das Lagrangefunktional folgendenen Ausdruck:

L((u, p,uf),A) = i B (ﬁe(ugf)%e(ugf)))

=1
- <f(i)7 ng))ml (ung)a So(i)7 UE}))>91 + <)‘(Dl)7 Bg)uy)x)i

+ <)\%)z7‘7 Bgzrug))tal (UEZ)’ (‘O(l)’ uy)) >in|

N
08 Y B ul (w69 e
=1

L2(Q;)

Das Langrangefunktional hingt also von den Funktionen wu;, ¢ und u; und den Langran-
geparametern Ap, Ac und Ap;. ab.

Der Langrangeparameter Ap gehort zu den lokalen Restriktionen (Sperrung der Kompo-
nenten der flexiblen Verschiebung uy), A¢ ist der zu den Kopplungen gehorige Parameter,
Apir beriicksichtigt die Dirichletrandbedingungen.

Die Zusammenhénge werden dann im nachfolgenden Teil ausgefiihrt. Fiir die bessere Les-
barbeit gehen wir von der Funktionenschreibweise auf eine Vektorschreibweise iiber, die
durch den Ritz-Isomorphismus gegeben ist (vgl Abschnitt 4.5.1):

(%) (1)

U™ = Gy
90(1) _ qg)
USZ) — q}l)

1O
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In der Vektorschreibweise ergeben sich folgende Zusammenhénge:

1 () Q) (1 @ ()
2 (Ds(uf )’E(uf )>L2(Qi) N §Kfqu 14y L

<f(l)a Utotal (uta 2 uf)>Q = (f}(zl)a Bt(l)qt(l) + A(l) (CE(Z) + q;1)> o x(l)>l
2
B ¢ YO

‘)T

<)\%)’Bg)u§})>ﬂ(i) _ )\g Bg)q}(cﬂ
Bg) c R3><N(i)

A B, ot (6”67, Vg = A, Bty (Bugl? + A9 (29 + ¢) = 2)

i) (i)
N XN
BDzr R™pir

N
(Ac ZBg)Uigmz <U§Z)7 so(i),ugf)>)n = ZB l) ( 2 z) + AU ( + qgf)) — I(i))

=1
B € RAE

Somit erhélt man dann folgenden Ausdruck fiir das Lagrangefunktional:

N
1 7 7 7 1) (2 3 [ 7
£ = Z[(QK;;q;aqp) — (9. B0 + 49 (494 ) —20),
lo 2

i=1

+ 00" B + A8, BY, (B4 + A (20 1 ¢0) - 200)]

ZB ( (g0 4 AW ( +q§;>> m)

4.6.1 Gradient des Lagrangefunktionals

Fiir die Losung des nichtlinearen Problems bendétigt man die Ableitung des Lagrange-
funktionals. Um diese zu berechnen wird nach den einzelnen Komponenten

(95 9o, 45, AD, Ay Apir) abgeleitet. Um die Ubersicht zu verbessern wird der Index (i)
bei den Vektoren sowie die Summe 1,--- , N weggelassen.

Ableitung nach g¢;:

OL(q, \)

5 = fI'B,+BI'\L, Bp, + BIALBe
qt

= B/ (fh + ADBpir + Ach)
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Ableitung nach g,:
0L(g, A)
0q,

= (=A'(x+4p)" fo+ b BonA' (¥ +¢5) + AoBoA' (2 + q7)

= (=fi + b Boiw + MoBc ) A (v +4)

wobei
AW RQN(i>x2N(i>
A" 0 0. 0 0
0 A® 0... 0 0
A = 0 .0
0 0 @0
0 0 0 AW
mit
A0 _ — sin(y;) —cos(p;)
cos(p;)  —sin(p)
Ableitung nach gy:
oL(q, A
% = K;pqr — i A+ MpBp + ATB, Apir + ATBEAC

= Kpqr + NoBp + AT (= frn + B, Apir + BEXC)
Ableitung nach Ap:
IL(g, \)

=B
b Dqf
Ableitung nach Ap;,:
OL(q, A
(9, %) = Bpiy (Bigp + A(x +qf) — )
8/\Dir
Ableitung nach A¢:
0L(q, \
(9, ) Be (Bigi + A (v +q5) — )
O\c

Somit bekommt man fiir VL (¢, A) folgenden Vektor:
B (fn + AbirBoir + AoBc)

(—fi + Nbi Boiw + XoBo ) A' (2 + qp)
Kyrqp + A5Bp + AT (= fu + Bh, Apir + BEXC)
vq,)\c (qv >\) =
BDQf

Bpir (Beqy + A(x + qf) — )
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Auch hier wurde wegen der besseren Ubersicht auf die Indices (i) und Summen verzichtet.

4.7 Losen des Minimierungsproblems via Lagrange Funktional

Das Ziel ist es, das Lagrange Funktional zu minimieren. Um den kritischen Punkt zu
berechnen, setzen wir den Gradient auf Null.

VirL(g,A\) =0 (4.14)

Da diese Gleichung nach wie vor nichtlinear ist, wird zum Losen das Newton Verfahren
verwendet.

4.7.1 Newton Verfahren

Analog zu Kapitel 3.7.2 auf Seite 25 verwenden wir fiir die Gleichung (4.14) wieder das
gedampfte Newton Verfahren.
Mit folgender Notation fiir die Jacobimatrix des Lagrangefunktionals,

J(q,\):=VVL(q, ),

ergibt sich folgender Iterationsalgorithmus:

Sei ¢°, A\ gegeben, k=0, 1,:

Lose
(k)
J (@(k))) w® = q*) (4.15)
Mit
(k)
w
wh =1
wy
und

(k)
k) _ q
= ((f0))

(k)
und subtrahiere dann das gedampfte Update <w?k)) .
Wy

() = (20 = (4
k+1) | = k)T k)
A A w&

Wobei wiederum 7 so klein gewéhlt wird, dass || £ £\ | >[I \(+D) |
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Die Updates bei den Iterationsschritten werden mit w*) bezeichnet. Der Index bezieht

sich auf Zugehorigkeit des Eintrags. Der Vektor w®) besteht aus:

o o
wt(J ) = wfa) ) wy = (Dz)r
e )

4.7.2 Jacobimatrix des Langrangefunktionals

Fiir das Newtonverfahren wird die Jacobimatrix benotigt. Um diese zu berechnen benétigt

man folgende Ableitungen:

PL(gN)  PL(g,N)  92L(gN) 9?L(g,\) 92L(q,\) 9%L(q,\)
0q10q¢ 0q,0qt 0q0qt OApOqt OApirdqt OAcOqt
PL(gN)  0°L(g,)  92L(gN) 9 L(g,\) 9%L(q,\) 9%L(gq,\)
0q:0q, 09,04, 9q50q, OApOqy, OApir0qyp OAcOqyp
LGN LN LN 8L 9%L(g,\) 9%L(g:N)
J qk Bqtaqf 8q¢,8qf 8qf6qf a)\Daqf akpiraqf akcaqf
A N PL(gN)  0°L(g,)) 9 L(gN) 9 L(q,\) 9L(q,\) 9%L(gq,\)
9:0ND  00,0Ap  04;0Ap  OApdip  OApindip  OACOAD
LGN LN LN 82L(gN) 9%L(g,\) 9%L(g:\)
0qtOApir  0qpOApir  0qpOApir  OADOADir  OADirOADir  OACOADir
?L(gN) 2L, 9 L(gN) 9L(q,\) 92L(q,\) 9%L(q,\)
dpOrc  Dgpdre  O0Ac  OApdic  Orpwdic  OAcOic

Es ergeben sich dann folgende Ableitungen:

1. Zeile:
L(g,N) (00
0¢0q;  \0 0
PL(q,N) (0)
aQLpaQt 0
L(g,N) (0 ... 0
aCIf8Qt o 0O ... 0
0L (g, \) (0 0 0
L (q, /\) T pT
— = = B'B
OApirOqy b
L (Q7 >\) T RT
——— * = B'B
OAcOq, Lee
2. Zeile:
L (g, )

(0 0)

8%8Q<p
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e (q,\) T T T
— Az + —f 4+ B
Geo = (Al a) (" + B
32£ (q, )\) T T i
— = (MB-— A
D404, ( )
PL(g,N)
Doin, (0 0 0)
e (C], )‘) _ / T »T
m = (A'(z+4qs)) Bp
I’L (Qv >‘) o / T KT
m = (A'(x+qf)) Be
3. Zeile:
00
L (q,)) o
0q:0qy 0 0
82£ (q )\) T T
22D AT (BTN —
D000, ( f)
L (g, )
— - = K
Jqy90qy 1
0L (q,\) _ pr
8)\D8qf b
I’L (q,\) _ T T
a)\Dz’r8Qf =4 Bbir
9°L (q A) T pT
—_— 27 — A'B
a)\can ¢
4. Zeile:

PL@N _ |,
0

0¢:0\p
PL@N _ |,
8q¢8)\D 0
0L (q,))
=7 B
dqrOAp P
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5. Zeile:

6. Zeile:

9L (q, \)

OApOAD

9L (q, \)

a)\D'L‘v’a)\D

9’L(q, \)

OAcOAD

PL(q,N)
8Qta)\Dir

L (g, )
aQwa)‘Dir

L (g, )
ana)\Dzr

O’L(q, \)
OApOApir

DL (q,\)

a)\Dir a)\Di'r’

L (g, )
a)\Ca)\Dir

PL(q,N)
0q,0\c

L (g, )
0%8)\0

L (g,
8(]]68)\0

o O O
o O O

~/
o O O

o O O
o O O ~———
\—/

BDirA

000

0 00

0 . 0

0 . 0

0 . 0

0 . 0
BoB;
BcA/ (ZE + Qf>
BoA
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00O
9L (q, \) .
INpdre :
pEre 000
0 . 0
DL (q, ) .
O pirO :
birrC 0 ...0
0 . 0
L, N) | .
ONON :
cvre 0 ...0
Somit ergibt sich fiir die Jacobimatrix:
J (Q7 )‘) =
0 0 0 0 BTBYT,. BIBZ,
0 (A +g)" (=fT+ BT MB-fT)A 0 (A(x+qp) B, (A(x+qp)" BL
0 A" (BTA—f) Kyy B ATBT. AT BT, 116)
0 0 Bp 0 0 '
Bpi» By Bpir A (x4 qf) BpirA 0 0 0
BgB; BcA' (JL‘ + Qf) BcA 0 0 0

4.7.3 Losung der Newton-Udate Gleichung

Das Losen von (4.15) mittels direktem Loser wire teurer als das Losen der nichtlinearen
Gleichung in Kapitel 3.7.2 mittels direktem Loser.

Das Ziel ist es, einen iterativen Loser fir die Gleichung (4.15) zu finden. Bei der Be-
trachtung der Jacobimatrix (4.16) stellt man eine Ahnlichkeit zu Systemen, die bei FETI
Methoden [6] vorkommen, fest. Um die bekannten FETI-Techniken voll auszunutzen, wird
(4.15) durch folgendes System ersetzt:

(a™Y v _ w

Die modifizierte Jacobimatrix J ergibt sich aus der Vernachlissigung folgender Terme:
0°L (g, )

0
0q,0q,

DL (q,\)
aQ<pan

L (q,)\)
0qs0q,,
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Mit dieser Anderung ergibt sich fiir die modifizierte Jacobimatrix J (g, A):

J(q,A) =
0 0 0 0 BIBY, BIBY,
0 0 0 0 (A (z+a))" Bhy (A (z+4)" B
0 0 Ky Bg ATBJJ;Z»T ATBg
0 0 Bp 0 0 0
BDirBt BDiTA/ (1' + qf) BDirA 0 0 0
BeB,  BeA'(z+q;) BeA 0 0 0

Dies fiihrt auf ein modifiziertes Newtonverfahren.
Wir hoffen, dass diese Anderung die Konvergenz nicht allzusehr beeintriachtigt. Dazu siehe
Kapitel 5.

4.7.4 Struktur der modifizierten Newton-Update Gleichung

Um die Struktur der Matrix J besser hervorzuheben und somit in FETI Notation zu
bringen, werden einzelne Bereiche der Matrix zusammengefasst.

Auf den Iterationsindex k wird ab jetzt verzichtet.

Wir definieren dazu einige neue Matrizen.

B _ BDirBt BD’iT‘A, (.T + Qf)
" Bth BcA/ (I + Qf>

_ BDirA 0
By = (BCA 0)
< _ (K Bp
Kyp = (BD 0

Dafiir ergibt sich fiir den Vektor w folgende Gruppierung

( Wy )
W, =
W,

Wy = W piy
Sl
Mit dieser Setzung ist das System (4.17), also

J(,Nw=d
von der Form
0 0 BT Wy d,
BT Bf 0 W d)\
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Der Vektor (d,, ds d,\)T ist hierbei wie folgt definiert:

d,
dy | =VL(qg,N),
dy

also

)3
0L(g,\)
0qyp

(35(%/\)) BtT (fh + AZJSwBDir + /\%FJBC)
d, (

—fn + AL, Bpir + )@Bc> A (z + qy)

Jqy
0L(g,\)

(M) (Kfqu + MBp + AT (= f + B, Apir + BEAC)>
dy = =
OAp

BDC]f

0;/\(11%) Bpir (Begr + A (x + qf) — )
dy = oL q,i;\) -
Ao Be (B + A(x + qf) — )

4.7.5 Lo6sung der modifizierten Newton-Update Gleichung

In diesem Teil beschéftigen wir uns mit der Losung der modifizierten Newton-Update
Gleichung (4.18) mittels FETI-Technik.

Aus der zweiten Zeile der Formel (4.18) wird der Vektor wy ausgedriickt:

K}‘fwf%—B?w)\ = df (419)
wy = Kj; (dy — Bfw,) (4.20)

Lemma 4.2. K;f 1st invertierbar.

« _ (Ksr Bp
Ky = ( By 0
Nach Umordnung der Eintrége in K7, erhalten wir eine Blockdiagonalmatrix bestehend
aus den Matrizen der Teilgebiete.

(k0 BOT\T
i=1

Bewezs.

B 0
Jeder Block dieser Matrix ist invertierbar, falls ihr Kern nur aus dem Nullvektor besteht.

Der Kern gehort zu folgendem Variationsproblem:

(KWz,0) +(BY A0y = 0 VeV,
(BYw,u) = 0 Vpeh,
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Aus der zweiten Gleichung (x, Bg)T p) = 0 sehen wir, dass z nur Null ist, wenn
ker (Bg)T) = {0}. Aus der ersten Gleichung bekommen wir (K}?m, v) + (A, Bg)w = 0.
Damit muss ker (K}?) N ker (Bg)) = {0} gelten.

Diese Bedingungen miissen nun gezeigt werden:
ker (K}?) N ker <Bg)) = {0}
ker (Bg>T> = {0})

Der Kern der Matrix K}Z} sind Funktionen bestehend aus linearisierter Rotation und

Translation. Die Eintrige der Matrix Bg) wurden so gewahlt (siehe (4.3)), dass auch
diese Funktionen ausgeschlossen sind. Deswegen gilt :

ker (K}?) N ker (Bg)) ={0}
Da die Matrix BS)T nur 3 Zeilen hat und nur 3 Eintrédge in unterschiedlichen Spalten
ungleich Null sind, gilt auch

ker (Bg)T) = {0}.

Einsetzen der Formel (4.19) fiir wy in die dritte Gleichung von (4.18) fithrt auf

Brwr + BfK}k;cl (df — B}FwA) = d)\
Byw, + ByK}; d;y — ByKj; Blw, = dy

Die Matrix F' wird wie folgt definiert:
F:= B;K;; B}
Somit erhalten wir folgendes System in Matrix Form:
<F —BT) (wA> B (BfK;J:ldf —dA)
BI' 0 w. ) d,

Um dieses System zu 16sen muss wy beide Gleichungen erfiillen.
Man suche zuerst eine Losung, die die zweite Gleichung erfiillt:

B?QUA :dr

Eine Losung dieser Gleichung werden wir mit w), bezeichnen. Es ldsst sich leicht feststel-
len, dass

wy, = B, (B'B,) 'd,
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die Bedingung erfiillt.
Um die erste Gleichung zu 16sen, suchen wir ein wy, sodass
Blwy, =0
und
wy = wy, + Wy

Durch das Einsetzen von w) in die erste Gleichung bekommt man:

Fuwy— Baw, = ByKj; dy—dy (4.21)

F(wy, + @) — Bow, = BfK}; dj —dy (4.22)
Fw, — Bow, = ByKj; dy —dy — Fw, (4.23)

Per Konstruktion soll wy im Kern von BT liegen. Dafiir definiert man die Projektion P.

Lemma 4.3. Sei P wie folgt definiert:
P:=1-B,(B'B,) ' BY
und es gilt:

Yu € range (P) : BX =0

Dann ist P eine Projektion und symmetrisch. (Die Invertierbarbeit von Bl B, wird in

Lemma 4.5 diskutiert.)

Beweis. Man sieht sofort aus der Struktur, dass P symmetrisch ist.

Es bleibt zu zeigen, dass P ein Projektion ist: P = P2

P* = (1-B.(B'B,)" B,T>2

— [?_92B, (BTTBT)*1 Bl + B, (Bf,FBr)f1 BI'B, (BTTBTY1 B

— I-2B.(B"B,)” BT + B, (B"'B,)”' BY
— I-B,(B'B,) ' BT
- P

Es ldsst sich leicht nachrechnen, dass BI P = 0 gilt.
Die Projektion angewendet auf die Gleichung (4.23) ergibt:

PR~ PBav, = P (B dy = dy— Fuy, )
Wir betrachten nun P B,w,

PBw, = (I-B,(BI'B,)" BI) B
= Baw,— Baw, =0
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Damit ergibt sich
PF@ = P (BiKj;'ds—dy — Fuy,)
Da P = P? und wy = Pwy = P?>wy = Pw, und P = P7 folgt:
PFP G, = P (BfK;:]:ldf —dy - FwA()) (4.24)
Lemma 4.4. F ist symmetrisch positiv definit.

Beweis. Da K7, symmetrisch ist, folgt, dass auch K }}1 symmetrisch ist. Da von links mit
By und von rechts mit der transponierten BJIJ multipliziert wird, bleibt die Symmetrie fiir

F = B;K3; B erhalten.
Wir zeigen zunéchst, dass

(FALA) >0 VA

Dies folgt aus der Definition der lokalen Steifigkeitsmatrix K;: Die Eintréige Bp bzw B},
welche in K7, vorkommen, werden mit den 0-Eintrdgen von By bzw- B]? multipliziert
und haben daher keinen Einfluss. Da Ky positiv semidefinit ist, folgt (FA, A\) > 0VA. Es
bleibt die Definitheit zu zeigen:

(FAN) =0=X=0
Aus
(FA\) = (B;K}; BYAN)
= (K, BfA,Bf)\) =0

folgt, dass B?A = 0 gelten muss, da K;Z}_l) definit ist.
Die Matrix

BT — BpyA 0\
f BcA 0

besteht (abgesehen von den 0-Eintrigen) aus 2 x 2 Blocken
cos(ip) —sin()) "
sin(p)  cos(p) ) 7

wobei pro zwei zusammengehorigen Zeilen nur ein Block auftritt. Da jeder Block regulér
ist, folgt ker (Bf) = {0}. Somit besitzt Bf A = 0 auch nur die Losung A = 0.

Also
F = ByKj; By

ist SPD. O
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Die Matrix F' ist also symmetrisch positiv definit. Somit ist auch PF PT auf dem Unter-
raum A := {wy|Bfwy = 0} = ker (BI') SPD. Um die Gleichung (4.24) zu lésen, kann man

wie in [7] das bekannte CG-Verfahren mit einem Startwert aus A, z.B. Null, verwenden.
Somit erhalten wir:

Wy = Wy, + W)

Mit wy lésst sich nun aus dem System

F =B\ (wy\ _ (ByKj; dy —dy
BI' 0 w, ) d,
w, berechnen:

Aus der ersten Zeile erhilt man:
Fw),— Baw, = ByKj, dy—dy
Byw, = Fuwy— B;Kj; ds+dy
BIBuaw, = BY (Fuy— ByKj;'dy+dy)
we = (BIB,)™ (Fux - ByKj'dy + dy)
Wir weisen nun nach, dass B! B, invertierbar ist.

Lemma 4.5. Die Matriz BT B, ist SPD.

Beweis. Dass Bl B, symmetrisch ist, sieht man. B B, ist auch positiv semidefinit:

<B1TBTU,U> = <B,«U, BTU> >0 Yo € R2(Npir+Nc)

Es bleibt noch zu zeigen, dass B B, definit ist, also
Bv=0=0v=0

Dazu betrachten wir die Struktur von B,:

B _ BDirBt BDz'rA/ (I + Qf)
" Bth BcA/ (ZL‘ + Qf)

Der folgende Beweis ist induktiv aufgebaut und héngt auch von der der Art der Kopplun-
gen ab. Wir betrachten zuerst einen Rahmen auf dem Dirchletbedingungen vorgegeben
sind. Fiir die weiteren Rahmen kann man dann analog vorgehen, da der Kopplungsrand
zu einem Dirichletrand wird, da (aufgrund der Induktionsannahme) mit der Nullfunktion
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gekoppelt wird.

Wir betrachten nun den ersten Rahmen mit Dirichletrand. Da die Matrix A’ blockdiagonal
ist betrachten wir die Werte zweier beliebiger verschiedener Punkte mit Dirichlet Rand-
bedingungen (werden in Np;. gezdhlt) oder Punkte, die zwischen zwei Rahmen liegen
(werden in N¢ gezihlt). Da die Punkte im gleichen Rahmen liegen, ist der Translations-
anteil und der Rotationsanteil der Verschiebung in beiden Punkten gleich und wird mit
(wy, w,) fur die Translation und w,, fiir die Rotation bezeichnet.

Bei der Matrix B, wird der flexible (lokale) Anteil fiir den ersten Punkt mit (gy,,,qy,,)
und fiir den zweiten Punkte mit (qy,,,qy,,) bezeichnet.

¢ ist in der Drehmatrix A’ beriicksichtigt und (21, 21,) und (22, z2,) bezeichnen die
lokale Position der zwei gewéhlten Punkte im Rahmen

Also ergeben sich folgende Gleichungen aus den entsprechenden Zeilen von B,v = 0:

01 Wy A*/ 0 L1y Qfly _
10 (wy> +w, ( 0 A*’) o | T A | | /
01 Loy Qf2y

wobel

o () —oote)

cos(p)  —sin(p)

die Ableitung der lokalen Rotationsmatrix ist.
Wir suchen nun B,v = 0. Aus der ersten und zweiten bzw dritten und vierten Gleichung
ergibt sich fiir (wy,, wyy):

Wiy w [ L1z + qf
- _w. A 1= 4.25
(wly) e (fly + Qfly) (4:25)
bzw. (4.26)
Wy w [ T2z + qf
— AT T2 2 4.97
(wy) e <x2y + szy) (4.27)

Durch das Gleichsetzen der beiden Gleichungen ergibt sich:

w A*/ (mlx + Qfm) —w A*/ (xx + szz)
v T1y + 4, v Ty + G,
w. A (mlx + Afi, — T2z — qu:c) =0
7\ Ty ap, — Ty — A,

w (mlx + Af1, — (xQx + szz)) =0
7 ‘rly + qfly o <x2y + quy)

Das heiflt, falls w, #0, gilt:

v1y + ap, — (T2 + ap2,) 0
Das bedeutet, dass die Punkte nach der Verformung die selben Koordinaten haben. Dies

widerspricht aber der Voraussetzung, dass die Verschiebung ¢; im modifizierten Newton-
schritt zuléssig (det V) > 0 ist. Somit muss w, = 0 gelten. Aus der Gleichung (4.25) folgt
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dann auch, dass w, = 0 und w, = 0 gelten muss, und somit v = 0 im ersten Rahmen.
Die obige Argumentation kann nun wegen der Kopplungsbedingungen fiir die weiteren
Teilgebiete (induktiv) genauso abgehandelt werden. O

Abschlieflend wird wy berechnet:

wy = K%, (dy — Bl'wy)
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4.8 FFRF-FETI-Algorithmus

Im Folgenden ist der in Abschnitt 4.7 hergeleitete Algorithmus zur numerischen Loésung
der Gleichung (4.14) zusammengefasst:
W =0,qut = 0,Gnew =0,d =0
/\alt = O, )\neu =0
Generiere das Netz _
Berechne Kj(f} und faktorisiere K}k;f) fir jedesi=1,... N
Berechne rqp = d = V2L (qait, Aait)
while ||rq:|| > eps do
T=1
Berechne wy, = B, (BTTBTY1 d,
Lise PRt = P (ByKG; dy — dy = Fuy, ) mit CG
Berechne wy = w)y + wy,
Lose (BIB,) w, = Fwy — B;Kj; dy + dy
Berechne wy = K%, (d; — Bw))

Berechne
Gneu _ Galt
(/\neu) B (Aalt) T

Berechne Tneuw = v(],/\ﬁ (Qneua )\neu)
while ||rpea|| > [|ra|| do
T

7':5

Berechne
Gneu . Galt
()\neu) N <)\alt) T

Berechne 76, = VAL (Gneus Aneu)
end while
Talt = Theu
Galt = Gneu
end while

4.9 Vergleich Newton vs. FFRF-FETI

Wir diskutieren den Aufwand fiir das voll nichtlineare Problem, welches mit dem New-
tonverfahren gelost wird, und dem Verfahren mit FFRF unter Einbeziehung von FETIL.
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voll nichtlineares Newtonverfah- | Newtonverfahren fiir FFRF unter
ren Einbeziehung von FETI

Aufwand Hier muss die Matrix Kj in je- | Die blockdiagonale Matrix K7,
im Bezug | dem Schritt des Newtonverfah- | muss zu Beginn einmal assem-
auf die | rens neu assembliert werden (sie- | bliert werden. Dieses System
Assemblie- he Abschnitt 3.7.2). Die Grofle | ist grofer, da die Knoten an
rung héngt von der Anzahl der Knoten | den Kanten zweimal vorkommen.
im Gebiet ) ab. Ebenso muss die | Dafiir é&ndert sich diese nicht
rechte Seite des Systems assemb- mehr. Die Matrix B, muss in je-
liert werden dem Newtonschritt neu erstellt
werden. Wie beim Newtonverfah-
ren muss die rechte Seite des Sys-

tems erstellt werden
Aufwand Zum Losen der Gleichung fiir das | Die Faktorisierung der Matrix
in  Bezug | Newtonupdate muss die Matrix | K7, kann in jedem der New-
auf die | Kj in jedem Newtonschritt neu | tonschritt verwendet werden. Es
Faktorisie- faktorisiert werden. muss allergings die diinnbesetzte
rung Matrix BI'B, in jedem New-
tonschritt wieder neu faktorisiert
werden. Die Grofie von B! B, ist
aber nur proportional zur Anzahl
der Unterteilungen des Gebiets 2.
Gesamt- Der Gesamtaufwand héngt im | Der Aufwand héngt natiirlich
aufwand wesentlichen von der Anzahl | auch von den Newtonschritten
der bendtigten Newtonschritte ab | ab. Zusédtzlich muss in jedem
und vom Aufwand pro Newton- | Newtonschritt auch noch die
schritt Gleichung fiir Wy mittels CG Ver-

fahren gelost werden.

4.10 Implementierung

Im Rahmen der Masterarbeit wurden die Losungsalgorithmen in C'++ implementiert. Bei
der Implementierung wurde auf bereits bestehende Strukturen des Instituts Numerische
Mathematik fiir die Behandlung von FETI Methoden zuriickgegriffen. Dabei wurde im
speziellen die Generierung des Mesh verwendet bzw. auf das Implementieren der Kopp-
lungungen zuriickgegriffen. Weiters wurden bestehende Algorithmen zum Implementieren
bzw. Faktorisieren von diinnbesetzten Matrizen verwendet. Auch fiir das CG-Verfahren
wurde auf vorgefertigte Routinen zuriickgegriffen.

Es wurde beim Arbeiten auf diverse Loser und auf Routinen zur Implementierung von Vek-
toren im FFRF Bereich zuriickgegriffen. Zuerst wurde als Einfithrung ein Losungsverfahren
fiir das linearisierte Problem implementiert. Weiters wurde der Code fiir das Newtonver-
fahren fiir das nichtlineare Problem ausprogrammiert. Dies dient auch als Referenz fiir
das Ergebnis des Gebietszerlegungsverfahrens.

Des weiteren ist der Code fiir das Losen des nichtlinearen Problems mit dem FFRF-FETI
Ansatz implementiert worden. Es wurde versucht, dass beim Programmieren im wesent-
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lichen den

Schritten in der Masterarbeit gefolgt wurde.

Um eine kurze Ubersicht {iber die Implementierung des Algorithmuses zu geben, wird das

Headerfile

der Implementierung des FRFF FETI Algorithmuses angefiigt. Es wurde ver-

sucht, die Schritte aus der Diplomarbeit moglichst d&hnlich im Programmm auszufiihren.

#ifndef __NewtonFFRF_HH
#define __NewtonFFRF_HH

Jx!
\ file NewtonFFRF . hh
\brief Calculate a Newton step for a domain
\brief decomposition method for nonlinear elasticity
\ date March 2012
\author Klemens Reindl €& Clemens Pechstein
*/
#include ”utilities .hh”
#include " basiclinalg .hh”
#include ”mesh.hh”
#include ”subdomains.hh”
#include ”linalg.hh”
#include 7fem.hh”
#include ”composegmv.hh”
#include 7 fetilagrange .hh”
namespace feti
{
using namespace std;
using namespace blalg;
using namespace msh;
using namespace parallel;
using namespace linalg;
using namespace fem ;
class NewtonFFRF
{
public:

/// Default constructor

NewtonFFRF () ;

Vil
* constructor
x @param q_phi vector of the angels of the rotating frames
x @param q_t vector of the translation of the frames
* @param q_f vector the local displacement in the frame
* @param f the load wvector
* @param = the local position of the the knots in the frame
x @param lambda the lagrange multipliers
x @param Kff the matriz Kff
* @param Kffinv the inverse of the matriz Kff
*
/

NewtonFFRF (const Vector<>& q_phi,const Vector<Vec<2> >& q_t ,

const
const
const
const
const

FETISplitField<>& q_f,
FETISplitField<>& x,
FETILagrange& lagrange ,
Array< DirectInverse<> >& Kfflnv
Array<SparseMatrix<> >& Kff);

const Vector<Vec<3> >& d.D,
const FETISplitField<>& f,
const PVector<>& lambda,
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52

53 /// destructor

54 “NewtonFFRF () ;

55

56 /// calculates the newton updates with the righten side d_phi,
57 /// d_t, d_f, d_lambda and stores the result in w_phi, w_-t, w_-f, mu
58 void calcNewtonUpdate (Vector<>& w_phi, Vector<Vec<2> >& w_t,

59 FETISplitField<>& w_f, Vector<Vec<3> >& w._D,PVector<>& mu,
60 const Vector<>& d_phi,const Vector<Vec<2> >& d_t,

61 const FETISplitField<>& d_f,const Vector<Vec<3> >& d.D,

62 const PVector<>& d_lambda ) const;

63

64 /// calculates the gradient of the Lagrange functional

65 void calcLagrangeGradient (const Vector<Vec<2> >& q_t,

66 const Vector<>& q-phi, const FETISplitField<>& q-f,

67 const Vector<Vec<3> >& q.-D, const PVector<>& q_-lambda,

68 Vector <Vec<2> >& d_t, Vector <> & d_phi, FETISplitField<> & d_f,
69 Vector <Vec<3> > & d.D, PVector<> &d_lambda) const;

70

71 /// calculates the global displacment u from

72 /// the local displacment q_f,

73 /// the rotation q_-phi and the translation q_t

74 void calcglobalu (const FETISplitField<> & q.f,

75 const Vector<Vec<2> >& q_t, const Vector<>& q_phi,

76 FETISplitField<> &u ) const;

7

78 /// calculates the norm of the wvector d_t,d_phi, d_f, d-D, d_-lambda
79 double calcNorm (Vector <Vec<2> >& d_t, Vector <> & d_qhi,

80 FETISplitField<> & d_f, Vector <Vec<3> > & d.D,

81 PVector<> &d_lambda) const;

82

83| //private:

84 /// applies the matric B_f to an vector v of length

85 /// of the total number of nodes and stores mu

86 void applyB_f(const FETISplitField<>& v, PVector<>& mu) const;
87

88 /// applies the matriz B_f transpose to a wvector of length of
89 /// the Langrange multipliers and stores the result in v

90 void applyB_fTrans(const PVector<>& mu, FETISplitField<>& v) const;
91

92 /// applies the matriz B.r, v is of length 8 N

93 void applyB_r(const Vector<>& v, PVector<>& mu) const;

94

95 /// applies the matric B_r transpose, v is of length 8 N

96 void applyB_rTrans(const PVector<>& mu, Vector<>& v) const;

97

98 /// applies the matriz F=B_f KKinv B_f"T to an wvector z and stores
99 /// the result in vy

100 void applyF (const PVector<>& x, PVector<>& y) const;

101

102 /// applies the the projection P to the wvector z

103 /// and stores the result in y

104 void applyP (const PVector<>& x, PVector<>& y) const;

105

106 inline

107 void applyPF (const PVector<>& x, PVector<>& z) const
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{

PVector<> y;
lagrange_.initLagrangeVector (y, NONPARALLEL);

applyF (x, y);

/x

PVector<> zzx;

lagrange_.initLagrangeVector (zx, NONPARALLEL);
applyP (z, zz);

applyF (zz, y);

*/

applyP (y, z);

}

/// solves the System PF(P) mu =y
void solvePFP (const PVector<>& y,PVector <>& mu) const;

/// calculates the matriz R
void calcR ();

/// applies the matriz R[i] to z and stores the result in y/[i]
void applyRi (const int i, const Vector<& x,
FETISplitField<>& y) const;

/// applies the matriz R transpose to y

/// and stores the result in =z

void applyRTrans (const FETISplitField<>& y,
Vector<>& x ) const;

/// calculates the matrizproduct of B_.r B.r"T
/// Bor=[B_t|Ax (z+q_-f)] the result is stored at
/// the matriz BrTBr_

void caleBrTBr ();

/// calculates the inverse of the matrizproduct auf B_r B_.r'T
/// the result is stored at the matriz BrTBrInv_
void calcBrTBrinv ();

/// get number of Lagrange multipliers
const int numLagrange() const
{ return lagrange_.numLagrange(); }

/// calculates the wvector mul
void calcMu0 (const Vector<>& d.r,PVector <>& mu0) const;

/// calculates the wvector muTilde by solving the system
/// PF muTilde=P(B_f K-f"—1 d_f—d-mu—Fmu0)
void calcMuTilde (const FETISplitField<>& d_f,
const Vector<Vec<3> >& d_D, const PVector<>& d_lambda,
const PVector <>& mu0, PVector <>& muTilde) const;

/// applies the matriz Kff[i] to the wvektor d_f[i]
/// and d_-D[i] for all i
/// and stores the result in w_f[i] and w.D][i]
void applyKff (const FETISplitField<>& d_f,
const Vector<Vec<3> >& d_.D, FETISplitField<>& w_f,
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Vector<Vec<3> >& w.D) const;

/// applies the matriz KffInv[i] to the wvektor d_f[i] and d_D[i]
/// for all i and stores the result in w_f[i] and wD[i]
void applyKffInv (const FETISplitField<>& d_f,
const Vector<Vec<3> >& d.D, FETISplitField<>& w_f,
Vector<Vec<3> >& w.D) const;

/// calculates the update for
/// w-r= (Br"T B_.r)"—1 B_r"T (F mu— B_f K_ff"—1 d_-f—d_-mu)
void calcw_r (const FETISplitField<>& d_f,

const Vector<Vec<3> >& d_.D, const PVector <>& mu,

const PVector <>& d.mu, Vector<> & w_r) const;

/// calculates the update for w_f=Kff"—1(d_-f—B"T mu)
void calcw_f (const FETISplitField<>& d_f,
const Vector<Vec<3> >& d_.D, const PVector <& mu,
FETISplitField <> & w_f,Vector<Vec<3> >& wD) const;

/// applies the matric A to the Vector Vecin

/// and stores the result in Vecout

void applyA (const FETISplitField<> & Vecin,const Vector<>& q_phi,
FETISplitField<> & Vecout) const;

/// applies the matric A transpose to the Vector Vecin
/// and stores the result in Vecout
void applyATrans (const FETISplitField<> & Vecin,

const Vector<>& q_phi, FETISplitField<> & Vecout) const;

private:
int N_; ///< number of frames
Vector<> q_phi_; ///< Vector of the rotaing angels
Vector<Vec<2> > q_t_; ///< Vector of the translation of the frames
FETISplitField<> q_-f_; ///< local displacement in the frames
Vector<Vec<3> > q.D_; ///< Vector of the local fized nodes
FETISplitField<> x_; ///< relative position of the knot in the frame
FETISplitField<> f_; ///< Load wvector

const FETILagrange& lagrange_;

///< Lagrange handler
PVector<> lambda_j; ///< the lagrange multipliers
const Array<SparseMatrix<> >& Kff_;

///< The local stiffnessmatrices of the frames

const Array< DirectInverse<> >& Kfflnv_;

///< The local stiffnessmatrices of the frames

Array<Matrix<> > R_; ///< the matrices R_i (B_.r = B R)
Matrix<> Ri; ///< Test

Matrix<> BrTBr_; ///< matriz Br"T Br

Matrix<> BrTBrlnv_; ///< inverse of Br"T Br

}i// class NewtonFFRF
Y// namespace feti

#endif // __NewtonFFRF_HH
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5 Numerische Ergebnisse

In diesem Kapitel untersuchen und vergleichen wir die Ergebnisse der unterschiedlichen
Methoden. Natiirlich ergibt sich durch die getroffenen Vereinfachungen des lokalen Ver-
zerrungstensors ein Modellfehler. Wir betrachten den im FFRF-FETI Newtonverfahren
entstandenen Fehler im Vergleich zum vollnichtlinearen Newtonverfahren. Um zu zeigen,
dass das lineare Modell bei zu grofler Kraft bzw zu grofler Verformung kein gutes Modell
ist, wird auch das Ergebnis des linearen Modells gezeigt.

Weiters betrachten wir in diesem Kapitel die Iterationszahlen des Newtonverfahrens bzw.
die Iterationsschritte fiir das FFRF-FETI Newtonverfahren fiir ein konkretes Beispiel.
Wir betrachten auch die Konvergenz des CG- Verfahrens innerhalb des FFRF-FETI Ver-
fahrens.

5.1 Untersuchen des Modellfehlers

Fiir die Simulation wurden fiir die Werkstoffparameter die Werte von Stahl verwendet. Es
wird der Modellfehler zwischen dem vollnichtlinearen Problem, dem FFRF-FETI Problem
und dem linearisierten Problem anhand von zwei Beispielen mit den Dimensionen von
einerseits [0, 7] x [0, 1] und andererseits [0, 25] x [0, 1] verglichen.

Beispiel 5.1. E-modul E = 2,1 - 1011%

Poisson ratio v = 0,3

Kraft auf Neumann Rand gy = —10°N

Volumskrdfte f =0

Q=10,7] x [0,1]

Mesh: 141 Knoten in x Richtung, 21 Knoten in y Richtung

Es werden einige Bilder gezeigt, die nach der Anwendung der Deformation durch die
numerische Berechnung entstanden sind. Die Abbildung 2 zeigt den nach dem vollnichtli-
nearen Modell deformierten Balken. In Abbildung 3 wird ein deformierter Balken gezeigt,
welcher mit dem linearisierten Modell berechnet wurde. Die Abbildung 4 zeigt die mit
dem FFRF-FETI Modell berechnete Deformation.
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Abbildung 2: Ergebnis der Berechnung fiir das Beispiel 5.1 mit dem vollnichtlinearen
Newtonverfahren

Abbildung 3: Losung des linearisierten Problems fiir das Beispiel 5.1

Beim Vergleich zwischen Abbildung 2 und Abbildung 3 ist der Fehler offensichtlich grofi.
Man sieht augenscheinlich an der x — Skala (rechte untere Ecke auf ca. 6,5 statt auf
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ca. 6,1 wie im vollnichtlinearen Modell) bzw. an der Breite des Balkens, dass die Losung
des linearisierten Systems Abbildung 3 nicht mit der Losung des nichtlinearen Problems
iibereinstimmt.

In Abbildung 4 wird das entsprechende Ergebnis mit dem FFRF-FETI Verfahren darge-
stellt. Lediglich das Mesh andert sich entsprechend, da der Balken in 7 Frames unterteilt
wird und die einzelnen Frames in je 21 Knoten in x Richtung bzw. in y Richtung unterteilt
werden.

Abbildung 4: Ergebnis der Berechnung fiir das Beispiel 5.1 mit dem FFRF-FETI New-
tonverfahren

Augenscheinlich ldsst sich kein Fehler zwischen der Abbildung 2 und der Abbildung 4
feststellen, allerdings lasst sich der Fehler rechnerisch erfassen. Der relative Fehler in der
ly Norm zwischen der Losung mit dem Newton Verfahren bzw. mit dem FFRF FETI Ver-
fahren liegt in diesem Beispiel bei 6,4.1073, die genaue Fehlerverteilung ist in Abbildung 5
dargestellt.
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differenceNewton-NewtonFFRH
0.0105663343
-0.01

£0.0075
0.005

0.0025

2.36124440-11

Abbildung 5: Fehlerverteilung zwischen dem vollnichtlinearen und dem FFRF-FETI New-
ton Verfahren

Der Ansatz die Verschiebung in eine Rotation und Translation bzw. in eine lokale Ver-
schiebung zu unterteilen, kann hier sehr gut veranschaulicht werden. Diese Losung mit
FFRF-FETI Verfahren Abbildung 6 setzt sich aus der flexiblen Verschiebung Abbildung
7 und der Verschiebung durch die Translation bzw Drehung der Rahmen Abbildung 8
zusammen. Die verschiedenen Farben zeigen die einzelnen Frames.

Abbildung 6: Deformation mit FFRF-FETI Verfahren fiir das Beispiel 5.1 mit den unter-
schiedlich eingeférbten Frames
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Abbildung 7: lokaler Anteil der gesamten Verschiebung fiir das Beispiel 5.1

Abbildung 8: Translation und Drehung der Rahmen fiir das Beispiel 5.1

Es wurde weiters ein Balken mit den Maflen 25 x 1 gerechnet (Beispiel 5.2). Dazu musste

die Kraft entsprechend verindert werden.
Auch hier werden wieder die Ergebnisse des FFRF-FETI Verfahrens, dem vollnichtlinea-
ren Newtonverfahren und dem linearisierten Verfahren verglichen:
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Beispiel 5.2. E-modul E = 2,1 1011%

Poisson ratio v = 10,3

Kraft auf Neumann Rand gy = —108N

Volumskrifte f =0

Q =0,25] x [0,1]

Mesh: 201 Knoten in x Richtung, 9 Knoten in y Richtung

bzw.

Mesh beim FFRF-FETI: 25 Frames in x Richtung, je Frame 9 Knoten in x Richtung und
9 Knoten in y Richtung

Abbildung 9: Ergebnis der Berechnung fiir das Beispiel 5.2 mit dem vollnichtlinearen
Newtonverfahren
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Abbildung 10: Losung des linearisierten Problems fiir das Beispiel 5.2

Man sieht wie in Beispiel 5.1 augenscheinlich an der x-Skala (rechte untere Ecke auf ca. 24
statt auf ca. 23 wie im vollnichtlinearen Modell) und auch auf der y-Skala (rechte untere
Ecke auf ca. —12 statt auf ca. —10 wie im vollnichtlinearen Modell) bzw. an der Breite des
Balkens, dass die Losung des linearisierten Systems Abbildung 10 nicht mit der Losung
des nichtlinearen Problems iibereinstimmt.

Abbildung 11: Ergebnis der Berechnung fiir das Beispiel 5.2 mit dem FFRF-FETI New-
tonverfahren

Augenscheinlich ldsst sich kein Fehler zwischen der Abbildung 9 und der Abbildung 11
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feststellen. Der relative Fehler in der I Norm zwischen der Lésung mit dem Newton
Verfahren bzw. mit dem FFRF FETI Verfahren liegt in diesem Beispiel bei 6,9.1073.

5.2 Konvergenzvergleich
5.2.1 Anzahl der Newton-Iterationsschritte

Es zeigt sich in der praktischen Anwendung, dass das Newton-Verfahren bei diesen Bei-
spielen 5.1 und 5.2 aus Abschnitt 5.1 mit dem FFRF-FETI Ansatz wesentlich schneller
konvergiert. Die Anzahl der Schritte mit dem voll nichtlinearen Newton Verfahren steigt
mit Feinheit der Unterteilung. Die Anzahl der Iterationsschritte mit dem FFRF-FETI
Ansatz bleibt anndhernd gleich. Dieses Verhalten wird nun im Folgenden detailliert dar-
gelegt.

Beispiel 5.3. Die Problem-Parameter sind wie in Beispiel 5.1 gewdhlt

Q=10,7] x [0,1]

Das Mesh wird von 2 Unterteilungen pro Einheit auf 20 Unterteilungen pro Einheit ver-
feinert.

Mesh: von 15 bis 141 Knoten in x Richtung, von 3 bis 21 Knoten in y Richtung

bzw.

Bei FFRF-FETI gilt fir das Mesh: von 3 bis 21 Knoten in x Richtung, von 8 bis 21
Knoten in y Richtung pro Finheit je Frame

Startvektor fiir das jeweilige Newtonverfahren ist der Nullvektor.

Auf der x-Achse der folgenden Grafiken wird immer die Feinheit der Unterteilung pro Ein-
heit aufgetragen. D.h. fiir jede Einheit erhalten wir bei einer dquidistanten Unterteilung
der x Richtung in 20 gleich grofie Absténde und in y Richtung in 20 dquidistante Abstédnde
pro Einheit 21 x 21 Knoten. Insgesamt erhalten wir damit dann 441 x 7 = 3087 Knoten
in dem Gebiet 2. Also ergeben sich 6174 Unbekannte bei der feinsten Unterteilung.

In Abbildung 12 wird der Verlauf der Anzahl der Newtonschritte fiir das Newtonverfahren
ohne FFRF-FETIT Ansatz und in Abbildung 13 wird die Anzahl der Schritte fiir das
Newtonverfahren mit FFRF-FETI Ansatz gezeigt.
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fullNewtonlterationNumber
170 T T T T T T T T

Iterationen

1 1 1 1 1
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Unterteilungen pro Einheit

Abbildung 12: Anzahl der Iterationen mit dem vollnichtlinearen Newtonverfahren

NewtonFFRFIterationNumber
25 T T T T T T T

24 - E

23 1

21 1

Iterationen

20 1

19 | E

18 E

17 1

16 I I I I I I I I
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Unterteilungen pro Einheit

Abbildung 13: Anzahl der Iterationen mit dem Newtonverfahren mit FFRF-FETI Ansatz

Hier sieht man, dass in diesem Beispiel die Anzahl der Newtonschritte im vollnichtlinearen
Newtonverfahren mit der Anzahl der Unterteilungen stark steigt, wobei aber beim FFRF-
FETT Verfahren die Anzahl der Iterationsschritte anndhernd gleich bleibt.

Die obige Konvergenzuntersuchung wir nun fiir das Beispiel 5.2 aus Abschnitt 5.1 durch-
gefiihrt.

Beispiel 5.4. Die Parameter sind wie in Beispiel 5.2
Q2 =10,25] x [0,1]
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Das Mesh wird von 2 Unterteilungen pro Finheit auf 8 Unterteilungen pro Finheit verfei-
nert.

Mesh: von 15 bis 201 Knoten in x Richtung, von 3 bis 9 Knoten in y Richtung

bzw.

Mesh: von 3 bis 9 Knoten in x Richtung, von 3 bis 9 Knoten in y Richtung je Frame
Startvektor fiir das jeweilige Newtonverfahren ist der Nullvektor.

In Abbildung 14 sieht man den Verlauf der Anzahl der Newtonschritte fiir das vollnicht-
lineare Newtonverfahren, und in Abbildung 15 wird die Anzahl der Schritte fiir das New-
tonverfahren mit FFRF-FETI Ansatz gezeigt.

fullNewtonlterationNumber
4500 T

4000

3500

3000

Iterationen

2500

2000

1500 I I I I I
2 3 4 5 6 7 8

Unterteilungen pro Einheit

Abbildung 14: Anzahl der Iterationen mit dem vollnichtlinearen Newtonverfahren
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NewtonFFRFIterationNumber
32 T T T

30 1

28 1

Iterationen

24 g

22 1

18 I I I I I
2 3 4 5 6 7 8

Unterteilungen pro Einheit

Abbildung 15: Anzahl der Iterationen mit dem Newtonverfahren mit FFRF-FETI Ansatz

Hier sieht man, dass die Anzahl der Newtonschritte im vollnichtlinearen Newtonverfah-
ren mit der Anzahl der Unterteilungen sehr stark steigt, wobei aber beim FFRF-FETI
Verfahren die Anzahl der Iterationsschritte nur sehr wenig steigt. Man beachte auch den
grofien Unterschied in der Anzahl der Iterationen (bis 32 Iterationen beim FFRF-FETI
Verfahren im Vergleich zum vollnichtlinearen Verfahren mit bis zu 4200 Iterationen).
Es wurde nach 8 Unterteilungen abgebrochen, da beim vollnichtlinearen Problem mit der
vorliegenden Implementierung auf einem Laptop mit 2000 MHz und 1 GB Arbeitsspeicher
bis zur Konvergenz fast 2 Stunden bendétigt wurden.

Dazu zeigen wir in Abbildung 16 und in Abbildung 17 auch die benotigte Rechenzeit fiir
das Beispiel 5.4 in Abhéngigkeit der Feinheit der Unterteilung:
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fullNewton Time
7000 T

6000

5000

4000

Zeitins

3000

2000

1000

Unterteilungen pro Einheit

Abbildung 16: Die Zeit bis zur Konvergenz in Abhéngigkeit der Feinheit der Unterteilung
fiir das vollnichtlineare Problem fiir das Beispiel 5.4

NewtonFFRF Time
45 T

Zeitins

Unterteilungen pro Einheit

Abbildung 17: Zeitdauer bis zur Konvergenz in Abhéngigkeit der Feinheit der Unterteilung
fiir das FFRF-FETT Verfahren fiir das Beispiel 5.4

Man sieht, dass bei dem Beispiel 5.4 das FFRF-FETI Verfahren sehr viel schneller durch-
gefithrt wurde als bei dem entsprechenden vollnichtlinearen Problem.

Aus diesen Ergebnissen lésst sich natiirlich nicht automatisch auf das Verhalten der Ite-
rationsschritte in anderen Féllen schliefen. In den Beispielen 5.3 und Beispiel 5.4 ist
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der Vorteil der FFRF-FETI Methode im Vergleich zum vollnichtlinearen Problem jedoch
deutlich zu sehen.

5.2.2 Konvergenz des CG-Verfahrens

In diesem Abschnitt soll das Verhalten der Konditionszahl der Matrix PF' in Abhénigkeit
der Feinheit des Mesh pro Frame untersucht werden. Bei klassichen FETI Verfahren (siehe
etwa [0]), verhélt sich die Konditionszahl wie O (%), wobei H den Teilgebietsdurchmesser
und h die Feinheit des Mesh bezeichnet. (% ist proprotional zu Anzahl der Unterteilungen
pro Frame in jede Richtung).

In den Abbildungen 18 und 19 wird das Verhalten der Konditionszahl von PF gegeniiber
der Anzahl der Unterteilungen pro Einheit % fiir das Beispiel 5.3 undb5.4 dargestellt.
In beiden Graphen sieht man klar ein lineares Verhalten, so wie beim klassischen FETI
Alogrithmus.

NewtonFFRFcgConditionnumber

Konditionszahl von PF

0 I I I I I I I I
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Unterteilungen pro Einheit

Abbildung 18: Konditionszahl im Beispiel 5.3 der Matrix PF mit steigender Feinheit
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NewtonFFRFcgConditionnumber
45 T T T

Konditionszahl von PF

5 I I I I I
2 3 4 5 6 7 8

Unterteilungen pro Einheit

Abbildung 19: Konditionszahl im Beispiel 5.4 der Matrix PF mit steigender Feinheit

5.2.3 Konvergenzverhalten der Newtonverfahren

Weiters wurde der Verlauf der relativen Norm des Residuums der Newtonverfahren fiir
das Beispiel 5.1 (fixes Mesh) beobachtet.

fullNewton

—

0.01 i
0.0001 - i

1le-06 1

Norm relatives Residuum

le-08 1

le-10 1

le-12 I I I I I I I I
0

20 40 60 ?0 ] 100 120 140 160 180
terationen

Abbildung 20: Norm des relativen Residuums fiir das Beispiel 5.1 im Verlauf der Newto-
niteration fiir das vollnichtlineare Newtonverfahren
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NewtonFFRFerror
1 T T

0.1

0.01

0.001

0.0001

1e-05 -

1e-06

Norm relatives Residuum

1e-07

1e-08 -

1e-09

1e-10 I I I I

Newtonschritte

Abbildung 21: Norm des relativen Residuums fiir das Beispiel 5.1 im Verlauf der Newto-
niteration fiir das FFRF-FETI Newtonverfahren

In Abbildung 20 sieht man, dass beim vollnichtlinearen Newtonverfahren die relative
Norm erst sehr stark sinkt, wenn man in der Néhe der Losung ist. In Abbildung 21 beim
FFRF-FETI Newtonverfahren sinkt die relative Norm des Residuums gleichméfiger.

Auch fiir das Beispiel 5.2 ist der Verlauf des relativen Residuums #hnlich (Abbildung 22
und Abbildung 23):

fullNewton

0.1 ]

0.01 | 1

0.001 B

0.0001 1

1le-05 - 1

1e-06 B

Norm relatives Residuum

1e-07 1

1e-08 - 1

1e-09 1

1e-10 | | | | | | | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500

Iterationen

Abbildung 22: Norm des relativen Residuums fiir das Beispiel 5.2 im Verlauf der Newto-
niteration fiir das vollnichtlineare Newtonverfahren
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NewtonFFRFerror
100 T

0.01

0.0001

1e-06

Norm relatives Residuum

1le-08

1e-10 I I I I I
0 5 10 15 20 25 30

Newtonschritte

Abbildung 23: Norm des relativen Residuums fiir das Beispiel 5.2 im Verlauf der Newto-
niteration fiir das FFRF-FETI Newtonverfahren

In Abbildung 23 sieht man, dass das erste relative Residuum nicht bei 1 liegt. Beim
Ausfithren mit Algorithmus 4.8 mit dem Null-Vektor als Startvektor konvergiert das New-
ton FFRF-FETI Vefahren nicht. Das Problem dabei liegt im ersten Newtonschritt. Also
wurde die Dampfung nur fiir den ersten Newtonschritt ausgeschaltet. Dies kann so be-
trachtet werden, dass die Losung im ersten ungeddmpften Newtonschritt als Startvektor
gewahlt wird.
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6 Ausblick

Die hier vorliegende Masterarbeit kann in mehrere Richtungen erweitert werden:

e Das rechteckige Gebiet konnte gleichzeitig in x-Richtung und in y-Richtung zerlegt
werden. Weiters konnte die Methode auf komplexere Gebiete erweitert werden. Dies
fiihrt dann jedoch auf eine komplexere Art der Zerlegung in Frames und miisste
im Programm entsprechend implementiert werden. Die Wahl der Sperrungen bei
komplexeren Frames funktioniert nicht mehr so einfach wie in Abschnitt 4.2.2, kann
jedoch durch simple Heuristiken und durch Lemma 4.1 angepasst werden.

e In dieser Arbeit wird fiir den FFRF Ansatz ein modifziertes Newton Verfahren
verwendet (die Jacobimatrix (4.16) wurde modifziert). Um diese Modifikation zu
vermeiden, miisste unsere FETI Methode zur Losung der Gleichung (4.14) entspre-
chend angepasst werden. Es ist nicht a priori klar wie dabei vorgegangen werden
miisste.

e Das CG-Verfahren zur Losung der Gleichung (4.24) kénnte vorkonditioniert werden.
Es gibt dazu in der Literatur [7, Kapitel 6] einen bekannten Ansatz, der jedoch nicht
direkt (eins zu eins) auf unseren Fall iibertragbar ist. Dabei konnte die Verédnderung
des Konvergenzverhaltens im Vergleich zum nicht vorkonditionierten Problems be-
obachtet werden. Im Erfolgsfall wiirde das zu wesentlich kiirzeren Laufzeiten bei
grofldimensionalen Problemen fiihren.

e Eine weitere Moglichkeit ware die Erweiterung auf den dreidimensionalen Fall. Dabei
ergeben sich neben dem Mesh auch Schwierigkeiten bei der Parametrisierung der
totalen Verschiebung. Es ergeben sich z.B. 2 Drehwinkel fiir den Frame (siehe etwa
[5]). Folglich ergibt sich eine andere Struktur der Jacobi-Matrix als in Abschnitt
4.7.2, und es ist apriori nicht klar, ob etwa ein entsprechend modifziertes Newton-
FETI-Verfahren moglich ist, bzw. so schnell konvergent wie im zweidimensionalen
Fall.
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