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Zusammenfassung

In den letzten Jahren gewannen a-posteriori Fehlerschétzer immer mehr an Popularitat und
es wurden eine Vielzahl von Verfahren vorgestellt, um den Approximationsfehler zu kalkulie-
ren. Aquilibrierte Fehlerschitzer sind eine Art von a-posteriori Fehlerschitzer, die den Feh-
ler basierend auf dem Residuum berechnen. Die Resultate von &quilibrierten Techniken sind
konstant-freie Fehlerabschédtzungen beziiglich der Energienorm, die in Folge dessen zu exakte
Fehlerberechnungen fiithren. In dieser Arbeit wird der dquilibrierte Fehlerschétzer beziiglich der
Poisson-Gleichung behandelt. Zunéchst werden Grundlagen eingefiihrt, die in weiterer Folge
als Basis fiir die Theorie der dquilibrierten Fehlerschétzer dienen. Im zweiten Abschnitt der
Arbeit wird der residuale Fehlerschétzer betrachtet, der sich als geeignetes Hilfsmittel fiir die
Berechnung des dquilibrierten Fehlerschétzers herausstellt. Unter anderem werden zwei wichti-
ge Eigenschaften fiir den residualen Fehlerschéitzer erwahnt. Zum einen die Effizienz und zum
anderen die Zuverldssigkeit eins Schétzers. In weiterer Folge werden notwendige Markierungs-
und Verfeinerungsstrategien vorgestellt, die dazu beitragen, dass die Naherungslésung nur an
Stellen mit grofSlem Fehlerbeitrag verbessert wird. Schliellich wird der Satz von Prager-Synge
eingefiihrt, der den &quilibrierten Fehlerschétzer iiber das duale Variationsproblem berechnet,
und dadurch sich ein Verfahren zur Konstruktion von #dquilibrierten Fliissen beschreiben lésst.
Mit einer Implementierung im eindimensionalen Fall werden praktische Fille ausgetestet.
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Kapitel 1

Einleitung

Das Ziel dieser Bakkalaureatsarbeit ist es, einen dquilibrierten Fehlerschétzer fiir die zwei- bzw.
eindimensionale Poisson-Gleichung zu konstruieren und im Zuge dessen ein Programm zu ent-
wickeln, das diesen Fehlerschitzer im eindimensionalen Fall berechnen kann. Grundsétzlich wird
zwischen zwei Arten von Fehlerschétzern unterschieden. Zum einen der a-priori Fehlerschétzer
und zum anderen der a-posteriori Fehlerschétzer, wobei der &quilibrierte Fehlerschéatzer der
zweit genannten Art zugeordnet wird.

Im Laufe der Jahre gewannen a-posteriori Fehlerschéatzer immer mehr an Popularitét und spie-
len nun eine wesentliche Rolle in der Mathematik sowie in der Industrie. Zum Beispiel werden
physikalische Phdnomene im Engineering Bereich, wie in etwa das Warmeleitproblem, als Mo-
delle aufgefasst, die durch partielle Differentialgleichungen beschrieben werden. Im Allgemeinen
sind diese Gleichungen jedoch nicht analytisch losbar, weshalb numerische Methoden entwickelt
wurden, um diese Gleichungen annéhernd l6sen zu kénnen.

Eine der am héufigst angewendeten Methoden ist die Finite-Elemente-Methode, die eine Vielfalt
an Anwendungsmoglichkeiten anbietet. Das Ziel ist nun, eine numerische Néherungslosung zu
finden, die die exakte Losung der partiellen Differentialgleichung moglichst genau approximiert.
Der dquilibrierte Fehlerschéatzer soll das Verfahren nun so beeinflussen, dass die Ndherungslosung
die analytische Losung moglichst gut approximiert und zugleich das numerische Verfahren steu-
ert, sodass moglichst wenige Operationen benétigt werden.

In Kapitel 2 werden zunéchst die Grundlagen der Poisson-Gleichung und die Herleitung der
Finite-Elemente-Methode formuliert. Basierend auf den Gaufischen Integralsatz, wird die Va-
riationsformulierung eingefiihrt. Ein weiterer wichtiger Begriff stellt die schwache Ableitung
dar. Der Sobolev-Raum erster Ordnung H' dient als geeigneter Arbeitsraum, da die Existenz
der schwachen Ableitung jeder H'-Funktion sichergestellt ist. Der zentrale Satz der Variations-
formulierung ist der Satz von Lax-Milgram, der die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung
garantiert. Zuletzt wird die Finite-Elemente-Methode eingefiihrt, mit der die numerische Be-
rechnung einer Losung des zum Variationsproblem dquivalenten diskreten Problems moglich ist.
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Der Begriff a-posteriori Fehlerschitzer wird in Kapitel 3 eingefiihrt. Aulerdem wird in diesem
Kapitel der residuale Fehlerschétzer genauer betrachtet. Dieser beruht auf die Berechnung des
Fehlers anhand des Residuums. Wichtige Eigenschaften die ein Fehlerschétzer besitzen kann,
sind die sogenannte Effizienz und Zuverlassigkeit. Es wird sich herausstellen, dass die Effizienz
und die Zuverlassigkeit fiir den residualen Fehlerschétzer gelten werden. Ein weiterer Aspekt,
welcher in Kapitel 3 behandelt wird, ist die adaptive Gittersteuerung. Der Zweck dieser Gitter-
steuerung ist das Gitter des numerischen Verfahrens an jenen Stellen zu verfeinern, in dem der
Diskretisierungsfehler grofl ist. Verschiedene und geeignete Markierungs- und Verfeinerungs-
strategien werden an dieser Stelle explizit vorgestellt.

In Kapitel 4 betrachtet man schliellich den a-posteriori Fehlerschétzer iiber duale Variations-
probleme hinweg. Die Intention dieses Kapitels ist die vollige Zuverlédssigkeit des Fehlerschétzers
zu zeigen. Vollig zuverlassige Fehlerschétzer lassen sich als zuverlissige Fehlerschitzer, dessen
Abschétzungen von keiner Konstante, sprich Konstante ist gleich 1, abhédngen, definieren. Dies
wird erreicht, indem das gemischte duale Problem des Poisson-Problems aufstellt wird. Der
zentrale Satz, der schliellich das gewiinschte Ziel liefern wird, ist der Satz von Prager-Synge.
Durch die Einfiihrung von Flusskorrekturen kann der adquilibrierte Fehlerschétzer letztendlich
berechnet werden.

Im letzten Kapitel, wird ein Beispiel vorgestellt, das den &quilibrierten Fehlerschétzer, an-
hand von den in den vorigen Kapiteln beschriebenen Methoden umsetzt. Wie am Anfang
bereits erwahnt, wird nur das eindimensionale Poisson-Problem betrachtet. Das Programm
berechnet im Intervall (0,1) ein eindimensionales Poisson-Problem mit homogenen Dirichlet-
Randbedingungen. Das dquivalente lineare Gleichungssystem wird iiber die Finite-Elemente-
Methode aufgestellt und anschlieBend geltst. Das Gleichungssystem hingt von der Diskretisie-
rung des Intervalls ab, weshalb der dquilibrierte Fehlerschétzer elementweise berechnet wird.
Die in Kapitel 3 beschriebenen Markierungs- und Verfeinerungsstrategien bestimmen gewisse
Gitterelemente, in der weitere Verfeinerungen durchgefiithrt werden miissen, bis schliefSlich der
Fehler klein genug und dadurch die Ndherungslosung méglichst genau approximiert worden ist.



Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Die Poisson-Gleichung

In diesem Kapitel wird die Poisson-Gleichung, die Variationsformulierung, sowie die Finite-
Elemente-Methode vorgestellt. Speziell erwéhnt wird die Poisson-Gleichung im zweidimensio-
nalen bzw. im eindimensionalen Fall, da diese die Theorie der #quilibrierten Fehlerschéatzer
bzw. die Implementierung eines eindimensionalen Beispiels vereinfacht. Dieses Kapitel dient
hauptséchlich als Vorbereitung und Einfithrung, um die Theorie der dquilibrierten Fehlerschétzer
verstehen zu konnen.

Definition 2.1.1 Sei U c R® eine offene Menge und f : U — R eine vorgegebene Funktion,
dann bezeichnet man die partielle Differentialgleichung

- Au(x) = f(x) VeelU (2.1)

als Poisson-Gleichung bzw. die inhomogene Laplace-Gleichung. Der Operator A wird als Laplace
Operator bezeichnet und ist definiert als

- Ay =div (Vu) ,
-Au=V-Vu .

Speziell lautet diese fiir die zweidimensionale Poisson-Gleichung (n = 2), Q c R? offen mit

Rand T':=09Q und f:Q >R,
- au(x) = f(x) Ve e . (2.2)
Die eindimensionale Poisson-Gleichung auf dem Intervall (0,1) ist gegeben durch
-u''(x) = f(x) Ve (0,1) . (2.3)

Die Poisson-Gleichung kann schlieflich als Randwertproblem klassisch formuliert werden.

2.2 Klassische Formulierung
Gesucht ist eine Funktion u : 2 - R, sodass

- Au(z) = f(x) VreQ, :
u(xz) =0 Veel (2.5)
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oder im eindimensionalen Fall
—u"(z) = f(z) Ve (0,1),
u(0)=u(1l)=0,
erfiillt ist.

Die Randbedingungen (2.5) und (2.7) werden homogene Dirichlet-Randbedingungen genannt.
Im Allgemeinen miissen die Randbedingungen nicht 0 sein, sondern koénnen den Wert einer
vorgegebenen Funktion annehmen.

Fiir numerische Verfahren ist die klassische Formulierung nicht geniigend, deswegen wird ein
schwacher Losungsbegriff eingefiihrt. Dies erfolgt iiber die sogenannte Variationsformulierung.

2.3 Variationsformulierung

Fiir die Herleitung der Variationsformulierung wird die klassische Formulierung benétigt und es
werden bestimmte Integrabilitdtsbedingungen angenommen. Die Herleitung erfolgt in mehreren
Schritten.

e Schritt 1: Multiplikation der Differentialgleichung (2.4) mit einer Testfunktion v: 2 - R
und Integration iiber das Rechengebiet €2,

/ - Au(x)v(z) dr = f f(x)v(x) dx .

Q

e Schritt 2: Partielle Integration des Hauptteils (dies erfolgt iiber den Gauf’schen Inte-
gralsatz)

f - Au(x)v(z) dr = f Vu(z) - Vou(x) de - [ vu(z) -n(x)v(z) ds, ,
Q T

Q

wobei n(x) der Normalvektor auf dem Gebiet I ist.

e Schritt 3: Einarbeitung der Randbedingungen.
Da die Ableitung von v am Dirichlet-Rand nicht bekannt ist und w am Dirichlet-Rand
nach Voraussetzung 0 sein soll, wiahlt man eine Testfunktion v, die am Dirichlet-Rand
ebenso 0 ist. Man erhélt schlieBllich

[ - Au(x)v(x) de = / vVu(z) - Vu(z) do .
0 0

e Zusammenfassung: Nun lisst sich das Variationsproblem wie folgt aufschreiben:
Gesucht ist u: Q2 - R, sodass

fVu(x)-Vv(x) dxsz(m)v(x) dz (2.8)
Q Q

fiir alle Testfunktionen v : Q - R mit v|p = 0 erfiillt ist.

Da die Ableitungen nur unter einem Integral auftauchen, fithrt man einen neuen Ableitungsbe-
griff ein, die sogenannte schwache Ableitung.

4
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2.4 Schwache Ableitung

Definition 2.4.1 (Schwacher Gradient) Sei Q c R? und v € L2(Q). Eine Funktion w € [L2()]?
heifit schwacher Gradient von v, falls fiir alle Testfunktionen mit kompaktem Trager ¢ € C$°(2)
gilt

fw(x)go(x) dr = —fv(ac)VgO dr .

Q Q

Falls v e C1(Q) ist, so stimmt die klassische Ableitung mit der schwachen Ableitung iiberein.

Lemma 2.4.2 Fine stiickweise differenzierbare Funktion hat genau dann eine schwache Ablei-
tung, wenn diese stetig ist.

Beweis: Vgl. [7] Lemma 1.9 .

2.5 Sobolev-Riaume

Fiir die vorkommenden Funktionen des Variationsproblems (2.8) méchte man die Existenz der
schwachen Ableitung sicherstellen. Der dazu geeignete Raum ist der sogenannte Sobolev-Raum.

Definition 2.5.1 (Sobolev-Raum) Der Sobolev-Raum der Ordnung 1 ist gegeben durch
HY(Q) = {ve L2(Q): voe[L2()]}
mit dem inneren Produkt

(u, v) () = (U, ) 2y + (YU, V) 12(q) = / u(z)v(z) dx + [ Vu(x) - vo(z) dr
Q Q

der Norm

1
2

a1y = [(u,u)Hl(Q)]éz[ [ @) do+ [ vu(e)P dx]

und der Semi-Norm

N|=

|U|H1(Q) = HVUHLZ(Q) = |:/ |VU($)|2 d.’]f]
Q

fir alle u,v e HY(Q).

Bemerkung Der Raum (HY(Q),(-,")m(ay) ist ein Hilbertraum. Die Funktionenrdume C*((2)
und C*(£2) liegen dicht in H(Q2).
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2.6 Der Spursatz

Fiir allgemeine L2(Q))-Funktionen sind Auswertungen am Rand I', das heifit u|r, schwer zu
definieren. Der Grund dafiir ist, dass der Dirichlet-Rand beziiglich {2 nur eine Nullmenge und
die Funktion u fiir Nullmengen nicht definiert ist. Der Spursatz liefert einen geeigneten Ausweg
um wohldefinierte Randwerte ausdriicken zu koénnen.

Theorem 2.6.1 (Spursatz) Sei Q) ein beschrdnktes Gebiet mit Lipschitzstetigem Rand. Dann
existiert ein linearer stetiger Operator, auch genannt Spuroperator,

To: HY(Q) > H2(T)
mit der Eigenschaft, falls uw e C(Q)n HY(Q), dann gilt
To(u) = ulp .

Beweis: Vgl. [2] Satz 3.1 .

2.7 Das endgiiltige Variationsproblem

Aufbauend auf die bereits in den vorherigen Kapiteln bearbeitete Theoriegrundlage, ist es nun
moglich das endgiiltige Variationsproblem zu betrachten. Es werden dafiir neue Bezeichnungen
fiir den Sobolev-Raum und den Raum der Testfunktionen eingefiihrt. Dabei sei

Vi=HY(Q)
der allgemeine Arbeitsraum und
Vo={veV:v=0auf '}

ein linearer Unterraum. Das Variationsproblem (2.8) l4sst sich schlieflich schreiben als: Gesucht
ist u € Vp, sodass

a(u,v) = (F,v) Yvel (2.9)

erfiillt ist. Dabei sind

a(u,v) = f Vu(z) - Vou(x) dx
9
(o) = [ F@y() do.
9

fiir alle u,v e V.
Bemerkung Die Abbildung a(u,v) wird auch als Bilinearform bezeichnet und das Funktional
(F,v) = F(v) ist linear.
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Definition 2.7.1 (Lineares Funktional auf R) Sei V' ein R-Vektorraum. Ein Funktional F ist
eine Abbildung F : V - R. Das Funktional ist linear, wenn die Addition und die Multiplikation
mit einem Skalar punktweise definiert ist. Das heifst

(F+G)(v)=F(v)+Gw) YveV,
(AF)(v) = AF(v) YvelV.
Definition 2.7.2 (Bilinearform) Eine Abbildung a:V xV — R heif$t Bilinearform, wenn diese
linear in beiden Argumenten ist, das heifit

a(Au+ pv,w) = Aa(u,w) + pa(v,w),
a(u, \v + pw) = Aa(u,v) + pa(u, w),
fiir alle w,v € V und fiir alle A\, € R.

Bemerkung Die Losungen des Variationsproblems (2.9) werden als schwache Losungen be-
zeichnet. Im Allgemeinen bedingt eine schwache Losung nicht immer einer klassischen Losung.
Durch bestimmte Glattheitsbedingungen werden schwache Losungen auch zu klassische Losungen.
Sei daher u € Vj eine schwache Losung mit den zusétzlichen Voraussetzungen

ueC*(Q)nCH{(Q)nC(Q)
und
feC(Q).
Dann gilt fiir den Hauptteil fiir v e C5°(2)
fVu(a:)-Vv(a:) dx = —f V- (Vu(z))v(z) dw+[ Vu-n v dsg .
Q 9) W r -0, auf T
Setzt man diesen Hauptteil nun in das urspriingliche Variationsproblem (2.9) ergibt sich

[ -H,(z)v(x) dx = / f(@)v(x) de YveCF() . (2.10)
0

o)
Somit ergibt sich fiir die Variationsgleichung (2.10)

[ [—Hy(z) - f(2)] v(z) de =0 YoveCe(Q) .

Q

eC(Q), da jeder
einzelne Term stetig ist

Daher gilt
= -H,(z)-f(x)=0 VeeQ.

Somit erfiillt diese Variationsgleichung die Differentialgleichung punktweise und unter den obi-
gen Voraussetzungen ist die schwache Losung auch eine klassische Losung.

2.8 Der Satz von Lax-Milgram

Im folgenden Abschnitt wird das Variationsproblem (2.9) auf Losbarkeit untersucht. Hierbei
werden folgende Punkte genauer betrachtet:

e Existenz einer Losung.
e Eindeutigkeit einer Losung.

e Stetige Abhéngigkeit der Losung an den Daten.

Um das Variationsproblem auf Losbarkeit zu untersuchen, werden bestimmte Annahmen ge-
troffen und ein abstraktes Variationsproblem aufgestellt.

7
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2.8.1 Abstraktes Variationsproblem

Fiir das abstrakte Variationsproblem sei V' ein Hilbertraum mit dem inneren Produkt (-,-)y
und der induzierten Norm |- |y, a: V xV - R eine Bilinearform und F': V' — R ein lineares
Funktional. Weiteres sei die Bilinearform a: V x V' — R beschréankt auf V' und V-elliptisch und
das lineare Funktional F': V — R sei ebenfalls beschrinkt auf V.

Definition 2.8.1 (Beschrinktheit und Elliptizitit) Sei a : V x V - R eine Bilinearform und
F:V =R ein lineares Funktional. Die Bilinearform a(-,-) heifit beschrinkt auf V', falls gilt

Ja>0:|a(u,v)| < alulv|v]vy VYu,veV .
Weiter heifst a(-,-) V-elliptisch, falls gilt
38> 0:la(v,v)| > Bllv|} VYveV .
Das Funktional F' heif$t beschrdankt, falls gilt
dep > 0: |F(v)|<cplv]y YveV .

Theorem 2.8.2 Sei F' ein lineares Funktional auf einem normierten Raum V. F ist genau
dann stetig auf V', wenn F auch beschrdnkt ist.

Beweis: Sei F ein lineares Funktional.
“«<*“ Sei F beschrinkt. Dann gibt es ein « > 0, sodass |F(v)| < afv| fiir alle v e V.
Sei auflerdem v,, eine Nullfolge. Dann gilt

[F(vn)| < afvn| =0

Somit ist f stetig in Null und aufgrund der Linearitét auch in jedem anderen Punkt stetig.
“=“ Sei nun f stetig, somit ist f auch stetig in 0. Dann existiert ein § > 0, sodass |F'(v)|<e=1
fir |v| <. Fiir v # 0 gilt schlieBlich

() el
p= 1 (2l 1e (25 ) 1B <ot

———
<1

Somit ist F' beschrankt mit o = % )

a

Definition 2.8.3 (Dualraum) Sei V' ein Hilbertraum. Dann ist der Dualraum V* von V' gege-
ben durch

V*={F:V > R:F ist linear und beschrankt}

mait der dualen Norm

_ (F,v)
v* = Sup .
0+veV ||U||v

| ]

Das abstrakte Variationsproblem lésst sich schliellich schreiben als: Gesucht ist v € V', sodass
a(u,v) =(F,v) YveV (2.11)

erfiillt ist, wobei a(,-) eine V-elliptische und beschriankte Bilinearform auf V' darstellt und F
ein lineares und beschrianktes Funktional ist.
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Theorem 2.8.4 (Satz von Laz-Milgram) Sei V' ein Hilbertraum und F € V* ein lineares und
beschrdnktes Funktional. Auflerdem sei a:V xV — R eine V -elliptische und auf V' beschrinkte
Bilinearform. Dann ist das Variationsproblem (2.11) eindeutig lésbar. Auferdem hdngt die
Losung uw eV stetig von den Daten ab und es gilt

1 1
—|[F|y+ < < —|[Fv+ .
SN E v < ulv ﬁ” Iv

Beweis: Vgl. [7] Kapitel 1.2.8 .
a

Das Ziel ist nun den Satz von Lax-Milgram auf das Variationsproblem (2.11) anzuwenden,
um die Eindeutigkeit der Losung sicherstellen zu kénnen. Dazu miissen folgenden Aussagen
iiberpriift werden:

e Der Raum V ist ein Hilbertraum.
e Das Funktional F' ist linear und beschrankt.
e Die Bilinearform af(-,-) ist V-elliptisch und beschrénkt.

Der Spuroperator ist beschrinkt und linear, deswegen ist Vj ein abgeschlossener Unterraum
von H'(€2). Somit ist Vj mit dem inneren Produkt (w,v)y = (w,v)r2q) + (VUu, Vv)12(q) ein
Hilbertraum.

Um die Beschranktheit von F' zu zeigen, wird folgendes betrachtet

(Fo)= [ f@yo(@) dos [ |f@)e)] do < | f i lolzm < 1w ol = olme -
Q Q = v>0

Dies gilt fiir alle v € H(Q2). Daraus folgt, dass das lineare Funktional F' auf Vj beschrankt ist.

Die Beschrianktheit der Bilinearform a(-,-) erfolgt auf &hnlicher Weise und es gilt

a(u,v) = f vu- Vo de < [Vul[Vo] < {ul miovla @) = Hulae lvlae) -
Q

Dies gilt fiir alle u,v € H'(2). Daraus folgt die Beschrénktheit der Bilinearform a(-,-) auf V4.
Fiir die Elliptizitat der Bilinearform a(-,-) wird der folgende Satz benotigt.

2.8.2 Die Friedrichs-Ungleichung

Theorem 2.8.5 (Friedrichs-Ungleichung) Es existiert eine Konstante cg >0, sodass gilt
”U”LQ(Q) < CF|U|H1(Q) Yvely .

Beweis: Vgl. [2] Satz 1.5 .
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Mit diesem Satz ist es nun moglich die Vy-Elliptizitdt des Variationsproblems (2.11) zu zeigen.
a(u,u) = f Vu-Vu dr = f |Vul* dz = |u|§{1m) Vue HY(Q) .
Q Q

Mithilfe der Friedrichs-Ungleichung gilt fiir u € Vj

lali @) = lulZzq) +lulin @) < (e + Dlulfn -
——

2 1,12
ScF|u|H1(Q)

Somit folgt die Vp-Elliptizitat mit
— 12 2
a(u,u) = [ufg gy 2 1+ luln e YueVo.

Es sind nun fiir das Variationsproblem (2.11) alle Voraussetzungen vom Satz von Lax-Milgram
erfiillt. Dadurch ist die Existenz einer eindeutigen Losung sichergestellt, welche in stetiger
Abhéngigkeit zu den Daten steht.

2.8.3 Der Riesz’sche Darstellungssatz

Fiir ein lineares Funktional F' € V* in einem Hilbertraum V' mit dem inneren Produkt (- ,-)y
kann folgendes Variationsproblem betrachtet werden. Gesucht ist u € V', sodass

(u,v)y =(F,v) VoeV (2.12)
erfiillt ist.

Lemma 2.8.6 Sei V' ein Hilbertraum und F € V*. Dann ist das Variationsproblem (2.12)
dquivalent zum Minimierungsproblem: Gesucht ist u €V, sodass

J(u) ZI&i‘}lJ(U) (2.13)
mit dem quadratischen Funktional
J(v) = %(v,v)v - (F,v) YveV .
Beweis: Vgl. [2] Satz 2.5 bzw. [7] Lemma 1.35 .
a

Theorem 2.8.7 (Riesz) Sei V' ein Hilbertraum und F € V*. Dann gibt es genau eine Lisung
des Minimierungsproblems (2.13) bzw. (2.12) und fir diese Lisung uw eV gilt

Jullv = I1F]

Ve
Beweis: Vgl. [2] Satz 2.5 .

a

Definition 2.8.8 (Riesz-Abbildung) Sei V' ein Hilbertraum. Die Abbildung R:V* -V, F—u
heifft Riesz-Abbildung, wobei u die Lisung von (2.12) bzw. (2.13) mit rechter Seite F € V* ist.

10
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Bemerkung Die Riesz-Abbildung ist linear und isometrisch, da folgendes gilt

IRF|v = July ™ | F|

- VFeV™.
Fiir die Umkehrabbildung gilt
RY“MV V" uwF,
mit
(Fu,v) = (u,v)y VYveV .

Somit ist die Riesz-Abbildung ein isometrischer Isomorphismus.

Man betrachtet nun fiir eine beschriankte Bilinearform a:V xV — R den Operator A: V - V*
mit u — Au, sodass gilt

(Au,v) = a(u,v) YoeV .

Da die Bilinearform a(-,-) beschrénkt ist, gilt auch Au e V*. Aulerdem ist der Operator linear
und beschrankt, in diesem Fall gilt

(Auv) a(u.) bl ypr ey

| Aul

v+ = Sup = s 0
0#veV HUHV 0#veV ”'U”V 0#veV HUHV

Somit ist das Variationsproblem (2.11) dquivalent zur Operatorgleichung

Au=F inV*.

2.9 Das symmetrische Variationsproblem

In manchen Fillen lésst sich das Variationsproblem vereinfachen, indem man die Eigenschaft
der Symmetrie ausnutzt.

Lemma 2.9.1 Sei V' ein Hilbertraum, F e V* und a:V xV — R eine beschrinkte, symmetri-
sche und nicht-negative Bilinearform, also

a(u,v) = a(v,u) Vu,veV (Symmetrie),
a(u,u) >0 YueV (Nicht-Negativitit).

Dann ist das Variationsproblem: Gesucht u €V, sodass
a(u,v) = (F,v) VoeV
erfullt ist, dquivalent zum Minimierungsproblem: Gesucht ist u €V, sodass
Jo(ur) = min J,(v)
erfillt ist, mit dem Ritz-Funktional
Ja(v) = %a(v,v) - (F,v) YoeV .

Beweis: Analog zum Lemma 2.8.7 .

11



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

2.10 Die Galerkin-Prinzip Approximation

Das grofie Ziel dieses Kapitels ist es eine gute Ndherung der Losung u des Variationsproblems
(2.11) zu finden. Die Idee der Galerkin-Methode basiert auf der Aufspaltung des Raumes V
in mehreren endlich dimensionalen und abgeschlossenen Teilrdiumen Vy c V. In diesen endlich
dimensionalen Teilrdumen wird die Lésung bestmoglich approximiert.

Zusammengefasst betrachtet man also den endlich dimensionalen Teilraum
VycV
und das abstrakte Variationsproblem: Gesucht ist u € V', sodass
a(u,v) = (F,v) VoeV

erfiillt ist. Ein diskretes Problem wird daher von der Galerkin-Approximation abgeleitet, wel-
ches fiir den Raum Vy ¢ V mit dim Vy = N lautet: Gesucht ist uy € Vi, sodass

a(un,vy) = (F,on) Yoy € Vi (2.14)

erfillt ist.

Mogliche Losungen des diskreten Problems (2.14) nennt man Ndherungslosungen. Im Allgemei-
nen erwartet man fiir dim(Vy) — oo, dass die Ndherungslosung uy gegen die exakte Losung
u konvergiert. Wie auch fiir das abstrakte Variationsproblem, méchte man die Existenz und
Eindeutigkeit einer Losung fiir das diskrete Problem gewéhrleisten. Dazu wird wieder das Lem-
ma von Lax-Milgram verwendet, jedoch werden die Voraussetzungen explizit fiir das diskrete
Variationsproblem gefordert. Dies fithrt nun zum folgenden Lemma.

Lemma 2.10.1 Sei Viy ¢ V' ein abgeschlossener Teilraum, a : Vy x Vy = R eine beschrinkte
und Vi-elliptische Bilinearform und F : Vi — R ein beschrdinktes lineares Funktional. Dann
existiert eine eindeutige Losung uy € Vi des Variationsproblems (2.14).

Beweis: Analog zum Beweis des Satzes von Lax-Milgram.
a

Eine bestmogliche Naherungslosung kann durch die Verwendung der Orthogonalitdt erreicht
werden. Der Fehler u—wuy liegt beziiglich der Bilinearform orthogonal auf allen Testfunktionen
vy € V. Diese Eigenschaft wird Galerkin-Orthogonalitit genannt und lasst sich schreiben als

a(u—uy,vy)=0 Yoy e Vy . (2.15)

Ein sehr populédrer Satz ist das Lemma von Ced, welcher eine Aussage iiber einen a-priori
Fehlerschétzer trifft. In dieser Arbeit wird diese Fehlerschiatzung kurz vorgestellt, aber nicht
genau behandelt, da der Fokus auf einen a-posteriori Fehlerschétzer liegt.

Lemma 2.10.2 (Lemma von Ced) Sei V' ein Hilbertraum, Vy ein abgeschlossener Teilraum
von V und F e V*. Weiteres sei a:V xV — R eine Bilinearform, die die Voraussetzungen des
Satzes von Lax-Milgram erfillt. Auflerdem sei

ueV: a(u,v)=(F,v) YveV,

uy €V aluy,vn) = (F,oy) Yoy € Vi .
Dann gilt die Fehlerschdtzung

a
Ju—-unlv < Evﬁg‘fm Ju—vnlv -

12
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Beweis: Vgl. [7] Lemma 1.49 .

Bemerkung Im vorherigen Satz wird die Bestapproximation

wy € Vi |u-wy|v = U}VQ};N (KON %

als geeignete Fehlerschranke verwendet. Fiir die Berechnung der Bestapproximation ist jedoch
das Kennen der Losung u € V' eine notige Voraussetzung.

Das Lemma von Cea besagt also, dass der Fehler der Naherungslosung uy € Vy mit dem Fehler
der Bestapproximation bis auf eine Konstante abgeschétzt werden kann. Man spricht deshalb
von einer quasi-optimalen Fehlerschétzung.

Bemerkung Fiir symmetrische Probleme ist die obere Schranke des Fehlers der Ndherungslosung

uy € Vy der Galerkin-Approximation gleich der Bestapproximation in der Energienorm, das
heif3t

Jlu-un|o < inf |u-vyla -
”UNEVN

2.11 Finite-Elemente-Riaume

Definition 2.11.1 (Gitter, Knoten) Ein Gitter oder eine Zerlequng Ty, eines Gebiets ) ist
eine Approximation eines gegebenen Intervalles, einer gegebenen Oberfliche oder eines gegebe-
nen Raumuvolumens durch meist sehr einfache Elemente. Fiir das Gebiet ) seien Knoten oder
Gitterpunkte {V;}X, vorgegeben, welche die Elemente {T;}Y, der Zerlegung definieren. Die
Zerlequng ldsst sich schlief$lich schreiben als

77L = {Tl,TQ, ...,TN} .

Fine Kante E bezeichnet die Strecke zwischen zwei Knoten Vi und Vy. Des Weiteren wird der
Durchmesser eines Elements T mit hy und die Linge einer Kante & mit hg bezeichnet.

Bemerkung Eine Triangulierung ist ein Gitter bestehend aus Dreieckselementen, wie in Ab-
bildung 2.1 zu sehen ist.

Definition 2.11.2 (Zuldssigkeit) Eine Zerlegung T, heifft zuldssig, wenn zwei verschiedene
Elemente aus Ty, entweder disjunkt oder eine gemeinsame Kante oder einen gemeinsamen Ele-
menteckpunkt vorweisen.

Definition 2.11.3 (Form-reguldr) Eine Familie von Zerlegungen Ty, heifst form-reguldr, wenn
es eine Konstante ¢ >0 gibt, sodass jedes T € Ty, eine Kugel mit Radius pr > ¢ dim(T') enthdlt.

Definition 2.11.4 Sei 7, eine requldre Zerlegung von €). Dann bezeichnet man
vy, als die Menge aller Knoten in T, ,
&y als die Menge aller Kanten in Ty, |
und Fy, als die Menge aller Flichen in Ty, .

Die Mengen &, und Fj, sind exklusiv der Kanten bzw. Flichen auf dem Rand I.

13
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Abbildung 2.1: Triangulierung

Nun sei 7, eine affine, form-regulidre und zuléssige Triangulierung von 2. Es lésst sich ein
konformer, stiickweise polynomialer Approximationsraum Vy c V' der Ordnung k > 1 bilden als

V=S = {ve H(Q) :vlp e PHT) YT eT,}) .

Im weiteren Verlauf der Arbeit geniigt der Approximationsraum S}Z’l als diskreter Arbeits-
raum, das heift & = 1. Um die Bedingung v € H'({2) zu garantieren, benotigt man eine
bestimmte Glattheit {iber die Elementgrenzen hinweg. Dazu werden die sogenannten ,Kon-
formitatsbedingungen “ bestimmt:

Lemma 2.11.5 Sei Q c R? beschrinkt. Eine stiickweise definierte H'()-Funktion v:Q - R
liegt genau dann in H'(Q2), wenn v e C°(Q).

Beweis: Vgl. [2] Kapitel 2.

2.12 Das lineare Gleichungssystem
Sei {¢;}Y, die nodale Basis vom Raum Vy mit

1, i=j

@(VJ) = { 0’ sonst VZ?] = 17 7N

wobei Vj, fiir j =1,..., N, die Gitterpunkte eines Gitters sind.
Die Naherungslosung uy € Vi lésst sich schreiben als

N
un = Zuj ¢j )
j=1

wobei N fiir die Anzahl der Knoten steht. AuBlerdem gilt u; = un(V;) fir alle j =1,..., N.

14
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Abbildung 2.2: Referenzgebiet

Definiert man nun

N
N = [u’j]jzl ’

Iy = LE oY
Ky = [a(6;, 00y

S

dann ist das lineare Gleichungssystem
Ky uy = i N

dquivalent zum diskreten Variationsproblem (2.11). Dabei kann das lineare Gleichungssystem
effizient {iber lokale Elementmatrizen und Elementvektoren assembliert werden. Die Berechnung
der lokalen Eintréige erfolgt iiber ein Referenzelement, sieche Abbildung 2.2 .

Jedes Element T € 7Tj, ldsst sich als eine affine lineare Abbildung eines Referenzelements T
beschreiben

(ﬁTIT%T mit VHBTV-FZ?T
fiir By € R?*? als reguldre Matrix und by € R2.

Fiir form-regulére Netze gilt

HBT” = )\ma:p(BTB) <cy hr ,
| B7 | = /Amin(BTB) < ¢ hi'

|det BT| X h%« s
wobel hr der Elementdurchmesser des Elements T ist.

Aufgrund der Elliptizitdt und Symmetrie der Bilinearform, ist die Matrix Ky positiv definit
und ebenfalls symmetrisch.
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Kapitel 3

A-posteriori Fehlerschitzer und
adaptive Verfahren

Das Ziel dieses Kapitels ist es einen sogenannten a-posteriori Fehlerschétzer zu finden, der
die Grofle des tatséchlichen Fehlers, nach Berechnung der numerisch approximierten Losung
geeignet schatzt. Folgende Aspekte werden dabei genauer betrachtet.

e Wie groB ist der tatséchliche Fehler eines bestimmten Szenarios (d.h. bei einer konkret
gewéhlten Triangulierung, konkreter Polynomgrad, gegebene Daten wie f)?

e Kann man die Diskretisierung so steuern, um mit moglichst wenig Aufwand eine bestimm-
te Genauigkeit fiir

|u—-un| <TOL
zu erreichen?

Im Allgemeinen ist die exakte Losung w € H'(2) nicht bekannt, deswegen erwartet man fiir
den Fehler u —uyx € H'(2) ebenfalls kein Ergebnis. Die Aufgabe eines Fehlerschitzers ist es
daher den Fehler ||u —uy|| so zu bestimmen, dass dieser moglichst klein bleibt. Damit kann in
weiterer Folge ein geeignetes Abbruchkriterium fiir adaptive Verfahren festgelegt werden.

Die Kernidee eines adaptiven Verfahrens beruht auf die Anpassung der Input-Daten, sodass be-
stimmte Ziele als Output erzwungen werden. Die Genauigkeit einer Naherungslosung uy wird
durch die Groe des Fehlers |u — uy| gemessen. Ist dieser grofler als eine bestimmte Toleranz-
grenze T'OL, so wird das Verfahren erneut angewendet, jedoch mit verfeinerten Elementen. Das
Ziel eines adaptiven Verfahrens liegt darin, die Elemente so oft zu verfeinern, bis der Fehler
moglichst klein wird. Die Abbildung 3.1 zeigt den Verlauf eines adaptiven Verfahrens.

Definition 3.0.1 Unter einem a-posteriori Fehlerschitzer versteht man eine berechenbare Grifse
n, die sich durch vorhandene Informationen wie f und der Niherungslosung uy bestimmen
lasst. Um zu verdeutlichen, dass dieser Fehlerschitzer von bestimmten Daten abhdngt, wird
dieser auch geschrieben als

77(f7 uN) .
Die Qualitat des Fehlerschétzers lédsst sich durch folgende zwei Eigenschafen bestimmen.

Definition 3.0.2 (Zuverlissigkeit und Effizienz) Sei ||| eine bestimmte Norm in einem Raum.
FEin Fehlerschitzer n heifit zuverldssig (Englisch: reliable), falls eine Konstante ¢, > 0
existiert, sodass

Ju—unl < e nun, f) -
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Lose das diskrete Problem T ho P+t
=> uy €Vy

A 4

A-posteriori Fehlerschatzer
lu—uyll<c n(uy)

lu—uy|l <TOL

JA/ NEIN

FERTIG

Verfeinere Elemente mit groBem Beitrag zu n
=> Th, i+1

Abbildung 3.1: Adaptive Verfahren

FEin Fehlerschitzer n heif$it effizient (Englisch: efficient), falls eine Konstante c, > 0 exi-
stiert, sodass

Ju=unll = cc n(un, f) -

Das Ziel ist es nun einen Fehlerschétzer zu finden, der sowohl zuverléssig als auch effizient ist.
Diese Figenschaften des Fehlerschétzers dienen als Hilfestellung, um das Abbruchkriterium von
adaptiven Verfahren zu bestimmen. Beispielsweise ist der zuverlassige Fehlerschéitzer eine ge-
eignete obere Schranke fiir das Abbruchkriterium.

Bemerkung Die Norm in dem der Fehler gemessen wird, spielt eine wesentliche Rolle. Unter-
schiedliche Normen fiithren zu unterschiedlichen Messungen von Fehlern. Die Wahl der Norm
héngt hierbei von der konkreten praktischen Problemstellung ab.

3.1 Residuale Fehlerschatzer

Residuale Fehlerschétzer sind klassische Fehlerschitzer und beruhen auf der Schétzung des Feh-
lers anhand des Residuums.

Man bezeichnet den residualen Fehler auch als R(uy, f) und es gilt

(R(un, f),v) =(F,v)—a(uy,v) VoeV

=(f,v)y = (Vu,Vov)y . (3.1)

Durch elementweise partielle Integration erhélt man eine berechenbare Darstellung des Residu-
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l Kantenspriinge am
Rand

Abbildung 3.2: Kantenspriinge

ums aus (3.1), sodass

(R(un, f).v) = >, (f.0)r=(Vun, Vo)r

TeTy ~—~—
[ fv dz
T
= Y. (fov)r + (Aun,v)r = (Vuy -0, 0)or
-~ TeTs, ——

part. Integration dun

“on
= Z (f +2uy,v)r+ Z (-Vuy -ng - Vuy -ng,v)g .
TeTh Ee&y,

Der hintere Ausdruck (-Vu} -nk — Vuy - ng,v) g bezeichnet den Sprung der Normalableitung
n-Vuy iiber die Kante F, siche Abbildung 3.2.
Schliefflich 1asst sich der residuale Fehler schreiben als

(R(un, f),v)= > (f+2un,v)r+ Y ([Vun]e v)e ,

Tel;, ——————  Eef) ————————
= (R (un,f)v) = (R (un),v)

mit den Kantenspriingen
[v]e = %1_1)101 v(z+tng)-v(x—tng)
bzw.
[Vun]e = (Vuplr--n" + Vup|p--n7),
Fiir die duflere Kante gilt demnach
[Vun]e = ((Vur)r-n), -

Die zwei verschiedenen Residuen Rr(uy, f) und Rg(uy) stehen fiir die elementweisen bzw.
die kantenbezogenen Residuen. Zusammenfassen ergibt sich folgendes Lemma.

Lemma 3.1.1 (Figenschaften des Residuums)

18
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1. R(uy, f) € V= besitzt eine berechenbare Darstellung, welche sich aus der Summe der
Elementen- und Kantenbeitrige zusammensetzen ldsst

(R(UN,f)ﬂ}) = Z <RT(UN7f)7U> + Z (RE(UN)7U>

TeTh Ee&y,
= Z (f + Auyn,v)r + Z ([Vun]e,v)e -
TG’T}L EES}L

2. Das Residuum verschwindet aufgrund der Galerkin-Orthogonalitit auf Vi, das heifit
(R(un, f)ion)=0  VoyeVy.

Beweis: Punkt 1 folgt aus der vorherigen Herleitung. Punkt 2 folgt aus

(3.1)
(R(quf)7vN> ? F(UN) —G(UN,UN)
=a(u,vy) — aluy,vy)

=a(u—-un,vn) =0,

wegen der Galerkin-Orthogonalitét.

Das Residuum lasst sich nun schreiben als

a(u—uy,v) = (R(un, f),v) .
Anschliefend wird nun ein Fehlerschétzer beziiglich der Energienorm gesucht, sodass gilt

a(u—uy,v) _ sup (R(un, [),v0) _

lu—un|a= sup <en,

0+veV H'U”a 0+veV HUHG

wobei n den gesuchten Fehlerschéitzer darstellt.

3.1.1 Eine obere Schranke fiir |u - uy|,

Wie schon vorher erwéhnt, ist der zuverlidssige Fehlerschétzer eine mogliche Wahl fiir das Auf-
stellen einer oberen Schranke. Wird zudem die Eigenschaft der Galerkin-Orthogonalitét genutzt,
so erhélt man eine geeignete obere Schranke des residualen Fehlerschétzers. Es gilt also

(R(un, f),v) = (R(un, f),v = vn) -

Im Bereich der Elemente und an den Kanten wird nun eine Abschéitzung fiir |v—vy| benotigt.
Die Verwendung des Standards FE-Interpolationsoperators I+ ist in diesem Fall nicht moglich,
da dieser der Regularitit v € H2(2) bedingt. Um dieses Problem zu umgehen, werden soge-
nannte Quasi-Interpolations-Operatoren verwendet. Diese haben &dhnliche Eigenschaften
wie I, besitzen eine ,fast“ lokale Konstruktion und sind fiir Funktionen v € H1(£2) definiert.

Theorem 3.1.2 (Quasi-Interpolation und Fehlerabschditzung) Sei Ty, eine zuldssige und form-
requlire Zerlegung von Q c R2. Dann existiert ein Quasi-Interpolationsoperator Iy : H'(Q2) —
S,ll’l, sodass folgende lokale Abschdtzungen gelten

||U—HNUH07TSC hT |U|1,1I1T V’U€H1(Q) ,

1
lv-Tnv|og < e hE V)1, Voe H(Q) ,

19



KAPITEL 3. A-POSTERIORI FEHLERSCHATZER UND ADAPTIVE VERFAHREN

Abbildung 3.3: Element- und Kantenpatch

wobei
wr={T":TnT +2,T" €T}
der in Abbildung 3.3 abgebildete Elementpatch und
wp={T"EnT' +2,T" €T,}
der Kantenpatch ist.
Beweis: Vgl. [8] Theorem 2.1 .

a

Definition 3.1.3 (Clement-Quasi-Interpolationsoperator) Der Clement-Quasi- Interpolations-
operator ist ein beschrinkter Operator und ist definiert als

N
HN:H[}(Q)—>S,1:(1) mit v Hy(v) =) m(v) ¢ |
i1

wobei {p;} die Knotenbasisfunktionen und m; die Mittelungsoperatoren (L?-orthogonale Projek-
tionen) iber dem Kontenpatch w; sind. Die Mittelungsoperatoren sind definiert als

1
s H' (w;) - R mit  m(v) = o] fv dx .
w; _
Der Vertexpatch w; um den Knoten v; € V}, ist definiert als
w; ={T:v; €T, TeTy} .

Mithilfe des vorherigen Theorems ist es schlieBlich moglich, den residualen Fehlerschétzer zu
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bestimmen. Es gilt mit der Cauchy-Schwarz (CS) Ungleichung

la(u - un,v)| = (R(un, f),v)] = (R(un, f),v - yv)|
= | Z (Rr(un, f),v-Iyv)r + Z (Re(un, f),v-1xNv)g

TeTh Ee&p,
cs
—~—
< Z ”RT(uNaf)”O,T lv - HNUHO,T + Z ”RE(UN>f)HO,E v —HNU”O,E
TeTy, EeE),
1
< Y | Rr(un, flox ¢ hr [olar + Y, |Re(un, f)loe c2 BE V1w,
TeT, EeE),
Cs 2 2
~—
< ( >, |1Re(un, HHI5 7 h%) €1 ( > |U|§wT)
TeTh TeTh

+( Z ”RE(UNaf)”g,E hE) Co ( Z |U|%’UJE)

Eégh Eégh

3 3
S( > N Rr(un, N r h?r) 4 ¢ |U|1,Q+( > Re(un, 36 hE) 2 ¢ [vlia -

TeTy EeE,
Patches tiberlappen sich nur endlich oft mit Konstanten 4 ¢; bzw. 2 ¢,.

=2 (2c+ae) vhe ( > N Re(un, Nlgr b3+ Y, |Re(un, )56 hE)

TeT;, Ee&,

_ 1 :
=¢ vl ( Z; |:||RT(UN>f)|(2),T hi + 3 > Re(un, NIF & hE]) :
TeTh

Ee&(T)

Insgesamt erhélt man das Ergebnis

Vu—-Vuy, Vo alu—uy,v
[9u-Funlo= sp TUoTENVD g, oluz i)
veHL () vl veHL () [vl.0
[v]1,0#0 [v]1,0%0

S5( Z l|RT<uN7f)|g,T h%+% Z HRE(UNaf)”g,E hE]) .

TeTy, Ee&(T)
Der elementweise Fehlerindikator 7 wird demnach definiert als

1
e[|t Dl i+ 5 Iutun Pl 1]
Ee&(T)

Das Ziel des dquilibrierten Fehlerschétzers ist es, eine berechenbare Darstellung zu ermitteln,
die dem zuletzt eingefiihrten Fehlerindikator moglichst nahe kommt. Die Fehlerabschétzung soll
dabei konstant-frei sein, sprich ¢ = 1. Im Allgemeinen sind konstant-freie Abschétzungen nicht
einfach zu ermitteln, weshalb Umwege iiber gemischte Variationsprobleme gemacht werden
miissen. Vorerst kann die Zuverlédssigkeit des residualen Fehlerschétzers als Theorem notiert
werden.
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Theorem 3.1.4 (Zuverlissigkeit des residualen Fehlerschitzers) Sei Ty, eine zuldssige und
form-regulire Zerlegung. Dann ist der residuale Fehlerschitzer ng definiert als

1

o 1= F o))

TeTh

mit den elementweisen Fehlerindikatoren

1
np(un, f) = (1Re(un, DIir W+ 50 30 [1Re(un, D5 e he)
EeE(T)

zuverldssig, das heifit
3er > 0: Ju—unfa = |[Vu-Vunloo < ¢ nr(un, f) -

Beweis: Siche vorherige Herleitung.

3.2 Effizienz des residualen Fehlerschitzers np

Theorem 3.2.1 Es gelten die selben Voraussetzungen wie in Theorem (8.1.4). Dann erfillt
der residuale Fehlerschitzer ng die Abschdtzung

1
3c>0:mp<c ([Vu-vun[g+ Y b3 f - fxlor)”
TeT,

wobei fy eine stiickweise polynomiale Approximation von f darstellt, mit fx|r € PP~Y(T).

Es qgilt sogar die lokale Fehlerabschdtzung

-

nr < e 1V = Van 3oy + B3 1F = 1]
Beweis: Vgl. [2] Satz 8.23 .
O

Bemerkung Der Datenanteil ¥ h7|f - fx[§,,, ist ein Term héherer Ordnung beziiglich hp
TeTh, ’

und somit klein im Vergleich zu |Vu - Vuy|3 . AuBlerdem gilt fiir p=1, fy|r = ﬁ [ fdx.
T

Die Abschétzung von Theorem 3.2.1 kann lokalisiert werden, indem man jedes Element explizit
betrachtet. Dadurch ergibt sich aus

a(u-un,v) = (R(un, f),v) VoveH;(Q)
die lokale Eigenschaft

a(u—uy,vr) =(R(un, f),vr) Vor e Hy(T)
= (RT(UNaf)>UT)

und

a(u—un,vgp) = (R(un, f),vg) Vog € Hi(wg)
= > (Rr(un, f),vg) + (Re(un, f),vE) .

Tewg
Die untere Abschéatzung des Theorems 3.2.1 liefert also Informationen iiber lokale Eigenschaften
der Diskretisierung. Man erhélt sie iiber Testfunktionen mit lokalem Trager. Wesentliche Hilfs-
mittel bilden die sogenannten Abschneidefunktionen 7 und v g. Die Funktionen r werden
auch , Blasenfunktionen® bzw. ,,Bubble-Funktionen“ genannt.
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3.3 Adaptive Gittersteuerung

Das Gebiet auf welchem die Losung der Finite-Elementen-Methode berechnet wird, wird durch
eine Triangulierung diskretisiert. Je nach Feinheit dieser Diskretisierung, veréindert sich der
Diskretisierungsfehler. Um diesen Fehler mdoglichst gering zu halten, wird das Gitter verfei-
nert, wobei der Rechenaufwand mit der Verfeinerung des Gebietes zunimmt. Das Ziel ist die
Verfeinerung des Gitters zu steuern und an jenen Stellen zu verfeinern, an denen der Diskre-
tisierungsfehler grof ist. Dabei soll der Rechenaufwand maglichst klein bleiben. Im folgenden
wird ein Algorithmus zur adaptiven Gittersteuerung vorgestellt.

Algorithmus: Adaptive Gittersteuerung
Start mit globaler Triangulierung 7y von (2.
[=0
DO

(1) Losung des diskretisierten Problems 7;.

(2) Berechnung der Fehlerindikatoren 7.

D=

(3) IF (( > ng,) < TOL) THEN break();

TeT;
(4) Markiere Element mit groflem Fehlerbeitrag.
(5) Verfeinere markierte Elemente und zuléssigen Gitterabschluss

(Eliminierung hingender Knoten).
= 7T, ist zuléssig

(6) I ++

END

3.3.1 Markierungsstrategien

Markierungsstrategien werden in adaptiven Verfahren angewendet, um jene Elemente, deren
Fehlerrate sehr hoch ist, zu markieren. Im folgenden werden zwei verschieden Markierungsstra-
tegien vorgestellt. Zum einen die Maximumsstrategie und zum anderen die Aquilibrierungs-
strategie. Beide Strategien kénnen im vorherig vorgestellten Algorithmus der adaptiven Gitter-
steuerung eingesetzt werden.

Maximumsstrategie

Diese Strategie wahlt den gréfiten Fehlerindikator. Es werden jene Elemente markiert, dessen
Fehlerindikatoren grofler als der skalierte maximale Fehlerindikator sind. Das heifit,

7N = max .
U TeT, i

Es werden jene Elemente 7' € 7, markiert, fiir die gilt
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Aquilibrierungsstrategie

Die Aquilibrierungsstrategie ist auch als Dorfler-Marking bekannt. Gegeben ist hier 0 < 6 < 1
und eine Menge M von Elementen mit M = @. Der Markierungsalgorithmus lautet wie folgt

DO
IF(E:n%)lz(1—9)(§:n%)l THEN break()
TeM TeT;
Ho= TIS%%UT
erweitere M um alle T' € T\M mit nr = pu
END

Eine praktische Wahl fiir § wére
(i) 6€[0.5,0.75] oder
(i) 0 ~0.75 .

3.3.2 Lokale Verfeinerung und Gitterabschluss

Dieser Abschnitt bezieht sich auf den fiinften Schritt des Algorithmus, also die Verfeinerung
der markierten Elemente. Das Ziel ist es, die markierten Elemente zu verfeinern, sodass die
verfeinerte Zerlegung 7;,; zuldssig und form-regulédr bleibt. Folgende Verfeinerungen sind an-
wendbar.

Schwerpunkt einfiigen

Diese Verfeinerung beruht auf die Bildung des Schwerpunktes. Aus einem groben Element
entstehen drei verfeinerte Elemente, wie in Abbildung 3.4 zu sehen ist.

ROT-GRUN-Verfeinerung

Die ROT-GRUN-Verfeinerung ist eine weitere Gitterverfeinerungsmethode. Diese beruht auf
folgenden Schritten.

(a) ROT-Verfeinerung
Man fiigt weitere Knoten auf den Kantenmittelpunkten eines Elements ein und verbin-
det diese. Dadurch erhélt man 4 kongruente Dreiecke. Die ROT-Verfeinerung ist eine
sogenannte reguldre Verfeinerung. Die Verbindungstrecken werden dabei rot markiert.

Abbildung 3.5 zeigt eine ROT-Verfeinerung.

(b) GRUN-Verfeinerung

Im Gegenzug zur ROT-Verfeinerung spricht man bei der GRUN-Verfeinerung von einer
irreguldren Verfeinerung. Hier wird der Mittelpunkt einer Kante mit dem gegeniiberliegen-
den Punkt verbunden. Die GRUN-Verfeinerung wird verwendet, um Dreiecke mit einem
héngenden Knoten aufzuheben. Hingende Knoten sind Mittelpunkte, die Eckpunkte eines
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N

Schwerpunkt

Abbildung 3.4: Verfeinerung durch den Schwerpunkt

Abbildung 3.5: ROT-Verfeinerung
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Hingender'Knonten

Abbildung 3.6: GRUN-Verfeinerung

Sohnes T7 und T{, welche aber nicht Eckpunkte eines Sohnes eines Nachbardreiecks sind.
Der Knoten wird von dem Nachbardreieck nicht , gestiitzt“, sie ,,héingen* gewissermaflen
an der Kante. Das heifit, die GRUN-Verfeinerung verbindet hingende Konten mit dem
gegeniiberliegenden Eckpunkt. Dabei werden die Kanten der verfeinerten Elemente griin
markiert. Abbildung 3.6 zeigt eine GRUN-Verfeinerung.

(c) Bei Dreiecken mit mehr als einem hingenden Knoten wird die ROT-Verfeinerung ange-
wendet.

BISEKTION VON MARKIERTEN KANTEN

e Markiere in 7; fiir jedes Dreieck T die lingste Kante.

e Verfeinerung eines markierten Dreiecks:
Bisektion durch Verbindung des Mittelpunktes der markierten Kanten mit dem gegeniiber-
liegenden Eckpunkt.

e Markiere in den neuen Dreiecken, die alten gleichbleibenden Kanten.

e Elemente mit hdngendem Knoten werden wieder durch Bisektion der markierten Kante
unterteilt.

Bei beiden Strategien, sowohl bei der Verfeinerung iiber dem Schwerpunkt, als auch bei der
ROT-GRUN-Verfeinerung, wird der kleinste Winkel hochstens halbiert, deswegen sind die
Zerlegungen {7;} form-regulir. Ebenfalls kann gezeigt werden, dass der Algorithmus terminiert,
das heifit, alle hingenden Knoten werden eliminiert und die néchste Zerlegung 7,1 ist zuléssig.
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Kapitel 4

Ein Aquilibrierter Fehlerschitzer

Im vorherigen Kapitel wurde die Effizienz und Zuverlassigkeit fiir den residualen Fehlerschétzer
gezeigt. Auflerdem ist man zum Entschluss gekommen, dass die Zuverldssigkeit eines Feh-
lerschétzers als obere Schranke der Fehlerabschétzung dient. Demnach kann man den Fehler in
folgender Form anschreiben

Ju-unloa<en.

Der residuale Fehlerschatzer ist dabei definiert als

1

nr(un, f) 3=( >, 77%(“%]”))2 7

TeTh

mit den elementweisen Fehlerindikatoren
1

nr(un, f) = 1 Be(uns Olsr hr+5 0 2, [1Re(un, s he -
EeE(T)

Die Zuverlassigkeit des residualen Fehlerschétzers wird fiir das betrachtete Poisson-Problem
folgendermaflen angeschrieben,

Je, >0 Ju-upn|. = |[Vu-Vuy|oa < ¢ nr(un, f) .

Das zentrale Ziel dieses Kapitels ist es nun, einen véllig zuverldssigen Fehlerschitzer zu
finden, das heifit

Ju-unlle <1 n<TOL .
Um diese konstant-freie Fehlerabschéatzung konstruieren zu kénnen, betrachtet man das soge-
nannte duale gemischte Variationsproblem. Der Satz von Prager-Synge liefert schliefilich das

gewiinschte Ergebnis. Abschlieend wird mithilfe der Flusskorrekturen ein Weg gefunden, um
die Fehlerabschitzung mit wenig Aufwand berechnen zu kénnen.
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4.1 Das gemischte Variationsproblem

In dieser Arbeit wurde bisher jenes Variationsproblem betrachtet, welches durch den Hilber-
traum V definiert ist. Nun ist es moglich, sich dem sogenannten gemischten Variationsproblem
zu widmen. Dafiir sind zwei reelle Hilbertraume (X, (-,-)x) und (M, (-,-)a) notig. Bei ei-
nem gemischten Variationsproblem ist die Bilinearform a(-,-) iiber dem Produktraum X x M
definiert. Die Variationsformulierung lautet hierzu: Gesucht ist ¢ € X, sodass

a(0,A) = f(N)

fiir alle X\ € M erfiillt ist. Diese Art von gemischten Variationsproblemen wird jedoch in dieser
Arbeit nicht direkt benotigt.

Es gibt andere Formen von gemischten Variationsproblemen, die in weiterer Folge fiir diese
Arbeit eine wesentliche Rolle spielen. Dazu seien X und M wieder zwei reelle Hilbertraume,
a:XxX —>Rund b: X x M - R zwei stetige (beschréankte) Bilinearformen, das heiit es
existieren «, 8 > 0, sodass

la(6, 7)< ||0]x |7]x Vo, TeX ,

B <8 ol M VoeX, YaeM .
Fiir die Formulierung des abstrakten gemischten Variationsproblems, werden noch zusétzliche
Voraussetzungen an die Bilinearformen gestellt. Man fordert die sogenannten LBB-Bedingungen

(Ladyzhenskaja-Babuaska-Brezzi), oder auch inf - sup -Bedingungen von b(-,-) und die
ker B—Elliptizitat von a(-,-).

e LBB-Bedingungen (oder inf — sup -Bedingungen) von b(-, )

48, > 0: inf sup MZ@,@H@,>O: sup b0 1)
pneM 0+6eX ||5HXHMHM 0%6eX ||5HX

> Bululae Vie M .

e ker B-Elliptizitéit von a(-,-)
38, >0: a(6,6) > Ba]d]% Vdeker B ,
wobei

kerB:={reX:b(r,u)=0 VYpeM}.

Das abstrakte gemischte Variationsproblem ldsst sich nun schreiben als: Gesucht ist (d, ) €
X x M, sodass
a(6,7)+b(r,\) = f(7) VreX ,

b(d, 1) =g(p) Ve M,

wobei f e X*, ge M*, die Bilinearform a(:,-) : X x X - R symmetrisch, beschriankt auf X x X
und ker B- elliptisch ist, die Bilinearform b(-,-) : X x M — R beschriankt auf X x M und die
LBB-Bedingung fiir b(-,-) erfiillt ist.

(4.1)

Bemerkung Das abstrakte gemischte Variationsproblem lasst sich als ein Sattelpunktproblem
auffassen. Allgemein ist ein Sattelpunktproblem eine lineares Gleichungssystem in Blockgestalt

der Form
A B*
u=(5 %)
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wobei im diskreten Fall A eine n x n—Matrix und B eine n x m—Matrix ist. Der 0-Block ist von
der Grofle mxm und somit ist M eine (n+m) x (n+m)—Matrix. Das Sattelpunktproblem (4.1)
wird oft iibersichtlicher, wenn es in die dquivalente Operatorgleichung umgeformt wird. Dazu
wird der Bilinearform a(-,-) die Abbildung

A:X > X*
(AS,7) =a(0,T) fir 7e X

zugeordnet. Die Abbildung Ad € X* ist also ein Funktional, das Elemente 7 € X nach R abbildet.
Ebenso wird der Bilinearform b(-,-) der Operator B zugeordnet und der adjungierte Operator
B* hat folgende Form.

B:X - M* B*:M > X*
(Bo,pu) =b(6,p) fiir pe M . (B*A\,7) =b(1,\) firTeX .

Das Problem (4.1) ist demnach dquivalent zu

AdS+B*\N =f,
Bé =gq.

Nun ist es moglich die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung des gemischtes Problems zu
zeigen. Dazu wird jedoch noch folgender Hilfssatz benotigt und es wird der Raum V' eingefiihrt
als

Vi={0eX:b(0,u)=0fir peM} .
Theorem 4.1.1 Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

(1) (LBB-Bedingung) Es existiert eine Zahl >0 mit

b
inf sup M >
peM oxreX 7] x [l as

(2) Der Operator B :V* — M~ ist ein Isomorphismus und es gilt
| BTl 2 Bl7lx firTeV®,
wobes
Vi={zeX:(z,v)y=0 YveV}
das orthogonale Kompliment von V' ist.
(8) Der Operator B*: M — V° c X* ist ein Isomorphismus und es ist

| B*

ve 2 Blular fiir pe M,
wobei

Ve={le X :(l,v)=0 VYveV}
die Polare des abgeschlossenen Unterraumes V' von X ist.

Beweis: Vgl. [2] Hilfssatz 4.2 .
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a

Mit diesen Hilfssatz ist es moglich den Hauptsatz der Sattelpunktsprobleme nach Brezzi auf-
zustellen. Dazu sei V' der ker B von X ein abgeschlossener Unterraum.

Theorem 4.1.2 (Brezzis Splitting Theorem) Die durch das Sattelpunktproblem (4.1) definierte
lineare Abbildung

L: XxM-— X*xM* mit (6,A)—(f,9)
st genau dann ein Isomorphismus, wenn die beiden folgenden Bedingungen,
(i) Die Bilinearform a(-,-) ist ker B-elliptisch, das heifst, es gibt ein a >0 , sodass

a(r,7) > a|7|% VreV =kerB .

(i) Die Bilinearform b(-,-) erfillt die LBB-Bedingung des vorherigen Hilfssatzes.
erfillt sind.
Beweis: Vgl. [2] Satz 4.3 .
O

Bemerkung Dieses Theorem garantiert die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung (u, \) €
X x M, die stabil von den Daten (f,g) abhéngt.

Bemerkung Lokal berechnete Ndherungslosungen von Sattelpunktproblemen liefern untere
Abschéitzungen beziiglich der Energienorm und damit a-posteriori Schétzer.

Das néchste Ziel ist nun, das gemischte Variationsproblem fiir die Poisson-Gleichung aufzustel-
len und diese genauer zu analysieren.

4.2 Gemischte Finite-Elemente-Methoden

Die Intention dieses Abschnittes ist es eine numerische Losung des Sattelpunktproblems (4.1)
zu berechnen. Dafiir bietet sich wiederum eine Diskretisierung der Funktionenrdume an. Dazu
wéhlt man endlich dimensionale Teilrdume Xy c¢ X und My c M und stellt das folgende
Modellproblem auf: Gesucht ist (uy, Ay) € Xy x My, sodass

a(un,vn) +b(vn, An) =(f,vn) fiir vy € X (42)
b(uN7ILLN) = <g7/jJN> fiir UN € My '
erfiillt ist.

Um nun die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung des diskreten Problems sicherstellen zu
kénnen, werden dhnliche Voraussetzungen wie beim abstrakten Problem gefordert. In der Re-
gel ist dies nicht einfach zu erreichen, deswegen werden die diskreten Finite-Elemente-Raume
Xy ¢ X und My c¢ M ,ausbalanciert “, um die Stabilitdt der Finite-Elemente Rechnungen
sicherstellen zu koénnen.

Analog zu Abschnitt 4.1, steht Vi wieder fiir den Kern von B, das heifit
Vv ={vny e Xn: bluy,un)=0 fir alle uy € My} .
SchlieBlich fordert man erneut die Vy-Elliptizitdt von a(-,-) und die inf-sup-Bedingungen fiir

b(-,-), das heifit es gilt
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(i) Vn-Elliptizitdt von a(-,-)

3&>0!Q(5N,5N)ZCY”(SN”%(N V(SEVN .
(ii) Inf-sup-Bedingungen fiir b(-,-)

3>0: sup MZ/B”)\N”MN VAn e My .

0+vy €Xn HUNHXN
Bemerkung Im Allgemeinen ist Viy ¢ V, da die Bedingungen im Raum Vy abgeschwicht
werden und somit mehr vy € Vi zugelassen sind als v € V. Jedoch ist Vy ¢ V ein Sonder-
fall der konformen Approximation. Gilt nun Viy ¢ V, dann ist laut Definition von V', jedes
vy € Xy & b(vy,pun) =0 fir alle py € My. Trotzdem werden die LBB-Bedingungen und die
ker B-Bedingung explizit fiir die diskreten Rdume gefordert, um die Existenz und Eindeutigkeit
des diskreten Problems sicherstellen zu kénnen.

Theorem 4.2.1 Seien die Voraussetzungen des Brezzis Splitting Theorems erfillt und sei-
en die oben erwdhnten Bedingungen an die Bilinearformen a(-,-) und b(-,-) in den diskreten
Raumen Xy und My erfillt. Auflerdem gelte Viy ¢ 'V, dann gilt fiir die Losung des diskreten
Sattelpunktproblems (4.2)

|lu—un| <c inf |u-vy]| .
’UNEXN

Beweis: Sei vy € Xy, sodass b(vy, un) = (g, pn) fir puy € My gilt. Fiir vy € Viy erhdlt man

a(uy —vy,vn) = aluy,vy) —a(u,vy) + a(u - vy, vN)
=b(vn, A= An) +a(u—vyn,vN)
<C Ju=-vn]| Jon]
weil b(vy, A= Ay) wegen der Bedingung Vyy ¢ V' verschwindet. Setzt man nun vy = uy — vy, SO

folgt |uy—vn|? <t C |uy—vn| |u—vy| und nach dem Kiirzen und der Dreiecksungleichung
die Behauptung.

4.3 Gemischte Formulierung des Poisson-Problems

In diesem Abschnitt wird die gemischte Formulierung des Poisson-Problems aufgestellt. Es gibt
zwei verschiedene stabile Paarungen von Rdumen. Man unterscheidet die sogenannten dualen
gemaschten Methoden und die primalen gemischten Methoden. Interessant ist jedoch, dass sich
diese zwei Methoden durch ihre unterschiedlichen natiirlichen Randbedingungen unterscheiden.

Man betrachte dazu das folgende Poisson-Problem,

-Au=f in Q|
ou
— =0 auf I'y (4.3)
on

u=0 auf I'p = 0OQ\'y .
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Durch die Einfithrung der Hilfsfunktion 0 = Vu kann man das Problem auf ein System 1.
Ordnung umformen, also

0=V in Q
—Au=-div(Vu)=-divi=f«<= divd = f in 2, (4.4)
0-n=0 auf I'y |
u=0 auf I'p .

Aus diesem System erhélt man direkt das folgende Sattelpunktproblem: Gesucht ist (J,u) €
[Ly(2)] x HE(Q), sodass

(6,700 - (Vu,7)oq =0 V1 e [Lo(2)]
—(é, VU)(LQ = —(f, U)(LQ Yov e H&(Q) .

In diesem Fall ist der Raum X = [Ly(©)]* und M = H}(€2). AuBlerdem sind die Bilinearformen
definiert als a(d,7) = (0,7)o und b(7,v) = —(7,Vv)oq -

Die primale gemischte Formulierung

Die oben erwihnte Sattelpunktgleichung ist die primale Formulierung der Poisson-Gleichung.
Nun mochte man die Herleitung dieses Sattelpunktproblems genauer betrachten. Die gemischte
Formulierung der Poisson-Gleichung (4.4) kann wiederum iiber partielle Integration auf eine
Variationsformulierung gebracht werden. Die schwache Ableitung von div  lautet

fle(Sz/}da: f& VY dx - / (0-n) o ds, mit e C°(Q): Yp=0aufI'p .

——
Q2 9 _ g aufy

=0

Durch partielle Integration folgt daher

(div 8,0) = =3 v0) + [ (8 m)v ds, .

| —
=0

wobei der letztere Ausdruck gleich Null ist, da (§-n) =0 auf I'y ist und v € M so wihlt, dass
v=0auf I'p gilt.

Somit erhilt man, wie schon oben genannt, die variationelle Formulierung: Gesucht ist (9, u) €

X x M = [Ly(2)]" x H; p(92), sodass

(0,700 (Vu, 7)o =0 Vre X,

4.5
-(9,Vv)on =—(f,v)oo YveM (4.5)
erfillt ist.

Definition 4.3.1 (Hj ,(Q)-Raum und Hj 5 (Q2)-Raum) Die Raume H; ;,(2) und Hy () sind
definiert als

Hyp() ={ve H'(Q):v=0 auf eI'p} ,
HEp(Q) = {ve H(Q):v=0 auf €Ty} .
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Theorem 4.3.2 Das primale gemischte Variationsproblem (4.5) fir X = [Lo(Q)]* und M =
Hy () ist stabil losbar.

Beweis: Die Bilinearformen sind stetig und offensichtlich erfiillt a(-,-) die Ly—Elliptizitat. Fiir
die inf-sup-Bedingungen ist die Friedrichs-Ungleichung notwendig. Zu einem gegebenen v €
Hj () wertet man den Quotienten auf Basis der Bedingung 1 := ~Vv € [Ly()]¢ aus, das
heif}t

b(r,v) —(z,Vv)oa —(=Vv,Vv)oa

Ilo — dzlo Vol

1
“poh >~ [l

Da die Konstante der Friedrichs-Ungleichung nur von €2 abhéngt, ist das Sattelpunktproblem
bzw. die primale Formulierung (4.5) stabil.

Die duale gemischte Formulierung

Fiir die Aufstellung der dualen gemischten Formulierung wird der vektorwertige Funktionen-
raum H (div, Q) oder kurz H(div) eingefiihrt.

Definition 4.3.3 Der Raum H(div, () ist definiert als
H(div,Q) = {r € [Loy(Q)]": div 7 € Lo(Q)}

mit der Norm

[l = /I3 o + ldiv 72, -
Auperdem bildet der Raum (H(div,Q), | | raiv)) einen Hilbertraum.
Dieser Raum weist gewisse Eigenschaften auf.
o (H'(Q))" c H(div).
e Der Unterraum Hy y(div) ist definiert als
Hon(div) ={re H(div) : 7-n=0auf I'y}
und meas (I'y)q-1 > 0.

Fiir v e H}(2) und § € H(div,?) gelten aufgrund partieller Integration und dem Wegfallen der
Randterme,

(divé,v)gvngdivévdmz—fé-Vv d:p+[(é~ﬂ)v ds; = (9,Vv)oa -
Q Q

o0N
[ —
=0

Die duale gemischte Formulierung der Poisson-Gleichung lautet schlieBllich: Gesucht ist (9, u) €
X x M, sodass

(é7 I)O,Q + (le T, U)O,Q =0 VI e X )
(le é?U)O,Q = _(f7U)O,Q Vve M )

mit X = Hyy(div) und M = Ly(Q2) erfiillt ist, wobei die Bilinearformen definiert sind als
a(é?l) = (é?I)U,Q UIld b(LU) = (le IaU)O,Q-
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Lemma 4.3.4 Das duale gemischte Problem der Poisson-Gleichung ist ein stabiles Sattelpunkt-
problem und es existiert eine eindeutige Losung (0,u) € Hy y(div) x Lo(€2).

Beweis: Vgl. [7] Lemma 2.17 .
O

Wie bereits erwéhnt, sind sich die primale und die duale gemischte Formulierung des Poisson-
Problems dhnlich. Das folgende Lemma zeigt, dass die Losung des dualen gemischten Poisson-
Problems auch immer eine Losung des primalen Poisson-Problems ist. Es sei darauf hingewiesen,
dass die Umkehrung dieser Aussage im Allgemeinen jedoch nicht gilt.

Lemma 4.3.5 Sei (0,w) € Hon(div) x Lo(Q2) die Losung des dualen gemischten Poisson-
Problems. Dann ist w € Hy ,(Q2) und stimmt mit der Losung u € Hj ,(§2) des primalen Poisson-
Problems tiberein.

Beweis: Vgl. [7] Lemma 2.18 .
a

In Kapitel 2 wurde bereits gezeigt, dass das abstrakte Variationsproblem (2.12) dquivalent zum
Minimierungsproblem (2.13) ist. Ebenfalls ist es moglich, das primale und das duale gemischte
Problem auf andere dquivalente Energieproblemstellungen umzuformen.

Das primale gemischte Problem ist dquivalent zur Minimierung des Ritz’ schen Funktionals

J(u) = %(Vu, Vu)o - f(u)

J(u) ———— min !
ueH&ﬁD(Q)

Das folgende Lemma gibt dariiber Auskunft, wie man das duale gemischte Problem &quivalent
als eine Maximierungsaufgabe umschreiben kann.

Lemma 4.3.6 (Komplementdire Energie)

(a) Das duale gemischte Problem ist dquivalent zur Mazimierung der
komplementéren Energie

1
J*(Z) == 5(171)0 )
unter der Nebenbedingung
TeHyn(div): divz+f=0.

Das heifst, die Losung (0,u) € Hon(div) x Lo(2) des dualen gemischten Problems ist
zugleich die Losung des Problems

J*(0) — mazx!

div é+f=0 QEHQ,N(diV) .

(b) In den jeweiligen Extremalpunkten stimmen die Energiefunktionale iberein, so wie in
Abbildung 4.1 zu sehen ist. Das heifst

J(u) = J*(9) -

Beweis: Vgl. [7] Lemma 2.19 .
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J*(8) mit div (§) +f=0

Abbildung 4.1: Ubereinstimmung der Extremalpunkte

4.3.1 Satz von Prager-Synge und Anwendung

Der Satz von Prager-Synge liefert schlussendlich eine konstant-freie Fehlerabschétzung des a-
posteriori Fehlerschéitzers. Die Vorarbeit des gesamten vierten Kapitels diente dazu, um diesen
bedeutenden Satz auf das Poisson-Problem anwenden zu kénnen.

Theorem 4.3.7 (Satz von Prager-Synge) Sei u € H&D(Q) eine Losung des primalen Problems
der Poisson-Gleichung (4.3). Sei § eine vektorwertige Funktion aus H(div) mit §-n =0 auf
'y, welche die Gleichung div § + f =0 erfillt. AufSerdem sei v € H&D(Q), dann gilt

10 = vaul§+[Vu-vou[§ =3~ Vo[ .
Beweis: Es gilt,

|6 - Vol§ =8 - Vu+vVu- Vol
=6 - vul§ + [Vu - Vo[§ +2(8 - Vu, Vu - Vv) .

Zu zeigen ist nun (0 — Vu, Vu — Vv) = 0. Dies liefert die Green’sche Formel.

/(5 Vu) - (Vu-Vv) dx = [5 (Vu-vv) dx - fVu (Vu-vv) dx
/d1V5 (u-v)+ [(5 n (u v) dsg - fVu (Vu-vVv) dx

0
auf I'n auf T'p

=(f,u-v)=(f,u-v)=0.

(f,u—v)

d

Dieser Satz wird schliefllich angewendet, um dquilibrierte Fehlerschatzer mit der Zuverlassigkeit-
Konstante 1 zu bestimmen. Dazu sei nun 7 € Hj y(div), sodass div 7 + f = 0 erfiillt ist. Dann
gilt
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Tun) = J(2) = 5(Vun, Vun) = () + 5 (2,7)

- 5(Vux, Vuy) - (f,uw) + 5(5,7) - (Vuy, ) + (Vi 7)

= 5(Tu, V) = (Vaw, 1) + 3 (1,7) ~(fun) + (T, 7)

:%(VUN -7, Vuy - 1)

1
= 5lIvey =zf6 - (fyun) + (Vun, 1)
[ —
part. Integration

1 .
= §HVUN_I||3_(fauN)_ (le I?uN)+<U’Naz'ﬂ>8Q

—(f+ divr, un)=0 =0
1
= §HVUN -3
1 , 1 ) ,
= §Hz — Vull2 + 3 IVu - vVuy|g mit Satz von Prager-Synge.
Daraus folgt

2 (J(un) = J(z)) 2 [Vu - Vuy]§ .

(ii) Durch das Einsetzen von v = uy € Hj ,(Q) der diskreten Losung des Poisson-Problems
erhélt man fiir beliebiges 0 € H y(div) mit div § + f = 0 somit

[Vu=vuylo<1 |Vuy =90 -

Das heifit, es existiert eine vollig zuverléssige a-posteriori Fehlerschranke.
¢ wird auch als dquilibrierter Fluss bezeichnet.

Es stellt sich nun die Frage, wie der dquilibrierte Fluss 0 gewéhlt und konstruiert werden kann.
Im Allgemeinen ist der dquilibrierte Fluss nicht eindeutig, da

fird=0+Vx¢ mitge [H&N(Q)]d gilt:

divd+f=0 divé+f=0<=divd+div (Vxp)+f=0
0
§-n=0 aufl'y —divd+f=divi+f=0=divi=divs.

Zur Bestimmung des édquilibrierten Flusses betrachtet man schliellich die Diskretisierung des
Raumes H (div). Hier wird im Speziellen die Diskretisierung im eindimensionalen bzw. im zwei-
dimensionalen Raum erwéhnt. Sei nun also €2 ¢ R?. Dann gilt fiir

e d=1: Im Eindimensionalen ist der Raum H(div) = H(Q).
Die Rdume Xy und My sind:
Xy=5", My = {ve Ly(Q) :v|p € POT)} .

Die Diskretisierung des dualen gemischten Problems auf Xy x My ist stabil.
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|

RT, MO

Abbildung 4.2: Raviart-Thomas-Element

e d=2: Im Zweidimensionalen ist der Raum H(div) bereits in Definition 4.3.3 eingefiihrt
worden:

H(div) = {7 € [Loy()]*: div 7€ Ly(Q)} .

Fiir den diskreten Raum Xy eignen sich die sogenannten Raviart-Thomas (RT) Ele-
mente. Diese sind definiert durch

Xy =RTo(Tp) ={r e H(div): I|T:( 9r )+CT( z ) VT €T, und ar, by, cr € R}

:{IE[LQ(Q)]ztI|T:(CLT)+CT($) VTEE,
br )
7 -n ist stetig an den Elementgrenzen} .

Der Raum RTy(7,) wird auch Raviart-Thomas Raum der nullten Ordnung genannt.

Der Raum My = MO(T,) ist definiert als
Mo(ﬁz) ={vely(Q): v|r=ar mitareR}.

Die Stetigkeit der Normalkomponenten an den Elementgrenzen sichert die Konformitét
von Xy c H(div). Die Raviart-Thomas Elemente sind dadurch charakterisiert, dass auf
jeder Gerade ax + By = const die Normalableitung konstant ist, siche dazu Abbildung 4.2.
Das heifit es gilt unter anderem, 7 -n|g = const fiir alle E € E(T).

Theorem 4.3.8 Seiuy € M(l)(ﬁ), wobes ./\/l(l)(ﬂ) der linear polynomiale Finite- Element-Raum
in HY(Q) ist, und sei fx € MO(Ty,). Auflerdem sei (05, wy) € RTo(Tr) x MO(Ty) die Lisung
der gemischten Methode mit Raviart-Thomas—FElementen niedrigster Ordnung. Dann liefert der
Satz von Prager-Synge

IVu-vVunlo<1 |0y — Vunlo -

Weiteres gilt

[Vun =8y lo = min {[Vux - 7ylo: Ty € RIL(Ta), div Ty + fv = 0} -
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Beweis: Folgt direkt aus dem Satz von Prager-Synge.
O

Dieser Satz benotigt jedoch die globale Losung des dualen gemischten Problems. Die Berech-
nung der globalen Losung ist allerdings viel zu teuer und mit hohem Rechenaufwand verbunden.
Ein Hilfsmittel, welches die Berechnung der globalen Losung des dualen Problems umgeht, ist
die sogenannte Flusskorrektur.

Aquilibrierter Fluss durch direkte Konstruktion einer Flusskorrektur §° := Vuy — ¢

Theorem 4.3.9 Sei R(uy) das Residuum der diskreten Lisung uy € 5}11,1 des primalen
Poisson-Problems und f € Ly(Q) stickweise konstant. Auferdem sei § = Vuy - 0° ein
dquilibrierter Fluss und es gelte fir die Korrektur 6° € [Lo(Q)]* mit 6%|r € RTy(Ty)

diV QA|T=RT(uN) VTEIEL )
HéA ﬂmE = RE(UN) VE € Eh\Fh ,
0% n=0 auf Ty, .

Dann gilt die Abschdtzung
[Vu-vuxlo < %o -
Beweis: Sei § = Vuy — 6% € [Ly(€2)]”. Die schwache Divergenz von § lautet fiir alle v € Cee (),
~(8,Vv) = —(Vuy, Vo) + (6%, Vv)

= ~(Vuy. ¥v) = 3 |(div 8%lr,v) = 340" . v)or

TeTh

= —(Vuy, Vv) - ;(RT(uN), v) - ZE:(RE(UN)a v)

= —(f,U)

——
(R(un)w)=(fv)-(Vun,Vv)

fiir f e Lo(€2). Somit gilt insgesamt

=(8, Vo) = (div §,v) = =(f,v)
=—=divd=-f € Ly(Q) .

a

Mit diesem Satz ist es nun moglich den #quilibrierten Fluss § aus der Differenz §° = Vuy - §
zu berechnen, anstatt ihn aus der Eigenschaft div § = —f direkt ermitteln zu miissen. Die Kon-
struktion der Korrektur §° erfolgt iiber das sogenannte lokale Vertex-Patch Problem.
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Berechnung der Korrektur Korrektur in 1D

Man betrachte dazu das eindimensionale Gebiet Q = (a,b) und die Naherungslosung uy € S}IL’I.
Das Residuum ist definiert als

(R(un),vn) = Y (Rr(un),on) + ), (Ry(un),vn)

TeTh Veyy,
= > (fr,vn) + > (lun]v,vw)
TeTh Veyy,
da gilt
Rr(un) = |fr+ Auy |r und Rp(un) = Ry(uy) = [Vun -ng] = [uy].
—— ——
0in 1D in 1D

Durch die Anwendung des vorherigen Theorems lautet das lokale Vertex-Patch Problem schlief3-
lich. Fiir jedes V €V, (die Menge aller Konten) sei dy € Ly(wy ), sodass gilt

1
div §V|T = éfT auf T € wy ,
[ov]v = [un]v
oy =0 auf Jwy .

Definiert man 0% als

5A:: 25‘/’

Vevy,

so folgt

. . 1 1
div 6% =div ). dy|r = §fT + EfT = fr,

Ve,
[ Z 5\/]\/’ = [[5\/’]]\/’ = [UM]V’ )
VGVh
Z oy =0 auf Jwy .
VEVh

Die Flusskorrektur kann daher iiber das lokale Vertex-Patch Problem einfach und mit wenig
Aufwand konstruiert werden. Die zweite Gleichung des lokalen Vertex-Patch Problems lautet

[ov]v = [un]v

Es stellt sich nun die Frage, wie sich diese Gleichung l6sen l&sst.
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T T
@1 ¢®," @2 ¢,

Abbildung 4.3: Elementfunktionen ¢;

6,

5, T, V T, 5,

Abbildung 4.4: Sprung der Elementfunktionen von 2 verschiedenen Elementen 77 und 75

Dazu wihlt man dy € {7 : 7|pr € P1(T), VT €wy}. Dadurch ergibt sich, wie in Abbildung 4.3
und 4.4 zu sehen ist,

Svlr, =61 1t + 62 3",
Syl =05 12 + 64 37,
) 1
div dy|p, = §fT ,
wobei T, oIt T2 T2 e ST

Das Ziel ist es, die Koeffizienten 01, &2, 3, 64 anhand der vorhandenen Informationen des lokalen
Vertex-Patch Problems zu bestimmen. Offensichtlich sind d; und d4 gleich Null, da diese am
Rand der Elemente vorgegeben sind. Zur Bestimmung von d, und é3 werden die Informationen
des lokalen Vertex-Patch Problems benétigt.
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Es gelten folgende Eigenschaften.

(i)

) do—0p 1 1
div 5V|T1 :F/ 2|T | L §fT1 =y = §|T1|fT1 + ﬁ .
Ableitung einer ! =0

linearen Funktion

[ov]v =[uy]v,
——
Sprung im

Konten

1
53 - 52 = [[U;VHV — 53 = IIURJ]V + 52 S 53 = [[UEVHV + §|T1|fT1 .

(i)
Si-05 1

. 1 1
div ov|zp, = T - §fT2 =04 = §|T2|fT2 +[uy]v + §|T1|fT1 :

Ableitung einer
linearen Funktion

Wie vorher erwéahnt, soll der vierte Koeffizient o, ebenfalls gleich Null sein. Deswegen sind
gewisse Kompatibilitdtsbedingungen notig. Es wird also tiberpriift, ob
(54 = %|T2|fT2 + [{UEV}]V + %|T1|fT1 =( ist.

Da die Galerkin-Orthogonalitét fiir den residualen Fehlerschitzer (R(uy),vy) = 0 fir alle
UN € S,i’l gilt, so gilt auch fiir die Hutfunktion ¢y mit ¢y (V') = dyyr beziiglich dem Kno-
ten V

0=(R(un),ov)= Y (Rr(un),év)or+ Y, Rv(un) ov (V')

TeT;, Viev,

- [ tnov dos [ frov des [l 1
Ty Ts

1 | ,
= §fT1|T1| + QfT2|T2| +[uy]v =04 .

Somit ist die Losbarkeit von [0y [y = [uly]v in {7: 7|y € PY(T'), YT € wy} garantiert und es
folgt

[Vu-vun| <1 > dvio=[0%].
Veyy,

Das Ziel dieses Kapitels ist somit erreicht und das Ergebnis liefert einen konstant-freien aquili-
brierten a-posteriori Fehlerschétzer, der {iber die Flusskorrektur mit geringem Rechenaufwand
berechenbar ist.
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Numerisches Experiment

Fiir die Realisierung des C++ Programmes wurde die folgende eindimensionale Poisson-Gleichung
gewihlt. Gesucht ist u:[0,1] > R, sodass

" 1, xe(O,%)
“(x):{-a, re[i1)

0) 0. (5.1)
u(l)=0,

erfiillt ist. Somit ist die exakte Losung gegeben durch

L(r-42?), 2€(0,%
u(x):{ 8 Y ’ 92
$_Uz+a? wzelf,1)

Abbildung 5.1 stellt die Losung dieser Poisson-Gleichung als Graphik dar. Demnach gilt fiir die
Ableitung,

1 (1-8z), 7€(0,3)
! _ 8 ’ 72
u($)_{%+2x, zes,1)

Am Anfang besteht das Intervall (0,1) aus einer sehr groben Zerlegung, beispielsweise eine
Aufteilung in vier gleichgrofien Elementen. Das Programm berechnet fiir jedes Element den
lokalen Fehler des dquilibrierten Flusses. Ist der globale Fehler gréfler als eine fix gewihlte
Toleranzgrenze, so werden durch die Maximum-Markierungsstrategie jene Elemente markiert,
deren lokaler Fehler grofler als der skalierte gréfite Fehler ist. Die markierten Elemente werden
verfeinert. Die Verfeinerung beruht auf eine Halbierung des Elements. Das Programm berechnet
nun wieder die lokalen Fehler und wiederholt sich, bis schliellich der globale Fehler kleiner als
die Toleranzgrenze ist. In Abbildung 5.2 ist die Verfeinerung des Intervalls (0,1) nach gewis-
sen Iteration abgebildet. Die Grafiken 5.3 bis 5.7 stellen die Ndherungslosung bei bestimmter
Zerlegung dar. Es ist gut zu erkennen, dass die Ndherungslésung bei einer groben Zerlegung
die exakte Losung sehr schlecht approximiert. Je feiner die Zerlegung, desto besser stimmt die
Néherungslosung mit der exakten Losung iiberein. Schliellich wird der Fehler des dquilibrierten
Flusses mit dem Fehler bestehend aus der Differenz der exakten Losung und Naherungslosung
verglichen. Laut Kapitel 4 gilt,

[w —uiyl < 0] -

Fiir das gewihlte Experiment stimmen die beiden Fehler sogar iiberein, wie in Abbildung 5.8
zu erkennen ist.
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Abbildung 5.1: Exakte Losung der Poisson-Gleichung (5.1)
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Abbildung 5.2: Verfeinerung des Intervalls nach gewissen Iterationen
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Abbildung 5.3: Naherungslosung bei einer Verfeinerung von 4 Elementen
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Abbildung 5.4: Naherungslosung bei einer Verfeinerung von 6 Elementen
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Abbildung 5.5: Ndaherungslosung bei einer Verfeinerung von 12 Elementen
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Abbildung 5.6: Naherungslosung bei einer Verfeinerung von 16 Elementen
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Abbildung 5.7: Ndherungslosung bei einer Verfeinerung von 36864 Elementen
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Abbildung 5.8: Vergleich zwischen dem Fehler des #quilibrierten Flusses und dem exakten
Fehler.
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Kapitel 6

Konklusion

Das Ziel dieser Bachelorarbeit war es, einen aquilibrierten a-posteriori Fehlerschétzer der Poisson-
Gleichung zu konstruieren, sodass eine konstant-freie Fehlerabschitzung in der Energienorm
erreicht wird. Durch die Implementierung des C++ Programmes, konnte dieser Fehlerschétzer
im eindimensionalen Raum realisiert werden.

Beginnend mit dem Kapitel der Grundlagen, wurde die Basis fiir die gesamte Arbeit aufgebaut.
Das klassische Modellproblem der Poisson-Gleichung mit homogenen Dirichlet-Randbedingung-
en wurde eingefithrt und dessen Variationsformulierung wurde hergeleitet. Das Lemma von Lax-
Milgram garantierte die Eindeutigkeit und Existenz einer Losung des abstrakten Variations-
problems der Poisson-Gleichung. Durch die Einfithrung der Galerkin-Methode, konnte das Pro-
blem in ein diskretes Variationsproblem umgeschrieben und dadurch auf ein dquivalentes Glei-
chungssystem umgeformt werden. Genauso wie fiir das abstrakte Variationsproblem, konnte eine
eindeutige Losung des diskreten Problems durch das Lemma von Lax-Milgram gewihrleistet
werden. Die offene Frage dieses Kapitels beschiiftigte sich mit der Grofle der Fehlerordnung
zwischen der exakten Losung und der Naherungslosung.

Im darauffolgenden Kapitel, wurde der Aufbau eines adaptiven Verfahrens vorgestellt. Dessen
Ziel war es, nur jene Stellen des Gebiets, mit grolem Fehlerbeitrag zu verfeinern. Dazu eignete
sich der residuale Fehlerschétzer als Fehlerindikator, der auf die Berechnung des Residuums
beruht. Fiir diesen Fehlerschétzer gelten die wesentlichen zwei Eigenschaften, die Effizienz und
die Zulassigkeit. Die Zuverldssigkeit gab eine obere Schranke der Fehlerabschétzung vor. Im
weiteren Verlauf dieses Kapitels, wurden sowohl zwei Markierungsstategien, als auch zwei Ver-
feinerungsstrategien vorgestellt, wobei beide Strategien im Algorithmus des adaptiven Verfah-
rens einsetzbar sind.

Im letzten Kapitel wurde das duale gemischte Variationsproblem eingefiihrt. Der Satz von
Brezzi garantierte eine eindeutige Losung dieses Problems, welcher die starken Bedingungen, die
LBB-Bedingung und die ker- B Bedingung, an den Bilinearformen voraussetzte. Die Einfiihrung
des gemischten Problems ermdglichte die Anwendung des zentralen Satzes dieses Kapitels, der
sogenannte Satz von Prager-Synge. Mithilfe dieses Satzes konnte eine konstant-freie Fehler-
abschétzung gebildet werden. Die Anwendung von Flusskorrekturen erméglichte eine einfache
Berechnung des Fehlerindikators.

Abschlielend wurde der dquilibrierte Fehlerschatzer mit einem C++ Programm im eindimensio-

nalen Raum realisiert. Der berechenbare Fehlerschétzer basiert auf die in Kapitel 4 vorgestellten
Flusskorrekturen.
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