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Vorwort

Das vorliegende Vorlesungsskriptum entstand aus Vorlesungen, die der Autor im Sommerse-
mester 1994 und im Sommersemester 1996 an der Johannes Kepler Universitit Linz gehalten
hat. Die Lehrveranstaltung ,Numerik IT* ist die zweite Vorlesung in einem Zyklus von drei
Vorlesungen zur ,,Hoheren Numerischen Mathematik®.

Die Vorlesung ,,Numerik [ stellt das Handwerkszeug zur numerischen Behandlung linearer
und nichtlinearer Operatorgleichungen in Banach- bzw. Hilbert-Raumen bereit und gibt eine
Einfiihrung in die Theorie moderner Funktionenrdume (Sobolev-Réume, Rdume von Distribu-
tionen) [26]. In der vorliegenden Vorlesung ,,Numerik IT“ werden Randwertaufgaben (RWA)
fiir partielle Differentialgleichungen (PDgl.) und die wichtigsten Techniken (FEM, FDM,
FVM) zu ihrer Diskretisierung betrachtet. Im einem abschlieBenden Kapitel der Vorlesung
,Numerik IT wird ein Uberblick iiber moderne Verfahren zur Auflssung der bei der Diskre-
tisierung entstehenden Gleichungssysteme gegeben (siehe auch Spezialvorlesung [25]). Zur
Vorlesung gehort das Praktikum ,,Rechentechnische Realisierung der Methode der finiten Ele-
mente (FEM)“. Im Praktikum wird die Modellierung von Anwendungsproblemen geiibt, es
werden die wichtigsten Bausteine von Finite-Elemente-Programmen betrachtet und es wird
mit einem FE-Programm ein praktisches Beispiel auf dem Rechner simuliert. Dieses prak-
tische Beispiel wird durch ein Team von zwei Studenten in seiner Ganzheit (Modellierung,
Analysis, numerische Analysis, Implementierung, Simulation, Ergebnisbewertung) bearbeitet.
Die einzelnen Teams prisentieren ihre Ergebnisse in seminaristischer Form.

Die vorliegende Vorlesung setzt Kenntnisse aus den Grundvorlesungen zur linearen Algebra,
zur Analysis und zur Numerischen Mathematik, sowie die in der Vorlesung ,, Numerik I [26]
vermittelten Lehrinhalte voraus. Zum anderen liefert die Lehrveranstaltung ,,Numerik II“
Vorkenntnisse fiir die nachfolgenden Vorlesungen zur Numerischen und Angewandten Mathe-
matik, insbesondere fiir die Vorlesung ,,Numerik ITI“, die sich mit der numerischen Losung
von Anfangswertaufgaben (AWA) und Anfangsrandwertaufgaben (ARWA) fiir gewohnliche
und partielle Differentialgleichungen befafit [28].

Das Skriptum wurde bewuf3t im Stile eines Vorlesungsmanuskriptes gehalten. Im Gegensatz zu
vielen Lehrbiichern wurde auf , belletristische Ausschmiickungen verzichtet. Die Lehrinhalte
sollen schnell und kompakt erfalbar sein. Es wird eine Vielzahl von Abkiirzungen eingefiihrt.
Die Abkiirzungen U x.x und (mms) bedeuten harte Arbeit an der Materie. Das Losen von
Ubungsaufgaben und das ,Mach-Mal-Selbst* ist angesagt. Das vorliegende Skriptum ist ein
Arbeitspapier. Es ist kein Ersatz fiir den Vorlesungsbesuch und auch kein Ersatz fiir ein Lehr-
buch, aber eine gute Vorbereitung auf die allfillige Priifung.

Der Autor méchte an dieser Stelle Frau Marion Gneiger fiir die Erstellung des HTEX-Files
und Frau Doris Holzer fiir die umfangreiche technische Uberarbeitung des IXTEX-Files recht
herzlich danken.

Ulrich Langer
Linz, den 1. Juli 1996
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Kapitel 1

Modellierung von RWA und ARWA fiir partielle
Differentialgleichungen

m  Lehrbiicher: [5], [22].

1.1 Beispiel: Wirmeleitung

1.1.1 Stationire Wirmeleitprobleme (RWA fiir elliptische PDgl. 2.
Ordnung)

n Betrachten zunichst das stationidre 1D—Wirmeleitproblem:

e Physikalisches Problem:

Gesucht ist das Temperaturfeld u(z), € (a,b), in einem hinreichend diinnen Stab
der Lange [ = b — a mit konstantem Querschnitt @ (z.B. Draht), wobei | > @ Q
ist.

Aufheizung (z. B. durch Umwandlung
von elektrischer Energie in Wirme)

Kreis |0Q| = 277 Wirmeabgabe iiber

00 den Mantel
Az

S 2 T+ 4L
Kreis |Q] = 7r?
Ya L Uy = uUap (33 ) b
Temperatur im linken Umgebungstemperatur Temperatur im rechten
Randpunkt Randpunkt
u(a+0) = g, u(b—0) = gy
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e Betrachten die Warmemengebilanz an einem , kleinen® Stabstiick ,,Ax“ der Linge
Ax (spiter Az — 0):

@ Wirmeaustausch

mit der Umgebung Ua

I (@ i

@ Aufheizung:

z+ 50

W = Wirmemenge = |Q| / f(&)d¢g,

Az
==

wobei f(£) — Intensitit der Warmequelle.
Wirmeaustausch mit der Umgebung {iber den Mantel:

00l [ ©) w(9) ~ ua(e) i = [al / 'fg' u(€) — ua(€)) de
o ¥ q(f)

wobei (&) = ‘?c?\ 1991 4(€) = oberflichenspezifischer und materialabhéingiger

Warmeaustauschkoeffizient.

@ Fouriersches Gesetz:

W(z)~ —u'(2)|lQ] = |W(z) = -Mz)u'(z)|Q)

wobei A(z) — Wirmeleitzahl (materialabhéingig).
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Wirmemengenbilanz:

Wirmemenge,

die im Punkt

Wirmemenge,

die im Punkt

x—l——xaus

MODELLIERUNG VON RWA UND ARWA

Wiérmemenge,

die tiber den

Wiérmemenge,

die durch Auf-

x—% in ,Az* Ax“ heraus. Mantel a.mbge- heizung ent-
hineinflief3t ﬂie Bt geben wird steht
x4 Az

o+Az 2
(1.2) —AMz — &)/ (z — &%) + Mz + S5/ (z + &F) f q(&
ac—l—% ac—l—%
= - fA f(&) d¢ - fA q(§)ua(§) dé
VAz >0: [z — &5, 0+ 4% C (a,b)szE (a,b) 2
und Randbedingungen u(a) = g,, u(b) = gy.

e Die differentielle Form der Warmeleitgleichung bei homogenem Material und
stetiger Quelle:

Vor.:
)
1. ¢ € C(a,b) : q(x) > 0,2zB. g = const. >0
(¢ = 0 = Isolation),
2. A € C'(a,b) : A(x) > A = const. > 0, 1
(1.3) z.B. A = const. > 0, 4 KVE Cl_
ourier:
3. f€Cl(a,b), we
4. uy € C(a, b)
)




KAPITEL 1. MODELLIERUNG VON RWA UND ARWA

Setzen Ay = Az /2 und dividieren (1.2)/(—2Ay):

z+Ay r—Ay

— Mo+l (wrdg) Mo—da)u'(a=2y) 4 ﬁx_ﬁy qudé = EHJ; y( f 4 qua) dé
Ay—0 | | | Lo
—(Alz)u'(2)) +  q@u(r) = f(r) +q(@)ual)

Resultat: Klassische differentielle Form der Wirmeleitgleichung
(1.4) Gesucht u € C?*(a,b) N Cla,b] :

—(A@)u/(2)) + @(@)u(z) = f(z) + @(z)ua(z), = € (a,b),
mit den Randbedingungen: u(a) = g,, u(b) = gy.

U 1.1 Zeigen Sie, daB fiir f € C(a,b) und z € (a,b) gilt:

x-l—%
) 1
Aliglo Ar / f(&) = f().
U 1.2| Zeigen Sie:
r+Az

/ (1.4) de = (1.2).

e Die differentielle Form der Wiarmeleitgleichung bei stiickweise homogenem
Material und stiickweise stetiger Quelle:

Wir betrachten o. B. d. A. einen Stab aus zwei Materialien.

Analoges Vorgehen wie oben liefert (mms):

o a
o W

Eisen Kupfer
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r=a Randbedingung s u(a) = gq-
z € (a,n) Differentialgleichung: —(A\ju')' + G1u = fi + Grua;.

T =7 Interfacebedingung : u(n — 0) = u(n + 0),

. W(n—0)=W(n+0),
—Ai(n=0)u'(n = 0) = =Xa(n + 0)u'(n + 0)

I Dies folgt direkt aus (1.2) fir z =7 und
Az — 0.

x € (n,b) Differentialgleichung: —(Aot')' + Gou = fo + Gotiaa.

r="0 Randbedingung : u(b) = gp-

Berechnen Sie das Temperaturfeld u(z) fiir den Fall:

a=0,b=1,n€e(0,1), ¢=0, f=0,
A =const. >0 fliirxz<n
Az) =
Ay =const. >0 fiirx>n
mit Ay > Xy >0, g, =0,9, = 1.
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Bemerkung 1.1: Punktquellen.

Im Punkt z = y sei eine Wéarmequelle konzentriert:

= |f(@)= [ —y)| "

fy = const. = Intensitét

der Punktquelle

[ O de £ < 06— ), 0(6) >

= fyely) = fy

Vo € D(a,b) : p(x) =1 V€| _%, y:%].

Bemerkung 1.2: Randbedingungen.

— Randbedingungen 1. Art:
(Dirichletsche RB)
— wesentlich !

— Randbedingungen 2. Art:
(Neumannsche RB)

— natiirlich !

— Randbedingungen 3. Art:

(Robinsche RB)
— natiirlich !

Vorgabe der Funktion u (Temperatur) am
Rand: u(a) = ga, u(b) = gy.

Vorgabe des Warmeflusses am Rand:
Ma)u'(a) =g, (g, = 0: Isolation),
A (b) =g (g5 =0: Isolation).

Freier Warmeiibergang

(d.h., WéarmefluB8 proportional zur Differenz
zwischen dem Wert der Zustandsvariablen
(Temperatur) am Rand und der Umgebung):

AMa)u'(a) = ag(u(a) — uy,),
—A(b)u'(b) = ap(u(b) — uyp),
Qq, p — Wirmeiibergangszahlen;

Uq, Uy — Aullentemperatur am linken und rech-
ten Rand.

— Gemischte Randbedingungen: z.B. u(a) = g,, u'(b) =0 oder
!

u'(a) =0, —A(b)u'(b) = ap(u(b) — uy).



KAPITEL 1. MODELLIERUNG VON RWA UND ARWA 7

m  Betrachten nun ein stationires 2D-Wirmeleitproblem:

e Physikalisches Problem:
Gesucht ist die Temperaturverteilung u(x), x = (z1,22) € Q, @ = (0,1) x (0,1) C
IR? in einer hinreichend diinnen Platte mit einer konstanten Dicke h.

xs
/xQ
/T A oo S
/
A A
v " of
L _| b
h /
b :
2 1
P(xlax270)

e Wirmebilanz an ,kleinem“ Quader ,Ax; X Azxy X h“ mit dem Schwerpunkt im
Punkt P(zy,z9,0) fiir ein beliebiges x = (x1,22) € Q: JAzy X Ay “ C
Vor.: Wéarmestrom ist iiber die Héhe der Platte konstant,
d.h., W =W (xy,x2) ist von x3 unabhingig !

Axe
Wirmeaustausch Wa (&1, 22 + 552)

UA
mit der Umgebung [ /
| ‘ 4 h
Az L ey — Az
Wiz — S5, 8) — / .p Wi(z1 + 55+, &)
/ AIL'Q
v / |
Al‘l

uAY Wirmeaustausch
mit der Umgebung
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= Wirmeleitgleichung in integraler Form:

(1.5) Gesucht u(xy,xs) :

I2+A;2 I2+A;2
h [ W1($1—%,52) dés—h [ W1(I1+%,52) d&s
CL‘Q—A;Q xz—A;Q
z1+A;1 x1+A;1
+h [ Wal&,m—22)dE —h [ Wa(&,xo + 282) dE;
fEl*A;I fEl*A;I
Axq Axgy

T T e ) (= ua) des et

Az Awe
T+ =5+ zo+ =52

+h [ [ f(&,&)dédE = 0.

Az Az
T — =5t ma— =52

Vo = (x1,29) € Q, VAz,Azy > 0:
{,yp) : @i — 88 <y <+ 85,0 =1,2} CQ

+ Fouriersches Gesetz: W; = -\ 2%, i =1,2

7 oz,
mit den Warmeleitzahlen A\; und As
(orthotropes Material)

+ Randbedingungen: z.B. Dirichlet:
uw(z) = g1(z), © = (r1,12) € T = 0.

e Die differentielle Form:
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Aus
1

—M (15) und Axl, AZL’Q —0

erhalten wir die Wérmeleitgleichung in differentieller Form:

(16) i
Gesucht u(z) € C*(Q) N C(Q):
_y (AI(@@;T&“) o (A()L) tgle)ule) =
L J(@) + ala)un(e) Ve = (or,2) €O

+ Randbedingung: u(z) = ¢1(x) Vz €T =0Q,
wobei ¢ = 2q/h, q — Wirmeaustauschkoeffizient.

Bemerkung 1.3: Andere Randbedingungen.

— Randbedingungen 2. Art:

(a) Wirmeisolation: W(x)=0 VzeTl,
(b) vorgegebener Wirmestrom: W (x) = go(z) Vz €T,
mit

W(x) = —8353) = ()\1(:1:) ula) (2 + Magg) ng(x)>

t f

Wirmestrom Konormalenableitung

3:51

— Randbedingungen 3. Art: Freier Warmeaustausch:

——— =oa(u—g3) auf I' = 09,

wobei « — Warmeaustauschkoeffizient,
g3 — Randauflentemperatur.
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— Gemischte Randbedingungen:
Auf I'y sind Randbedingungen 1. Art, auf I'y Randbedingungen
2. Art und auf I'3; Randbedingungen 3. Art vorgegeben:

r
! I';: 1. Art (Dirichlet),
Iy
[y: 2. Art (Neumann),
['3: 3. Art (Robin).
Iy

m  Stationidres 3D-Wirmeleitproblem:

m  Weitere 2D- und 1D-Spezialfille:

— Rotationssymmetrische Probleme.

1.1.2 Instationidire Wairmeleitprobleme (Anfangs—Randwert—Auf-
gaben fiir parabolische Differentialgleichungen 2. Ordnung)

n Betrachten zunichst wieder das instationire 1D-Wirmeleitproblem:

e Physikalisches Problem

Gesucht ist das sich zeitlich dndernde (instationére) Temperaturfeld u(z, t) in einem
hinreichend diinnen Stab der Linge [ = b —a, d.h., € (a,b), wihrend der Zeit

te(0,T)="T:
tA
At
i lo =1+ 5
At ;
Y o At
Q bo=1—-7%
4 x A
/ / x
| |
a T b
A T x4+ &F
T = — 5 Az 2 2
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e Wirmemengebilanz in Raum und Zeit:

Wir betrachten die Wirmemengebilanz an einem , kleinen* Stabstiick der Linge
Ax wéhrend der Zeitspanne At (spiter ,Momentaufnahme“, d.h., At — 0 und

Az — 0:)
(1.7)
to x2
gl e - (cafagl,a) < 0T
t1 o1
Wirmemenge, die Wirmemenge, die Wirmemenge, die
im Punkt x; in im Punkt x, aus iiber den Mantel
LAx“ wihrend der | — | ,Az* wahrend der | — | wéhrend der Zeit-
Zeitspanne At Zeitspanne At spanne At abgege-
hineinfliefit herausflief3t ben wird
to To
+ Q[ [ fdgdt = |Q|fcp (€ t2) — (&, 1)) do

t1 x1

Wirmemenge, die N .
durch Aufheizung Wirmemengendifferenz

+ . = in ,Az*“ zwischen End—

wahrend der Zeit- und Anfaneszeit
spanne At entsteht &

Dabei bezeichnen p die Dichte, ¢ die Warmekapazitiat, A den Warmeleitkoeffizienten

und ¢ = %gl ‘q den spezifischen Wiarmeaustauschkoeffizienten.

e Resultat: Instationdre Wiarmeleitgleichung in integraler Form (Bilanzform)

(1.8) | Gesucht Temperaturfeld u(z, t)'

?cp(u(f,tz)—u(fatl))df - f <)‘ gg‘m _)‘%‘m>dt+

z1 t1
to x2 to x2

+ [ [qu—ur)dedt = [ [ f(€,t)dEdt

t1 1 t1 1
Vz € (a,b) YAz > 0:[z1,20) C (a,b), 21 =2 — &%, 2o =2 + &%,

Vt € (0,T) VAt >0: [t,to) C (0,T), t,=t—4L t,=t+ 4

+ Randbedingungen, z.B. 1. Art

T_
u(a,t) = ga(t)}
Vte (0,7
u(b,t) = gp(t) (0.7)
+ Anfangsbedingung RB (z,1) RB
o u\x,

u(z,0) = ug(x) V€ [a,b]

0 a AB b =«
Raum-Zeitzylinder

QT = ((1,, b) X (O,T)
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e Ubergang zur differentiellen Form:

Vor.: Eingangsdaten {c, p, \, ¢, f, A, ga, g, uo} (Ubung: Schreiben Sie
die Voraussetzung exakt auf !) seien hinreichend glatt (z.B. ho-
mogenes Material, stetig verteilte Wiarmequellen, ... ).

~x; (8), Az —0, At —0

Resultat: Differentielle Form der instationdren Warmeleitgleichung
(= klassische Formulierung)

(1.9) Gesucht u € C%H(Qr) N C(Qr):

. ou 0 ou
Por ~ ox

Aa)+@u=f+m4Lﬂ Y(,1) € Qr

+ RB: z.B. 1. Art: — 1. ARWA:
u(a,t) = ga(t), u(b,t) = go(t) Vt € (0,7)

+ AB: u(z,0) =ug(x) VYV € [a,b)].

Bemerkung 1.4:
1. Ck’l (QT):

k — k-mal stetig differenzierbar nach =z,

[ — [-mal stetig differenzierbar nach t.

2. RB: 2. Art, 3. Art bzw. gemischte Randbedingungen sind moglich (vergleiche
Bemerkung 1.1)
4
1. ARWA
2. ARWA
3. ARWA
gemischte ARWA

3. Fiir die Existenz einer klassischen Losung, d.h., Losung der ARWA (1.9), ist
die Kompatibilitit zwischen der Anfangsbedingung und den Randbedingungen
notwendig, d.h., kein Warmeschock:

Jim 0,(t) = wofe) . Jlim (1) = ua(8).
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Instationire Wirmleitprobleme im 2D und 3D Fall:

= Herleitung analog (vergleiche Punkt 1.1.1 und )
z.B. 1. ARWA fiir Warmeleitung in 3D:

(1.10) Gesucht u € C%H(Qr) N C(Qr):

s 0. (Mg_;l) o (ha) = 22 (M) = f(@0) in Qr =
=Qx(0,7)

+ RB: u(z,t) = ¢1(x,t), Veel;=T=09Q, Vte (0,T) =T,

+ AB: u(x,0) = up(z), Vz e Q.

t
Raum-Zeit-Zylinder: 2D T

Qr=0xT=Qx(0,T)

0

x1 / =00

: _ |
tgrfogl(x,t) up(x) Ve el'!

)

1.1.3 Verallgemeinerungen (— differentielle Form)

m  Instationire (stationire) Wirmeleit—Wirmetransportprobleme:
z.B. Temperaturfeldberechnung in Fluiden (1. ARWA):
(1.11)

Gesucht ist u € C*1(Qr) N C(Qr):

L9 du = ou
8 =~ —_
cpSt — ZZI o7, <)\z]a—%> + CP;ai(x,t)a—xi + (@, tu(z,t) =
N - v “  qnur im 1D bzw.
Wirmeleitung Wirmetransport 9D-Fall

:f(flf,t) + Q(Qf,t)UA(SL’,t) V([L’,t) €Qr =X (OJT)7
—_——
nur im 1D- bzw.
im 2D-Fall
+ RB: z.B. 1. Art: u(x,t) = g1(z,t) V(x,t) € 002 x (0,7T),
+ AB: u(z,0) = up(z) Vo e Q.

wobei
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c=c(z,t) —  Wairmekapazitit,
p = pl(z,t) — Dichte
A= [Aij(@,1)]; j=1;m — symmetrisch und gleichméBig p.d. Warmeleitzahlen—
matrix, z.B. orthotrop: A;; = \;d;5,
ai(x,t) ’
a= : —  Geschwindigkeitsvektor,
U (1, 1)
[ =q(x,t) — spezifischer Wirmeaustauschkoeffizient, (m = 1,2)],
f=flx,t) —  Wiérmeintensititsfunktion,
g1 = q1(x,t) — vorgegebene Randtemperatur und
up = up(x) — Anfangstemperatur.

Bemerkung 1.5:

g du dmidu _ du , du : : :
U= G+ Gloa = g T g, — materielle Zeitableitung.

— stationdr: FEingangsdaten sind t-unabhéngig (— Asymptotische

Verteilung, ¢ — c0): § u =u(z) § % =0, keine AB !
{ PDgl.: —div(A\Vu) + cpa” Vu + qu = f + qua,

RB: u=g¢g, auf I' =T"; = 0.
— 1. — 4. ARWA.

m  Typische Nichtlinearititen in der Temperaturfeldberechnung:

1. Temperaturabhéingige Materialkoeffizienten: (§ PDgl. nichtlinear):

A = \(z,t;u) — temperaturabhéingige Wérmeleitzahlen etc.

2. Wérmestrahlung am Rand (} RB nichtlinear):

—5x = 9(u—g3) = o(u— ga)".

n Kopplung von Temperaturfeldern mit anderen Feldern: z.B.:

— thermomechanische Probleme:
— lineare Thermoelastizitét (sieche Punkt 1.2.3):
HOOKE — 05 — Dijklﬁk:l + (U — u,n)ai@-j.
/]\

elastische Konstante

— Navier-Stokes-Gleichung + Wérmeleitung/—transport:
— a (Geschwindigkeit), p (Druck), v (Temperatur).
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1.2 Beispiel: FestkOrpermechanik

1.2.1 Der statische Fall: Zugstab (RWA fiir elliptische Dgl. 2. Ord-
nung)

m  Mechanisches Problem:
Gesucht ist die Langsverschiebung u(z), = € (0,1), eines longitudinal belasteten linear
elastischen Stabes konstanten Querschnitts ) der Linge [ mit [ > diam () unter den
Voraussetzungen kleiner Verschiebungen und Deformationen. Der Stab sei z.B. im Punkt
x = 0 fest eingespannt und im Punkt x = [ greife eine Flichenkraft mit der Kraftdichte

g an:
f(z) = Volumenkraftdichte (f = 0 beim reinen Zugstab)
) .L - 7N R
) g g ‘\\//' g .
A N 9@
o=l e+l
z =20 - > x=1 0 = 0,-Spannung
1. Art Ax
Rbd.: u(0) = 0 L o(01Q] = alQl

2. Art

[=0(0) = a(u(0) — 0)]
3. Art
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m  Kriftegleichgewicht am ,,kleinen*“ Stabstiick ,,Axz*:

ot

(112)  —o(z—=59)1QI+0o (v +57)|QI+]Q fA f(&)dg = 0.

==

Dazu kommen:

e Stoffgesetz = Hooke’sches Gesetz:
= Spannung ~ relative Lingeninderung:

o(r) = E(v)e(x),

wobei ¢(x) — Deformation (= relative Lingenénderung),
E(x) — Youngsches Elastizitdtsmodul:

o o = Fe

€

e Geometrische Beziehungen zwischen Deformation und Verschiebung:

1 r| + ALE‘l
undeformiert: x
Az, u(xy + Axy)
u() ‘*
deformiert: AT T x
x + u(z) Az, T + Azy + u(z; + Axy)

Relative Lingeninderung = (@ +Ae tu@+de) —u@)-m) Ao _ w@+de)ulzy)

Axq Az
B u(zy + Axy) — u(xy) o
e(r) = Almlrg0 Ar, = u'(xy).
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| Resultat:

(1.13)

MODELLIERUNG VON RWA UND ARWA

Integrale Form:

Gesucht u(x) :
o+ ) —olz—F)+ [ f(Odg=0

2
Vz € (0,1) YAz >0: [z— 4%, 2+ 5% C(0,])

20

mit Hookeschem Gesetz: 0 = Ee und geometrischer Beziehung ¢ = u/;

+ RB: u(0) =0, E(l)u'(I) = g

m  Differentielle Form: 5 (1.13), Az — 0, Glattheitsvoraussetzungen: =

(1.14)

Gesucht u € C?(0,1) N C'(0,1]NCJ0,1]

_o'/(aj) = f([l,’), T € (0, 1) B ()Y

+ RB: u(0) =0, E()u'(l) = g.

f(x)

17

1.2.2 Der dynamische Fall: Longitudinalschwingungen des Stabes
(ARWA fiir hyperbolische PDgl. 2. Ordnung)

| Mechanisches Problem:

t
flz,)
|
e
T ‘ To [ gl(t)
T
,t
et o(1,) = (1
z=0

T =z — 42

SL’QZSL"F%
tp=t— &t

to =1+ 4
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m  Integrale Form:

MODELLIERUNG VON RWA UND ARWA

(1.15) Gesucht u(zx,t):
ta l2 2
tf[E( 2) 2% (2, 7) — E(21) 2% (24, 7 ]dT—i—tffff, dédr =
f[ (&,t2) — F2(€,11)] 0(€) dE
4o
2. Newtonsches Gesetz
Vz € (0,1), YAz >0: [z =2— 4% 2=+ 52] C (0,1),
vt e (0,T), VAt >0: [t =t—4t,=t+4] C(0,7),
+ RB:  u(0,t) =0, E(Z)%(l, t)y=gq(t) vte(0,T),
+ AB:  u(z,0) =ug(x), Vxel[0,]] (Anfangsverschiebung),
9u(2,0) = ui(z), Vo €[0,l] (Anfangsgeschwindigkeit).

Sei u € C*(Qr), f € C(Qr), E € C'(0,1) und o € C(0,1) mit Qp =
(0,1) x (0,7):
Man zeige, dafl dann 3 £*, £, €
sodaf} (1.15) iibergeht in:

2“(5*’t*)g(f*)AtAx _ 9 (E(f**)

(561,5172) und t*,t**,t*** € (tl,tQ),

ox

e 5 ) AtAz + f(& JAtAz,

Hinweis: MWS !

(1.15); Az, At — 0, Glattheitsvoraussetzungen: =

m Differentielle Form: AzlAt

(1.16)

Gesucht u € C*(Qr) N

*u(z,t) 0
+ RB:  u(0,t) =0,
+ AB:  u(x,0) = up(z),

OO ((0,1] x T) N C ([0,1] x T)

ox

E1)3(1,1)

‘Bt

Gi (2,0) = uy(2),

(02 D) = fwa). v e an

= gl(t)v AS (OvT)a

Vz € [0,1].

N e ([0, 1] %

[07

T)):
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Seien g, F = const. > 0 und der Stab periodisch erregt, d.h., f(z,t) =
f(x)e™ und g(t) = ge™’. Man suche die periodischen Losungen

u(z,t) und bestimme die kritischen Frequenzen !
Hinweis: Man mache den Ansatz u(z,t) = u(z)e™" !

Losung:

—gw2u(x)em _ Eu”(x)em — f(l.)eiwt

= u(z): | —u"(z) — Iu(z) = f(z),z € (0,])
uw(0) =0, Ev'(l) = g1, A = ow?/F
= A\ : —up(z) = Apug(x)
ur(0) = 0, up(l)=0

1.2.3 Verallgemeinerung auf 3D (— differentielle Form)

m  Linear elastischer Kérper im statischen Gleichgewicht:
— [26] Numerik I: Punkt 1.1: RWA fiir Lamé-Naviersche Gleichung:

(1.17)
Gesucht Verschiebungsvektor u(z) = (uq(x), us(x), us3(x)) € X C [C%(Q)]3:

3
— 3 50:0i(w) = fi(2), v = (21,22,73) € QX C R* ¥,
j=1

3
+ Stoffgesetz: 0;; = > Djjriers (Hooke; [26] Nu I, Punkt 1.1 isotrop),
k=1

+ geometrische Beziehung: €;; = 1 (a“i_ + auj),
J

T ox;
+RB: wu(r)=0 Vzely,
3
5 o)) = i)
J:

7S VR
Fr
v O\ fdr )

s /:L(x) A~
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®m  Dynamisch erregter 3D linear elastischer Koérper:

(1.18)

Gesucht u(z,t) € X C [C*(Q7)]*:

ol — 05 = fi in Qr =Q x (0,7, | oli —dive = f

+ Stoffgesetz: 0ij = Dijki€ni, | 0 = De

+ geometrische Beziehung: €;; = 0.5(u;; +u;;), |€=0.5(Vu+ V)

+ RB: uw=0auf [',o,n; = g; auf ['5,i =1,3Vt € T,

+ AB: u(z,0) = up(z),u(z,0) = uy(z) V€ Q.
Bezeichnung:

3

e Einsteinsche Summationskonvention: o;;,; = > —aiaij.
‘ J
J=1

Vo Ou s 0%
¢ U= U= G-

m  Spezialfille: — Strukturmechanik (siehe Vorlesung [29]):

1. Ebener Spannungszustand (= 2D):

0ij(x1, T, x3) = 045(x1,22) Vi, j=1,2,
oi3 = 03; = 0 Vi=1,2,3,

7.B.: Scheibe:

T2

/ Q / Q
h/2 7

~1/2

X T

20
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2. Ebener Deformationszustand (= 2D):

€ (71, T2, 13) = €5(T1,32) Vi, j=1,2,
€3 = €3 = 0 Vi=1,2,3,

z.B.: Damm: T
T2

T

xs

3. Rotationssymmetrische Probleme (= 2D).
4. Membran, Platte, Schale, Balken, Stab, Saite, ...

] Nichtlinearititen:

1. Stofflich: ¢ = o(e) oder & = a(o,k,€) quasistatische Plastizitit [23].

2. Geometrisch: — grofie Deformationen.

[ Kopplungen mit anderen Feldern: z.B. mit Wirmeleitung

Oij = )\ekkéij + 2//,61']' + Oz(T — TO)(Sij;

isotrop

wobei A, p — Lamésche Konstanten,
a —  Wiérmedehnzahl.

T

21



Kapitel 2

Klassifizierung PDgl. und grundlegende klassische
Aufgabenstellungen fiir PDgl.

m  Lehrbiicher: [13].

2.1 Klassifizierung

2.1.1 Allgemeine Klassifizierung

m  Bezeichnungen:

u(z) = (uy(+), ..., () : RN — R (C!) (N =m,m+1);

Du = > b,0"u — Differentialausdruck der Ordnung n;
lel<n L ] x -Matrix

Dypu = [0%u]ja)j<n, Mn = |{a:]a| <n}|; Du, Ordnung (D) < n;
Q C RN (z.B.auch Q = R™); F(-,-):Q x RM — IR

n System von [ gekoppelten PDgl. der Ordnung n:

(2.1) F(x,Dpu) =0, z € Q

] Definition 2.1:

Das System (2.1) nennen wir System linearer PDgl. der Ordnung n, falls es sich in der
Gestalt

n

(2.2) Y aa(@)0u(z) = f(z), v€Q; f:Q— R
o=
' | x [-Matrix

schreiben 148t. Im Falle [ = 1 heifit (2.2) (skalare) lineare PDgl. der Ordnung n.

22



KAPITEL 2. KLASSIFIZIERUNG PDGL. 23

m  Bisher, d.h., in Kap. 1: n =2:

N

(2.2) > ai(x )a:p o T Z a;(z) 3& +a(z)u(z) = f(z) v € Q

,j=1 =
iUy Fait,; +au = f

/‘Q:Q /Q:QT:QXT
Beispiel: [ = 1: Wirmeleitung: stationdr N = m, instationdr: N =m + 1,
[ = 3: 3D Elastizitat: stationdr N = m, instationdr: N = m + 1.

] Definition 2.2:

Das System (2.1) nennen wir quasilineares PDgl.-System der Ordnung n, falls es sich in
der Gestalt

(2.3) Z to(x, Dy 1u)0% = f(x, Dy qu), x € Q

|a)=n
[ x [-Matrix

schreiben 1a8t, wobei D,,_ju = [0%u)|aj<n—1
Du=D,_yu= 5>, by0%u, d.h., Ordnung (D) < n — 1.
lal<n—1

Im Falle [ = 1 heift (2.3) wieder (skalare) quasilineare PDgl. der Ordnung n.

2.1.2 Typisierung skalarer linearer PDgl. 2. Ordnung

m  Betrachten lineare PDgl. 2. Ordnung in der Form (1=1)
N 5 N S
(2.4) Z )5 oz ;ai(x)a—xi +a(z)u(z) = f(z), z€Q
unter den Voraussetzungen:
® a;j,a;,a — reell (reelle stetige Funktion),
e a;=a; Vi, j=1,N (0. B. d. Allg.).

Der PDgl. (2.4) ordnet man die quadratische Form

(2.5) Z r)&& = ()€, ) Ve e RN

mit A(z) = [a;;(7)]; ;7 zu. Die quadratische Form heifit charakteristische Form
der PDgl. (2.4).




KAPITEL 2. KLASSIFIZIERUNG PDGL. 24

Betrachten A(z,§) in einem fixierten Punkt x € (). Dann existiert lineare Transforma-
tion €' = [l ir,w = [lII[] -

(2.6)

EV
EW
CTAC = D:=diag [\, iy, dh.,
Az, &) = (AL = (ACn,Cn) = (CTACn,n) =

/l\
§=0Cn

N
= (Dn,n) = kZl Akt

wobei Ay = EW (A).

Definition 2.3: elliptisch, parabolisch, hyperbolisch, ultrahyperbolisch.

1.

Die PDgl. (2.4) heifit im Punkt x elliptisch, falls in (2.6) alle A, < 0 oder alle
A >0 (k: 1,2,...,N).

Die PDgl. (2.4) heifit im Punkt x parabolisch, falls genau ein Koeffizient A\, = 0
und alle anderen, entweder alle positiv oder alle negativ sind.

Die PDgl. (2.4) heiit im Punkt = hyperbolisch, falls genau ein Koeffizient Ay positiv
(negativ) ist und alle anderen negativ (positiv) sind.

Die PDgl. (2.4) heiit im Punkt 2 ultrahyperbolisch, falls einige Koeffizienten
Akys - -+ Ak, positiv und die anderen A, ..., A, negativ sind.

Die PDgl. (2.4) heifit im Punkt x ultraparabolisch, falls mehr als ein Koeffizient
Null ist.

Definition 2.4:

Falls (2.4) in allen Punkten z € @ den gleichen Typ (elliptisch, parabolisch etc.) hat,
dann nennt man (2.4) in @ elliptisch, parabolisch etc.

Lemma 2.5: Die PDgl. (2.4) ist im Punkt z elliptisch gdw. A(z,&) in x positiv bzw.
negativ definit ist.

Beweis: folgt sofort aus der Bez. (2.6). q.e.d.

Definition 2.6: GleichméBig elliptisch in Q).

Die PDgl. (2.4) heifit gleichmiBig elliptisch in @, falls 3 i; = const. > 0, iy # iy (2):

(2.7)

(5)A(z,6) > m|é]> Vee RN Vzeq.
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m  Beispiel 2.7: N = 2.

z)

(

o? o2 a?
(24) Q a116—é+2a12W5‘m+a223—£§+...

f(
(2.5) VA, &) = an&l + 20126 & + anés = (

a1 a12><§1> <§1 >>
o1 Q22 &2 "\ & '
Jl

Bez. A = A([L’) = G%Q — A11092.

Dann gilt:
a) A <0< (2.4) elliptisch: T (£) A(z,&) = const. >0 def. Ellipse,
b) A > 0< (2.4) hyperbolisch: A(z, &) = const. def. Hyperbel,
¢) A =0<« (2.4) parabolisch: 2 A(z, &) = const. def. Parabel.
T
mms: EWP: A¢ = \¢ gdw. det { o = A 4 =0
EV EW 421 a2 — A

0= (CEH — )\)(a22 — )\) — G%Q = )\2 — CEH)\ — Cl22)\ + aj1a9 — (]J%Q

o o\ 2
T Ao = 7(111—'2_@2 + \/(7‘111;@2) + a2y — a12a99

a?, +2a11a22+a3,—4a11a22+4a2,  (a11—a22)?+4a2,
4 - 4

In c) setzen wir natiirlich zusétzlich voraus, daf in z nicht alle Koeffizienten ay1, aq2, ag
gleichzeitig Null sind.

m  Beispiel 2.8: Tricomi-Gleichung: T
2U 2U
(2.8) T23% + 5 = f(2) 0
s elliptisch / X
= Az,8) =28 + & parab. .
= Tricomi-Gleichung: hyperbolisch J
e PDgl. vom gemischten Typ !

e entartet !
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m  Beispiel 2.9: klassische Gleichungen der Mathematischen Physik:

1. Wellengleichung: uy — a?Au = f(x,t), (t,z1,...,Tn) € RN=™F

1] 0 .
0 | —a21 (U”ZW)

= A(t,5:6) =6 — (€ +... +E)
= hyperbolisch !

A=

2. Wirmeleitgleichung: u; — a?Au = f(z,t), (t,21,...,2,) € R™

0| 0

0| —a?l

= AMt,z;8) = —a®(§ + ... + &)
= parabolisch !

A=

3. Poisson-Gleichung: —Au = f(z), == (z1,...,2Ty) € R™,
A=—I, Az, =—(&+...+&)
= elliptisch !

[ Numerik II: Elliptische PDgl. § RWA !
Numerik IIT [28]: Parabolische und hyperbolische PDgl. § AWA, ARWA !

2.1.3 Elliptizitatsbegriff bei PDgl. hoherer Ordnung und Systemen
PDgl.

m  Betrachten zunichst skalare PDgl. der Ordnung n
(2.9) = (2.2),4 3 an(2)0% = f(z), x = (21,...,2x5) € Q C R".
|ar|=0

Der PDgl. (2.9) ordnen wir wieder die charakteristische Form

(2.10) A@,8) =) aa()6, VEERN, z€Q.

lal=n

Definition 2.10:

Die PDgl. (2.9) n-ter Ordnung heifit im Punkt x € @ elliptisch, falls die charakteristische
Form (2.10) [positiv bzw. (negativ)] definit ist, d.h., 3 4 = 11 (z) > 0:

(2.11) (A(2,&) > fi(r) >0 VE€ RN :|¢| =1.

Gilt (2.11) Vx € @, dann heifit die PDgl. (2.9) elliptisch in @. Gilt (2.11) gleichméBig
in @, d.h., fi;(z) # iy, dann heifit die PDgl. (2.9) gleichmé&Big elliptisch in Q.
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Man zeige:

A@, &) > i >0 V|E| =14 Ax,€) > fulé]* Ve € RV,
Beispiel 2.11: Biharmonische Gleichung (n =4, N = 2):

Ay = % +2-0u, 4 % = f(z) (= Plattengleichung)
1 2

31%31%
= A,8) = +288 + & = (5 + &) =€ V&€ RY
d.h., /j’l - 1

Lemma 2.12:

Partielle Differentialgleichungen vom elliptischen Typ sind notwendigerweise von gerader
Ordnung, d.h., n = 2k.

Beweis: indirekt.
Annahme: (2.9) sei von ungerader Ordnung n = 2k + 1 und elliptisch.

=o0.B.d. Allg. A(z,&) > () >0 VE€ RN €| =1,

£ — —&: Az, —€) = \; al) (—€)°
= Y au(2)(-1)lle
|a|=2k+1
= (=) \(z,6) < —jiy < 0.
>ji1>0

m  Betrachten nun System PDgl. der Ordnung n

n

(2.2) Z o ()0%(x) = f(2), x € Q

|a|=0

mit u = (uy,...,w)", f=0f,--, )7, aa(z) = [a¥], —17 — | x [-Matrix.

@ l!]

Dem System PDgl. (2.2) ordnen wir nun die charakteristische Matrix

(2.12) A@,€) == an(x)6* (I x I-Matrix)

|la|=n

und die charakteristische Form

(2.13) det A(z, €)

zu.

Definition 2.13:

Das System PDgl. (2) n-ter Ordnung (bzw. der entsprechende Differentialoperator auf
der rechten Seite) heifft im Punkt = € @ elliptisch (nach Petrovskij), falls die charakte-
ristische Form det A(z, ) definit ist. Analog zu Definition 2.10 definieren wir elliptisch
in () und gleichméfig elliptisch in Q.
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Offenbar gilt wieder: n = 2k als notwendige Bedingung fiir Elliptizitét !

Definition 2.14: Divergente Form:

Ein elliptischer Differentialausdruck Lu der Ordnung n = 2k liegt in divergenter Form

vor, wenn man ihn in der Form

(2.14) Lu:=(-1)* Y 0%a,0"u  +
lo|=18l=k |
GaB = 0B
Haui)rtteil
A(l‘, ): Z aag(éb')fa-'_ﬂ
lee|=|8]=k

schreiben kann.

Z 8ﬁaa58au

laf, 18] < k
laf + 18] <2k —1

Man zeige, dafl das Lamésche Dgl.-System

—pAu — (A +p)V divu = f

der linearen Elastizitétstheorie (isotrop)

82U1 8211,1 8211,1 0 8u1 8u2 8u3
82U2 82U2 8211,2 0 8u1 8u2 8u3

_ — () _
82U3 82U3 8211,3 0 8u1 8u2 8u3

_ — () _

elliptisch im Sinne der Definition 2.13 ist.

2.2 Klassische lineare Aufgabenstellungen der Mathe-
matischen Physik fiir skalare PDgl. 2. Ordnung

2.2.1 ARWA fiir parabolische PDg]l.

" Gesucht u(z,t) € X C C*Y(Qr):
9,
(2.15) Lu(z,t) := 8_1; —a’Au= f(z,t), (2,t) €Qr=0xT

+ AB:  u(z,0) = uo(z), z € Q,

+ RB:  lu(z,t) = g(z,t), re T =00, t € T=(0,T),
e 1. Art = Dirichlet:  lu := ulp — 1. ARWA,
e 2. Art = Neumann: [u:= —a? 8‘9—& — 2. ARWA,

n o Ir
e 3. Art = Robin = Austauschbedingung: — 3. ARWA,
lu = _GQ% — aulr

e 4. Art = gemischte RB: — 4. ARWA.
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m Modelliert z.B. folgende physikalische Erscheinungen:

— Instationidre Warmeausbreitung (4 Wéarmeleitgleichung, vgl. Punkt 1.1),

— Instationére Diffusionsprozesse (/§ Diffusionsgleichung),

. etc.

m  Numerische Behandlung: siehe [28] Numerik III !

2.2.2 ARWA fiir hyperbolische PDgl.
m  Gesucht u(z,t) € X C C*(Qr):

0%u

(2.16) Lu(x,t) := 52 a?Au = f(z,t), (v,1) €Qr=QxT
+ AB: u(z,0) = up(x) ~
A R

+ RB: 1. — 4. Art = 1. — 4. ARWA.
Modelliert z.B. folgende physikalische Erscheinungen:

— Longitudinalschwingungen eines Stabes (vergleiche Punkt 1.2.2),

— Tranversalschwingungen einer Saite (1D) oder Membran (2D),

— Elektromagnetische Schwingungen,

— Ausbreitung von Druckwellen,
: ete.
= (2.16) heifit auch Schwingungs- bzw. Wellengleichung !

®  Numerische Behandlung: siche [28] Numerik III !

2.2.3 RWA fiir elliptische PDgl.

m  Asymptotische Verteilung: ¢t — oc:

Ableitung aus parabolischer PDgl. fiir ¢ — oo unter stationiren Bedingungen:

Annahme: f(z,t) = f(z) u(z,t) —  u(x)
g(x,t) = g() = i@t — 0
a® = const. >0 t — 00

Folglich ist die asymptotische (stationire) Verteilung u(z) Losung der RWA:

(2.17) Lu = —Au(z) = 5 f(z) in Q

a2

+ RB: 1. — 4. Art auf T

Poisson-Gleichung

Beispiel: Asymptotische (stationire) Temperaturverteilung, Schadstoffverteilung etc.
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Statische und quasistatische Gleichgewichtszustéinde:

Ableitung aus hyperbolischer PDgl. moglich:

Annahme: %277;(:5,75) ~0 VY(r,t)€Qr; &(r,00~0 VrecQ; a®= const. > 0.

ot

= quasistatisch: J, ‘
(2.18) —A (x,t) =f (,1)/a? Quasizeitparameter
+ RB: 1. — 4. Art _
+ AB: u(x,0) = up(x), x € Q |} inkrementelle Methoden

(Homotopie-Methoden)

Annahme: f(z,t) = f(z), g(x,t) = g(z), a®* = const. > 0.

= statisch:

(2.17) —Au(z) = f(z)/a® in Q | Poisson-Gleichung
+ RB: 1. —4. Art auf T’

Beispiel: — Zugstab im statischen Gleichgewicht (vergleiche Punkt 1.2.1),
— Gleichgewichtslage einer Saite bzw. Membran:

Periodische Losungen von hyperbolischen PDgl.:

Betrachten z.B. 1. ARWA fiir (16) 2% — ¢?Au = f, RB, AB.

o1
Annahme: f(z,t) = a’f(z) e™'™_
N Frequenz w

Amplitude

e
g(@,t) = g(x)eit /

Ansatz: u(x,t) = u(z)e™!

(2.16) = —Au(z) — k*u(z) = f(z),z € Q | Helmholtz-
(2.19) + RB: u(z) = g(z),z €T Gleichung

mit k? = w?/a?

30

In Verbindung mit der Helmholtz-Gleichung steht die Frage nach den Eigenschwingungen

(A = k?):
EWP: Gesucht u(z) Z0: —Au(z) = u(z), r € Q
(2.20) u(z) =0, z €l

= Fredholm-Theorie (siehe [26]) fiir (2.19) !
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2.2.4 Bemerkungen zur klassischen Losbarkeit

m  Die Aufgabenstellungen (2.15) — (2.20) mit entsprechenden AB und RB nennt man
klassisch, wenn die Losung u(x,t) (bzw. u(z)) in den der Aufgabenstellung entspre-
chenden Rdumen stetig differenzierbarer Funktionen gesucht wird.

z.B. 1. RWA (2.17) = Dirichlet-Problem fiir Poisson-Gleichung:
= Gesucht u € X = C%*(Q) N C(Q) C C?*(Q).

Die Eingangsdaten { f(z,t), g(,t), a®, uo(x), ui (), 2, 9Q} miissen entsprechende Glatt-
heitseigenschaften haben !

m  Existenz-, Eindeutigkeits- und Regularitdtsaussagen fiir klassische Losung siehe
Vorlesung ,,PDgl.“ bzw. Literatur, z.B. [24].

Zur Regularitét elliptischer RWA:

e D. Hilbert: 19. Hilbertsche These (1901, Paris, Mathematiker Kongref):
— Aus bestimmten Differenzierbarkeitseigenschaften der Eingangsgréfien
folgen entsprechend , bessere” (Ordnungs-Shift) Glattheitseigenschaften
der Losung !?7

—  Glattheitsgewinn = 2n = Ordnung der PDgl. !?
e Schauder: (siehe z.B. [24], S. 145 !)

Vor. 1.T=9QcCh mitk>20<a<l,
2. feCk22Q), g e CH(T).

Bh.: Dann 3! klassische Lésung des Dirichlet-Problems fiir die
Poisson-Gleichung (—Au = f in Q, u = g auf '), und es gilt:
1. u € Ch(Q),
2. fJullero@) < el fllct-—20@) + lgllerem))-

= im weiteren (z.B. im Kapitel 5: Differenzenverfahren) wird die Existenz einer
klassischen Losung der betrachteten RWA bzw. ARWA ([28] Numerik III), die
hinreichend glatt ist, vorausgesetzt, !
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m Allgemeiner Fall: —a?Au
——

elliptischer
Anteil von L

— allgemeiner elliptischer

32

Differentialoperator

a) ,symmetrischer Fall (formal selbstadjungierter Differentialoperator):

linear

- x
quasilinear e ~
~ox,t
)

—a*Au—  — div (A (z)Vu) + au

bzw.

Elliptizititsbedingung: (1)

QAij = Qjj Vi,j =1,m,
o aii&é > gl
ig—=1

VE € IR™.

m

- 'Zl %(ai’j(.,u)%) + a(.,u)u
1,]j=

z.B. Abhéngigkeit der Wérmeleit-
koeffizienten von der Temperatur

i,j=
z.B. Abhéngigkeit der Permeabili-
tdt von der Induktion in der
Magnetfeldberechnung

b) ,nichtsymmetrischer® Fall (— Konvektions-Terme !):

m m
2 0 e 0

1,j=1

Beispiel: 1)

Wirmetransport (7 Wirmeleit-Wirmetransport-Probleme)
— siehe Punkt 1.1.3.

2) Schadstofftransport (4 Diffusions-Konvektions-Probleme).



Kapitel 3

Verallgemeinerte Formulierungen elliptischer RWA und
ihre Analysis

m  Lehrbiicher: [5], [13].

3.1 Die (primale) Variationsformulierung

3.1.1 Die abstrakte Theorie
m  Wiederholung: Siehe [26] Numerik I, Punkt 2.3 !

n Betrachten abstraktes Variationsproblem
(3.1)  Gesucht weVy a(u,v)=<F,v> VYvel,

Homogen.: u=w-+g l

(3.1)g Gesucht w € Vy: a(w,v)=< F,U>::<F,U>—a(g,v) Yo € Vg,
weVy alu,v)=<F,u> Yuéel.

m  Hauptresultat: Satz von Lax & Milgram ([26] Numerik I: Satz 1.2.9)

Vor.: 0. V5 CV-URdes H-Raums V, |- |, (-, "),
1. FeVy,
2. a(-,-): Vo x Vy — IR' — Bilinearform,
2.a) Vp-elliptisch: g ||v||* < a(v,v) Vo € Vj,
2.b) Vip-beschrinkt: |a(u,v)| < pollul|||v|] Vu,v € V).

Bh.: 3lueVy:alu,v) =< Fo> Yvel (3.1)o

Beweis: (3.1)p & Au = F in V§f mit < Au,v > = a(u,v)
Banachscher Fixpunktsatz: o € (0,2u/13);

(3.2) Upt1 = Uy — 0(JAU, — JF) 753 u.

33
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3.1.2 Beispiele: RWA fiir elliptische PDg]l.
3.1.2.1 RWA fiir skalare elliptische PDgl. 2. Ordnung
m  Siehe auch [26] Numerik I, Punkt 4.3.

m  Klassische Formulierung: (in divergenter Form)

(3.3) Gesucht u € X :=C?*(Q)NCH QUL UT;)NC(QUTY):
_ ~Z1 a%i (aij(:r)c%) + Zlai(x)g—; +a(z)u(z) = f(x), z € 9,
i,j= i=

+RB: o u(z) =gi(x), z €Ty,
L ((99_]1\1} = g?(l‘)a YIS FQ?

o ox talr)u(r) = 9\3(/:5)/ .,z €ls.

5 a(z)ua(z)
= () (u(a) — wala),
wobei 24 = 3" a; (x)agf) ni(z) die Konormalenableitung
ij=1 J
bezeichnet.

Bemerkung 3.1:

1. u € X: (3.3) heifit klassische Losung der RWA !

2. Beachte Vor. an Eingangsdaten {a;;, a;, a,a, f,g,Q}
— hinreichend glatt ! mms: a;; € CH(Q)NC(QUTUTS),... 7

3. GleichméBige Elliptizitit in €2:
o a;;(r) = aj(z) YreQ Vij=1m,

m

o A(z,8):= Y a;j(n)&& > €] VEe R™ Va e

1,7=1

4. Beispiel: Warmeleit-Wiarmetransportproblem aus Punkt 1.1.3.

34
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m  Variationsformulierung = verallgemeinerte Formulierung = schwache
Formulierung:

e Formale Prozedur zur Herleitung der Variationsformulierung (3.1):

@ Wahl des Raumes der Testfunktion:
Vo={veV=W}(Q):v=0auf T}

[ Grundraum fiir betrachtete Aufgabenstellung
@ Multiplizieren PDgl. (3.3) mit Testfunktion v € V4 und integrieren

iiber Q:
f(_ > ,9%1.( z]3x>+2al +auvd:c—ffvdx Yo € Vj.
Q i,7=1

@ Partielle Integration im Hauptteil (= Terme (a ju ;) ;)

azzvd:v——fw‘% d:v—i—fwv n; ds

Q

f(z amgfg‘g;wLZaZ—vﬂLauv dx— Zawaz"z vds =

1,j=1 i,j=1
— —
—.0u_ i
=:%=Konormalenableitung

= [ fodz Vv eV,
Q

Verarbeitung der natiirlichen RB auf I'; und I's:
Qyds= [ Pvds+ [ govds+ [(g5 — au)vds
N I || Iy Ts
0
@ Festlegung der Mannigfaltigkeit, in der die Losung u gesucht wird:

Vo,={veV=W,(Q):v=g auf I'}.

e Resultat: Variationsformulierung (VF)

(3.4) Gesucht u € V; r a(u,v) =< F,o >  Yv €V},
mit
a(u,v) = I(Z amgjgg—l-z% v+ auv) dr + [ auv ds,
Q ij=1 I's
<Fov> = ffvdx—i—fggvds—i-fggvds
>
Vg::{UEV—WQ(Q) v—glauff‘l}
Vo ={veV:v=0auf ['}}.
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¢ Bemerkung 3.2:

1. Losung u € V, von (3.4) heifit schwache oder verallgemeinerte Losung.

2. Fiir die Variationsformulierung (3.4) kénnen die Voraussetzungen an die Ein-
gangsdaten abgeschwécht werden
(! Integrale miissen existieren), z.B.:

(

1) aij,ai,0 € Loo(Q), 0 € Loo(T3),
2) fGLQ(Q),giELQ(Fi),i:2,3,
3) g1 € H%(n); dh, 35 € H'(Q) : gilr, = g1,
(3.5) 4) Qc R™f:T =00 € C% (Lipschitz-stetiger Rand),
5) gleichmifige Elliptizitit:
> aij(0)&& > mlE)* VE € R™
i,j=1 Vi iz el

aij(z) = aji(x) Vi,j=1,m
\

3. Beziehung zwischen klassischer und verallgemeinerter Losung:

uwe XNV,NWE(Q)

O - &

ueX: (3) u€ Vg (4)
(3.3) klassische Losung | (mms) verallgemeinerte Losung (3-4)
/l\

e ueV,NXNW3(Q)
e klassische Glattheitsvor.
an BEingangsdaten in Q

e Existenz der Integrale und Durchfiihrbarkeit der partiellen Integration:

I Achtung: u € X = C*(Q)NCHQUTLUT)NC(QUTy) #A uwe Wi (Q)!

i.a.
z.B.:
Q I,
w W
g;fi =0(lx — y |?)fiir £ — y undp >0 hinreichend grof} !
m m
Q Iy

QLL‘
VA
Yy
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Ubungsaufgaben (siche P VII):

Formulieren Sie fiir (3.3) die klassischen Voraussetzungen an die Eingangsdaten !

Geben Sie eine hinreichende Bedingung dafiir an, daf eine verallgemeinerte Losung
u € V,N X NWEZ(Q) von (3.4) auch Losung von (3.3) im klassischen Sinne ist !
Betrachten Sie zum ,, Training® zunéchst das Dirichlet-Problem fiir die Poisson-
Gleichung:

Gesucht u € X = C?(Q) N C(Q) :
(3.3) —Au(z) = f(z),z € Q C R™¥,
u(z) = g(x), x € T = 0.

77
Gesucht u € V, ={v e V=H'(Q):v=gauf '} :
(3.4) /VTqudx:/fvdx Yo eV :;II(Q).
Q Q
N
=a(u,v) =<Fu>

Zeigen Sie, daB in den folgenden Fillen a) - ¢) die Voraussetzungen des Lax-
Milgram-Satzes erfiillt sind, und geben Sie j; und ps an !

a) Zusétzlich zu den Vor. (3.5) gelte:
a;=0, a(r)>0 Vi zeQ, alr)>0 Vii zely;
meas,,1(I'1) > 0.
b) Zusitzlich zu den Vor. (3.5) gelte:
a;=0,a=0, afr)>a=const. >0 Vfi.zel; T;=0.
¢) Zusétzlich zu den Vor. (3.5) gelte:
a; =0, a(z)>aconst. >0 Vfi.zeQ; T =TIy dh, I =T;3=0.

Zusitzlich zu Vor. (3.5) gelte a(z) > a =const. >0 Vf i. x € QT =T3=10,
und a; Z 0.

Man gebe Bedingungen an die Koeffizienten a; an, sodafl die Voraussetzungen des
Lax-Milgram-Satzes erfiillt sind !

m
Hinweis: Wenden Sie zur Abschitzung des Konvektionsterms ) fai%vdx die

i=1Q
e-Ungleichung

1
lab| < 2—a2—|—6b2, Va,b € R' Ve >0
€

an !
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Man gebe die Variationsformulierung fiir das reine Neumann-Problem fiir die Poisson-
Gleichung

(+) { —Au(z) = f(z), x € Q

g—% = 0, rel =090
an und kldre das Problem der Existenz und Eindeutigkeit der verallgemeinerten
Losung !

Hinweis: Offenbar ist u(z) + ¢ fiir beliebig fixierte Konstante ¢ € IR' eine Losung
von (x), falls u (%) 16st. Zur Klidrung der Losbarkeitseigenschaften kann
man z.B. folgende Wege gehen:

1. Variationsformulierungin V' = H'(Q) aufstellen und Fredholm-Theorie
aus [26] (sieche Numerik I, Kap. 2) anwenden !

2. Variationsformulierung im Faktorraum V = H'(Q)|ie, mit ker = {c :
c € R'} = IR! aufstellen und Lax-Milgram-Satz anwenden !

U 3.5| Btr. das Dirichletsche RWP zur Bestimmung der z-Komponente u(zy, ) =
A,(z,y) des magnetischen Vektorpotentials fiir ein ebenes Magnetfeldproblem (z.B.
Elektromotor):

div (75 V() = 5.0) = 2 (7580 (®) + 5% (7558 ().
x € QC IR? ¥,

+ RB: u(z) =0, x € T' = 0Q.

mit geg. Fkt. p (Permeabilitit), S, (Stromeinprigung) und geg. Remanenzinduk-
tion B= (By,, By,)".
Stellen Sie die Variationsformulierung (3.1)
Ges. u € Vyra(u,v) =< F,o> Yvelj
auf und zeigen Sie, dafl unter den Voraussetzungen
Lp€lo:0<p<ple)<p fi xreQ,
mit positiven Konstanten p und fi,
2. S, € Ly(Q),
3. By, By, € Lo(Q),
4. QCR?**, T =00 € C%

eine eindeutig bestimmte verallgemeinerte Losung u € V, des Variationsproblems
(3.1) existiert !
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3.1.2.2 RWA fiir elliptisches System PDgl. 2. Ordnung: Das lineare Elastizitéts-

problem

n Siehe Punkt 1.2.3: — Klassische Formulierung des linearen 3D Elasti—

zitidtsproblems:

(3.6)

Kréftegleichgewicht:

Uj}'/
3 I

Momentengleichgewicht

+ Stoffgesetz = Hookesches Gesetz:

k=1

/]\

i.a. 21 unabhingige isotropes Material:
Konstante von 81

-2 %Uij(u(x)) = filx), Vo= (z1,70,73) € Q C IR? %,
1 J

3 3 L
0ij = > Dijuen = X <kZ_:1 6kk> 0ij + 2pei, Vi, j=1,3,

Dijri = N6t + p(Sirdji + 0adje)

A, . = const. > 0 (homogen)

+ Geometrische Verzerrungs-Verschiebungsbeziehungen:

_ 1 (Bu | Ou;\ _ s _1 2
€ij = eij(u) =35 <£ + 8%) = €ji VZ,] = 1,3,

+ Randbedingungen:

0 (bzw. =u(x)) VzeTly,

=
=2
I

Gesucht ist der Verschiebungsvektor u(x) = (uy (), uz(z), us(x))” € X:

Vi=1,3,

X = {U = (Ul,Ug,Ug)T T € CQ(Q) N Cl(Q U Fg) N C(Q U Fl),i = 1,3}

und klassischen Vor. an die Eingangsdaten {D;j;, f,g,,T,T'1,T2}.
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U 3.6 | Zeigen Sie, daf (3.6) dquivalent ist zum Laméschen System PDgl. (ver-
gleiche auch U 2.2):

—pAu(z) — (A + p)Vdiv u(z) = f(z), v € Q

+ Randbedingung

mit f = (fi, fo, f3)7 und den Differentialoperatoren
A0 O
A = 0 A0 = Vektorlaplace,
0 0 A
V = Gradient, div = Divergenz.

Hinweis: Geometrische Beziehungen — Stoffgesetz — Krifte-
gleichgewicht einsetzen !

m  Herleitung der Variationsformulierung analog zu Punkt 3.1.2.1:

@ Vo ={v=(v,v9,v3)T € V=[WsQ)J*:v=0auf}.

@ f(—izai%aijm)dx:gifvldx Yv € Vj.

@ fZZamvmdx fz Zamn] vlds—ffTvdx Yo € V4.

Q r =1 j=
i=1 1
i= \—I

=: 0>, = i-te Komponente der Normalspannung

@ IZ ZUUnJ] Ui ds = fzzaljnjvld5+ffzz:gzvzd5
0

@ Vo={veV:iv=uauf Iy} =V

/]\
o.B.d. Allg. =0

,_\



KAPITEL 3. FORMULIERUNGEN ELLIPTISCHER RWA

m  Resultat: Variationsformulierung (VF):

(3.7)
Gesucht u € V, = Vo :={v eV =[W3(Q)]? :v=0auf I }:
a(u,v) =< F,o > Yv eV,
wobei
3
au,v) ({ ZIJZ]( u(x))ej(v(z)) de = ({UT(u)e(v) dx
3 3
fz > Dijrieri(u)eij(v) de = [ € (u)De(v) do =
Q ij k=1 Q
T
Tensor der
elastischen Konstante
div (u) div (v)
——N———
isotirop 3 3
= [{\ ekk(u)Ze“( ) +2u Z eij(u)eij(v)} da,
Q k= i= 1 =1
3
<Fv> = [Yf vzd:r—l—fZglvzds_ffTvdx—i—fg vds,
r i=1 Ty i=1 Ty
f=(f1, fo fa)T € [L2(Q)]3 g = (91;92;@3)T € [L2(F2)]3 gegeben.

®  Minimumproblem: (MP)

(3.7)mp

Gesucht u € Vy : J(u) = inf J(v),

veEVD
mit

/ZUU v)eii(v) de — /fTvdx—l—/g vds

i,j=1

NV "

= Deformatlonsenergle = potentielle Energie
(innere Energie) der dufleren Krifte
(8uBere Energie)

41
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m  Ubungsaufgaben:

U 3.7 | Man zeige zunichst, daB fiir die 1. RWA (I'; = I) gilt:

a) a(-,-) ist symmetrisch, d.h., a(u,v) = a(v, u)
Vu,v € Vp = [W) (),
b) a(-,-) ist positiv, d.h., a(v,v) >0 Vv € Vj:v #0.
Damit sind die Vor. von Satz 1.2.10 ([26] Numerik I) erfiillt § (3.7)yvr < (3.7)up

U 3.8 | Man zeige, daf fiir die 1. RWA (T'; = I') im Falle isotropen und homogenen Ma-

terials die Voraussetzungen des Lax-Milgram—Satzes 1.2.9 ([26] Numerik I) erfiillt
sind und gebe pq und po an, d.h.:

1) Fely,
2a) 3 py = const. > 0:a(v,v) > w||v|]|f Vv eV,
2b) 3 pg = const. > 0: |a(u,v)| < pollulli||v]li  Vu,v € Vi,

ol ::gnvin% —Z/( 5> (5) )

J=1

wobei

Hinweis: zum Beweis der V()—Elliptizitét'

e a(v,v) = f{)\ (div (v))* + 2u Z (€5(v))?} dz >

i,j=1

> 2uf Z €ij(v o.k.

Q 4,j=2

o 3
e Korn’sche Ungleichung (fiir 1. RWA, d.h., in V; = [HI(Q)] )

Z [ (& (v))? dz > ek Z f(a”’) dr = ck|v]? Vv eV,

1,j=1Q i,j=1
ck =7 (mms)
e Friedrichs-Ungleichung (siehe [26] Numerik I, Kap. 3) !

. Bemerkung 3.3:

1. Zur Diskussion der Existenz und Eindeutigkeit der Losung der gemischten RWA
(meas I'; > 0, meas I'y > 0) und der 2. RWA (I'y = I') siehe Literatur, z.B. [9] S. 23
— 28 und Vorlesung ,,Numerische Festkorpermechanik® [29].

2. Grundlage dafiir ist wieder der Lax-Milgram—Satz 1.2.9 ([26] Numerik I).
Zum Beweis der Vj-Elliptizitiat werden

e die KORNsche Ungleichung

0.5
3
[v]he <C ( > llei(@)l60 + 3 ||vi||3,g>
1=

i,j=1

Vo eV =[5 (Q),



KAPITEL 3. FORMULIERUNGEN ELLIPTISCHER RWA 43

e und die Friedrichs-Ungleichung (gemischte RWA),
e bzw. fiir die 2. RWA

ker Apame = {ax x+0b:a,be R?}

1 0 0 —z? 0 —5
= span o1, 1]),{ 0], T | o—x3 ], 0
0 0 1 0 To T

= Unterrraum der Starrkorperverschiebungen

beno6tigt.

3.1.2.3 Randwertaufgaben fiir skalare elliptische PDgl. 4. Ordnung: Die 1. bi-
harmonische RWA

m  Klassische Formulierung:

(3.8) Gesucht u € X = C4(Q) N CHQ):

— 9% %y oty _
A2u(l‘):3_$il+2m+a_l‘§_f(x)’ Vo e Q C IR? *
+RB: u(z) = 0 Vzxel,

2ulz) 0 Vzerl,

mit f € C(Q) und Q C R? * T = 9N - hinreichend glatt.

Modelliert z.B. Durchbiegung u(-) einer fest eingespannten, stofflich homogenen und
isotropen Platte unter vertikaler Belastung ! RWA (3.8) wird aus (3.6) unter Verwendung
der KIRCHHOFFschen Hypothesen abgeleitet.

Siehe Vorlesung ,Numerische Festkorpermechanik® [29] und Literatur: [5] (Braess D.:
Finite Elements, S. 264 ff).

m  Herleitung der Variationsformulierung: @ - @

(1) Vo= {v eV =W2(Q) :u=2=0auf T} = WE(Q) = H2(Q).

@ [A*u-vde = [ fodz Vv eV,
Q Q

2 x partiell integrieren

—— Punkt 3.5 ([26] Numerik I)
@ [AAuw-vdr = [ AuAvdr + [0,Au-vds — [Au-d,vds Vv € V.
Q Q r | r |
0 0

@ Keine natiirlichen Randbedingungen ! (natiirliche RB: Au = g5, 0,Au = g3).

@VL,:{UEV:v:go:O, anv::%:glz()aufl“}:%.
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m  Resultat: Variationsformulierung

o

(3.9) Gesucht u € Vo = W3(Q) : a(u,v) =< F,o > Yv eV
mit
a(u fAuAvd:L' < Fv>= ffvdx

fe Lg( ) gegeben, ' = 90 € 6’01

n Man zeige, daf} die folgenden Aussagen gelten:
1) feVy=w%Q),
2)  a(,-): Vo x Vo~ IR' — Bilinearform:
2a) 3 = const. >0:a(v,0) > mlvlZa Yo € Vo =WE(Q),
2b) 3 pg = const. > 0: |a(u,v)| < pollullzallv]eae Yu,v eV,
2¢)  a(u,v) =a(v,u) Yu,v € Vj.

Aus diesen Eigenschaften folgt unmittelbar:
e J! (LAX & MILGRAM)  (Vor. 1) — 2b), nicht aber 2c)),
e Aquivalenz zum Minimumproblem (+ 2c)).

s Bemerkung 3.4:

1. Aus dem Herleitungsschritt @ der Variationsformulierung ergeben sich folgende
mogliche RB:

e wesentlich: wu = g auf T’ ]

e wesentlich: 0J,u = ¢y auf T’ Mogliche

e natiirlich: Au = g9 auf I’ Kombinationen
e natiirlich: 0,Au=g¢3 aufl ]

Fiir die Kirchhoff-Platte stimmt die entsprechende Bilinearform a(-,-) nur im Falle
der 1. RWA mit der oben angegebenen biharmonischen Bilinearform iiberein: 1}
Andere natiirliche RB fiir die Platte: lo,u = ¢go und l3u = g3, wobei mit [; Differen-
tialoperatoren i-ter Ordnung bezeichnet werden.

2. Mogliche RWA fiir die biharmonische PDgl. A%u = f sind:
1. RWA: u=g¢go und d,u=g; auf ' (reine Dirichlet-Aufgabe),
2. RWA: u=g¢gp und Au=gy auf I,
3. RWA: Opu = g1 und 0,Au = g3 auf T,
4. RWA:  Au=g, und 9,Au = g3 auf I' (reine Neumann-Aufgabe),
gem. RWA: z.B. u=0,u=0 auf I'y und Au = 9,Au = 0 auf I'.
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n Geben Sie die Variationsformulierungen der in Bemerkung 3.4.2 ange-
gebenen RWA an, und untersuchen Sie die Existenz und Eindeutigkeit
verallgemeinerter Losungen (Lax-Milgram). Nehmen Sie die wesentlichen
RB o. B. d. Allg. (Homogenisieren) als homogen an !

3.2 Die gemischte Variationsformulierung

3.2.1 Die abstrakte Theorie

m  Betrachten reelle H-Riume
Vi ll-llv, Go)vs VA v <oe>v: VEX TV — R
W, - llw, Cows W5 - lwes < >w:e W x W — R

Seien
a() : VxV— R
b(-,)) : VW —= R

zwei stetige Bilinearformen.

m  Betrachten folgendes abstraktes gemischtes Variationsproblem:

(3.10) Gesucht v € V und p € W:
a(u,v) +b(v,p) = <Fo>y YveV,
b(u, q) = <G,q>y VgeW.

unter den folgenden Standardvoraussetzungen:

f

1) FeV* G eW* gegeben.

2) Bilinearformen a(-,-) : V. xV — R' und b(-,-) : V x W — IR
seien stetig, d.h., 3 u,, pup = const. > 0 :

la(u, v)[ < pallullvlvlly Vu,v eV,
b(u,p)| - < pollullvllpllw  VueV, VpeW.

3) LBB (Ladyshenskaja-Babuska-Brezzi)-Bedingung:

3 = const. > 0 : sup T&i‘? > Bllqllw Vg e W,
veEV
3.11 o7
(3.11) inf sup HUIT(A > 3 = const. > 0.
il SUD gy
q7#0 v#£0

(inf - sup -Bedingung)

4) V,-Elliptizitéit, d.h., 3 a und o/ = const. > 0 :

a) sup Tﬁ:"”) > allv|ly Vv €V,
u€Vy

13%
uZ0
b) sup 2% > o|lully  Vu € Vi,
vGVb

llollv
v#£0
wobei V, :={v eV :b(v,q) =0 VYgeW} CW




KAPITEL 3. FORMULIERUNGEN ELLIPTISCHER RWA

Bemerkung 3.5:

46

1. Falls a(-,-) auf V, symmetrisch ist, dann fallen Vor. 4a) und 4b) zusammen, und
a=a.

2. Aus der Ungleichung

(3.12) a(v,v) > aljv|} Vv eV,

folgen Vor. 4) mit o = o/

3. In einigen, praktisch wichtigen Beispielen kann (3.11), bzw. (3.12) auf ganz V'
(anstelle V}) gezeigt werden.

Satz 3.6:
Vor.: Die Standardvor. (3.11) seien erfiillt.
Bh.: Dann besitzt das gemischte VP (3.10) eine eindeutig bestimmte Losung
(u,p) €V x W.

Beweis: Siehe Vorlesung ,,Numerische Festkérpermechanik“ [29] und Literatur:

e Originalarbeit:
[7] Brezzi F.: On the existence, uniqueness and approximation

of saddle-point problems arising from Lagrangian multipliers.
RAIRO Anal. Numér. 8, R-2, 1974, S. 129 — 151.

e Monographie:
[8] Brezzi F., Fortin M.: Mixed and Hybrid FEMs. Springer,
Berlin, New York, 1991.

e Lehrbiicher: [5], [13].

Bemerkung 3.7:

Falls a(-,-) auf V' symmetrisch ist, dann ist das gemischte VP (3.10) dquivalent zu
folgendem Sattelpunktproblem

(3.13)

wobei

(3.14)

Gesucht (u,p) € V x W : L(u,q) < L(u,p) < L(v,p) Yv eV, VgeW

das Sattelpunktsfunktional L(-,-) : V' x W — IR durch die Beziehung

1
L(vaq)zia(vav)+b(07Q)_ <Fav>V_ <G7q >w

definiert wird (mms).
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3.2.2 Beispiele

3.2.2.1 Das STOKEsche Problem und das stationire NAVIER-STOKES-Pro-
blem

m  Physikalisches Problem: STOKES-Problem.

Gesucht ist das Geschwindigkeitsfeld u(z) = (ui(z),...,un(r))” und das Druckfeld
p(x), = € Q C IR™ f(m = 2,3) einer stationiren Stromung eines inkompressiblen
viskosen Mediums fiir kleine Reynoldszahlen bei gegebenen Volumenkriften f(x) =
(fi(x),..., fm(x))T pro Masseneinheit.

m  Beispiel: m =2 Driven Cavity Stromung in rotierenden Zylindern

> &> > o>

r=00=r, P

[ z €

/

Haftbedingung: v =0

m  Klassische Formulierung:

(3.15)kr Gesucht v = (uy,...,un)T € X = [C?*(Q) NC(Q)]™ und
peyY =CYQ):
—vAu(z) + Vp(z) = f(z), Vo € Q,
div u(z) = 0, VzeQ (Inkompressibilitit),
+RB:1.Art  u = g¢=0 (0. B.d. Allg., aber [g-nds=0).
T

Bemerkung: An Druck p werden keine RB gestellt [} nur bis auf Konstante
bestimmt !

m  Variationsformulierung: 1} ist auf natiirliche Art und Weise gemischt:

(3.15)vr | Gesucht ist u € V = [WA(Q)]™ und p € W = Ly(Q)|r =
={q € Ly(Q) :(¢,1)g =0}:

yifVTvaid:r—s{pdivvdx = iffivid:r Yo eV,

i=10 i=10
a(u,v) 4+ b(v,p) = <Fv> YveV,
— [q- divudz = 0 Vg e W,
Q

b(u, q) = <G,gq> VqEW.
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u *LBB (Lit)  Man zeige, daB die Standardvor. (3.11) fiir (3.15)yvr erfiillt
sind und damit geméfB Satz 3.6 3 und ! (p bis auf Konst.)

gewahrleistet sind ! Der Beweis der LBB—Bedingung ist sehr
kompliziert und technisch (siehe Literatur, z.B. [8], [5]. Aber
auch dort wird man von einer Literaturstelle zur anderen ver-
wiesen )

m  Das stationire Navier-Stokes Problem: Re — beliebig, insbesondere >> 1:

(

Gesucht u € X und p € Y:
% —vAu —I—uhtvlu—l-’Vp = fin Q,

div u = 0in Q,
u = 0aufl.

(KF)

Gesucht w € V und p € W:
VfVTqud:C—I-f (uVu)Tvdr — fpdivvd:v:ffTvd:U YoeV,
Q

(MVF) {
—fqdlvuda: =0 VqGW

3.2.2.2 Eine gemischte Variationsformulierung des 1. biharmonischen RWP

] Idee:

A%y = fin Q, w—Au = 0in, e [ovdr YweV
= . Q

£ _ gauill:, —Aw = —fin % [ xqdx YgeW

on oAt u = 0aufl, Q

O'C | *. V=W (Q) = H'(Q)
i T ) = £
D Yoo
\% natiirliche RB

\

L o fw-vdx—i—fVTqudx—fvds:O Vo e V = WHQ),

+ [V uVgde — [ % (q)ds =~ [ fadz Vo e W =W}(©)

|
0

m  Gemischte Variationsformulierung ([10] P.G. Ciarlet & P.A. Raviart, 1974):

(3.16) Gesucht w € V =H'(Q) und u € W = POII(Q):
(g TO) fw-vder + [VTuVvde = 0 Yo eV,
: Q o)
a(w,v) + b(v, u) = < F,v >y,
[VTwV dx = —[fqdz VqeWw,
Q o)
b(w’ q) = < G, q >W7
mit f € Ly(2) gegeben.

48
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s Bemerkung 3.8:

1. RB u = 0aufl — wesentlich in (3.16),
g—% = 0 auf I' — natiirlich in (316)1 Variationsgleichung -
2. Standardvor. (3.11))_3) sind offenbar erfiillt (mms), aber nicht (3.11)4 = (3.12)
(a(-,-) ist symmetrisch), da 7 & = const. > 0: a(v,v) = [[v[|§ o > a[jv]]
Yv € V.
Dennoch kann 3! der Losung (w,u) € V x W gezeigt werden (siehe [10]).
3. Vorteile: Nachteile:
e Nur Ableitung 1. Ordnung e Skalare PDgl. 4. Ordnung

{
System 2 PDgl. 2. Ordnung

° g—%‘ wird natiirliche RB e Diskretes Problem ist indefinit

e Funktion w = Au
(£ Biegemoment bzw. Wirbelstiirke)
wird sofort mitgerechnet

e FEM-Galerkin-Diskretisierung
mit C°-Elementen moglich,
z.B. Lagrange-Elemente.

3.2.2.3 Gemischte Variationsformulierung des Dirichlet-Problems fiir die Poisson-

Gleichung
m Idee:
—Au = fin (), c—Vu = 0inQ e [erdx VreV
Q UB:*OanI‘:aQ’ L’diva = —fin Q % g}*qu Vgew
o (W="0)auf T = 90 o

< natiirliche RB
Lo faTde—i-fudiVT—f@-TTﬁds:O VreV,
Q Q r

x* [ divo-qdz =—[fq-dz VgeW.
Q Q

Riume: V = {7 = (1,...,7m)7 € [La(Q)]™ : T div T € Ly(Q)] = H(div, Q)
0.0 + [|div 7[§  (siehe [26], Numerik T, Kap. 3),

. 2 m
mit (|7l = > |7

W = Ly() mit [[uflw = wlloe.
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m  Gemischte Variationsformulierung:

(3.17) Gesucht 0 € V und v € W:
[oTrdz + [udivrdr = 0 Vr eV,
Qa(O', T) + %(T, u) = < F,v >v,
[qdivodz = —[fqdr VgeW,
Qb(a, q) = <QG, q>w.

s Bemerkung 3.9:

1. RB u =0 auf I' — natiirliche RB in (3.17)1_ variationsgleichung-
2. Standardvor. (3.11)1)_4) sind erfiillt (siehe z.B. [8] S. 43 und S. 135 ff).
3. Ubertragung auf Elastizititsproblem

(3.18) —dive=f
0 — De(u) =0

Siehe [28], [5], [19].
4. Vorteile:

e y = 0 auf I ist natiirliche RB !
e 0 = Vu wird als praktisch interessante Grofle gleich mitberechnet !
e spiter: V,, C V, W, ¢ W 1} Galerkin-Methode f} gemischte FEM !

Nachteile:

e Skalare PDgl. 2. Ordnung — System (m + 1) PDgl. 1. Ordnung !
e Diskrete Probleme sind indefinit !

3.3 Die duale Variationsformulierung

3.3.1 Die abstrakte Theorie
m  Betrachten zunéchst das Minimumproblem (siehe [26] Numerik I, Punkt 2.3)
(3.19)mp Gesucht u € V, : J(u) = inf J(v)

veVy

mit dem primalen Energiefunktional (Ritz-Funktional)

(3.20) J(v) = % a(v,0)— < F,v >

und setzen voraus, dafl

(o V,=g+Vo={ueV:iu=g+wv, veVy} CV - Hyperebene;
Vo € V — abgeschlossener UR des H-Raums V, || - ||, (+,-);

(3.21)

Standardvoraussetzungen (siehe Punkt 3.1.1);

a(-,-) ist auf V' symmetrisch.
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Dann ist das MP (3.19)yp geméf Satz 1.2.10 ([26] Numerik I) zum VP

(3.19)vp Gesucht u € V : a(u,v) =< F,o > Yo el

dquivalent und besitzt gemafl Lax & Milgram-Satz 1.2.9 ([26] Numerik I) eine eindeutig
bestimmte Losung u, € V.

Das zu (3.19)up = (3.19)vp duale Variationsproblem kann wie folgt formuliert werden:

(3.19)pvp Gesucht w € W : G(w) = sup G(v)
veW

mit dem dualen (komplementéiren) Energiefunktional (Trefftz-Funktional)

(3.22) Gv) = —% a(v,v) +a(g,v)— < F,g >

und der linearen Mannigfaltigkeit W aller Losungen von (3.19)yp in V', d.h.,
(3.23) W={w+uwvg:v€Up}={weV:alwv)=<F,v> Yvel}

\\ L.UO:{UOEV:a(vo,v):[) Yo € Vp}
weVialw,v)=<Fv> Yvel

Dann erhilt man durch elementare Rechnung (mms)

(3.24) 05 v—wl* = Jw)—-Gw) YveV, YwelW,
050 —uf®> = J()—J(u) YveV,
0.5|w—u.?> = J(u,) —Gw) YweW,

wobei | - |> = a(+,-) die Energienorm bezeichnet.
Demzufolge werden Maximum bzw. Minimum des Trefftz- bzw. Ritz-Funktionals genau

fiir angenommen, und es gilt der starke Dualitéitssatz:

(3.25) max G(w) = G(u,) = J(u,) = min J(v).

weWw veEVy




KAPITEL 3. FORMULIERUNGEN ELLIPTISCHER RWA 52

3.3.2 Beispiel: Dirichlet-Problem fiir Poisson-Gleichung

m  Betrachten Dirichlet-Problem fiir die Poisson-Gleichung

(3.26)kp ‘—Au:finQClRm, uanusz@Q‘

SV =H'(Q) =WQ), V,=Vo=H'(Q),dag=0!

(3.26)mp  Gesucht u € Vo:  J(v) =3 [ |Vv|*dz — [ fvdz — min !
0 0

0

(3.26)yp  Gesucht u € Vo: [ VTuVuvdr = [ fodz Yo eV,
0 0

0

(3.26)pvp  Gesucht w € W: G(w) = -1 [ |Vw[*dz — max !
0

!
W = {we H(Q): [VIwVvdz = [ fodz
Q Q

[e]

=94 e V= ()

= {we H'(Q) : —div Vw = f im verall-
gemeinerten Sinne} ! Keine RB !

(3.26)pp Gesucht 0 € W(f) : G(o) = sup G(r1)
TeEW(f)

mit G(7) = —%({|7’|2 dz,
W(f)={r € H(div,Q) : =div (1) = f in Q},

H(div, Q) = {1 € [L(Q)]™ : div (1) € Ly(Q)}
(vergleiche Punkt 3.1 ([26] Numerik I)).

s Bemerkung 3.10:

1. (3.26)mp : Vo (= V,) — Wesentliche RB miissen erfiillt werden !

(3.26)pvp bzw. (3.26)pp : W — PDgl. muf im verallgemeinerten Sinn erfiillt
werden !!!
2. primal — gemischt < dual.

L Lagrange Funktional:

L(T,q) = %({ I7|? dz +f{q(div (1) + f) dx



Kapitel 4

Einfiihrung in die Galerkin FEM fiir RWA

m  Lehrbiicher: [9] Ciarlet (FEM-Standardwerk), [5], [13], [15], [22], [36].

4.1 FEM = Galerkin-Ritz-Verfahren mit speziellen An-
satzfunktionen

m  Ausgangspunkt: 1. Variationsformulierung (4.1)yvg bzw. Minimumproblem
(4.1)yp-
2. Galerkin-Ritz-Verfahren.

— | Wiederholung Numerik T [26]

Vi = {op = 32 v9Dp@(2)} ¢ V =W](Q) (fiir skalare PDgl. 2. Ordnung),
e Grundraum

@ Vo = gn + Von = {vn = Zugi)P(i)(x) + 3 vp@(@)} cV, C v,

1EWp

m €Y N
3 .
Vo N Vh 2 Ir=0 pW(z)lr, =0,i €wy,  Hyperebene
z€7h
1EWp ’\
@ = Span {P(i) 11 € wp} unendlichdimensionaler UR

93



KAPITEL 4. GALERKIN FEM 54

(primale)

Variationsformulierung Minimumproblem

(4.1)yp | weV,:a(u,v) =< F,o> Yv e <T> Ges. u €V, : J(u) = 1;15 J(v) (4.1)mp
vEVy
Vo CV, () 1
9 9

Ve v sym., p.d. Vo C 'V

Galerkin Ritz

Ges. up € Vg, J(up) = min J(vp)

v EVgh

(4.1)p, [un € Vo alup, vp) = < Fyop > Yo, € Vy

Uh _ p(k)

up, = Z u(l)p(l) + Z ugf)p(’t) 8J(%c) _ O k wh
k€ wy i€wp, €Y u

N

\

Galerkin-Ritz-System = endlichdimensionales GS

Ges. u;, = [u(i)]iewh € RN Y u(i)a(p(i>,p( )) < Fpk) > — > u* ( (’“>),k € wy

1EWH 1€V

()

()

(4.1)n Kyu, = f,

m  Hauptschwierigkeiten des klassischen (— Ansatzfunktion mit globalen

Trigern) Galerkin-Verfahrens:

@ Konstruktion von Vg, C V und Vyy, C V,

@ Aufbau des Galerkin-Ritz-Systems (1),

@ Speicherung und Auflésung von (1),

@ Limitierte Vollsténdigkeit der Familie {Vj,}reo in Vp.

1

1
Beispiel mit Hilbertmatrix: Ges. u € V = Ly(0,1) : [uvdz = [ fodz Yv eV
0 0

mit Vj, = span {z':i=0,1,...,n— 1}:

s ]

I o

= Hilbertmatrix 1} extrem schlecht
konditioniert !

:>Kh:|:
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GALERKIN FEM

Idee: Die grundlegende Idee zur prinzipiellen Uberwindung der Hauptschwierig-
keiten des klassischen Galerkin-Verfahrens (d.h. Verwendung von Ansatz-
funktion mit globalen Trigern: z.B. Polynomen) stammt zumindestens aus
einer strengeren mathematischen Sichtweise von Richard COURANT (1943)

[11]:

“Variational Methods for the Solution of Problems
of Equilibrium and Vibrations”
Bull. Amer. Math. Soc., 49 (1943), 1-23.

“If the variational problems contain derivatives not higher than the
first order the method of finite difference can be subordinated to the
Rayleigh-Ritz method by considering in the competition only functi-
ons ¢ which are linear in the meshes of a sub-division of our net into
triangles formed by diagonals of the squares of the net. For such po-
lyhedral functions the integrals become sums expressed by the finite
number of values of ¢ in the net-points and the minimum conditi-
ons become our difference equations. Such an interpretation sug-
gests a wide generalization which provides great flexibility
and seems to have considerable practical value. Instead of
starting with a quadratic or rectangular net we may consi-
der from the outset any polyhedral surfaces with edges over
an arbitrarily chosen (preferably triangular) net. Our inte-
grals again become finite sums, and the minimum condition will be
equations for the values of ¢ in the net-points. While these equations
seem less simple than the original difference equations, we gain the
enormous advantage of better adaptability to the data of the problem
and thus we can often obtain good results with very little numerical
calculation.”

und wurde in der Mitte der 50-er Jahre von Ingenieuren ([1] J.H. Argyris,
1955 ff; [38] M. Turner, R.W. Clough, H.C. Martin, L.J. Topp 1956 ff;

u.a. .

..;) neu entdeckt (siche [3] zu einem historischen Uberblick zur FEM):

= Verwendung von Ansatzfunktion (Testfunktion) p® = p(®(x) mit

lokalen Triigern, wobei die p(® elementweise iiber Formfunktion de-
finiert werden konnen:
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Formfkt.

2()-Knoten, der .
zur Ansatzfkt. p(®

gehort
h P (@) = 6
. s Knotenbasis
diam supp (p®) = O(h) == 0
meas supp (p)) = O(h?) — 0
— up(r) = Y uDp@(z) € WHQ) N C°Q) (C°-Elemente !)
1ECh 5}1(27(1‘))

p!(x) nichtl. Abb.
T = x;5,(8)
Krummlin. S
Dreieck .
bzw.
Approx. v. T’

durch geradl. affine

lineare Abb.

z =x5,(§)

Dreiecke

T2

s

T

N
2
>
I
=
%
2

p (D) =6 *°

Knotenbasis
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| dadurch:

1. GroBe Flexibilitit bei der Erfiillung der wesentlichen RB: (1)
2. Wegen der Lokalitdt der Triger der Basisfunktion ist offenbar

a(p?,p®) = 0, falls supp (pV) N supp (p*¥) = 0.

Folglich ist die Systemmatrix (= Steifigkeitsmatrix) K} schwach besetzt:

1 (23)

3. Die Integrale zur Berechnung der Steifgkeitsmatrix Kj und des Lastvektors f,
konnen elementweise ausgewertet werden: 1} @

o~ =5

/(...)dm:;/(...)da::Z/(...)|Jr|d§z... :

Q r
/" N N
Element _&=%:.(2) Basiselement  Quadraturformel
der 1z =;(¢) (QF)
Vernetzung
4. ,Limitierte Vollstindigkeit“ der erzeugten Raume Vp, ( A — ﬁ') ist re-
lativ einfach iiberpriifbar: 7} @

Bezeichnung:

Fa = F(A):={> v@p@(¢): ¢ € A} — von den Formfunktionen aufge-

acA spannter Raum;

Pr = { > ca&*} — Raum der Polynome k-ten Grades;
la|<k
Qr = { D cu&*} — Raum der Polynome k-ten Grades in jeder Koordinate;

levi| <k

A = b. (Courant-Element): Fao = P; C Q.
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m  Bemerkung 4.1: — Verallgemeinerung auf (siehe Courant !):

1. Ansatzfunktionen hoherer Ordnung auf Dreieckselementen:

(a) quadratisches Element:

Fa =Py ={ap+ a1 + asy + a3x® + asxy + asy*}

(b) kubisches Element:

Fa = Ps = {ap+a12 + apy + a32° + agzy + asy® + asr® + a7’y + ag v’y + agy’} :

(c) allgemein: Lagrange Dreieckselemente p-ter Ordnung:

Fa=P, = |C’Elemente
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29

2. andere Elemente, z.B. Viereckselemente (C°-Elemente):

bilineares Element

Fa=0Ch

allg.: Fa = Q)

SERENDIPITY-Element
(2. Ordnung)

Fa C Qo

fACQp

3. 3D-Elemente (C°-Elemente):

lineares Tetraederelement

Fa =P

q{‘. .............................. PR Y
. .
‘ .............................. S : ®
isoparametrisches

SERENDIPITY-Ele-
ment 2. Ordnung

T =1, (§) =
> allpl)(g)

a€EA

Fa =

Trilineares Quaderelement
HK 24 Hexaeder
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®
®
®
°
quadratisches quadratisches SERENDIPITY-Element
Tetraederelement HK 60 : FaA C Qs
Fa =P W = (6) = 3 al)p@(g)

aEA

Isoparametrisches SERENDIPITY-Element
2. Ordnung

4. hohere Glattheit z.B. C'-Elemente fiir PDgl. 4. Ordnung:

(a) Hermite-Element (b) Argyris-Zenyzek-Element
S S Uy Ugy Uy, Ugg, Ugy, Uyy
Uz (4)
Uy uq’i Up = g_::
Uy

/” /

Fa=Qs3 Fa = Ps

60
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4.2 Die Aufstellung des FEM-Galerkin-Schemas am Bei-
spiel der linearen Dreieckselemente

4.2.1 Modellproblem

n Betrachten ebenes Wirmeleitproblem als Modellbeispiel:
(vergleiche Punkt I.4.3 (Numerik I [26]) und Kapitel 1 dieser Vorlesung)

= Variationsformulierung:

(4.1) Ges. ueV,={veV=W,(Q):v=g auf ' }:

a(u,v) =< Foo> YoeVy={veV:v=0auf I},

mit a(u,v) = [(Mz)VTuVo + a(z)uv) de + [ kuvds,
<Fv>fovdx+f92vds—|—fggvds
Qc]RQ*F 896(}01F1UF2UF3 T,

unter den Voraussetzungen:

g1 € H3(Ty), d.h., 3§ € HY(Q) : ¢ilr, = g1,
QCR?** T =0Q¢€C%, meas(I';) > 0.

D

(1) M€ Lyo(2): TN, A=const. >0: A< \z) <A Vfii.zeQ,
2) € Lo():a(z)>0 Vii.ze
3) K€ Ly(T3):k(x)>0 VIi.zeqQ,
(4.2) 4) f € Lx(Q),
5) g2 € La(T'2), g5 € Lo(T'3),
)
)

\ 7
n Geben Sie die zu (4.1) gehorende klassische Formulierung an !

Man zeige, dafl die Voraussetzungen des Lax-Milgram-Satzes 1.2.9
(Numerik I [26]) erfiillt sind !

Hinweis: Homogenisieren !

=3JlueV; (41) #
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m  Konkretes Beispiel: CHIP

T2 4 Y Symmetrielinie
017 017 e /=0 (keine Warmequellen),
0s | e a = 0 (kein Warmeaustausch in z-Richtung),
4 Cu Material 2 Q. AMz) = As = Acy = 3.95 [ 2] (Kupfer),
Si Material 1 b2 = Interface
O =T A(x) = A = Asi = 0.01 [ %] (Silikat),
03 | 0.3 Ty Ty: g = const. = 500 K,
1 . [y: g2 = 0 (Isolation),
— [s: % = )\Si% = —)\Sig—z = k(ug — u),
s | T k=02 [ ],
0.3 us = 300 K.

Bemerkungen zum Beispiel:

1. 3tu € Vy: (4.1) ist fiir gegebene Daten gesichert, da Vor. (4.2) erfiillt sind (vgl.
U 4.2).

2. ,Knick“ der Losung am Interface, d.h., u ¢ W2(Q), sondern nur v € W, *(Q) mit
s < 3.
3. Regularititsverlust auch bei
— Ecken in I', insbesondere Innenwinkel > 7,
— Wechsel der Randbedingungen,
— Knicke im Interface,
— Interface kommt auf T'.

4.2.2 Gebietsdiskretisierung (Triangularisierung)

m  Wir zerlegen das Gebiet 2, in dem die Losung der RWA (4.1) gesucht wird, in finite
Elemente 6", z.B. in kleine“ Dreiecke: — Triangulation 7, = {4, : 7 € IR},}:

1. Q= U 6 bzw. Q= U STE;Q,

rciRy, relRy,
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10Q — Q| = O(hPH)
............... p — 1
(lineare El.)

0
2. 0, Ny = Dreieckskante beider
Eckknoten Dreiecke

Vr,r' € IRy, : r #r'; Yh € O.

m  Art der Zerlegung von 2 ist u.a. abhéngig von

—  Beschaffenheit des Gebietes . 090 Polygonenzug, iiberstumpfe Ecken,
krummlinig, ...,
M
— Eingangsdaten der RWA : unstetige Koeffizienten ( § Interface),
RS, RB, ...,
— Art der verwendeten Elemente : — Elementkatalog: ,A, , ./'_).\_'\. e m Y
— gewiinschte Genauigkeit . 4 Feinheit der Vernetzung: h.

n Generelle Hinweise fiir die Generierung einer Vernetzung:

— unzuldssige Vernetzung:
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— Vernetzung bei Wechsel des Typs der RB:
falsch richtig

o0 o0
2. Art 2. Art

1. Art 1. Art

— Vernetzung bei Knickpunkten in I' = 99 € C%!:
falsch richtig

— Vernetzung am Interface:

falsch richtig

Interface

— Vermeidung zu spitzer bzw. zu stumpfer Winkel:

S, ]
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= Begriff der regulidren Dreiecksvernetzung:

(4.3)

3 ap, ©9 = const. > 0 (unabhéngig von h): 2(r3)
aoh < B 057, D < b,

0<0, <0 el el <r—e,,
vreRth:r%xhg’ <hy:he®.

21

22

— Aber lokale Netzverfeinerung bei sich stark dndernden Vu,

e iiberstumpfe Innenwinkel (© > 7): z.B.
u(z,y) =cr*sinp + ... mit o = 7/0
092 im Falle von Dirichlet RB,

e Interface-Knicke, Interface — Rand,
e RB-Wechsel,
e Grenzschichten,

e starke Anderungen in RS etc.
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m  Diskretisierung des Gebietes Q2 aus dem Beispiel CHIP (Punkt 4.2.1):

T2 Y

— siehe Vernetzungsfile CHIP.NET fiir FEM2D.***
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Vernetzungsfile CHIP.NET zu Bsp. (1) fiir FEM2D.*** Bemerkungen
21 24 NX, NE
0 0
A7 0
5 0
.83 0
1 0
0 .3
A7 3
.83 .3
1 3
0 .6 TiyYi
A7 .6 i =1,NX
.5 .6
.83 .6
1 .6
A7 .8
5 .8
.83 .8
5 .15
.35 3
5 .45
.65 .3
1 2 6 1
3 19 (75 } Element- Mat.erial—
9 18 19 1 zusammenhang bereichsnr.
2 3 18 1 TK(1,k), TK(2,k), TK(3,k) M
3 4 18 1 ) ) ) ) b )
4 21 18 1 k= T,NE
4 8 21 1
4 9 8 1
4 5 9 1
6 7 10 1
7 11 10 1
7 19 11 1
19 20 11 1
20 12 11 1
20 13 12 1
20 21 13 1
21 8 13 1
8 14 13 1
8 9 14 1
11 12 15 2
12 16 15 2
12 17 16 2
12 13 17 2
2 Anzahl der geschlossenen Rander: 02 =T'1 UT's
14 Anzahl der Knoten auf Rand 1
4 Anzahl der Knoten auf Rand 2 Randbeschreibung
1
2
3
4 20
5 &%
9
14 Rand 1
13
17
16
15
11
10
6
18
21
20 Rand 2
19

67
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m  Vernetzung von () bedeutet softwaremiifiig im Rechner die Generierung einer

globalen und lokalen Vernetzungstopologie und deren Verkniipfung:

global:
x  Elemente durchnumerieren: IR, = {1,2,..., R;}, wobei
Ry, = Anzahl der Elemente = NE = 24,
*  Knoten durchnumerieren: wp ={1,2,..., Ny}
N, = N, + ON;, = Anzahl der Knoten =
17 4 — NX = 21,
% Knotenkoordinaten: 2@ = (2, 5:) = (27,2, i € wy,.
lokal:

(") — Knoten,
aeAd, = A={1,2,3}

= lokale Knotennumerierung.

Verkniipfung:

rooas—i=i(r,a) | i 2@ = (25, y)
m M M m

R, A, Wy, wp, Knotenkoordinaten
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m  FEM-Programme benétigen deshalb mindestens die folgenden 2 Felder, deren
Aufbau wir am Beispiel der Vernetzung des Gebietes aus unserem Modell-
beispiel (siehe Punkt 4.2.1) erldutern:

rra$>i
r € IRy, A Da+— 1€y Weitere Element-
Element- globale Knotennr. der lokalen Knoten | kennzeichnungen
nummer zmh z(m?) z(m3) z.B. Material-
r a=1 o =2 a=3 bereichsnummer
1 1 2 6 1
2 2 7 6 1
3 2 19 7 1
R,=NE = 24 12 13 17 2
x; 1001017105 (... [0.5 |0.65
yi 1 0.0]10.0 |0.0 0.45 1 0.3

m  Bemerkung 4.2:

Weitere Felder zur Charakterisierung von Knoten sind moglich, z.B.:

— Randbeschreibung (siehe Eingabedatei fiir FEM2D),
— Randbedingungskodierung,

— Verfeinerungskodierungen fiir Punktverfeinerungen (siche FEMGP).

m  Methoden zur Generierung der Netzdaten: — Siehe Praktikum |P VIII

1. Erzeugung der Felder fiir die Zuordnung zwischen der lokalen und der globalen

Knotennumerierung |7 : o <+ ¢ | und der Knotenkoordinaten von

,Hand*“ !

2. Halbautomatische Erzeugung der Daten, d.h., z.B. Zerlegung des Gebietes () in Teil-
gebiete II;. Fiir die Vernetzung der Teilgebiete werden in Bibliotheken vorhandene
Vernetzungen von Standardgebieten genutzt. Die Vernetzungen der Standardge-
biete werden auf die konkreten Teilgebiete II; abgebildet.
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Hierbei mufl beachtet werden, dafl die gesamte Vernetzung des Gebietes () eine
zuléssige (konforme) Vernetzung ist:

Q = U ﬁl : l:[l = (pl(pz) IT = Einheits—-
! I, quadrat,
[, = Rechteck
= (1)

N

_ ®i
I, = krummliniges /
Rechteck
= @ (IT)
I, = ¢ (I0) [ = Einheits-

dreieck

I, — geradliniges
oder krummliniges \
¥

Dreieck

3. Einsatz von automatischen Vernetzungsgeneratoren. Als Eingangsdaten werden
i.a. entweder eine Beschreibung des Gebietsrandes 02 oder eine Zerlegung des
Gebietes € in Teilgebiete Q = U, Q; und die Beschreibung der Teilgebietsrinder
08, gefordert.
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Zusétzlich miissen an den Netzgenerator noch Informationen iiber die gewiinschte
Feinheit der Vernetzung, z.B. durch die Vorgabe einer Knotenverteilung auf 0€2;,
iibergeben werden:

CAD | grafische Netz- | Vernetzung
System Benutzeroberfliche generator ’
T T \J
Gebietsbe-  Daten fiir den Netz- Netzdatenfile
schreibung  generator

Beispiele: PREMESH (siehe Praktikum), NETGEN [34], NAOMI [21].

4. Netzgenerierung unter Nutzung von

a-priori und a-posteriori

l Informationen J

vor der FE-Rechnung

Analyse der Eingangsdaten (Exi-
stenz iiberstumpfer Ecken am Ge-
bietsrand, Spriinge in den Koeffi-
zienten der PDgl. u.a.)

Festlegung einer Netzgraduierung

Die Netzverfeinerung erfolgt z.B. durch

/\
/\

Dreiecksviertelung

Dreieckshalbierung

nach einer FE-Rechnung

Analyse der FE-Lésung, Schét-
zung des Fehlers

Festlegung der Dreiecke, in denen
der Fehler grof} ist und Forderung
einer weiteren Verfeinerung dieser

Dreiecke

E—

B —



KAPITEL 4. GALERKIN FEM 72

4.2.3 Definition der FE-Knotenbasis und der V},, Vi, V,;, mittels Ab-
bildungstechnik

m  Prinzip: — Abbildungsprinzip:

Lokale Definition der Basisfunktion (Ansatzfunktion, Testfunktion) iiber die Formfunk-
tion (= Basisfunktion |5, ), die ihrerseits durch Abbildung der Formfunktion des Refe-
renzelements (Masterelement, Basiselement, Einheitselement) erhalten wird.

m  Abbildung:

a®) = (xl,k,SUQ,k) = (fﬂgk),xgk)) p(a) (f(ﬁ)) = la,p

r,3)
@

2

£ =&, (2)

-~

z = z5,(§)

n)

7l = ($1,i, SUQ,i)

— ) et
2V = (w1, 72,5)
1 &1
=&
F(0:) = Pi(6,) — F(A) = spanfp®,p®,pP} = Pi(4)
beliebiges Dreieck 0,;7r € IRy, Referenzdreieck

| Transformationsvorschrift:

; X X1, — T1,; Tk — L1 1 X1,
T = Jéré“ + :L,(Z) . — 5] 50 ak 50 é. _|_ 52
) Toj — Lo Lok — Lo, &2 T

Es gilt:
(4.4) |.J5,| = | det J5,| = 2 meas 6, # 0
da
ox 1
[ o= [ |G| de= [Vlae =10l fae= 1015 #
5 A A A
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Man zeige:

1 1
5 af sin Oy h? < 5 sin ©, h? < |J5| <

Y

| %)

V3,
Th

hy <

wobei A, — groite Seite von ¢, und
O, — kleinster Winkel von 4,.

— J Y — D). &1 _ 1 T2k — L2, —(T1p — 214) L1 — L1
¢ Or ( ) &2 orl \ —(w2j — @243) @15 — @1 To — T

] Definition der Basisfunktion: — Ansatz- und Testfunktion:

- p"(x), x €6,,r € B; (Formfunktion)
p(x) =1 o, sonst, d.h., z € Q \ | o,
T reB;
o

mit B; = {r € Ry, : 2% = (21, 79,) € 6,} = {8,9,18,19, 20},
T
Bsp.:i =38

P (z) = pl@) (&, (), v € 6,;p'*) — Formfunktion der Referenzelemente.
Es gilt: p@(2W) =6;; Vi,j € w, — Knotenbasis !

m  Beispiel:
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[ Definition von V;, Vo, Vyi:

Vi = {Uh = > U(i>p(i>(ﬂ7)} CV =WHQ); Fou(z?) =0 Vi€ w,

1EWp

Vo, = {vh = 3 vWp® (g )} CVomitw,={i€w,:2¢I}=
1EW
Bsp. "

L o\ {18,19,20,21} Gup(z) =0 Vz €Ty Vo, € Vip,

=

Vo = {thz () + > g1(a®D)pt ()}CV
N o (

€W, 1€

r)=gi(r) Ve el Yu, € V.

4.2.4 Aufbau des FE-Gleichungssystems

a) Assemblierung des Lastvektors f,:

®  Ausgangspunkt: Vi € wy,
[0 = <Fp® > = 3 ulla(p?,p) =

€|
g1(z@)
Bsp.
aus Pkt 4.2.1
ff r)dr + f92p ds + [ gsp®ds — 3 g1 (29) a (p@, p*))
s €Y

[ | [ |1 [ |

Berticksichtigung Beriicks. Beriicks. der inhomogenen

der RB 2. Art der RB 3. Art RB 1. Art (homogenisieren)

(. J/

RB werden spéter beriicksichtigt !

0
|

m  Betrachten zunichst nur die Berechnung des Anteils [ fp*) da:
Q

(4.5) / Fa)p® (z) do = Z / F)p® (z) de
T e [rko ]

k€ p=wp,Uy
p"#)(z) Formfunktion

A:Aﬂ

ih’ [f ke,

In der FEM wird nun f*) nicht knotenorientiert nach Formel (4.5) berechnet, son-
dern elementweise vorgegangen und die entsprechenden Anteile aufaddiert — Assem-
blierung !
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m  Betrachten dazu wieder unser Beispiel: f®

:(J’fp( dr + [ fp® dx—i—ffp d:r—i—ffp Vde + [ fp®

do 018 020

\\\/

Schleife iiber alle Elemente: r = 1,.

,18,19,[20], 21, .

\
p(8)($)|620: ’ f(20a1) - f(g)
(20.1) () = § T Hlement- oo _ | Yeon) | L, o)
f

lastvektor (20,3) - f(14)

Assemblierung
riiéra

()T, | dE ~

d20 020 A
) )
r=20:1+¢8 020 4> A
a 1
z.B.
~ [, (6)) Pl ( O | 5 = e
——
& T % = 2 meas 620
%,_/
=meas 520

1
numer. Integr.

Kubaturformel
1/3

ﬂ &

= (%, %) = Schwerpkt.

1/3 1

&

5
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m  Theoretische Darstellung von f , mit der Connectivity-Matrix C,:

/= [ f(k)]kewh =3 g,
relRy,

mit der Connectivity-(Elementzusammenhangs-)Matrix (= Boolsche Matrix):

1 2 3
A
C = .0 . 1414
13 0 O 1 2<—>i2
o0 L. ,
i | o 1 o0 3 13
0

m  Algorithmus:

for r =1 step 1 until R, do (Schleife iiber alle Elemente)
for a =1 step 1 until 3 do
begin * compute f"® (Elementlastvektor i(r) =[] e4)

x determine i = i(r,a) |r:a <+ i=i(r,a)
* update f(z) — f(z) + f'(r‘,a)

end
end for

end for

b) Assemblierung der Steifigkeitsmatrix Ky = [Ki,j]

Licon
m  Ausgangspunkt: Vi, € wy:
O, falls Bij = Bz N B]‘ = @

> (f()\va(j)vp(i>+ap(j>p(z') dv + [ wpilptd) ds)

r€B;; \Jr | | T'sNod, |

RB 3. Art werden
spater beriicksichtigt
— c)

¥
m  Elementweise Technologie zur Berechnung des Anteils K;;:

kij = X f ()\VTP(j>Vp(i> + ap(j)p(i)) dr | K = [kij]i,jeaz
reB;j; b,
VZ,j E(Dh:th’}/hiBij#Q

Nicht komponentenweise, sondern elementeweise (anteilsweise !):

Beispiel: i =8, =91 B;; = {8,9,18,19,20} N {9, 10,20} = {9, 20}
(Fg N 859 = @, Fg N 8520 = (Z))

76
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Ky :5](. ) dx +5f(. L) da

Schleife iiber alle Elemente: r = 1,...,8,9,10,...,19,/20],21,...,24. K,

Ky
/ < Element- " Ky Ky Kis -| B
— steifigkeits- = K9 = | Ky Ky Ko ® Kss Kso
matrix L K31 Kz Kis J3X3 N\ g
L kﬁhﬁh - Ny x Ny

Assemblieren

r=20: 1+8

29
A A @@ ) dr =
/( afL’l afL’l + 8372 8372 +ap b v
020
620 — A
Hp(20:2) Gp(20,1) Ap(20:2) Gpl20,1) !
— \ A (20,2) (20,1) dr =
/( al’l al’l + 31’2 31’2 +ap (x)p (517) v
020
ap® (€) ap™ (€) op® (&) ap™ (€)
— [ (2 A V@D 17 14
[ (enalen 2 B2z EDBAE L ogpy0) 1, e
A
T = 3}520(5) = J520€ + x(S)
= (%)
0 9
& Vz = J(;Tvga Vz - (651)7v§ - (651)
CED I
(14) (8) (14) (8)
Ty =Ty, —(1y ) — 1))
£ = (%)= Tl (@ —a®), Jh = 1
(&) = hule =0 o =Bl | o9 a9, 69—l
& 08 __
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ap(2) ap(2)
p(z)(g) = &, ggl =1, 5’52 =0
opD) opV)
p(€) = 1-& — &, 5’—& =—1, 5’—& =1

()~ A | = ) ) - )]+

|J520|
T 1 8 14 1 14 9
QF FA (55 (€4)) [U& |(;z:§) —z{"). 7 |(x§ Ol
Schwerpunktsregel 20 20
1 1 1
& +a(@y (&) 5 - g} [ow| -5 = K%
A
g* N (%, %) meas d20

1/3

1/3

[ Theoretische Darstellung von K, mit den Connectivity-Matrizen C,:

K = [Kijlijea, = [ v i, = 2 C’TK(’“)C’f

relRy
) T T
Np = Np + ON;,  Elementsteifigkeitsmatrizen
K@) — [K(’"q
Bl apeA,

m  Algorithmus:

for r:=1 step 1 until R, do (Schleife iiber alle Elemente)
for a=1 step 1 until 3 do
for 8 :=1 step 1 until 3 do
begin x compute Kgg)

x determine i =i(r,a) |r:a+i
j=3r.5)
* update Kzg = Kzg + K(S:B)
end
end for

end for

end for

78
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c¢) Einarbeitung der Randbedingungen:

m  Natiirliche Randbedingungen: I'y(—< F,- >), Ts(— a(-,+), < F,- >)

e inhomogene RB 2. Art: [ gop® dzz — f*®) — fh
Y
z.B. Anteile werden wieder elementweise
berechnet, z.B. @ -

p(14) =p(20.,3)
[ gepPds = fO — f

Lh
©)
6 5 .
20 J" g2p(14) dS—)f(M) _>ih
PO —p(20.2) ©

[ gsp® ds S f®) —>£h
I's

[ wpDp® ds B Ky — K,
I's

Anteile werden wieder
elementweise berechnet !

AN IS K33,K34,K43,K14
(6) (6)
Ir, Kp,

s Wesentliche Randbedingungen: u|r, = g; (Von, Vyn)

1. Variante: Homogenisieren im Diskreten
o u) =ul =gz Vj €y =an\wn,
e Korrektur der RS: f® := f0) — %~ Kiju,g) Vi € wy,
JEMR

e Streichen der Spalten j € vy,

e Streichen der Zeilen i € vy,
2. Variante: Straftechnik: K;; = 10°, f®) = 10°g(z®)) Vi € v,
G ul®) = g(z®) — 107 > K;u%) £ RB 3. Art.
3. Variante: K;; = K;; =6;; Vi€ vjjl Vico und [0 =g (D) Viey,.

a) — c) Resultat: Ges. uy, = [uD)icy, Uy + Kntty, = !,

mit geg. f, = [fPlicun o) und Ky = [Kijlijew,om)
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n Beispiel: Modellproblem CHIP

Kh Qh:ih

1234567 -+ 1718192021 -
1 XX X (1) <]
2 (XI® XO) - O HE I
3 e ﬁ [ |
4 (1) |
6 [ X&) KO - Lol [
710 QO O Lo O
17 o7} B
18 T . ﬂ |
19 O | | 2 (]
20 o) —|
21 €3
| -
T 10T, Y { > Kijg1(il3(j))} R

j€vn={18,...,21}

r= 1 2 3 24 € IR,
123
1[xxx Q0O oo X X X

w 180 (520 o

Q3 |xxXIX oolo ] Loon X X X
1 X O O X

f(r) 2 | x o) 0 X

o 3 [E] 8] [g] H

k
Einarbeitung der RB: 1. Art: s 2. Art: hom., 3. Art: 1-2, 2-3,3-4,4-5 Z>f

18 u(® = g,(z(®) 20 u0 = g, (=)
19 w9 = gy (2(9) 21 u®V) = g (x@V)

80
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4.3 Eigenschaften der FE-Gleichungssysteme

m  Das GS Ku, = LZ bzw. die Steifigkeitsmatrix haben folgende Eigenschaften:

1. grofldimensioniert: O C R™ (2D: m = 2)
N = N;, = |wp| = Anzahl der Unbekannten = O(h™™)

— in praktischen Aufgaben oft mehrere Hunderttausende bzw. Millionen !

2. schwach besetzt:

MBeispiel ,,CHIP“:

NNE (1) = 3
NNE (11) =5 + (2)

NNE (i) = Maximale Anzahl der NNE! in der i-ten Zeile =

={jew,: 20 e Ud} =0(1).

NNE = >  NNE (i) = Maximale Anzahl der NNE von K;, = O(h™™).

1EWH

3. Bandweite

(0

Profil

0

o I

— héngt von der globalen Durchnumerierung der Knoten ab !

i.a. BW(K}) = O(h—(m—l)), PF(K),) = O(h—(Qm—1))_

— Bandweiten- und Profilminimierungsalgorithmen,

d.h., Suche Durchnumerierung der Knoten, die m&glichst kleine

BW bzw. moglichst kleines Profil ergibt !

—  Literatur: [36], [35].

INNE = Number of Non-zero Elements
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4. Die Eigenschaften der Bilinearform a(-,-) werden i. a. auf die Steifigkeitsmatrix K,
iibertragen, da offenbar (vergleiche Numerik I [26])

(46) (Khﬂhagh) = a(u’h; Uh) vﬂhagh <> Up, Up S %h

z.B. e a(-,-) symmetrisch = K, = K}
Tatséchlich,
(Knuy, vy) = alun, va) = a(von, un) = (Knwy, uy) = (w, Knvp)-
e a(-,-) Vg - elliptisch = K}, p.d.
Tatséchlich,
(K, wp) = alun, un) > mllunl[i >0 Vu, Z 0.

n Hier und im weiteren setzen wir voraus, dafl die Triangularisierung regulér (vergleiche
Punkt 4.2.2) ist. Allgemeiner als die im Punkt 4.2.2 fiir Dreiecke gegebene Definition
einer reguliren Triangulation ist die folgende Definition:

Definition 4.3: (regulire Triangulation)

Wir nennen die Familie {7;,},co der Triangulationen 7, = {0, : r € IR} regulir, falls
positive, h-unabhéngige Konstanten c,, ¢1, ¢z, c3 = const. > 0 existieren:

(4.7) ch™ < || <eéh™ Vred, VrelR, VYheBO,
"
| .(.let Js, |
(4.8) s || = \/)\maX(Jg;Jgr) <ch Vo€ VrelR, VYheoO,
Spektralnorm
49) 15T = Pl J BT <esh ™ Vo €d Wre R, Vheo.

Man zeige, daB eine regulére Dreiecksvernetzung im Sinne von (4.3) eine
regulédre Triangulation im Sinne der Definition 4.1 ist, und man gebe die
Konstanten c,, ¢, ¢y, c3 an !

Hinweis: U 4.3 liefert sofort

a2sin O, ¢ = V/3/2,

Q
N
I
N NN
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m  Satz 4.4: (Eigenwert- und Konditionsabschétzung)

Vor.. 1. a(+):V xV = IR'- Bilinearform, V =W, (Q), || - || = || - |I::
a) Vp - elliptisch: a(v,v) > ui||v||? Vv € Vj,
b) Vo — beschrinkt: |a(u, v)| < po|lu|li||v]i  Yu,v € Vg,
¢) Vp - symmetrisch: a(u,v) = a(v,u) Vu,v € V.

2. Triangularisierung sei regulér i. S. der Definition 4.1.

Bh.: Dann gilt:
1. FJep, g = const. >0:cg # cr(h):

(4.10) 1 = QEhm S )‘(Kh) S éEhm72 — ,7,
EW von Kj

2. K(Kp) = 3maxF) < on p-2,

Amin(K}) Cp

Bewelis:

e Ausgangspunkt fiir EW-Abschéitzungen = Rayleigh-Quotient

; . — i (Knup,up) (Knup,up) _ Lo
< Amin (K3) = i ) = A(Kn) < A i) = Amax(Kp) <7

EW

=

0
b

(ups up) < (Kpup, ) < 3(uy,uy) Yu, € R

wobei (+,-) — Euklidisches Skalarprodukt in IR™.

(411)  (Kpwy,w,) = auy,un) > o lug]l} = (1) > 72

< o flual?=(2) <7

£ von der konkreten Aufgabe unabhiingig !
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D)l = J(VeurP +u)de= 55 [(Voml + uf) dz =

A
Q=4
relRy,
Abbildungsprinzip
Or < A
i
(4.12) = 2 [ | 5 Veun(ws, () +uj (w5, () | 75| d€
relR, A ~ ~~ -
>0

mms: V, = J(S:TV§
2

> thm Z f Zu(r,a)p(a)(é‘) d¢
relR, A acA,

J/

0 —up (25, (£))
(4.7)

= ¢h™ S 3 wu(™) 4, (rB) fp(a)(g)p(ﬁ)(g) d¢

T'Emh Oé,,BEAr:AE{la273’} A
Il
{(0,0),(1,0),(0,1)}

= c,h™ Y (Goul", u™) prasi=s >
relRy

> G Aun(Goh™ Y Y (u)’ >
rclR;, acA,
Z Ql)\min(GO)hm(ﬂhaﬂh)a
wobei  u(™ = [u("¥],c4,—4 — Elementvektor,
Gy = up(a)p(ﬂ)df] — Elementmassenmatrix.
a,BeA,=A
Resultat:
(4.13) Y = 1 Amin(Go)e; B
= N——
=cg
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@) Nl = 3 [ (175" Veun(ws, ()2 + i (w5, (€))) 15, ] dé <

relR, A

(4.12)

ah™ Y [ (VEund; I, Veun + uf) d€ <

relR, A

<eh™ Y [ | Amax(J5 T3 7) [Veun|* + uf | d€ <
relR, A N e’
<cZh—2

0.B.d.A: ¢3>h,dh, T

c2h=2>1 (4.9)

1

<HmEh? Y Y ylra)yd) / (VIp @OV ® 1 p@p®) de =
relR, a,B€A, A

J

e
= c2hm? Y (Gru,u) <

relRy,

< 613 Amax(GR™ 2 Y 3 (ulh)? <

re€lR, a€EA
c4 = sup max | B
r hc® 1EWh
S EIC§C4AmaX(G1)hm_2 (Qha@h):

wobei: Gy = [Gﬁ“’ﬁ)]

Oé,ﬁEAr:A.
Resultat:
(414) ¥ = y2616§C4)\max(G1)jhmi2
=g

L] Man berechne fiir unser Modellbeispiel

&2

p®=¢3

A
* ° &1

pM=1—¢,-6 pPD =g,

Amin(Go) = 7, Amax(G1) = 7
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und gebe fiir regulére Dreiecksvernetzungen

y="7
y=71
an.

Hinweis: Benutzen Sie die Resultate von !

Man zeige, dafl die EW-Abschitzungen beziiglich der h-Ordnung
scharf sind, d.h., 3 A}, AL = const. > 0 : A\pin(Kp) < ALA™ und
)\maX(Kh) Z AIth_Q-

Folglich gilt: Apin(Kp) = O(h™), Amax(Kr) = O(h™™2),
k(Kp) = O(h™2).

Hinweis: Beispiel geniigt !

U 4.7| Man zeige, daB fiir regulire Triangulationen i. S. der Def. 4.3

J ¢y, G0 = const. >0, ¢y # co(h):

coh™(upuy) <l < o™ (g )

| | (@) |
o™ lloon, < (Muuy, ) < Goh™||uy,||%~,
und gebe

20:?

60:?

fiir regulére Dreiecksvernetzung i. S. (4.3) an.
Die (N}, x Nj)-Matrix M, wird Massenmatrix genannt:

(Mywy,vy) = [un-vnde Yy, vy, < un, vn € Vo
Q

Folglich gilt:
e Anin(My) > coh™,
® Mmax(My) < &h™,
e k(M) <éy/cy = O(1).

m  Bemerkung: Diein diesem Punkt angegebenen Eigenschaften K, sind ausschlag-
gebend fiir die Bewertung der Effizienz von Auflosungsverfahren fiir
GS Ky, = f, (vergleiche Kapitel 7, Auflssungsverfahren®).
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4.4 Diskretisierungsfehlerabschitzungen

4.4.1 Allgemeine Bemerkungen

Ausgangspunkt: Satz 1.4.3 ([26]) von Cea mit V = W, (Q),| - || = | - || fiir
skalare elliptische PDgl. 2. Ordnung:

(4.15) = lu—upli <2 inf |ju—wvalh
1 UhEVgh
(1) (W
L !
Diskretisierungsfehler ~ Approximationsfehler
Idee: Von Van C Vg
W W
— Wihlen vy, = inty, (u) = Y u(z®)pD(z) = 3 w@®)p@) + 3 u(z®)p®(z)
Ve ,\ieazh | tEWR | L € |
Interpolant u € V,NC(Q). =0 auf I'; = g1(z)
({Vl’ el
bzw. T
v, = inty, (Mittlung (u)) z.B. gemif Einbettungssatz 1.3.5 ([26]):
falls u ¢ C(2) ! m=2(Q C R?* 00 € C*):
uweV,NWHQ) YueV,NnC(Q),da
2X2>m
WEQ) = C(Q), falls k- p > m.
= inf lu—wly < |lu—inty, (W), = L <?<?h"? (h—0).
L vn€Von I |

Approximationsfehler | Interpolationsfehler

inty;, (u) € Vgn (7)

— Element — Abbildung — Referenzelement — Riickabbildung:

B = SR =5 b= S,

< Yeb? FTE® T<onre,
N
Abschatzung des Interpolationsfehlers

auf Referenzelement A
— dazu: Bramble/Hilbert-Lemma 1.3.5 ([26])

Resultat: Fehlerabschiitzung in der || - ||;-Norm (H!-Norm)
(sieche Punkt 4.4.2 und 4.4.3) !
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m  Interessant sind aber auch Fehlerabschitzungen in anderen Normen:

Ly-Norm || - [jo,0: — Punkt 4.4.4,

Loo-Norm || - [|0,00,0: — Punkt 4.4.5,
WL-Norm || - ||1,000: — Punkt 4.4.5,
L,-Norm || - ||op.0: — siehe Literatur, z.B. [9],

W,-Norm || - |[1p,0: — siehe Literatur, z.B. [9].

4.4.2 Der Approximationssatz

m  Satz 4.5: (Approximationssatz)

Q= U, 6 —s

r € Ry, £=¢s, (2)

CUA: (47) - (49).

2. F(A) = span {p¥(€) :a € A} D Pr(A).

b)

Vor.: 1. QC IR™ * Gebiet mit I' = 9Q € C%! sei reguliir triangularisiert
im Sinne der Definition 4.3, d.h., Vh € © gilt:

Die Abb. z;.(-) € P1(A) sei zunéichst eine affine lineare Abbildung.

3. uw € Wit (Q) bzw. allgemein u € Wit (5,) Vr € R, Vh € O.
a)

Bh.: 3 a1 = const. > 0 (unabhingig von h und u):

|ulk+1,0, .
(4.16) inf |u—wpls0 < asphFHe >
v EVY ’ : zﬂ:{ |U|%+1’5r
relily
fiir s =0, 1.

Bewelis:

e O. B. d. Allg. fiihren wir den Beweis fiir den Fall:
m=2k=1,A= h,, d.h., F(A) =Py, a) und s = 1.

88

Beweistechnik 148t sich aber sofort auf den allgemeinen Fall {ibertragen (vergleiche

auch Bemerkung 4.6).
e Seialsou € WZ(Q) und Q C IR? ¥, 00 € C*!. Aus Einbettungssatz 1.3.5 (Numerik

I [26]) folgt:

Immer: (k+1)-2>4>m=1,23fiir k=1,2,3,....
Also gilt: W2(Q) < C(Q), insbesondere 3 ¢ = const. > 0:

(4.17)

max |u(z)| < cgllullza  Vu € WEHQ)
e

Wt Q) — C(Q) falls (k+1)p>m.
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e Fiihren Beweis in 4 Schritten:

1. Interpolant: o
Vp, = Ihu = inch (u) = Z u(l-(l))p(l) (l‘)

in inf (4.16) einsetzen:

— inf |u—uwpli0<|u—Tulg
s=1 VR EVR N——
=€
Interpolationsfehler

2. Abbildung: §, — A

Vo=J; TV,
lu—Tulig = Z/|Vzeh|2da: =
=y, T‘ER}L‘ST
= > [ Veentan (€)1 | de <
TEthA
(A7) eh™ <|Js| <amhp <zmhm |
(19) Wl <eshs' <esh™ L2 02 37 pme / Veen (s, ()2 de <
relRy,
< @ Z hm 2/|V§eh x5 (€))* dé
relRy,

~”

=len (s, ()17 A

3. Anwendung des Lemmas 1.3.5 ([26]) von Bramble & Hilbert auf dem

Referenzelement A:

l70303 Z ™ 2/2 |0¢u(xs, (€)) P dE =

relRy, |a|=2

(4.18)

len (@5, ()14 < ealuls, (§)l2a| ()

~~

; > ; 2
m=2: g{(g;) +2(52%) +(§2T§) }dgl dé>
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4. Riickabbildung: A — 4,
=aicicy > W™ [ [ogu(a) |y de

relRy, or |a]=2

8%u
du B3
981 2 > 10gu(z)? = Ve @ Veul® = |05, Ve © J5, Vaul?
0€10¢2 lor|=2

2 | | 019 < s 41V, @ Voul2 = 1510 T [0l
ou 082061 la|=2
082 2%u
oE2 ‘

o]
|Q3 -rn|Q)
=

s RN
[

Ve®Veu =

Q|
o
N~

Saddy ¥ et [ Y 0% u(e) P de =

relRy, Or |a|=2

=i 'diepey 3 B2 [ 3T 107ultdr < af kP lulf .
relRy, & |a|=2

e Verbleibt der Beweis der Abschitzung (4.18) |en|1.a < cplulz,a:
Dazu bendtigen wir das Bramble & Hilbert-Lemma 1.3.5 ([26]):
Vor.. A C IR™ * Gebiet: A € C0!,

1<p<ooke{01,...},

I()=<1,->e WA :1(q) =0 Vg€ Py

Bh.: Dann gilt:
()] < clulesipa Yu€ WiHH(A)

mit ¢ = c(A)||l|]«, c(A) = const. (A,p, k) >0,

10 > Dl

m=2k=1,p=2:

Es sei w € W3 (A) zuniichst beliebige, aber fixierte Funktion.
Betrachten

=eyp (x5, (€))
() = / Vw0 (6)Ve | g (€)) — by, (a(z, (©)) | de !
N A
A =u(€) =intza)(u(€))
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= 1) [(-) ist linear, da Interpolation linear ist !
2) [ ist beschriinkt auf W2(A):

u(z(m))
|
canehy ey () = 3 a(€p©)
()] < [whalu— inteay@)ha <

< Jwha {|u|1,A e u(s<a>)p<a>(s>|1,A} <

acA
< Juwha {|u st T JulE@) e e) 1,A} .

aEA

_ |w|1,A{ uha + 3 [u(@) | @ (©)]1.a }
acA N=—=—~——

< cp(A)|lull2,a

Einbettungssatz 1.3.5 ([26]): W2(A) — C(A)

< |wha {1 +ep(A)) |P(a)(f)|1,A} [ull2,a-

a€A
TV

=[]«

3) () =0 VYge&Pidag(§)=intrn(e(§) V€A
T
Py C F(A), zB. F(A) =P

fﬁrA:h.

= B & H-Lemma: |l(u)| < c(A)|||«|u]2.a =
= Q). Hwhalu(zs, (£))

2,A-

= Waihlen speziell:

ul(zs, (£))

LA 2,A-

= |€h|%,A =l(u) < c¢(A) {1 +cu(A) Z p® 1,A} len,
aEA

(.

q.e.d.
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. Bemerkung 4.6:

1. Falls z5,(-) € F(A) (D Pr) oder

S

A 5,

gesonderte
r ~ O(h*)  Behandlung ! r
\, approx. (7) '
// exakt
o )\
e g \
Y .
______________ [ - @
I
21
z5.(€) = X2 aPp@(g)
acA
‘isoparametrische Technik‘ ‘ allgemein krummlinige Technik

(4.20) ‘L%’i@

ogs
VEE A, Vi=1,m, Vr € R, Vh € O, (vergleiche (4.9))

‘ < &I YB Bl < k+1,

dann gilt (vergleiche (4.19) Beweisschritt 4. !):

(4.167) Jnf Ju—vpfs0 < s o1 FFH 70l [0,

(bzw. [[ullps1,0 = (3 Nullii1s)")-
relRy,

2. Aus (4.16) bzw. (4.16") folgt sofort:

(4.167) inf [Ju— w10 < @1 psihP
vRLEVR

{ uleso,  Satz 4.5,

|ullk41,0, Bemerkung 4.6.1,
it a2 — 42 2 2
mit Gy g = 07 jyq + %,k+1h .

3. Die Abschitzungen (4.16), (4.16%), (4.16”) sind beziiglich der h-Potenz optimal
(vergleiche U 4.8) !

d.h., Ju € WFTH(Q) : inf |u — vp|sq > chFF1
VL EVY

mit einer A-unabhingigen, positiven Konstanten c.
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4. Fiiru e Wi(Q),1 <1 <k+1 (Il € R reell) gilt:

inf |u—vpls0 < as,zhl_SHU“l,Q-
VR EVR

5. Fallsu € Wy (0,), 1 <, <k-+1, Vr € R, Yh € O, gilt:

0.5
: 2(lr—s 2
inf |u—vpls0 < E ay, h20 =9 LG , s=0,1.
UhEVh relR,
h

L Netzgraduierung mdéglich !

Man zeige, daB fiir m = 1: Q = (0,1); k=1: F(A) = Py,
u(r) = 22 gilt: X
2 u'(z) = 2x

1 n—1
inf [ |u — v}, |?dz [: > %h3] = +h?

v EVRL 0 =0
_1 Vi
h=25 1

n

U 4.9| Zeigen Sie die limitierte Vollstéindigkeit der Familie der FE-R&ume
{Von}reo in V5 !

93
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4.4.3 Konvergenz in der H'-Norm

Satz 4.7.: (W, -Konvergenzsatz)

Vor.: 1. Standardvoraussetzungen an Variationsformulierung:
1) FeVy.
2) a(-,):V xV — R'- stetige Bilinearform,
V = W;(Q)

2a) a(v,v) > ui|v|]? Vv eV,

2b)  fa(u, v)| < pellull: (vl Vu,v € V.
2. Vor. 1 und 2 von Satz 4.5 (Approximationssatz).

3. Vg = gn + Von C V, — endliche Hyperebene mit
(sieche Punkt 4.2.3) Von C Vi — FE-Unterrraum,
gn € Vo NV}, gegeben.

4. uweVy: a(u,v)=<F,v> Yv e 1, (4.1)
up € Vg o alup,vp) =< Fyop, > Yo, € Voo (4.1)
5. Regularititsresultat:
a)  weV,nWEQ),
b) weV, und weWF(,) Vre R, VheoO.

Bh.: Dann gilt:

|u|k+1,9 s a‘)a

/1’2_ k
(4.21)  Jlu—wunllio < —G1 ki1 h
g S fulii s, , b).
relRy

D=

N——
=iCl,k+1

Beweis: folgt sofort aus (4.15) = Satz .4.3 [26] von Cea und Approximationssatz
4.5 ((4.16’) aus Bemerkung 4.6.2):

|u|k+1,9 ) ) a)a
lu—unllio <22 inf (ju—onlli < a0t , )
Ha on€Von i > lulips | D)
| | reRy,
T Approx.-Probl. T
Cea: Vor. 1., 3., 4. Vor. 2., 5. (vergleiche Satz 4.5)

94

q.e.d.
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s Bemerkung 4.8:

95

1. Falls anstelle von (4.9) die Bedingung (4.20) von Bemerkung 4.6 gilt, dann folgt

die Fehlerabschétzung mit der Vollnorm || - ||x41,0:
[llis1.0 , a),
(421’) ||U — U/hHLQ S #—2d1’k+1hk 2
" > Nullkyrs ] ).
relRy,

2. Fallsu € V,NWLQ) mit 1 <l <k+1 (€ R reell), dann gilt:

lu — e < 22a i ullig.
1

3. Fallsu € Wy (6,), 1 <, <k+1, Vr € Ry, Yh € O, dann gilt:

|lu = upll1,0 < % (Z ary, b2 |
1

0.5
2
ly,0r
relRy,

Netzgraduierung: ~ h?* [Oganesian/Ruchowez, 1968]

4. Konkretes Beispiel: m =2,k =1, F(A) =P, A = IS., z5,(+) € Pu:

u€ W, ™(5,), 0<s<s, <1

s = s(0Q,RB,...)

0.5
= ||U’ - uhHLQ S m < Z alal+5rhgsr|u|%+5’r‘95r
relRy,

IN

o5
GRETL ( > |U|%+5T,5T> :

relRy

s = 5.(0Q, RB,...) = s,(e),
= s(e).
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5. A-priori-Abschitzung von |u|gi1.0 bzw. ||u||g+1,0 mit den Eingangsdaten
(7 Wit'-Koerzitivitit):
7.B. Poisson-Gleichung mit Dirichletschen RB in einem konvexen Gebiet
Q C IR
KF: —Au = fin Q,
u = OQauf'= 809
VF: Gesucht ue 1y, = W3(Q):
[VTuVude = [ fode Yve,.
) )

W3-Koerzitivitit:
Aus f € Ly(Q) und Q C IR? ¥, konvex, 9Q € C*! folgt

1. 3lueVynW2(Q)
2. Julgo <1-flloq

Beweis: mms partielle Integration

[ fPdz = [ AuAudr = ... #
Q

Q

4.4.4 Nitsche-Trick und Ly;—Konvergenz

m Trivial: [|u — upllon < v — unllio < crrrih¥|ulri o ] ,

Approximation: inf |lu—v,llo0 < o1 h*ulkiio
v EVY

m  Satz 4.9: (L,—Konvergenz)

Vor.: 1. Vor. 1 -4 und 5 a) aus Satz 4.7 seien erfiillt (m = 1,2, 3).

2. W2-Koerzitivitit der adjungierten Aufgabe, d.h., fiir die Aufgabe
Gesucht w € Vp : a(v,w) = [evdr Vv €V, mit e € Ly() gilt:
)

1) J'w eV, (Lax-Milgram): w € WZ(Q) !

2 w < cgrlle bzw. »
) wlae < cekllellog )) w||ie < cllellos

[wllz,0 < excllello,o-

Bh.: 3¢y 1 = const. > 0,¢op1 7 c(h):

(4.22)  flu—wunllog < coprth ! ulpsr -
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Beweis: (Beweistechnik: Nitsche-Trick, 1968 [32])

e Betrachten Hilfsaufgabe:

(4.23)  Gesucht w € Vy: a(v,w) = [evdr Vv € V.
Q

T
en=u—up € Vo C Ly()
(4.1) (4.1)
Diskretisierungsfehler
. (4.1) exakte Losung u € V,: a(u,v) = <Fv> VYvel,
(4.1), FE-Losung up, € Vi, 0 alup,vp) = < Fyup > Yo, € Vo,
(424) a(eh,vh) = 0 VYo, € V.

e Vor. 2. Satz4.9: = 1. Flw e VpNWZ(Q): (4.23)

2. |wlha < ckllenllon = cxllu —upllog.  (4.25)
Vo Vo iy
wow

e Setzen in (4.23) v =¢, = u —uy € Vj:

= |lu—unllso = llenll§0 = [ en - endr = aen, w)
Q

a(u — up,w) = a(u — up, w — wp) <
/]\
(4.24) a(u — up,wp) =0 Ywy, € Vg,

wp, = inty, (w) € Vou(w € C(2) Einbettung !)
piollu — upll1,0llw — whllio <

Satz 4.7: WJ-Konvergenz
Satz 4.5: Approximationssatz, Bemerkung 4.6.2, k = 1

|/\<—m IN

(1201 g1 ¥ Ul 1,01 2h|w]a,0 <

(4.25) R
< el @b ulk o - ckl|u — upllo
= Jlu—upllo0 < po€ k4161 20K hk+1|u|k+1,9- g.e.d.
—_———

=:Co,k+1

u Beweisen Sie die Ly—Fehlerabschétzung (4.22) mit Hilfe von Satz [.4.4
[26] (Dualitdtsargument von Aubin & Nitsche) ! Schwéchen Sie die Vor-
aussetzung 2 von Satz 4.9 ab (W, 5(Q)-Koerzitivitdt (0 < s < 1) der
adjungierten Aufgabe) !
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4.4.5 Bemerkungen zur L,— und W1 -Konvergenz

m  Zeigen unter den Voraussetzungen des Satzes 4.9 (L,—Konvergenz) die Ab-
schitzung

(4.26) = max |u(z) — up(z)| < ch" 5 ulero
e

I ouw Il
~ Leo(®
e C(Q)J‘ )
mit einer positiven Konstante ¢ = const. > 0, ¢ # ¢(h,u).

A =[0,1], —— ¢ k=1, F(A) =P

0 1
Es gilt: W) (a,b) < Cla,b]  (Punkt 1.3.8, Numerik T [26]):
= [lu = unlloo,0 < cpllu — unlli0 < cperphlulzp0.
Aber: a) (4.26) § hs3, falls u € W2(Q),
b) |lu—uplloconr = O(h?), fallsu e W2(Q), mms*.
Fiir m = 2,3 gilt nicht W, (Q) — C(Q):
 Lo—Abschitzungen sind nicht trivial !

m  Beweisen als Hilfsmittel zunéchst sogenannte inverse Ungleichungen:

Lemma 4.10: (Inverse Ungleichungen)

Vor.:  Vor. 1. (Reguldre Triangularisierung von ©Q C IR™) aus Satz 4.5
(Approximationssatz) sei erfiillt und dim F(A) = |A| < oc.

Bh.: Dann gelten die Ungleichungen

(4.27)

a) |luplle < ch Honlloe  Von € Vi,
b) vl < ch™%||lupllon Vo € Vi

m C(Q)
c(Q)
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Bewelis:

a) mms (vergleiche auch Punkt 4.3).

b) lvnllose = max |op(z)] = max|o,(z)| =
N r€Q=U0d, ,l\ EAST
C(Q) dr € IRy,

— rgleaAXWh(er(f)H -

= max| 3 opl(g)] <
§EA  qcA,

Normen sind in endlichdimensionalen Rdumen dquivalent !

< @) X v (Olloa = ca(d)llvn(@s, ())lloa =

CMEAT

. - (4.7)
_ CA(A)\/fvh(x)uér lde <
O

i~
|/\\'j

ca(A)g "0 vnllos, < ca(D)ei ™ b [lonflo.
———

" U 4.11] Man bestimme c4(A) fiir lineares Dreieckselement . (m =2,

k=1, F(A)=P) !

m  Bemerkung 4.11: (zu inversen Ungleichungen)

Seien || - ||1y und || - |2y zwei Normen in Vj,. Aufgrund der Aquivalenz von Normen in
endlichdimensionalen Rdumen 3 ¢ = ¢(h) und é = é(h) = const. > 0:

(4.28) eMllonlley < llonlly < 2h)lonllsy Von € Vi

Frage: c¢=c(h) = ah’ mit a # a(h) ?
(h) = ah’ mit a # a(h) ?

ol
I
ol

Technik: e Abbildung 6, — A,
e Aquivalenz der Normen auf A mit h-unabhingigen Konstanten,
e Riickabbildung A — §,.

u Unter den Vor. 1. und 2. (Py(A) C F(A), dim F(A) = |A] < c0) aus

dem Approximationssatz 4.5 zeige man die inverse Ungleichung

10rll 2o () < ch™ 7 ||vnllipe)

(entspricht (4.27), fiir p = 2).
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m  Satz 4.12: (L,-Abschitzung fiir H**1-Losungen)

Vor.:  Es seien die Voraussetzungen von Satz 4.9 (L,—Konv.) erfiillt.
Bh.:  Je¢=const. >0:c¢# c(h,u):

(4.1) (4.1), .
(4.26) || w—uy = max |u(z) — up(z)| < A" 2 Julpyr 0.

I
S—— 0,00,02 e
co@ =@ |

Bewelis:

o u € W Q) = C(Q) fiir k> 1und m =1,2,3.
Betrachten vy, = Iyu = inty, (u) € Vg, Interpolant der Losung
u € V,NWytH(Q) von (4.1).
=
(429) ||U—Uh||gyoo,g S ||U—Ihu||0,oo’g + || Ihu—uh ||0’OO’Q.
—_—— ——

Interpolationsfeh- € Vo CVp
ler in Ly,-Norm d.h., Lemma 4.10

b) anwendbar

e Schitzen zuniichst den Interpolationsfehler ||u — Ij,ul|o00,0 mit Hilfe des Bramble
& Hilbert—-Lemmas 1.3.5 (Numerik I [26]) ab:

(4.30) u = Tnhulo,00 r;lglﬂ(x) nu(z)|
ec() T
dr € IRy,

= P ey €) — Lrayulas. ()] =

I
= max | u(5,(£)) — Lrayu(zs,(£)) |
£EA N N——,—/

=ul®) = 3 u(zs, (£6))) ple)(¢)
QUEAp
=u(e(@))
—1(u(£))
= max [I(u(€))] = [l(u(€))] <
EEA B B ~ B
FEeA (§=E(u) =¢ (Lsg.)) !

IN

CB|U|k+1,A = CB(|U($6(§

ol ~—
S—
SIS
+
—
>

(4.7

~—

,(4.8) ] N
< ep (A @) g, ) < B E 0.
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e Aus (4.29), (4.30) und den Sétzen 4.5 und 4.9 folgt:
lu — unllo.co0 < JJu— Thulfoco0 + [[Tht — usllo,c00 <
(4.30) (4.27) inverse Ungleichung
S Chk—l_l_% |u|k+1,g + Ch_% ||Ihu — UhHO’Q S

< chF S ulpgrq + ehTE {||Tu —u

0,0 + llu —upllon} <

Beweis von Satz 4.9
Satz 4.5 (La-Abschitzung)

< Chk+1,f% |U|k+1,Q + Chi% {ao,k+1hk+1|u|k+1,9 + Co,k+1hk+1|u|k+1,9} =
= ch**t1=% |ulkt1,0

mit verschiedenen positiven Konstanten ¢ = const. # ¢(h, u).
q.e.d.

m  Bemerkung 4.13:

1. Falls u die stirkere Regularitdtsvoraussetzung

(4.31) u € V,NnWEFHQ)

erfiillt, dann gelten die Interpolationsfehlerabschitzungen (3 Approximationsfeh-
lerabschétzungen)

(4.32) lu— Inuls o0 < B ulii1 000, 5=0,1.

Beweis: Analog zu (4.30) mit [ € Wy (A)]*, p = o0 !

2. Frage: [[u — up|[s,000 < 7 falls u € V, N WEF(Q), mit s =0, 1.
Antwort: nichttrivial !
(a) Firm=2k=1,F(A) =P, N (lineares Dreieckselement):

lu — upfloon < ch? [logh|? Julsm 0,
lu — unll1o0 < ch |logh| |u]zcon-

Beweistechnik:
@ Methode der gewichteten Sobolev-Réume von Nitsche (1975)
@ Methode der diskreten Greenschen Funktion von Scott (1975)

Literatur: FEM-Standardwerk von Ciarlet [9].

(b) Fiir ,alle“ (?) anderen Félle konnten quasioptimale Lo~ bzw. WL -Konver-
genzabschitzungen, d.h., entsprechend der Approximationsordnung, bewiesen
werden (siehe z.B. [9]).
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4.5 Konvergenzanalysis im nichtstandarden Fall

4.5.1 Verletzung des Variationsprinzips (Variational Crimes)

n Standardfall (Variationsprinzip = Galerkinprinzip):

(41) Ges.ueV, : alu,v) = <Fov> Yvely CV
u | | U u
(4.1)p, Ges. up € Vg, alup,vp) = < Fyup> Yo, € Vo, CV,

3 5t 4 2 1
v v v v v

6
+ Standardvoraussetzungen:

1) FeVy.
(4.33) 2) a(,-):V xV — IR' — stetige Bilinearform:
2a) a(v,v) > pllv]|> Vv eV,
2b)  fa(u, )| < palfull [[v]] Vo € Vi,

n Die Praxis zwingt uns oft, dieses standarde Vorgehen (Variationsprinzip)

zu verletzen: [} Variational Crimes !

1. Numerische Integration: [ — >
In(4.1),: a(,))  — an(--) N o(41),
<F,-> — <F,->
2. RB 1. Art kénnen nicht immer in V}, exakt erfiillt werden, d.h., Vo, Z V;
und/oder V,, ¢ V, [ B], obwohl V;, C V' !

Bsp.

Voo € Vo Vo €V,
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3. Konformitdt der Elemente ist verletzt (insbesondere bei PDgl. 4. Ordnung 0
V= H?>(Q)!); dh, V, ¢ V (z.B. Benutzung von C°-Elementen fiir PDgl.
4. Ordnung) !

Bsp. |a) PDgl. 2. Ordnung: Crouzeix—Paviart—Element

F(A) =P
& — & (siehe [5] 99 ff.)

b) PDgl. 4. Ordnung: Morley-Element

F(A) =P,
U (siehe [8] S. 110)
Schoberl-Element

F(A) =P,

4. Voraussetzungen (4.33)2a)42b) [6] miissen ergiinzt werden durch Zusatzvorausset-
zungen an die diskrete Bilinearform ay(-,-) 7 (4.34) bzw. (4.39) !

4.5.2 Das erste Lemma von Strang

m  Btr. die folgende Situation

(41) Ges.ueV, : alu,v) = <Fuv> WYwel,CV
B U U U
(4.1), Ges. up € Vg, = ap(u,v) = < Fp,up> Yo, € Vg CV,

unter den Voraussetzungen (4.33) und der Zusatzvoraussetzung der gleichgradigen Vp,—
Elliptizitit der diskreten Bilinearform ay(-,-) : Vj, x Vj, — IR!:

(4.34) Jpus = const. >0, uz # pz(h):
an(vn, vn) > psl|vall* Von € Vo

Diese Situation ist typisch fiir die numerische Integration.

m  Satz 4.14: (Das erste Strangsche Lemma)

Vor.:  Es seien die obigen Voraussetzungen erfiillt, d.h.,
Vi CV, Vo C Vg, Vo C Vi, (4.33), (4.34).

Bh.: Dann gilt die Diskretisierungsfehlerabschitzung

(4.35)  ||lu — | §c< inf {||U—Uh||—|— sup |a(vh,wh)—ah(vh,wh)|}+
(4.1) (a1), UnEVgh wp€Von [|wl|

|<F,wh>—<Fh,’LUh> |>
+ sup

wpEVop ||'LUh||

i — M2 ) 1
mit ¢ = max {(l—i-uz),%}.
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Beweis:
e Sei v, € Vyy, beliebig. Dann gilt per Dreiecksungleichung
(4.36) [l = unl] < flu = wall + 1| v = us, |-
N—_——

=:—wpEVpn beheblg !

o Fiir w, = uy — vy € Vi, erhalten wir die Abschéitzungen

(4.34)
!
(4.37) psllun — opll* < anlun — v, up — vn) = ap(un — v, wp) =
= a(u — vp, wy) + [a(vp, wr) — ap(vn, wy)] + [an(up, wy) — a(u, wp)] =

I (41)p I (41)
<Fp,wp> <Fawp>

= CL(U — vh,wh) + [a(vh,wh) — ah(vh,wh)] + [< Fh,wh > — <K F, W, >]

33)
< piof|u = wpl| [fwnll + la(vn, wa) — an(vn, wp)]+

+[< Fy,wp > — < Fwy, >].

e Dividieren zunéchst durch ||wy|| = |Jup — vp|| und nehmen danach auf der rechten
Seite der Ungleichung das Supremum iiber w;, € Vy:
_ 2 _ 1 la(vn,wn) —ap (v, wh)|
(4.38) Jun — wall < 22 [lu —vnll + 4 S ] -
+ L sup |[<Fywp>=<Fp,wp>|

w3 [lwp ||

wp€Vop

e Aus (4.36), (4.38) und inf folgt sofort (4.35). Tatséchlich,

UhEVgh

llwn |

|lu — up|| < Uinf {(1 + %) lu — vp|| + t sup |a(vh’wh)_ah(vh’wh)} +

hEVgh wyEVop
+ 1 sup |<Fawp>—<Fp,wp>|
= [lwp| )

m  Typische Anwendung des 1. Strangschen Lemmas:

= Analysis der Effekte der numerischen Integration (siche U 4.12)

Btr. dazu wieder das Modellproblem aus Pkt. 4.2.1 (z.B. ,,CHIP“) mit den Daten x = 0,
g2=0,93=0,91=0,a=0:

° V:HI(Q), VO:{UEV,U:OaufFl}:V;,,



KAPITEL 4. GALERKIN FEM 105

e a(u,v) = [ Az)VTu(z)Vo(z)dz [

Q
an(up,vn) = Y Y wl’ (Ms, ()5 Veun() I, Vevn ()15 1) o ccon-
relRh BESy T T
Gewichte Stiitzstellen
&2
M 173 2B. S, = {1}, (W = (3,1), wf¥ =}
1/3 &

(f(huha Uh) - ah(uh; Uh)

K, =Y Cr'K"¢,

KO = [K3))
K == (1) Pkt. 4.2.4

o < Fu >:S{f(x)v(x) dx 1§

<Fnv>= Y 5wl f(@s (0D)on (s (0D))] 5. (0D)] .

relRy BESy

" U 4.13 | Welche Voraussetzungen miissen die Daten A € Lo (Q) N W7 (3,), f €
Ly(Q) N W7 (6,) Vr € IRy, Yh € © und die Quadraturformel (algebr.
Genauigkeit fiir fcp ) d€) erfiillen, damit [|[u—upl|y < c(u, f, A)h, d.h.,

die gleiche Genamgkelt wie im exakten Fall erreicht wird ?
Kann die O(h) Genauigkeit bereits fiir die Schwerpunktformel

{S = {1}, wit) = =1/2, ¢V = (4, 3)} garantiert werden ?
Trainieren Sie die Technik zunéchst fiir den 1D-Fall:

1
Ges. uEH (0,1) f)\ W (z)de = [ f(z)v(z)dx

0

Yo € Vo =H (0,1)
und linearen finiten Elementen auf gleichméfligem Gitter !
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4.5.3 Das zweite Lemma von Strang

m  Btr. nun die folgende Situation

(4.1) Ges.u eV, : alu,v) = <Fuv> Yoely C V
¢, O ou
(lﬁ)h Ges. Up € ‘/gh : ah(uh,vh) = < Fh;Uh >y Yo, € Vo C Vi
t
weglassen
Ugh - Uh

unter den Standardvoraussetzungen (4.33) und den Zusatzvoraussetzungen

(439) 1) | < Fpon >n | <|Fallvg,

2) ap(-,+): Vp x V, — IR — diskrete Bilinearform:

lonlln Yor € Von.

a) Jpuz = const. >0, us # pz(h):
an(vn, vn) > psllnlli - Yon € Vor,

b) Iy = const. >0, py # pa(h):
|an (v, vn)| < pal[vl|n ||vnlln You € Vor,
Yo € V@V, (genauer: Vv € g+ Vo — V),
wobei die ,diskrete“ Norm || - ||, auf V' @ Vj, definiert sei.

Die Zusatzvoraussetzungen (4.39) garantieren 3! (Lax-Milgram—Satz 1.2.9 [26]). Diese
Situation ist typisch fiir nichtkonforme finite Elemente (V,, ¢ V') und fiir die approxi-
mative Erfassung von wesentlichen Randbedingungen (Vg ¢ Vi und/oder Vg, ¢ V).

m  Satz 4.15: (Das zweite Strangsche Lemma)

Vor.:  Es seien die obigen Voraussetzungen erfiillt, d.h., (4.33) und (4.39),
wobei i. a. Vi, &V, Voo & Vo, Vo = gn +Vor € Vg (gn ¢ V).

Bh.: Dann gilt die Diskretisierungsfehlerabschatzung

(440) ||U/ _ Uh“h S C{ inf ||U/ _ Uh“h + sup lap (u,wp)—<Fp,wp>| }
VR E

[wllp,
gh wp EVop
-~ [

S

4.1) (41 ~ ~
(1) (4D Approximationsfehler Konsistenzfehler

it ¢ — Ba) 1
mltc—max{<1+ui),ug}.
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Beweis:
e Sei v, € Vyy, beliebig. Dann gilt per Dreiecksungleichung

(4.41) lw —unlln < lu—onlln + || v — up, |n-
———
=:—wrLEVpn belleblg !
o Fiir wy, = uy — v, € Vi, erhalten wir jetzt die Abschétzungen

(4.39),)
pallun —vnllz < an(up — vp, up — vp) = ap(up — vp, wy) =

= an(u — vp, wp) + [an(un, wy) — ap(u, wy)] =
| (41)n
<Fp,wp>
= ap(u — vy, wp) + [< Fp, wy, > — ap(u, wp)] <
(4.39),
< puallu = vnlln lwnlln + [< Fhy wn > — an(u, wh)]
wp,
e Dividieren wieder durch || up — vy, || und nehmen dann auf der rechten Seite Supre-
mum iiber w;, € Vy:

(4.42) lun = vnlln < b2 Ju—onlln + 55 sup  llnmmeBs]
h

— w3 [lwn I

e Aus (4.41), (4.42) und inf folgt sofort (4.40). Tatséchlich,

UhEVgh

_ Ba ; _ 1 lan (u,wp)=<Fp wp >
= unlln < (1+2) e Fnly :
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4.6 A posteriori Fehlerabschitzung und adaptive Netz-
verfeinerung

m  Wir betrachten im folgenden der Einfachheit halber das homogene Dirichlet-Problem fiir
die Poissongleichung in einem polygonal berandeten, beschriinkten Gebiet Q C IR?:

—Au = fin ),
(43)xr { v = 0aufl :=00.

Die Variationsformulierung

(43)yr Ges. u Ef[l(Q) : / ViuVudr = /fv dx Yo € V)
N—— JQ Q

Vo —_— —_——
a(u,v) = <F\V>

besitzt nach Lax-Milgram ein eindeutig best. Lsg. u € Vj.

m  Sei 7, eine Dreiecksvernetzung von 2, sodaf§ (4.3) mit lokalen A" (h ~  h(")) gilt.
Derartige Vernetzungen nennt man quasiregulér (= shape regular).

m  Wir definieren nun den zu 7, gehérenden FE-Raum

Von := span {p@ :i € w,} C Vj A

basierend auf lineare Elemente (F(A) = Pi(A)).
Dann ergibt sich das FE-Galerkin-Schema:

(444) Ges. up, € Vo, : a(uh,vh) =< F, Vi, > VYV, € V.
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m  Gesucht ist eine berechenbare und lokalisierbare obere Schranke 7 := n(uy), sodal 3¢ =
c(Q, ag,0y) = const > 0 und ¢ = ¢ (2, a, By) = const > 0 :

1. zuverldssig (reliable): || u — uy |[1< én(up)

2. effektiv (effective): c-n(up) <|| w—up |1 -

4.6.1 Der Clément-Interpolator

m  Bezeichnungen:

U(zW)):= U 6y, wobei  B;:i={re€R,:zY €4}

rep;

m  Def. 4.16 : (Clément-Interpolator)
Der Operator I, : V := H'(Q) — V}, := span {p®¥) | i € @} definiert durch

Zahl!
—~ = .
Iy = E L (P)pY eV, YoeV

JED

heifit Clément-Interpolator wobei zu jedem Gitterpunkt () die lokale Lo- Projektion

j .

 L(U9) > P(U D) = R
1
d.h.P-v:zi./ v(z)dr € R!
P E T o, "

gehort, wobei | U(z)) |:= mcas (u(2\))).

s Bemerkung:
Fir u € HY(Q), Q c R% d > L, ist der Langrangsche Interpolationsoperator I,,v :=
S v(xW)pl) wegen H' ¢ C' nicht definiert!

JEW
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[ Lemma 4.17: (Clémentscher Approximationssatz)
Vor.: Sei 7, eine quasiregulire Dreiecksvernetzung von €2 und
Vi, := span {p® | i € @} der Courant-FE-Raum (lineare
Dreieckselemente).
Bh.: Dann gelten fiir den Clémentschen Interpolationsoperator I, die
folgenden Approximationsfehlerabschitzungen:

Dllv=Tw ks <ch: ™ |vhve)y VreR, YveHY(Q), k=0,1;
2) | v = Tav lloe< e’ | v o)

Ve =e) € 96, (Kanten) Vr € R, Vv e H'(Q),
wobei h, := h{").

Beweisskizze (Beweis = mms):

e 7,- quasireguldr =| u(d,) |< ch?. (mms)

e Bramble-Hilbert-Lemma liefert z.B. (mms)
v = Py logwin< chy | v L peey Yo e H (U (@Y)

o |v—"Tyv|§s=[; v(z) - ; L (P)pY(2))? da
€D,
je@ ={j: 2" €4}
:1-
= [P @) v(@) = 3 (PoppV(@)? da
j€@, Jewr
=[; > P () (v — Pw)de < -+ < chy | v |10
€D,
NS
2 x Cauchy

4.6.2 Der residuale Fehlerschitzer (Babuska/Rheinboldt)

] Definieren zunéichst

e fiir alle Elemente 6, € 75, die Residuen der PDgl:
R, := R, (up) := Aup+f Vre Ry, und Auy+f=f

[
0 ( da uy, auf ¢, linear ist )

o fiir alle Kanten e € T, := |J {el”,e{”, el”?} = Menge aller Kanten
relRy
die kantenbezogenen Spriinge

auh

R, = R.(un) := [5"]

= [Vu,]-n VeeTl,

der Normalenableitungen iiber die Kanten
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r,3) eg")

2

Satz 4.18 : (A posteriori Fehlerabschitzung)

Bh.:

Vor.:

T, sei eine quasireguldre Dreiecksvernetzung von €2;
u sei Lsg. von (43), uy, sei Lsg. von (44).

Dann gelten die a posteriori Abschéitzungen:

a) | u—up |lLo< cf Z]R 7 (un) Y7 = enun),
relily

b) () < efllu—un [Ruy + 5 B2 = fu g 2 Wr € Ry
Opc U(sy)
wobei
e = e (un) == {02 || Re(un) I35, +5 >0 he |l Relun) 113}/
eCI0\T

he =| e |= Lénge der Kante e € Ty,

fo="Puf € Vor : (fa,vn)oo = (fyon)oa Yon € Von,
c=c (9, ap, by) - generische Konstante

Beweis nur von Abschitzung a)

e Sei w €V} :Ifll(Q) ce C 00 \I' | w |1=] Vw ||o= 1, beliebig.
Dann gilt:
(V(u—uy), Vw)o = (V(u —uy), V) =

(f,w)on — XI:R (Vup, Vw)o s, =
(fyw)oa— X2 [(=Aup,w)os, + > (Vup - n,w)o,e]

relRy e€dd,
Aup — f,w)os, + D ([%]aw)me

T‘GIR}L( ecly,
(

Ry (un), w)os, + > (Re(un),w)oe

relRy, ecely,

111
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e Wegen der Galerkin-Orthogonalitit gilt mit der Clément-Interpolierenden I,w €
Vo : (in Def. 4.16 haben wir nur die Cl’ement-Interpolierende in V}, betrachtet:
~  Modifikation!

(V(u—up), Vw)o = (V(u —up), V(w — Iyw))y =
= ZTERh (Rr(uh)’ w— Ihw)0,5r + Z (Re(uh)a w — Ihw)O,e

6€Fh
Cauchy

l
< 2 Be(un) llos,
relRy,
2, | Belun) [loell w = Tnw [lo,e

w — Thyw ||os, +

ecl'y,
L 4.17
!
< e X he |l Re(un) [logs | w0 [1ue,) +
relRy,
1/2
¢ ¥ b || Reun) lloel w | 1, u(e)
ecely,
/l\
T, quasireg!! — U(J,)
i
S (S R Reu) Bt
Cauchy el | e
5 2 he |l Re(un) 152 | w10
ecdi,
e Dann folgt sofort
| u—wup 1= sup (V(u — up), Vw)o < en(up)
we AL (Q):|w|y =1
e Wegen der Friedrichs-Ungleichung folgt Abschitzung a). q-e.d.

] Bem. 4.19 :

1. Beweis der Abschétzung b) siehe [Braess, 1996], Seite 157f.
2. Andere Fehlerschitzer

a) Schitzung iiber lokale Neumann-Probleme [Bank/Weiser,1985]

b) Schitzung iiber lokale Dirichlet-Probleme [Babuska/Rheinboldt, 1978]
¢) Zienkiewicz-Zhou-Indikator (1987)

d) Hierarchische Schitzer nach Deuflhard, Leinen und Yserentant (1990).

3. Standardliteratur zu Fehlerschétzern:
Verfiirth R. (1996): A Review of A Posteriori Error Estimation and Adaptive Mesh-
Refinement Techniques. Wiley-Teubner.

4. Oft ist nicht die Lsg. u interessant, sondern ein lineares, stetiges Funktional ¢ auf
der Lsg. w:

| p(u) —p(un) <7
Rannacher (1998f): Fehlerschitzung mit Hilfe der adjungierten Aufgabe:

z€Vo:alv,z) =¢v) YveTl
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m  Adaptive Netverfeinerung (Netzvergroberung):
= mit Hilfe des lokalen FehlermaBes (Vr € IRy,)

ne(un) = {02 || Ru(un) |25, + Z he || Re(up) |12, 372
eCBJr\F

moglich, z. B. Gleichverteilung der lokalen Fehler bzw. adaptive Netzverfeinerung nach
folgenden Algorithmus:

1. Markiere alle 6, : n,(up) > O maxn,(uy) z. B. mit § = 0.7,

2. Verfeinere alle markanten ¢,

3. Herstellung der Konformitat



Kapitel 5

Differenzenverfahren fiir RWA: Klassische und moderne
Zuginge

5.1 Das klassische Differenzenverfahren (DV)

FDM = Finite Difference Method.

Lehrbiicher: [15], [13], [37].

5.1.1 Grundideen des klassischen Differenzenverfahrens

m  Ausgangspunkt = RWA in klassischer Formulierung:
Dgl.: Lu(z) = f(z), 2 € Q Ausgangsaufgabe (vergleiche Nu I [26])
RB:  lu(zx) =g¢g(x), z € T =0Q Au=1b

=(1)-(0)

m  Ziel: Diskrete Ersatzaufgabe = DS (Differenzenschema): Apu,(z) = bp(x), x € wy,
= GS (Gleichungssystem): Apu, = b,.

mit

Etappen des Diskretisierungsprozesses mittels klassischem DV:

ersetzen durch

4
1. Gebiet stetiger Verdnderlicher ——  Gebiet“ diskreter Verdnderlicher

Q>z,I' =005 x, wp oz =12" i€ w,
T=(0,T)>t,... Y= 0wy DT, w; DL, ...
= Gitter

2. Funktion stetiger Verdnderlicher +—— Funktion diskreter Verdnderlicher

= Gitterfunktion
3. Differentialausdriicke —— Differenzenausdriicke
A= (L,1) Ap = (Lp, )

wobei h — Ortdiskretisierungsparameter (Ortsschritt), 7 = At — Zeitschritt.

114
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. Resultat:
Ausgangsaufgabe — diskrete Ersatzaufgabe
= RWA bzw. AWA, ARWA (Nu III [28]) = DS (Differenzenschema)
Folge linearer GS, d.h., zu jedem Zeit-
schritt gehort i. a. 1 GS (DS)
lineares (nichtlineares) DS <+ GS
Au=15> Ahuh(x) = bh(!L'),Q? € W Ahgh = Qh
= exakte Losung: u = Skelettlosung:
up, : @, — R'O — Gitterfunktion
uy, = [un(2)]zes, — Vektor
u zul.: Q=QUT +—— Wp = wWp Uy
1D: Q = [a,b] C R
e , a) gleichmiBiges Gitter
a x b Ty X1 Tp1 Tp h— bfTa
a r; =x9+1h b
wp={zi=x0+ith:i=1,n—-1} = {e}
= innere Gitterpunkte,
Y = {zo,zp} = = {x} = Randgitterpunkte.
b) ungleichmifBiges Gitter Motiv
a b J
X e e e eeex
T T T Tn [S—
— a b

ha

=20 <1 <Top<...<Tp_q1 <xp=0>0,

hi+1 = Tij41 —

xi,Zhi:b—a,

wh:{Q?iZZ’ZLTZLi:il}:{.},
Y = {xo, zp} = {x} =T.

regulér:

4 o = const. > 0:

ah<h;<h Yi=1,n VYheo.
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2D: Q C IR* * > gleichméBiges Gitter in jeder Richtung

gr oy = a2\ =ihyyi =0, £1,£2, .

{x(l) = (ilhl,iQhQ) € Q}
inneren Gitterpunkten
{r =(r1,22) €T: x €

91,7 € g2, € g1 N g2}
Randgitterpunkte

L
[

=d;(x)

Vektor

U =Uy = [U(i)]ieah € RN
mit u') = v; = v(z;)

v € RN bzw. RN

g1 Gittergeraden:
________________________ . go 1 Ty = l’g?) = ighg; 1o = 0, £1,£2, ...
i < | S @ =w,U
| ) h
j\ 'y [ ] Wh =
.... § 92 % f}/h —
hl T =
Bemerkung: e Ungleichmifliges Gitter ist in beiden
Richtungen moglich !
e 3D-Fall analog !
Uy
[
up(z) = 32 u§(x — 2)
i€@p ——
B ozu 2. y(y), 2 € Q) —  Gitterfunktion l
u(-) : Q — IR v(z) = up(x) “
U() Dy — R!
Analog: RS f(x) RS: p(z) := f(z);2 € wy
n zu3.: D=L,l,...— Dy =Ly, ...

e Lu(x) — Lpuy(z):= Z( )k(:):,{)uh(f),:r € wy
ceSy(x

o lu(z) — lhup(z) = > k(z,un(&),z €y

wobei Sy (z) C @y, — Differenzenstern: z.B. + fir —Au

£€SK(x)
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m  Beispiel: 1D (m =1): Differenzenausdriicke auf gleichméfigen Gittern:
op={z;i=z9+ih:i=0,n},h=(b—a)/n,zy = a,
U() Dy — R
x x+h
a) Du(z) :=u'(x) — e Vorwirtiger Differenzenquotient: S,(r) = e—

Vig1—V;i

€ Q=]a,b] Dyv(z) = Dypv(x) i= vy = vy 1= ~F
= tup(z+h) — up(z) =

= >, Kz, &)un()

S €eSh(a)=(rm+h]
R mit k(z,z) = —, k(z,z + h) = 7,

'_
r=ux; €wp={z;:1=0,n—1}.
) ) ) r—h x
e Riickwirtiger Differenzenquotient: Sy (z) = o—e

Dyv(z) 1= vz = vz, := 5L,
— R
x=ux; €wp={x;:i=1,n}.
) ) r—hax x+h
e Zentraler Differenzenquotient: Sj,(z) = e—+—e

Dyv(x) :== Vg = Vg = PRIl 1 = 3 € w
o : : ont _
b) Du(x):=u"(x) +— Zweiter Differenzenquotient: Sy,(x) iy e e ST
r €= ((1,, b) th(x) = Uga, = Ug,zi =
i [Weitn — vai] =
— % |:Ui+}L_’Ui _ 'Ui—;:i—l] —
w1 —2vi+vi1
= L fuitvion

s Bemerkung:

1. Differenzenausdriicke auf ungleichméBigen Gittern wy, = {z; : i = 0,n}

. _ Uip1—v; _vi—viq
analog z.B.: Ug,i = ﬁ, Vz,i = #,
V41— V-1 O |
v = “=lmit hy = s(hi + by
% 2h; ) 2( 1+1 z):
Vi1
/Ui,i — 7 B z,
1
Ui = — L Vi1 —V; _ Vi—Vi—1
8L by | hima h;

2. Differenzenausdriicke fiir %, Au etc. analog (siehe Punkt 5.1.3).
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m  Approximationsschema: RWA —— DS

stetige Konvergenz
(Konvergenz der NL)

h—0
op = ||U —Ehuh||X :> 0

L ze exakte N&iherungs—
Alw) = { [, el Losung l6sung
ue X(Q) . beY(Q): Au=b 1} w T up = Epup
u A=()) u RWA
Ry | |En Qn| [(Fh)
= On =0 Ep Ry == ()n
Gitterfunktion A
up € Xp(@p) by, € Yy(@n) : Apup(-) = bp(+) (} un Rypu
| b5 GF (”U)h
/
SL
~ \Y
4 /4h h—0
Vektor w, € R\'" by € R\ Apuy, = by N ow, Ryu
[I-{1x), [I1lv,
GS l

diskrete Konvergenz

(Konvergenz der SL)

h—0
Th = ||Rhu —UhHXh i) 0

Yh ~ ]RNh

[y, *

Beispiel: fiir diskrete Riume: X, ~ R "

[lxy, *
X = C@n) : [lunllc@,) = maxfun(z)],

Xy =Clwn) x C() = [Junllx, = rrgl>‘i|uh(33)| +ng|uh(50)|,
TEWh T h

Xp = Lo(wn) X Lo(y) : [Junllk, = > h™uj(x) + 3 h™ tug(z),
TEWH TEYR
Xp =Wy (wn),wn = {zi = z0 +ih} : |unllk, = 2 hlun(®:)®+ > hlunz(x:))?

TEWH IEJh
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5.1.2 Lokale und globale Approximation

Definition 5.1: lokale Approximation bzw. Konsistenz (~ordnung).

L. [(Lu)p(x) — Lp(u)n(x)| = |QnLu(z) — LyRyu(x)| < c(u)h?, x € wy,
f} lokale Approximationsordnung des Differentialausdrucks = O(hP).

2. |(lu)p(z) = lp(u)n(z)] = |Qulu(z) — lyRyu(x)| < é(u)h? z €
f} lokale Approximationsordnung der RB = O(h?).

Klassische Technik zur Bestimmung der lokalen Approximationsordnung:

= Taylor-Entwicklung im Punkt = € wy, bzw. x € v, bzw. , Zwischenpunkt®.
Beachte: Klassische Glattheitsvoraussetzungen, z.B. u € C*(Q) !
Moderner: Bramble/Hilbert-Lemma-Technik (siehe Punkt 5.2).

Definition 5.2: globale Approximation bzw. Konsistenz (~ordnung).

1) Yno(u) == ||(Lu)p — Lo(w)n|lvyw,y = O(RP) 7 Dgl.
2) yna(w) = [[(lw)p = W(@hlly,y = O(7) 7 RB
= Yn(u) := ||AnRpu — QnAully, = ya,0(w) + yai(u) = O(h? 4 h9).
T T
Approximationsmafl Definition || - ||Yh(@h) = ||Yh(wh) + | - ||Yh(%)
Bemerkung:

— Abschétzung des Approximationsmafles v, (u) gewinnt man je nach der verwendeten
Norm in Y}, ,leicht“ aus der lokalen Approximation:
T vn(u) < ca(u)(hP + h?); moglichst: p =g !

— Solche Abschéitzungen (genauer die h-Potenz) héngen von der gewihlten
Differenzenapproximation und von der Glattheit der Losung u (Taylor !) ab.
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m  Beispiel:
Ausgangsaufgabe:
RWA —u"(x) = = —
U (l') f(-T)al'GQ (a,b) Lu=f } Ges. uEX:C’2(a,b)ﬂC[a,b]:
w(a) = g0, u®) = 95 =9 Au=binY = C(a,b) x IR2.
Q= op={zi=x0+ih:i=0,n},z0=a,h=(b—a)/n
Ges. v =y, : wy, — R": Diskrete Ersatzaufgabe:
— Uz (7) = p(2), 7 € Wy, L, = fa } Ges. uj, € Xp, = X (@p):
Vp = U(SL’()) = (q lhup = qn Ahuh = bh
v = 0(T0) = G inY, =Y,(o).
mit o(z) = fu(r) := f(2)
@ 9a l Homogenisieren
I der RB im Diskreten
— +2u; —vy = h*p1+ ga
—V1 —|—2U2 —g = h2%p2
—Up—2 +20U, 1 —@ = hon 1+ %
l
" !
0
0 \'2—1 0] v 1 T[hei4+g ]
1 9 _1 v; hﬁ g Tridiagonales GS
. _ Apuy, = by,
N ) Diskrete Ersatz-
—1 2 —1 Un—2 h>pn—s aufgabe
B 0 -1 2 | Un—1 | hQQPnfl + Gb
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Approximation:
Xp =Y, =C(wn) X C(m) = Cp, Qn=Rp= )

Y(u) = ||AnRpu — QrAully, = ||Lyu — Lul|cw,) + [Inw — lullc,) =
- Héafﬂ — Uz () — (—u" ()| + max{|gs — gal, |96 — 9o/} =
rew | |
0 0
1 1
= max " (2) — une(0)] < 5 s O = o et 1
T =:ca(u)

NR: lokale Approximation
Sei z = z; € wy, und u € C4z;_y, w;44], d.h., u € CYa, b

Taylor
1
Uz () = # [u(x; + h) — 2u(z;) + u(x; — h)] =
= [“(a:» R L e e

= (@) + 57 (W0 (&) + u(61)) b2

mit & € (i1, ], &t € [T, Topa]-

Stabilitéit: Cy-Cj,-Stabilitiit siche .

Approximation + Stabilitdt = diskrete Konvergenz:

|u — upllo@, < csca(u)h?.

n Man zeige C),-Cj,—Stabilitét fiir obiges Beipsiel und gebe cg an !
Hinweis: Benutzen Sie die Resultate von Punkt 5.1.4.

Man bestimme die lokale Approximationsordnung von u,, uz und .
fir die 1. Ableitung u'(z) !
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5.1.3 Approximation (u) + Stabilitit = Diskrete Konvergenz

lu g auf I’

m  Ausgangsaufgabe = RWA: Au=1b: ( Lu ) = ( / > in &

Diskrete Ersatzaufgabe = DS: Apuy, = by: < Lnun > - < I ) 1 n
| [hup, 9h auf

GS
Betrachten Fehler: zn = Rpu — uyp = (u)y, — uy,

= AhZh = Athu — Ahuh = Athu — QhA’LL = \Ifh(u)
——

=bp,=Qrb=QrAu

Resultat: Zp - AhZh = \I'h(u) = Athu — QhAu
Fehler-DS Approximationsfehler

m  Definition 5.3: Wiederholung Numerik I (Definition I1.1.6) [26]:

Das DS Ajuy, = by, heifit stabil (gleichméBig korrekt gestellt) im Raumpaar [ X}, V3],
wenn fiir h < hy gilt:

1. 3 A}ZI 1Y, = R(Ah) e Xh,
2. Ayt gl f, dh, (|4 [, o x,) < es = const. # c(h).

s Bemerkung 5.4:

L. |4, v, —x,) < ¢s < A-priori-Abschitzung:

|unl x, < cs||Anunlly, Vun € X,

||AI:1bh||Xh < CSthHYh VthYh.

2. Fiir stabile DS gilt der Stérungssatz 1.1.3 + Folgerungen (siehe Numerik I, Kapitel
1 und Kapitel 2 [26]).

m  Satz 5.5: = Satz I.1.1 + Folgerung iiber diskrete Konvergenz [26]

Vor.: 1. DS Ajpuy = by, sei stabil (i. S. der Definition 5.3).

2. DS Ajuy, = by, approximiere RWA Au = b auf Losung
w, und fiir das Approximationsmafl ~,(u) gelte die
Abschatzung

Y (w) = [[Wa(u)lly;, < calu)(h? + hT).

Bh.: Dann konvergiert die Skelettlosung, und es gilt die Abschétzung

|Rpu — upl|x, < esca(u)(h? + h7).
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Beweis: (siehe Satz [.1.1 aus Numerik I [26])
Aus
Zp = AEI‘I’h

folgt sofort

lznllx, < 1A lvsxal [ (w)]ly, <

< esea(u)(hP + h9).

q.e.d.

5.1.4 Monotone Differenzenschemata, M-Matrizen und das diskre-
te Maximumprinzip (Cj-C,—Stabilitét)

5.1.4.1 Monotone Differenzenschemata

m wp, C 2 — nichtnotwendig gleichméfBiges Gitter fiir * Gebiet Q C IR™
mit 9Q € C%L.

wp = wp Uy, mit 4, —  Menge der Randgitterpunkte (eigentlich der
Dirichletrandgitterpunkte !)
mit wy, # O und 7y, # 0. (7, = 0 muBl gesondert behandelt werden).

Sp(x) ={x,...} Caw, — Differenzenstern in z € wy,
Si(x) = Sp(z) \{r} — Gitterumgebung von x € wy,.

m  Definition 5.6: (Verbundenes Gitter @y, beziiglich Sj,(+)):

Das Gitter @y, heifit verbunden, wenn zu je 2 beliebigen Gitterpunkten x € w;, und
T € wy, eine Folge von Gitterpunkten {x(k) k=0 existiert, sodaf 2© =z 2 = 7 und
zHD) ¢ S () VE=0,1,...,n — 1.

Beispiel: m=1 m =2 m =2
T € wp T € wp
xr € wy /
*————@ —o
3-Pkt.—Differenzenstern { 5-Pkt.—Differenzenstern
im Inneren ‘im Inneren

>
>
AN
X

= verbundenes Gitter C

\
X
g%\ p

= verbundenes Gitter

kein verbundenes Gitter,
aber bei geniigend kleinem
h kann verbundenes
Gitter erzeugt werden
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m  Definition 5.7: (Monotones DS).

Der Differenzenoperator

(5.1) Lyon(z) = Lo(z) = A(z)v(z) =Y B(z,Hv(E), v €w

¢es) (x)=5"(x)
heifit monoton, falls
A(xz) > 0,B(z,£) >0 VEe S'(x) Vrew,=w,
D(x):=L-1=A(z) - > B(x,§) >0 Vzrew.

DS mit monotonem Differenzenoperator L; heiflen monoton.

5.1.4.2 Das diskrete Maximumprinzip fiir monotone Differenzenoperatoren

n Satz 5.8: (Diskretes Maximumprinzip):

Vor.: 1. wp, — verbundenes Gitter; L — monotoner Differenzenoperator.
2. v =wv(-) : w, — IR - nichtidentisch konstante Gitterfunktion.

Bh.: Dann gilt:
1. Lov(z) = f(r) <0 Vx € w, = v(-) hat in wy, kein positives Maximum,

2. Lv(r) > 0 Vo € wy, = v(-) hat in wy, kein negatives Minimum.

Beweis: (indirekt)

1. Sei v # const. in w, und Lv < 0 in wy,.
Annahme: 3 positives Maximum in wy, d.h.,
Az € wy : rré@xv(x) =v(Z) =M > 0.
TECWh
o. B. d. Allg. 3 (bei entsprechender Wahl von z) & € S,(Z)
v(T) < M,
da v # const. und @y, — verbundenes Gitter !

Schreiben Differenzengleichung im Punkt z auf:

0 > f(z)=Lv(@) =A@ — Y B &u(e) =

ges'(z)
= [A(@) - Y B@9]u(@) + B(z,£) [v(T) —v(&)] =
. €S (z) . [ ges@)TT
=D(z)>0 Zr monoton) M >0
> B(5,8) [o(z) - v(®)] > 0 /
>0 -0

2. Analog bzw. in 1. Ubergang von v zu (—v). q.e.d.
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m  Unter den Voraussetzungen des Satzes 5.8 und der Zusatzvoraussetzung v, #
@ kann man aus Satz 5.8 sofort die folgenden Aussagen schlieflen:

Folgerung 5.9: (Unmittelbare Folgerungen aus diskretem Maximumprinzip):

1. Lv(x) <0 Vre€uw, _

o(z) < 0 Va € }:>v(x)§0 Vo € .
2. Lv(x) >0 Vz€uw, _

o(z) > 0 Va € }:M)(x)ZO Vo € .
3. Die homogene Gleichung Lv(x) = 0 Va € wy hat bei homogenen RB

v(x) =0 Vx €5, nur die triviale Losung v(z) =0 Va € @p,.
4. Monotone { Lov(z)=f(z) Vo €w, } = {Av = b} besitzt

v(z) =g(x) Ve e e
genau eine Losung.
Beweis:

1. a) v=const. =c¢ [} v=c<0 wegen v, # 0.

b) Sei v # const. Annahme: 37 € wy, : v(z) >0 T € wy,

= 3 positives Maximum in w;, M' zu Satz 5.8. #
2. analog #
3. folgt sofort aus 1. und 2., tatséchlich
1. Lv < 01in wy, _
P = <0 Vze
Lv = 0in wy, }/‘ USOan’Yh} vie) < L :>v(x)—0
v=~0aufvy, | N\ 2 Lv>0inw, V€ wy
_ >
0> Oaufyh}i () >0 Vzew,

4. folgt sofort aus 3. q.e.d

5.1.4.3 Der Vergleichssatz

m  Satz 5.10: (Vergleichssatz):

Vor.:

1. @, - verbundenes Gitter, v, # 0,w;, # 0.

2. Lv(z):=A(z)v(z) — >, B(z,&)v(£) - monotoner
£e5'(z) Differenzenoperator.
3. v:wp— R': Lv(z) = f(x) Vo € wy
v:op R :Lo(r) = f(z) Ve ew,: f(x) >0 Vo€ wy
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Beweis:
f(x)>0 Voecuw,
0 YV € v
+ v(x) und b) w(z) = v(z) — v(x):

}#@(x)zo V€ wy,

e Folgerung 5.9.2: Lu(x)
()

~ IV I

e Betrachten a) u(z) := o(z
a) Lu(r) = Lo(x) + Lv(z) = f(z) + f(x) >0 Vr€w, | = u(x) >0
w(z) =v(x) +v(r) >0 Ve, T Vx €,
Folgerung 5.9.2

- \J
b) Lw(x) = Lo(z) — Lv(z) = f(z) — f(z) >0 Vz € wy }=> ;{u(x) >0
— T € Wy

_ - S = (@) <v(@) <o) & [u(z)] < ().
wiz) = (@) —v(z) 20 Vz € @y, Vz € @,

5.1.4.4 A-priori Abschitzungen in der diskreten C-Norm (C)-C,—Stabilitét)

n Satz 5.11:

Vor.:. 1. @, = wp Uy - verbundenes Gitter (wy, # 0,7, # 0).
2. L — monotoner Differenzenoperator.

3. viwpy = R : Lu(z) =0 VYo € wy.
Bh.: Dann nimmt die Gitterfunktion |v| ihr Maximum auf +, an:

(52) ol = max fo(@)] < [lv]og,)

Beweis: folgt sofort aus diskreten Maximumprinzip Satz 5.8 !
Tatséchlich,

e falls v = const. in @, = (5.2) trivialerweise erfiillt.

e Sei nun v # const. in w,. Dann gilt nach Satz 5.8:

Lv
¢ Lu(z) > 0 Yz € wy, = v hat kein negatives Minimum in wy,

~ Lv(z) <0 Vz € wy, = v hat kein positives Maximum in wy,
=0 = Bh.

126

q.e.d.

q.e.d.
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n Satz 5.12:

Vor.:. 1. @, = wp Uy - verbundenes Gitter (wy, # 0,7, # 0).
2. Lv(z) = A(z)v(z) — Z( )B(x,f)v(f)
EesS(x
sei streng monotoner Differenzenoperator, d.h., L ist monoton und
zusitzlich gilt:

D(x)=L1= A(x) — Z B(z,§) >0 Vz € wy.
ges'(z)

3. viwpy > R'Y: Lu(z) = f(z) Vo€ uwp,
v(z) = 0 Vi € yp.

Bh.: Dann gilt die A-priori-Abschitzung

(5.3) ol = llen < | 55|, < rtmanllec:

TEWR

Beweis: (benutzen Vergleichssatz 5.10)

e Betrachten DS: v(:) : wy, — IR': Lo(z) = f(x):=|f(z)] Vo € w,
i(z) = 0 Yz € Y.
Aus Vergleichssatz 5.10 folgt:

1. 9(x) >0 Vz € Qp,

2. u(x)] <ov(x) Ve,
e Dann gilt:

[Wllc@ < l[olloe,) = maxv(@) = o(z).
TECWh
T
dz € wy,

a =0 !
@) =A@ - T B@gNe 2
5. < o
> A@IE) - T BEONE) = D@t
o Resultat:
< JB @] @[]
bt <5 < 565 = ey < ey = 51,
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u Satz 5.13:

Vor.:. 1. @, = wp Uy - verbundenes Gitter (wy, # 0,7, # 0).

2. Lo(z):=A(x)— > B(x &)v(€) — monotoner Differenzenoperator.

£es' (z
3.v:djhv—>]R1:Lv() = f(z) Vx € w,
v(z) = glx) Vremp.

4. f(x)y=0 Vrxew,:={x€w,: D(x)=0}.
Bh.: Dann gilt die A-priori-Abschitzung
(55) ||U||C’(Qh) S max {rzrgl;i( |g(x)|, xég?\}éh {)((1;)) }

Lo(z) = | f(z)| in wy
() = |g(z)| auf y,
S
Beweis:
e Betrachten Vergleichsfunktion %(-) analog
zum Beweis von Satz 5.12.
ko _ \’I;/
W= U@pg: wpr = {®} - verbundenes Gitter v

k=1 -

e Satz 5.11: f} ||v( )HC' (@) = || ( )HC’ Op, k)"
Vk - 1, 2, . k[)
® T €W X T €Y
o T € wp\Wp
dz € wy, \ W,

_ _ _ Yoo

o = 10 leumyy < 100O)lewoz < 100 [e@nan = [0(2)] = 0(7)
\{_’/
=dp

e a) z€, } Bh #

b) z ¢y, dh., z €, \{&, U} 1 Bh.

(analog zu (5.4) im Beweis von

Satz 5.12).

q.e.d.
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n Man zeige fiir das DS (Fehlerschema)

{ Lz(z) = — (a(z)2z(2)), + d(z)z(x) = VU(x), VYo € w,
2(x) =0 Vzéey,={xy=a,z, =0}

Cp-Cp—Stabilitét, d.h., ||z||cw,) < cs||¥]/¢(w,), unter den Voraussetzun-
gen

(i) a(x) > @y = const. >0 V€ wy,

(ii) d(x) > qo= const. >0 V€ wy,

mit h = (b—a)/n,wy, = {x; = x9+ih : i =1,n — 1} und gebe cg an. Gilt
Cj-Cp,—Stabilitit auch dann, wenn anstelle von (ii) nur d(z) > 0 Vz €
Wh gllt ?

Man zeige, dal die Upwind-Diskretisierung

viwp={x;=1th:i=0,n;h=1/n} — R":

—Vzg,i + bi {

’00:0,1)1:]_

Uy, falls b; <0

vz, falls b; >0 }:O,z:l,n—l,

eine monotone Differenzenapproximation des Konvektions-Diffusions—

RWP
{ —u"(xz) + b(z)u'(x) =0 Vz € (0,1),
u(0) =0,u(l) =1

ist ! Wie wiirden Sie b;, i = 1,n — 1, wihlen ?

Bestimmen Sie die Approximationsordnung (Konsistenzordnung) fiir
die von Thnen gewihlten b; und fiir den trivialen Fall b(z) = b =
const. (3 ;=0 VYi=1,n-—1).
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Zeigen Sie, dafl die FE-Approximation der RWA

—u"(z) +bu'(z) =0 Ve (0,1),
u(0) = 0,u(l) =1,
b=pcw /\= const.

mit linearen Elementen auf gleichméfligem Gitter

h =

SI=

auf das Differenzenschema (v; = u® =~ u(x;))

h? 2h

—0i—1+2v; —viy1 + plitlVizi () s =1.1n — 1
5 - 9 - Y Y
Vg = O,Ul =1

fiithrt !
Unter welchen Bedingungen ist dieses Differenzenschema monoton ?

Bemerkung: p =b-h = poc w h/X nennt man diskrete Peclet-Zahl !

5.1.4.5 Monotone Differenzenschemata und M-Matrizen

m  Jedem 148t sich eindeutig ein zuordnen

\ 3
Lyup(z) = fulz),r €w —
(5.6) hu:(x) = gZ(x),x € 7: Ay, = by

Die Gestalt von Aj hingt von der Durchnumerierung ab. Regularitéit, Symmetrie, posi-
tive Definitheit, EW und andere analytische Eigenschaften natiirlich nicht !
Insbesondere fithren monotone Differenzenschemata auf sogenannte M-Matrizen. Damit
ibertragen sich die fiir monotone DS bekannten Eigenschaften auf GS mit M-Matrizen
und umgekehrt.

m  Definition 5.14: (M-Matrizen):
Eine Matrix A = [a;;]; ;7 heifit M-Matrix genau dann, wenn

1. a; >0 Vi= 1,N,
2. a; <0 Yi#£j di,jel={1,2... N},
3. A ist regulir und A™' > 0 (elementweise).

= Zeigen Sie, daf} ein monotones DS der Art (5.6) auf verbundenem Gitter
Wy, mit v, # 0 und wy, # O auf ein GS mit M-Matrix fiihrt !
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[ Definition 5.15:
Sei A = [aij]i jer={1,2,...n} eine Matrix der Dimension N x N.

1. Ein Index ¢ € I heifit mit einem Index j € I direkt verbunden, falls a;; # 0.

2. Ein Index ¢ € [ heiffit mit einem Index j € I verbunden, falls es eine Kette von
direkten Verbindungen von i nach j gibt (vergleiche Definition 5.6 , Verbundenes
Gitter®).

3. A heif}t irreduzibel, falls jeder Index ¢ € I mit jedem Index j € [ verbunden ist
(vergleiche Definition 5.6 ,,Verbundenes Gitter).

4. A heif}t irreduzibel diagonaldominant, falls A irreduzibel ist und

laii| > > |aij| Vi € I sowie
J#

|@igio| > D |aiy;| fiir mindestens einen Index ig € I.
J#io

5. A heifit wesentlich diagonaldominant, falls

|aii| > Z |aij| Vi € I und
J#i
|@igiol > D |as,;| fiir mindestens einen Index ig € [
J#i0

und jeder Index j € I mit einem solchen Index iy verbunden ist.

] Man zeige, daf8 eine Matrix A = [a;)i jer={1,..n}, die die Vorzeichenbe-
dingungen a;; > 0 Vi € I und a;; < 0 Vi # j, 4,7 € I erfiillt, sowie
irreduzibel diagonaldominant ist, eine M-Matrix ist !

Diese Aussage bleibt erhalten, falls die Matrix A nur wesentlich diagonal-
dominant ist.

[ U 5.8| Es sei A eine M-Matrix, und es gebe einen Vektor w € RN : Aw > e
(elementweise) mit e = (1,1,...,1)T.
Man zeige, dafl dann gilt:

A oo < [Jwlloo := max |w]
i=1,N

wobei ||[A7!]|o — Zeilensummennorm ist !
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5.1.5 Beispiel: FDM zur Loésung des Dirichlet-Problems fiir —Au
+ qu = f in Rechteckgebieten

5.1.5.1 Die Ausgangsaufgabe (RWA) und die diskrete Ersatzaufgabe (DS)

n Betrachten stationidres Warmeleitproblem im Rechteck

2 Box (fiir die Integralbilanz) m = 2
Q = (0,[1) X (0,[2)

= {x = (1,19 :

>

0 < zq <lg,
' 2 = Rechteck C IR?
L @ @ y'y N
¢ ¢ ® ® = Sekundérgitter
Primérgitter
L
hy Lo

Ausgangsaufgabe: \(z) = A\(x, z5) = Warmeleitzahl = const. = 1 (0. B. d. Allg.)

(5.7) Ges. u(z) = u(z1,22) 0 —Au(z) + q(z)u(z) = f(z),z € Q,

Au(r)
u(r) = g(x),z € I' =09,
wobei Au = Lju + Lyu mit L, = 0?/02%, a0 =1, 2.

m  Diskretisierung: ( § Primirgitter)

o = {x=(r1,29): To =iaha, ia =0,1,...,00; Noha =la; a=1,2},

wp = wp\ =19}, m={x},
IL’(Z) == (ilhl,ighg).
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Konstruktion des DS:

a) Konstante Wérmeleitzahl: [} Einfaches Ersetzen: % > Uz 2,
— (5.8) v(-) r@p = R —Av(z) +d(z)v(z) = o), € wp,
v(z) = g(@), © €m,

wobei A=Ay + Ay, Ayv =0z, a=1,2;
d(z) = q(x), ¢(z) = f(z), V€ w,
b) Verinderliche Wérmeleitzahl: § Integralbilanzmethode (siehe Punkt 5.2: FVM):

{ —div (A(z)Vu(z)) + q(x)u(z) = f(x), € Q,

u(z) = g(x), zeT.

[} (siehe Kapitel 1) < Vor., hy, hy — 0

[(=div (AVu) +qu)dz = [ fdz YO CQ
- O

=

—f)\%ds—i-fqudx:ffdx V= e €wy

aU-Eia‘ 2 £

L= (i sahaten + A ahaten i) = (<A i 1 Prvss + Ay iy i) +
(5.9) + divihihy = @ihihy Vi = (i1, 4) € wy,
vi = i Vi € Y,

)\ilﬂ:%,ig =A ((7/1 + %)hla i2h2) ’)\il,izﬂz% = )\(ilhl, (7/2 %)hg)

wobei A, ¢, f und g als stetig vorausgesetzt wurden.

n Leiten Sie mit Hilfe der Integralbilanzmethode ein DS fiir stiick-
weise Konstante A, g, f her, wenn die Interfacelinien durch das

Primérgitter erfafit werden !

(5.7)  (5.8)
m  Fehlerschema: Fehler z(x) = u(z) — v(z),z € wy:
(5.10)
—Az(z) +d(z)z(x) = —Au+ du — (—Av + dv) = p(x),x € wy,
N g 2 N
=:Lpz(x) p=f=—Au+t+qu T
Approximationsfehler

z2(z) = 0,2 € yp.
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5.1.5.2 Untersuchung der lokalen Approximationsordnung (Konsistenzfehler) mit-
tels Taylorreihentechnik

] Lemma 5.16:

du
ozl

Bh.: [i(x)] < “sstip)?
mit |h|?> = h2+h yhe <14/2.

Vor.:

(u) VeeQa=1,2

Beweis:
(z) = —Au+du — (—Au+qu) = Au—Au+(d— q)u =
——
=0, da d(z)=¢q(z),x€w
Tr € wp
2
— (12: |:8:c2 - mama] —
o |:3 u Il :EQ) o (m17h1,12)72u(m1,m2)+u($1+h1,m2)] _|_
- o3 h?
+ |: u(a:l,:m) o u(xl,m27h2)72u(11,12)+u(11,m2+h2):| _
or2 h3 o
TaX].OI' hz 34u(x1701h1,12) (‘94u($1+9_1h1,12)
o 24 ozt B ox; o
h2 |:34’u,(151,12702h2) + 34u(11,12+92h2):|
Y (91‘21 3:5‘21 :
T
= 01, 51; 02, 0_2 € [0, 1] q.e.d.
m  Bemerkung: c . (u) := max max 2 u(z)
- @0 »O0 =1 2 Z'EQ ail?a

5.1.5.3 Untersuchung der C),-C,—Stabilitdt mittels Maximumprinzip
Fall 1| Vor.: ¢(z) > gy = const. >0 Vz € Q.
e = d(z) =q(x) > g = const. >0 V€ w,.

e Bezeichnung: v(-): @, — R',
v = w(zy £ hy, 29), 0% = v(ay, 29 £ ho).

e Fehlerschema:

(5.10)
{_AZ +dz = y(v),x € ”h} _ e - e de = g(e),m € w
z(x) =0,z € 7y, z@)=0
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Lyz(z) =
2 ) 1 1 1 1
<h—% + h_% + d(iﬂ)) Z(l') - {h—%Zl_ + h_%ZH_ + h_%ZQ_ + h_%ZQ-'_} = 77[}(1‘)
Azx) z(x)— > B‘(rfﬂaf)z(f) = (z)
>0 £es; (x)
$u(2) >0
T € wp hy
he

e Nun gilt:

Lo A(r) =%+ 5 +d(@) > 0,B(z,§) = 77 >0 } DS (5.10) ist

2. Lyl = D(x) = d(z) > gy = const. >0 streng monoton !

= Voraussetzungen von Satz 5.12 sind erfiillt:

(5.11") 12llc@n < 15l o) < gl

= C),-C,—Stabilitét des Fehlerschemas (X, = C(@p), Y, = C(wp))-

Vor.: ¢(z) >0 VzeQ (z.B.q=0: Poisson-Gleichung).
e = d(z)=q(x) >0 Vz € w,.

e Nun gilt:

L. A(z) > 0,B(x,§) >0 DS (5.10) ist
2. Lyl =D(x) =d(z) >0 nur monoton !
= Satz 5.12 ist nicht anwendbar !!

e Ausweg:
— Gershgorinsche Majorantenfunktion z(z) = c¢(R? — r?),r? = x? + z2 mit noch frei
wéihlbaren Konstanten ¢, R = const. > 0.
— Anwendung des Vergleichssatzes 5.10 !
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e Zur Wahl von R und ¢:

136

L) B 4t d@)(R: — ) > [v(x)| Vi€ ws
2z) = oR?=1")], 20=z,,|=0 Vzeqy,
e
R2>12+12 2B R2=12+10
¢ = [[¢]lcq /4
NR: LZ(z) = —Zzw — Zzpws + d(z)c(R* —1r?)
2 _

—c(R? —1?) 3,2, — ¢(R
(24 2+ d(R* —r?))

L. Vergleichssatz 5.10:

72) 2oz, + d(x)c(R? — 1)

< 1 2 2
1< ol A0 0% <)y
- - Th: T € Wy,
e Resultat:
» = 1¥llc(w 2
(5-117) | l|2lle@,) = max |2(z)| < max 2(x) = max =E2 (R? = %) = £ [¢]| )
TEWY, TEW, TEWH
®  Lemma 5.17:
Vor.: ¢(x)>0 Vz € wp,
. 1. _
ziwp, = R Ly z(x) =¢(z), ©€uw, Fehler_DS.
z(z) =0, T € Y
Bh.: Dann gilt:
(5.11)  [|zlle@n) < esll¥llown),
it ee = min{1/qy, R?/4}, falls q(x) > qo = const. >0 Vz € wy,
ST\ R%/4, falls g(z) >0 V& € wy,
R =1 +15.
Beweis: folgt sofort aus (5.11%) und (5.117). q.e.d
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5.1.5.4 Diskrete Konvergenz in der C}, = C(@;,)-Norm als unmittelbare Folgerung
aus der Approximation und der Stabilitét

Satz 5.18:

Vor.. 1. ue€C4Q): 3964 <cam(u) VZeEQ a=1,2.
2. q(x) >0 Vze.

Bh.: Dann gilt die Diskretisierungsfehlerabschéitzung:

lu = vllo@,) = max|u(z) —v(z)] < es sl |,
(5.7) (5.8)
wobei |h|?> = h?+ h3, R> =12 +13,

e min{1/qy, R*/4}, falls ¢(z) > gy = const. >0 Vz € Q,
s R?/4, falls ¢(z) >0 Vz € Q.

Beweis: folgt sofort aus Lemma 5.16 und Lemma 5.17. q-e.d.

5.1.5.5 Einige Bemerkungen zu Eigenschaften und Auflésung des DS (8)
u Setzen o. B. d. Allg.: l; =1l =1, ny =ny =n,h=1/n = h; = h,,
g=0("d=0).

Betrachten DS (5.8): v(-) : @, — R': —Av(z) = p(x), Vo € wp,
v(z) = g(x), Vo € .

X2
1
X in den Randpunkten ist v(x) = g(z) bekannt !
e in den (n — 1)? inneren Punkten ist v(z),z € wy
gesucht !
e DS (6) wird nur in den inneren Gitterpunkten
x € wy, aufgeschrieben
Y
0 | GS der Dimension N = (n — 1)? zur Bestim-
0 1 mung der (n — 1)? unbekannten Werten der
h=1/n Gitterfunktion u(z),z € wp.

@ = (iyh,ish),iy,is = 0,0

|, (¢ Einbau der wesentlichen RB = Korrektur der rechten Seite !
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Beispiel:

VPl = + #901 + h—lzgw

V10 = 10

m  Aussehen der Systemmatrix des GS héingt von der Art und Weise der Anordnung
der Werte der Gitterfunktion v(z), z € wy, in einem Vektor v = v, ab:

= Durchnumerierungsproblematik:

4

a) horizontale Anordnung: ol
_ T —1)2
V(T), 7 € Wh 4> U =[V11, oy U1, U195+« +» U125+« +» Un_1 1]’ € IR

b) vertikale Durchnumerierung: i

[ ]
c¢) diagonale Durchnumerieurng: /f (mms: Matrixgestalt !) usw.

m  Bei horizontaler Durchnumerierung erhalten wir:

:117‘1171 7171 11 via 11 é11
0 O v21 P21
o 0
1 . :
-1 4 -1 Un—1,1 Pn—1,1
1 4—1 —1 v1,2 £1,2
—1 O P22
—1
-1 -1 4 -1 Vn_1,2 Pn—1.2
—1
—1 - —
—1 1-1 Vi,n—1 Pln-1
0 0 0 h
—1 B
—1 —1 4 1L -1mn-1 L Pn-1n-1 J
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m  (Unabhingig von der Durchnumerierung) gelten folgende Eigenschaften:

1. GS ist groBdimensioniert: Dim (GS) = N = (n — 1)2 = O(h™?)

2. K ist schwach besetzt: NNE pro Zeile <5 = 0(1)
NNE (K) = O(h™2)

3. Halbe BW (K) =h~! = O(h~') (BW ist durchnumerierungsabhiingig !)
O(h™') ist aber durch Umnumerierung nicht verbesserbar !

4. K = KT p.d. (spd).
5. EWP: Kf = )\g

. _ 4 2 kimh: 4+ 2 komwho
EW: A, (K) = g7 Sin” S5+ g sin” SR

(3 8) < ) < (3 + )

EV:E—FunktiOIl' £k1k2 - [(pklkz (Zlhl, Z.QhQ)]il:l,nl—1,i2:1,n2—1

y y — 2 s kimiy 2., kamis
¢k1k2(21h1,22h2)—msm ho S o

ko=T,na—1, a=1,2.

6. k(K) =32=ld — O(h?)

(vergleiche auch Punkt 4.3 | Figenschaften der FE-Gleichungssysteme®)
n U 5.10| Man zeige, daB gilt:
KFEM — p2 fcFDM

wobei Q = (0,1)2,¢q =0,hy = hy = h = 1/n:

FEM FDM

FEM FDM
Kh Kh

m  Auflésung von Kv = ¢: (siche Kapitel 6 und Praktikum)

1. Direkte Verfahren: [13], [20].
2. Iterative Verfahren: [2], [5], [13], [17], [20].
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5.2 Die Finite Volumen Methode (FVM)

m  FVM = Finite Volumen Methode
= Integralbilanzmethode = Box-Methode.

s Lehrbiicher: [13], [15], [18].

5.2.1 Die Integralbilanzformulierung von elliptischen RWA 2. Ord-
nung

m  Sei O C IR? (bzw. IR™) — * Gebiet: 902 € C%' N PC* (mit gewissem k > 2).
Betrachten elliptische RWA 2. Ordnung (sieche Kapitel 1 — 3):

(5.12) Lu(z) := —div(a(z)Vu(z)) + b7 (2)Vu(z) + c(z)u(z) = f(z), v € Q,

J{ Konvektionsterm
- a(x) = [ Zugg ngg } =a"(z) gleichmiBig p.d.
", 21 2 (Elliptizitdtsbedingung !)
T, Spezialfall:
T, B 10 Tol
o) =alo) [ o 1 0@ =] | =0 et 20
u(z) . gi(z), T €Ty 1o
lu(z) == { 2% := (a(z)Vu(z),n(z)) ¢ =g(x):=1Q g¢(z), z €, }FN
% + r(z)u(z) g3(z), T €T3

m  Sei #(z) € L(z) := {#H(z) : H C Q — offenes, einfachzusammenhéngendes,
sternférmiges Gebiet, x € H,dH € C™' N PC? (stiickweise glatt)} zulissige
Box im Punkt 2 € © und integrieren PDgl. Lu = f iiber die Box H(x):

(5.13) / Lu(y)dy = [ f(y)dy < /Lu - Xyy(ay dy = /f(y)me)(y) dy
Testfunktion = charakteristische Funktion
der Box H(z), d.h.,

1, y€H(),
0, sonst.

X2 (y) = {

Partielle Integration im Hauptteil ergibt

—

- [ v )V dr=— [ (@) Tul). i) ds

H(x) OH(z) =:0u/ON
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Unter Beachtung der natiirlichen RB auf 0H y(x) := 0H(x) Ny, d.h.,

ou d ou N
A7 |0Ha:=0HNr, = g2 und == = —ku-Tgs
aN ’ ’ aN OHz:=0HNI'3

erhalten wir die Integralbilanzformulierung:

(5.14)

Kann abgeschwicht werden,
siehe Bemerkung 5.19 !

!
Gesucht u € V, :={v € V=W}(Q) : v = gy auf 1} N WZ(Q):

— [ (aVu,n)ds+ [(b,Vu)dy+ [cudy+ [ rkuds=
H H

OH\OH N 0H3
= [fdy+ [ gds
H My

V zulédssige Boxen H = H(z) € L(z) V (fix) v € QU y.

Bemerkung 5.19:

1. u € V,NW,**(Q) garantiert integrierbare Spur von 2% auf OH
(2e € Li (M) 1), falls A > L und a(-) sowie 9H ,hinreichend” glatt sind

(Sobolev’sche Einbettungssitze auf Mannigfaltigkeiten, siehe Numerik T [26],

Kapitel 3 )
3. Physikalische Bedeutung von (14):

141

Bilanzgleichung (5.14) driickt das Gleichgewicht (Balance) zwischen den folgenden

Grofien aus:

Gesamtflul durch OH \ O0Hy + Eintrag in ‘H durch Konvektion + Gegen-
reaktion durch die 16sungabhéngigen Quellen cu und xu (Reaktionsterme)
= Gesamtquellintensitit, hervorgerufen durch Flichenquellen in H mit
der Dichte f und Linienquellen auf H  (falls # ()) mit der Dichte g.

Vergleiche Kapitel 1: Herleitung der PDgl. iiber Bilanzierung !
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3. Im Punkt 5.2.3 nutzen wir die Bilanzgleichung (5.14) in diskreten Punkten z €

w = wUnv U~v; (= Primirgitter) und dazu speziell konstruierten Boxen #(z)
(= Sekundérgitter) zur Konstruktion von DS auf beliebigen Dreiecks-, Vierecks-
bzw. kombinierten Netzen.

4. Verallgemeinerung auf 3D liegt auf der Hand !

5.2.2 Priméir- und Sekundéirgitter

m  Das polygonalberandete * Gebiet 2 C IR? sei regulir triangularisiert
(— siehe Kapitel 4):

= Yhe®: Q= Umé_r z =5, (6) € Py ‘ N Einheitsdreieck‘
r € IRy,
Kapitel 4: Defintion 4.3 (regulir)
T={0,:7 € Ry} 20, *e=¢5 (2) (5.15) ¢, h? < |Js,| < &1h?

(5.16) || Js, || < c2h

= Primérgitter

_ ; (517) 1751l < esh™!

= analog zur z =15, (€) € Q) v
FEM-Vernetzung ‘ [] Einheitsviereck‘

Beispiel:

w=w= {o} Uyy = {o}

rew = {otUnw={e}=w Zz0:icw, = W, Uyyn
zey = n={x} =z iy = Y
w = wUy wp = wpU
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. Bemerkung 5.20:

Bei krummlinigen Randteilen } polygonale Approximation:

o N Vaval

nichtlineare

QO = UET,T:{STZTEB;L}BST Abw)ng IlEA
relRy
WTh—0
Q, = UST,T:{&:TEIR;L}B&PI_MU% &EA
relRy
Referenzdreieck

(5.18)

Die dadurch entstehende Zerlegung
= {H(z) : x € ©} = Menge aller Boxen

von €2 in Boxen (= Kontrollvolumen = Finites Volumen) heifit Sekundérvernet—
zung (bzw. Sekundirgitter).

n Zur Konstruktion der Sekundirvernetzung zu einer primiren Dreiecks-
(Vierecks-) Vernetzung gibt es verschiedene Moglichkeiten:

1) Beliebige Sekundérvernetzung, z.B. der Art:
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2) Polygonal berandete Boxen:
2a) Seitenmittelpunkt ®— allgemein Punkt P, € 6, bzw. € 6,

0=0,€T

2b) Seitenmittelpunkt e—e Schwerpunktmethode: P, = Schwerpunkt von 4,:

Methode MD (Medians):

Pr:%(v1+vg—|—vg),a1:a2:a3:%|5r|

U3

mq

m
U1 3

(— Siehe Modellbeispiel !)
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2c¢) Mittelsenkrechtenmethode: P, = Schnittpunkt der Mittelsenkrechten:
Methode PB (Perpendicular Bisectors) = Voroni-Netz:

U3
meo m
4 Vo
U1 ms
Vorsichtig P, ¢ 6, moglich ! e Rechteck: T T
z.B. i l

o gl. Trapez:

e kein allgemeines Viereck zuléssig !

VY Innenwinkel ©.
1O > 5 fiir einen Innenwinkel

Q PT‘¢5R'

Vor: fiir P, € 5 : 0 < /2 v
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5.2.3 Konstruktion von Differenzenschemata mittels FVM
5.2.3.1 Direkte Approximation der Bilanzgleichungen

n Betrachten regulidre Dreiecksvernetzung des polygonal-berandeten Gebietes
QC IR? *

Q= Ub, 7 :={6:r€R,},h€eO:

r € IRy

36, <m/2( NP €d,) (baw. <Z QP €6,) VreR, VYheo.

Sekundérgitter sei der Einfachheit halber mittels PB-Methode (Voroni-Netz) konstru-
iert (siche Punkt 5.2.2):

Q= U’}-_l(:c), = {H(zx) :x € w}.

rew

n Betrachten System der Bilanzgleichungen (5.14)y,) Vo € w = @ U vy und appro-
Ximieren:
i ... ds mit Quadraturformeln,
OH\OH N h
f oo dy mit Kubaturformeln, - Wz, 5)\
H
ou mit Differenzen J
on
*— ’H(x).
u(§) — u(x)
fiir den Fall stetiger Daten, d.h., h(z,¢)
10 =
(5.19) a(x) = a(z) 01 l° a(-) € C(Q),
b(-) =0 (keine Konvektion; siehe auch Bemerkung 5.22),
C( )7 f() € C(Q)a
k(-) € C(T3),94(-) € C(Ty), «=1,2,3:
a) ¢ € w

PB-Methode

H(x) ‘“" H(z) = meas H(x) = O(h?)
A,
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H,=H m O,
r€Bx):={reRy: xEé}
f/( )—{«’L’,f,...}_{. ..... }/\S/ U{ZL’}
- Differenzenster - Umgebung des Differenzensystems

Bilanzgleichung im Punkt z € w fiir Box #(z):

- / (aVu,n) ds +
——

oH(z) =q2u
on

D e B @) ®

siehe Bemerkung 5.22

und approximieren die Terme @ - @ direkt:

o u(§) — u(x)
@ / % ds = Z / % s ~ a(:rg)ms(xg)

£es!(z £es'(z)

a(ze) = a(we)

fir a € C(Q2) !

i (o f)=ap o, s(ae)=IC(@.6)]

& 2/
oo
PT::;;
\ h(z,£)
@ {) cudy =~ e(x)u(r)H(x) mité(z)=c(x), daceC(Q)
H(x

(3) 7Ll(f)fdy ~ f(z)H () mit f(z) = f(z), da feC(Q)

Resultat: u +— v (Gitterfunktion), L — L, (Differenzenoperator):

Lyv(z) = =7 3 alze) *§552 s(we) + ea)v(z) = f(2) =
£es'(z) SN——
(5.20), =0 ()
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Bemerkung 5.21: zu stiickweise stetigen Daten,

d.h., a,c, f € PO(S) und Interface-Linien werden durch die Primérver-
netzung erfat 4 a,c, f € C(0,) Vr e R, VYhe€ ©:

a(ze) = [a(¢ )s(Te ) +a(@{)s(3)] /s(xe)

reB(z)y,

(3) /fdy: > /fdy%...
H(x)

Es sind verschiedene Approximationstechniken moglich, z.B. auch elementweises
Vorgehen wie bei der FEM (vergleiche auch Punkt 5.2.3.1) !

U 5.11] Man zeige, daB in (5.20); der Differenzenoperator L, monoton
ist ! Falls ¢(z) > ¢ = const. > 0 Vx € Q, dann ist L; sogar

streng monoton !

Bemerkung 5.22: Zur Approximation des Konvektionsterms.

Der Konvektionsterm [ (b, Vu) dy kann so approximiert werden (Upwind-Appro-
ximation), da8 die Monotonie von L erhalten bleibt (vergleiche auch fiir
den 1D-Fall !).
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Von B. Heinrich [18] stammt folgender Vorschlag:
Ausgangspunkt sind folgende Beziehungen: z € w = w U vy

/(b,Vu)dy: /(b,ﬁ)uds— /divb-udy

H(z) OH(x) H(x)

= [ GR W) ~u@)ds,+ [ div) (@) - ulw) dy

0¥ () @) )
—:I(x) —tpo(a)

u(z) =0

{/ div b(y) dy — / (b,n)ds
H(x) OH (x)

b) T € yv = 72 U 7s:

z.B.
GHN = 8%3 = 87‘[3(117)

h(z) = 3[h(z, &) + h(z, &)
S

Lep

(4) / kuds ~ r(z)u(z) B (h(z, &) + h(z, SF))]

87‘[]\](27) ~ ;Lr( ) -
=:n(x

mit k(z) = k(x) falls k € C(T'3),
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@ / gds =~ g(z)h(x) mit g(z) = g(x) falls g € C(T'3).

BHN (J})

Resultat: u +— v,l — [,

500y |~ > Al GEgs(e) + g e@)u(a) +R(@)e(r) = T (@) +a()
(5.20), (@), & @) (@) (2)
¢es'(a) —/_/’\ kann weg- N
N O(h) gelassen werden N O(h) ,
i Y () () + R(x)u(x) = g(z)
£es(x) ~
~ ~ < =:gn ()
=:pv(z)

Bemerkung 5.23: zu stiickweise stetigen x und g¢:
7.B.

&
Ty
\>
x & h(z) =1z, &) + h(z, &)
/.
i
3y

R(@) = gy {h(e, &0 )rlan) + hiw, §Hr(ad) } + Hae(x)

m  Aus (5.20); und (5.20); folgt DS Ap(z)up(x) = by(x), z € Wp:

Gesucht up () =v(-) :w — R :

Lyun(z) = fulz),z €w b Lyun(e) = falr),w € wn
lhup(x) = gp(x),x N
(5.20) uhgxg _ 51(($)),$ :; Yun(z) = gn(x), 2 € yhi=m

I
g1(z)

U 5.12| Falls a(x) 0 Vzew,
c

>
() > 0 Verew (bzw. >0inw) und

> 0 Vreyy (bzw. >0 auf yy = 73);
dann ist das DS (5.20) monoton (bzw. streng monoton).
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5.2.3.2 Konstruktion mittels Galerkin-Petrov Variationstechnik

[ Betrachten der Einfachheit halber Dirichlet-Problem in polygonal berande-

tem Gebiet Q C IR? *:

(5.21)kr —div (a(z)Vu(z)) + c(z)u(z) = f(z), YreQ
u(z) =0 Veel, =T=0Q

unter den Voraussetzungen

a(-) € (P)C(Q): 0< iy <afz)<f V(fi)zeQ,
(5.22) c(-) e (P)C(Q): 0<c(zx)<c¢c vV (f. i) z€Q,
f S LQ(Q)a
['=00eC® NPCH mit k> 2.
m  Variationsformulierung:
(5.21)vF Gesucht u € Vj = Wl(Q) a(u,v) =< F,o> Yv eV

mit  a(u,v) =

({(a )V uVv + c(z)u(z)v(z)) dz,
<Fov> = [ f(z)u

Aus (5.22) G a(-,-) Vo-elliptisch und Vp- ¥ 3 = Fu e Vy: (5.21)vr
FevVy=w;'(©)
m  Vernetzung:

a) Primérvernetzung: regulire Dreiecksvernetzung:

TA:{ér:TGBh},Q: Ugr.

r € IRy

b) Sekundérvernetzung: zum Dreiecksnetz gehérende polygonal berandete Bo-

xen vom Typ 2) (siehe Punkt 5.2.2):
Tu = {H(z) : x € @},

H(z) = meas H(z) = O(h?),

Q= UH(z) = UH(0).

T € Wy 1 € Wy,
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= FEM: TA—>Vh—P1(TA)DVgh—PO(TA)—span{p ti€wy} C Vo= WQ(Q)

O H A T +
"Abb. lineare vplr =0
Dreiecks-
elemente

(5.21)ppm | Gesucht ug, = uy, € Vop, & alup,vp) = < Fyop > Yo, € Vg,

[mzzwww>

€W,
v=uv, =p® ke w,

(5.21)ppym | Gesucht u;, = w, = [uV)je,, € RN : Kpu, = f

mit Ky = [a(p@,p®)y e, = KF pd.,
[, =< F,p® >ey, € RN

L

n Galerkin-Petrov-Zugang zur Box-Methode:

Definieren die Testraume

T = P°(Twn) = {17 =7, = Zv(i)x(i)(x)} C Ly(Q) ¢ WHQ) =V!

€W

!

charakteristische Funktion der Box H(z) :

; 1, z€HE@zD)uoH (@
XD () = Xaaon () ;:{ oo (=) (=)

Ton = PTn) = {17 = Z v(i)x(i)(:r)} =span {27 :i € w,} C Ly(Q) ¢ Vf/zl(Q) !

€W,

<_

o(x) =0 Vrel!

m  Idee:
(1) / PDgl. -5dx Vo € Ty,
“ !
Z / (—div(aVu) + cu) /fv dz, Vv € Toy.
(FeamM)
@ Partielle Integration im Hauptteil (vergleiche auch (5.14))

—Z/

T€h 24 (2()) T€Whay )

@ Sucheu:uhe%h:@!

cuvdx—/fvdx Yo € Ty,

::(fa27>0
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] Zwel Galerkin-Petrov-Schemata:

(5.21)Box Gesucht up = Y up@(z) € Vo, = Pt (ra) C Vi

€W,

a(up,v) = (f,0)0 Yo € To, ¢V

mit a(-,-) : Vo X Top, — IRY, wobei
a) ,Echtes* Galerkin-Petrov-Schema:
0
c‘z(uB,@):—Z / a(z) aunBUdS—i-(C’liLB,U)
T€h g3 (2 )
b) Lumping Galerkin-Petrov-Schema:
Oug |
a(up,?) = — Z / a(r) aun vds + (cup, D)o
T€h gy (i)

wobei

VthUB—ZU HUB—ZU GTOh

€Wy, T i€wy,

Isomo‘rphiS}r

u= [u(i)]iEwh € RNn

m  Ableitung des GS:

(5'21)]13% Gesucht up € Vop:  a(up,v) = (f,0)0 Vo € Ty,
) b) Lumping Galerkin-Petrov-Schema

wp = Y uOpah__

1€EWp, U = [u(i)]’iGth € BNh

up = Zu(i>X(i>($7/

€W,

i = P k=uw

=Y [ a@)®E B (@) ds + [ e(x)ap(a)x P (x) dr = [ fx® da

J€DH () 0 0
- f a(x)auB( Dds+ [ cl@)ip(z)de= [ f(z)dx
OH(z(F)) H(z*)) H(z*))
( )

Zu(i)< — / a(x)ap;;("%) dr + / c(z)x? dx = / f(z)dx

OH(z(F)) H(zk)) H(x*))

[ c@)dz 6« Lumping
#(z(F))
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| Resultat:

(5.21) pox | Gesucht up = [u]ico, € RN : Kpug = f,

b)
S uld{ — / a(:}:)ap;)ﬁ(x) ds+/c(:1:)dx6ki = /f(x)d:r

1EWp
OH(z(F)) H(z*)) H(z*))
m  Bemerkung 5.24:
1. (5:21) pox Ges. ug € R™ : > u@a(p®, x®) = (f,x*®)y Yk € wy.
a) PEW

Leiten Sie die explizite Form ab !
2. Kp =K% p.d. (mms).

3. Die auftretenden Linien- und Fléchenintegrale miissen im allgemeinen nu-
merisch berechnet werden:

[ ...ds: Quadraturformel,
OH (x(k))

[ ...dz: Kubaturformel,
H(z®)

(siehe auch Punkt 5.2.3.1!).
4. Fehlerabschéitzung in der Energienorm
I[P = al, ) = |- [F = |IF in Vo
unter der Voraussetzung

1

u € Vb N S&(TA) = v E Vb = WQI(Q) : <Z thAU“g’ér) S C mf |U — /Uh|1’Q

VR EVL
el hE€Von

mit ¢ = const. # c(h):

(5.23) llu—usll <€ _inf  {[lJu—ol]|+[u—2lloa} < chllull20
Tond0+>vEVp,
T
Approximationssatz

Vor.: u € W2() (Kapitel 4)

Da FE-Lo6sung

i
5.24 — < inf —
(5.24) llw —url]] < inf [lu —vll]

gilt offenbar:

(5.25) lu = wrlll < lllw = usll] < e{lllu - wrll] + [lu—

0.0}
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5. Fiir den Sperzialfall ,,Poisson-Gleichung“ (a = 1, ¢ = 0) gilt:
(a) =Y [ Zods= [V'uVuvdz,
)

]ewhaH(x(]» 71\
Vu € Vo, = Pa(1a), Vv € Vo = Pa(ta), v <> v € Top, = P (tr),
d.h., a(u,v) = a(u,v) Yu € Vo, Vv € Vop,v > 0 € Top,.
(b) ¥ Kp = Kp,aberia. f #f !

FVM FEM
(¢) Fehlerabschitzung: uw € VoSS (Il - [l =i =1 - 1)
(5.26) llu —upll| < ¢ inf [[lu—wv].
vR EVon,

Aus (5.25) und (5.26) folgt

(5.27) e = wrlll < [Ju = upll| < cflfu = ull].

Falls u € W#(Q) folgt aus (5.26), ||| - || ~ | - |; und dem Approximationssatz
4.5 sofort

(528) |U - UB|1’Q S Ea1,2h|u|2,g

m Literatur:

[4] Bank R. E., Rose D. J.: Some error estimates for the box method.
SIAM Journal Numer. Anal., 1987, v. 24, No. 4, 777 — 787.

[16] Hackbusch W.: On first (a) and second (b) order box schemes, Computing,
1989, v. 41, 277 — 296:

(a) [Jur, = upll = 0(h),
(b) [lur, —upll = 0(h?).
. Bemerkung 5.25:

In [30] Liebau F.: Analyse einer Finite-Volumen-Elemente-Methode mit
quadratischen Ansatzfunktionen, Dissertation, Kiel, 1992.

wird eine Box-Methode hoherer Ordnung vorgeschlagen:

— quadratische Ansiitze — Vi, = span {p : i € wy}:

Resultat:

lu—upllia < ch?|lullsq

x € wy = {e}
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H(z):

1. Dreiecksviertelung W

156

2. MD-Methode bzw. PB-Methode fiir Hilfsdreiecke

5.2.4 Bemerkungen zur Untersuchung der diskreten Konvergenz

m  Fiir das DV (5.20)pp (dhnliches gilt fiir (5.20)ump, (5-21)Box, - - -)

v=uy i op — R Lyv(z)
lho(x)
v(x)

fn(z),x € c(:),
gn(2),x € YN = o3,
qi(7), T €

konnen in diskreten Normen folgende Fehlerabschitzungen als Folge von Stabilitéit

und Approximation (u) gezeigt werden:

@Diskrete Konvergenz in der W, (wp,)-Norm:

Fehler (
z
~
5.29 — o <
629 TR, < e
(14) (20)
exakte Losung  Losung
der RWA des DS \
wobei
N IE

rEw

J

-~
2
=z

| |W21(w>

mit Wy (w):={v:w— R':v], =0, |-

h, fir (i) u € W2(Q2), @ - beliebig re-
gulire Vernetzung,
hs, fiir (i) uw € W3(Q), @ - lokal ungleich-

méBiges Gitter,
h?, fiir (iii) u € W3(Q), w - gleichmiiBliges
Gitter (T = T),

TEYN

o = 2@ H @)+ X 2@ HE) + 3 2(@)h(),

o und
W3 (w) !
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mit 2> (z¢) := 7“2)(;'2()“”)

H'(z¢) = s(xe)h(z,§)
(mit offensichtlicher Modifikation
am -yy-Rand)

o gleichmifliges Gitter: %

e lokal ungleichméfiges Gitter: bedeutet, dafy die GleichméfBigkeit nur am Rand
[ bzw. an Interface-Linien gestort ist, d.h., bei O(h™!) Dreiecken [21].

Beweistechnik:
Betrachten o. B. d. Allg. das reine Dirichlet-Problem v, = (vx = 0).
Das Fehlerschema hat dann die Form

(5.30) 2w — R': Lyz(z) = (z) Veew=uw,
z(z) = 0 Vo € v =m.
Zu zeigen ist:
Vf@l (c'u?—‘l./Vgl(w)— n Approximation | _, diskrete Konvergenz
Stabilitét [ (u) ;1) im W (w)
a)  (5.31) b)  (5.33) (5.29)

a) W (w)-W, ' (w)-Stabilitit:
e Definieren diskretes Ls(w)—Skalarprodukt

(v,2) = (v, 2) Ly(w) = Zv(w)z(w)H(w)

rEw

e Multiplizieren (5.30) skalar mit z und schétzen nach oben und unten ab:

e (¥, 2)]
z||% < (Lpz,2z) = (¢, 2) < [sup 2] o
Pllly, € s 2) = 02) S |owp et el
T %,2—/
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e Resultat:

(5:31) lellgy ., < esllvlhvgy mit es ="

e Dabei wurde die W} (w)-Elliptizitit benutzt:

(L) =Y ( 3 a(xaws(xg)z(x)) "

£es’(x)

TEW
‘ TEW
1 o

Te N—_— —— TEW

> 2
> falll,

158

mit
. min{a, ¢ }, falls é(z) > & =const. >0 Vr €w, YheO,
o= { a1(1+ %)™, falls &(z) >0 Ve ew, VheO,
wobei
a; =const. >0: a(zg) > a; =const. >0 Vr,{cw, Yhe©O

¢rp = const. >0 :
(mms):
12| Lo(w) < éFlzlv%%(w) Vz € Wi(w) VheO.

Konstante aus diskreter Friedrichs-Ungleichung
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Man zeige analog zu (5.32) die Beziechung
_ oy 26 = 2() v(§) —u(x)
(Lhza ’U) — % a(‘rf)\ h(ﬂ?, 5) N h(!L‘,f) )

2227;(136) ::v?(acg)

+ 2 @) 2(z) v(z) H(x),

TEW

HI(I§)+

aus der zusammen mit (5.32) folgt, daBl L, (und damit die
zu (5.30) gehorende Matrix Aj) symmetrisch und positiv de-
finit ist !

b) Approximationsabschétzung durch Abbildung auf Referenzgebiet, dort Anwen-
dung des Lemmas von Bramble & Hilbert und Riickabbildung [26]: Unter den
Vor. (i) u € WZ(Q) und @ - beliebig regulires Gitter sowie zusitzlichen Glatt-
heitsvoraussetzungen an die Daten {a,c, f} erhélt man [18]:

(5.3 )] < cluhlel g

Tatséchlich, aus der Approximationsfehleraufsplittung

W(x) = Lpu— Lyp L)

= Lyu— [—ﬁaf a(:r)g—%dstH%x) [ cudy

o H(z) H(w) Ha)
) >
—f(z)
- {_H%"L’) ge%:(x)a(xg) (h)(x §§I)S(x§) - [_Hzx) 8H{I)a(x)§_%d81}
+{dmmw—H@ IMMD@}+{H@Eff@—fw%
H(z) H(x)
= Yu(r) + Yeu(r) + Uy (2)
(1, 2)] < |(¥m,2)| + Weu 2)] < ..
1) 2)
Partielle
Summation

Schitzen beispielsweise

D |, 2)] < ...
der Einfachheit halber unter der Vor. a =a =1 ab:

Wm,2) = > ¥n(z) 2(x) H(z) =

rEw

zEw | £eS'(x) h(xa 5

=3 > —Ms(x§)+ / %ds z(z)
¢(z,8)
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‘ s(ze) = |¢(x, 8)]
s(ze) | € AT 5 I

, C(ze)

| o w) @) | ) — )
=2 | 5w [ i o e B vor e LGS LIS
J Slae) - , H'(z¢)
K(¢)
= ;ﬁ(%) 22 (we) H' (¢)

Te

(., 2)| < \/z k2 (w¢) H'(ve) ¢Z 22 (we) H' ()

IN

k2(xe) H' (xe) ||2]] o
SR 19 [,

Bramble-Hilbert—-Lemma (siehe [18])
e

< chllulza il
2

Analog werden andere Terme abgeschétzt [18].

@Diskrete Konvergenz in der C(w)—Norm (in 2D):

h  fiir (i)
(5.34) |]|u = v|lcw) < c(u)|In hlz{ hs o fiir (i) (siehe (5.29))
B2 fiir (i)

Beweistechnik:

Abschitzung (5.34) folgt sofort aus der W, (w)-Abschétzung (5.29) und der soge-
nannten ,schwachen®* W3 (w)-Einbettung in C'(w):

(5.35) 2l i= max ()| < el n Al 2]y
V Gitterfunktion 2z : @ — R' mit 2(z) =0 Vz € y=1,.
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Die Ungleichung (5.35) folgt aus einer entsprechenden Ungleichung fiir FE-Funkti-
onen. Es gilt ndmlich

(5.36) |Znllc@) < ¢fIn h|%||3h||wzl(n)
YV Z, € Vo FE-Raum der stiickweise
) linearen Funktionen auf
2, € RN der Primérdreiecksvernetzung
) mit Z,(x) =0 VreTl,

Z() T Wp — Rl
(siehe [18] und vergleiche Punkt 4.4.5)
Wegen (mms)
IZalle@ = max|z(x)] und

dlzllwiwy < zZnllwi) < ellzllwgw)

folgt tatsichlich sofort (5.35) aus (5.36).

5.2.5 Schlu3bemerkungen

m  Vorteile des modernen DV (Punkt 5.2) gegeniiber dem klassischen DV
(Punkt 5.1):

Flexibilitéit des Netzes: Dreiecksnetze, Vierecksnetze, . ...

Leichte Behandlung sowohl von wesentlichen als auch natiirlichen Randbedingun-
gen.

Symmetrieerhaltung (auch bei natiirlichen Randbedingungen) und p.d.:
a(-,-) symmetrisch und Vy-elliptisch = Kppy = Kiipy p-d.
Konservativitét.

M-Matrizeneigenschaft von Kppy (bzw.  Monotonitéit des Differenzenschemas)
kann auch fiir Konvektionsprobleme (b # 0) durch geschickte Upwind-Approxima-
tion erhalten werden (3 Maximumprinzip; C},-Cj,—Stabilitéit; siehe Punkt 5.1.4).

Standarde Stabilitdtsresultate:

a) a(-,-) Vp-elliptisch und Vp-beschrinkt Vf/; (wn)-Wy  (wp)-Stabilitit
b) Wi (w) ,,—=“C(w) § C(wy)-W; ', Stabilitit“
Approximationsuntersuchung:

Taylorreihentechnik — Bramble-Hilbert-Lemma, !

Fehlerabschétzung in diskreten Normen fiir Losungen aus Sobolev-Rédumen:
u € W, (Q) z.B. starke Losung u € WZ(2) oder u € PW2(2) und nicht
ueCt(Q)!
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m  Standardliteratur: (siche auch Literaturliste: [4], [16], [18], [30]).

1. Direkte Approximation der Bilanzgleichungen: B. Heinrich (1987)
(18] Heinrich, B.: Finite Difference methods on Irregular Networks. Ma-
thematical Research. Akademie—Verlag, Berlin, 1987.

2. Galerkin-Petrov-Technik: R. E. Bank/D. J. Rose (1987)

[4] Bank, R. and Rose, R. Some Error Estimates for the Box Method.
SIAM J. Numer. Anal., 24(4): 777 — 787, 1987.



Kapitel 6

Auflésungsverfahren

] Siehe auch

e Praktikum

e Praktische Aspekte zur Implementierung und Bewertung von direkten und
iterativen Auflésungsverfahren in
[20] Jung M., Langer U.: Finite-Elemente-Methode. Vorlesungsskriptum,
S. 116 — 143.

e Lehrbiicher: [2], [5], [14], [17].

6.1 Bewertung der klassischen direkten und iterativen
Auflésungsverfahren

m  Betrachten lineares Gleichungssystem der Form

(6.1) Gesucht u =u, € RY : Ku=f in R",
das durch Diskretisierung einer elliptischen RWA zweiter Ordnung mittels FEM (Kapitel
4) oder FDM (Kapitel 5) entstanden sei. Wir setzen voraus, da} die Systemmatrix K
symmetrisch und positiv definit sei (— s.p.d. Matrix). Weitere Eigenschaften von K
sind (vergleiche Punkt 4.3 fiir FEM und Punkt 5.1.5.5 fiir FDM):

1. GS ist typischerweise grodimensioniert: N = dim K = O(h™™), wobei h - Diskre-
tisierungsparameter, m — Ortsdimension (2 C IR™);

2. GS ist schwach besetzt: NNE= O(h™™);
3. BW = O(h~(™1) (durchnumerierungsabhingig !);

ch™ ch™? FEM
4. EW \(K) : SAE) < 5 o
5. Konditionszahl: x(K) = % = O(h™?).

163
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m  Folgerungen fiir die Auflésung von (6.1):

1. Klassische direkte Verfahren:
GauB-Elimination, LT DL-Zerlegung, Cholesky-Zerlegung, . ..:

M = Memory (7 Fill-in!) ~ BW -N = O(h~2m+),
(? = Anzahl der arithmetischen Operationen (BW)2- N = O(h=3m+2),
s = Verlust an giiltigen Ziffern lg k(K).

Situation: m = 1: M=0(h"), Q=0(h"")
 (asymptotisch) optimal !

m = 2,3: Starkes Anwachsen von M und @ fiir A \, 0!
(Optimal: M =O(h™™),Q = O(h™™) 1)

m =1,2,3: Beieinfacher Genauigkeit kann Verlust der giiltigen
Ziffern schnell zu sinnlosen Resultaten fithren !

Fazit: Direkte Verfahren sollten nur fiir diskrete 1D-Probleme und fiir mo-
derate mehrdimensionale Probleme eingesetzt werden.
Die Vorteile der direkten Verfahren liegen sicherlich in ihrer Robust—
heit auch bei Losung nichtsymmetrischer Probleme (LU-, LDU-
Zerlegung) !

Bemerkung: Implementierungshinweise fiir Cholesky-Verfahren (Profilerhal-
tung, Speichertechniken etc.) und numerische Vergleiche siehe
[20] Punkt 5.1.

2. Klassische iterative Verfahren:
Jacobi-Verfahren (GSV), GauB-Seidel-Verfahren (ESV), Richardson-Verfahren
([20] Punkt 5.2.1):

M~NNE = O(h™™),
I(¢) = Anzahl der Tterationen = O(k(K)Ine ') = O(h 2?Ine™ '),
Q(e) = I(e)* Aufwand pro Iteration + eventueller Voraufwand

=O(h ™ 2Ine 1),
wobei £ € (0,1) — relative Genauigkeit.

Situation:
@ Speicherplatzbedarf ist optimal, d.h., nur die NNE der Matrix K (+ Vektoren)
werden gespeichert 1§ Kompaktspeichertechniken !
@ Aufwand pro Iterationsschritt ist optimal, nimlich O(h~™) arithmetische Ope-
rationen !

© Die Anzahl der ITterationen ist proportional zur Konditionszahl und wéchst
damit zu stark an !
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Auswege: (vergleiche auch [26] Numerik I, Punkt 4.2.2)

1. Konvergenzbeschleunigungstechniken:
e Uberrelaxation: SOR, SSOR,
e CG-Beschleunigung ([20] Punkt 5.2.2).
2. Vorkonditionierung C = CT p.d.: Ku=f+— C 'Ku=C"'}:
o K(C'K) = k(C"KC ")) « k(K),
e Aktion w = C'~'d schnell ausfiihrbar, d.h., Q(C~'d) = O(h™™).
C: SSOR [Praktikum]|, IC, MIC ([20] Punkt 5.2.3), ..., BPX

3. Mehrgitter-Verfahren = Multigrid-Methoden (siehe [20], Punkt 5.2.4 und Vor-
lesung [25]).

4. Nested Iteration: ¢ = O(hP) = Diskretisierungsfehler mit optimalem Aufwand
Q =O(N):
z.B.: FMGM [25], Cascadic CG.

6.2 Zur Vorkonditionierungsproblematik

m  Losen (6.1) zunichst durch das Verfahren der einfachen Iteration
(= Richardson-Verfahren):

;

Anfangsniherung: v’ € RY — geg.;
Iteration: 7 =0,1,...

1. & :=f—-Kuv
(62) o IF ||| < &[|d”|] THEN Stop;
T - = 2. w =d;

3. Wt =l + Tw.

\

m  Die Konvergenzgeschwindigkeit des IV (6.2) ist von «(K) abhingig bzw. von den
sogenannten Spektraldquivalenzkonstanten v, und ~, aus den Spektraliquivalenzunglei-

chungen
(6.3) n(ww) < (Kvu) < %e) Yeoe RY
nl < < Yo I
N S )\mln(K) '= min (Z’EI’/%)’ V2 2 )\ma,x = Imax —(g]y{g)
EERN == QEZRN v
v£0 v#£0

A(K) =320 < 2 G 5(K) = O(h %) !,
wobei (-,-) das gewohnliche Euklidische Skalarprodukt ist. Die Abschétzungen v; und
Y2 von Apin(K) und Apax(K) sind ordnungsgemifl scharf. Damit verhilt sich x(K)
tatsiichlich wie O(h™2) !
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Bezeichnen mit
2 =u—u (u ist Losung von (6.1))

den Fehler, dann ergeben sich aus dem Fehlerschema

P =(I-71K)z"

und aus der daraus folgenden Ungleichung
122 = (1 = TE) K227 < |1 = 7K [|[K°7227 |

die Fehlerabschitzungen

(6.4) 1120 < ¢ ||I2°l]s fir s=0,1,... (sogar Vs € IR)
mit  lfoflls = ol = (K0,0)°
ol =l = llullr = (,2)*?
o -7K) = |I-7K[| =l -7Kl|]; =
——— +

Spektralradius K=K7T

= max{|l — TAuin(K)|, |1 = TAnax(K)|} <
< gr=max{|l =ty |1 =7y} <1fir0 <7 <2/7.

Popt

Topt
Uy 2/v2 1/m

<—T—>

Betrachten Fehlerabschitzung (6.4) fiir

s=0: |lu—] < ¢|lu—u°  nicht praktisch iiberpriifbar !

s=1 |lu—vl|x < ¢llu—ux  nicht praktisch iiberpriifbar !
s =2 lu— x> < ¢llu—ull|gke f} praktisch auswertbar !
If — K| < ¢||f — Ku — Defektnorm

Fiir die optimale Parameterwahl

2
Y1+ V2

Topt =

erhalten wir die bestmogliche Konvergenzrate (vergleiche [26] Numerik I, Punkt 4.2.2)

Ye—mn _1-¢ . v o< 1 9
opt Y2+ ™ 1+ 5 72/[\ H(K) ( )
§é! é >\min (K) ,,=“ beste
Yo = Amax (K) Information !



KAPITEL 6. AUFLOSUNGSVERFAHREN 167

. Resultat:
1. I(z) = Anzahl der Iterationen fiir (¢/®) <) ={|lne!/Ilng ![] =
T O(k(K)Ine ) = O(h2Ine!) ©
2. Qi = Aufwand pro Iterationsschritt =

= QK xu/,d = f— Ko/, /"' = ul 4+ 7w) =

= Oh™)~N &
3. Q(¢) = Gesamtaufwand = I(¢) - Qi = O(h"" ?Ine™ '), ©

wobei [|z|] die kleinste ganze Zahl > x bezeichnet.

B Idee: Reduktion der Iterationszahlen durch Vorkonditionierung C' = C7 p.d.:

Betrachten anstelle von (6.2) die vorkonditionierte Methode der einfachen Iteration (vor-
konditioniertes Richardson—Verfahren)

. &=f-Kxuw

Wit , , ,
65) C—+Ku =f 2. w=C7'"xd (Vorkonditionierung)
- S
j=0,1,...,
mit gegebener Startniherung u® € IRYN und Vorkonditionierung C' = C7 p.d.

] Mit der Substitution

(6.6) w = C 05y

wird (6.5) dquivalent zum Iterationsverfahren

pitt — .
(67) = = 4 C_O'5KC_O'5Q7 — C—O.Bi_

T

Damit entspricht (6.7) dem Verfahren der einfachen Iteration (6.2) mit der vorkondi-
tionierten Matrix C~*°KC " anstelle K und der rechten Seite C~%°f anstelle f.
Folglich gelten auch alle obengenannten Resultate in entsprechend modifizierter
Form:

1. I(e) = O(k(C " KC %) Ine ) = [|Ine ! /Ing ]
mit ¢ = max {|1 — 7y, |1 — 79|} und 7, bzw. 2 aus den Spektraliquivalenz—
ungleichungen (= EWP: Kv = ACv)

(6.8) (y,v) < (CTKC™%u,0) < %(v,v) Yo e RY,
71(Cv,v) < (Kv,v) < 7(Cv,v) Yve RY (4,C < K < %0).

2. Qu = QK= ,d =f—-Kuw,w =C™txd ' = +710) =
= O(h™)+Q(w! = C'd).

3. Q(e) = O (K(CTOKC™%) - Ine™! - Qu(...C™ L x d’ .. ).
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s Fehlerabschitzung (6.4) angewandt auf (6.7) unter Beachtung von (6.6):
(69) ||Q — g9||* < qj||g — QUH* mit || . ||* = || : ||C’0-5(C—0-5KC’—0-5)SCO-5 :
s=0: ||-]l«=1"lle  nicht praktisch verwendbar !
s=1 ||-|«=1"Illx f nicht praktisch verwendbar !
s=2 |-l =l lxe—1x
(w?,d’) < e2(w’,d”) 1§ praktisch auswertbar !
m  Aus den oben dargelegten Resultaten ergeben sich offenbar folgende Forde-

rungen an die Wahl des Prikonditionierers C = CT p.d.:
(1. Forderung: Die Vorkonditionierungsaktion
w =C7

muf} schnell durchzufiihren sein, da sie in jedem Ite-
rationsschritt ausgefiihrt werden muf:
Ziel: Q' =C 't xd)=0(h ™) !

2. Forderung: k(C7 9 KC™%%) = k(C7'K) < k(K):
L Ziel: k(C7PKC7%5%) =0(1) !

] Extremfille:

1. C'=1I: 1. Forderung optimal erfiillt, aber 2. Forderung nicht !

2. C = K: 2. Forderung optimal erfiillt (x(C~%KC~%°) =1 7 1 Tteration fiir
7 = 1), aber 1. Forderung nicht !

m  Gesucht: Kompromifl zwischen 1. und 2. Forderung:

I

(einfache Tteration)

K
(direktes Verfahren)

1977 ff 1970 ff 1983 ff 1985 ff 1986 1986 1990
.. JC...MIC...SSOR,...MGM...DD...Multilevel (HB, BPX),...)...ASM/MSM
[20], [Praktikum] ! ! _— I
Vorlesung  Vorlesung Punkt 6.3
[25] [27]

m  Bemerkung:
Zusétzliche Forderungen an Préakonditionierer sind:

— Unabhiingigkeit der Konditionszahl x(C~'K) von ,schlechten“ Parametern wie:
Koeffizienspriinge, Singularititen, Netzgraduierungen etc. !

— Parallelisierbarkeit der Vorkonditionierungsaktion C' 1 x d/ !
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| Nachteile des Richardson—Verfahrens:

1. Zur Bestimmung von 7., bendtigt man v; und v, explizit und moglichst nahe an
Amin(C 1K) und Aoy (C1K) !

2. I(e) ~ k(C'K) !

m  Auswege: — Variationsiterationsverfahren (1} nichtlinearer Fehleriibergangs-
operator)

1. Gradientenverfahren (GV): v, und 7, werden nicht benotigt !

T = 741 wird aus der Bedingung

J(W + rw’) =
/I\

Ritzsches Energiefunktional

(K (w/ + '), (v + mw’)) = (f, v/ + 7w’) — min!

DN =

bestimmt, wobei die Suchrichtung mit dem vorkonditionierten Defekt w’ = C1d’
zusammenfillt. Aus der hinreichenden und notwendigen Minimumsbedingung

dJ(ud J o C .
M = (Kw,v’) + 7(Kw’,w’) — (f,w’) =0
= I

erhalten wir sofort

(frw?)—(Kul wi)

o (& w?)
Tt = (Kl wi)

(Kwi wi)

Da
min J(v/ +7w/) <= min|u— (@ +70)||x

(vergleiche [26] Numerik I, U 4.5), kann die Konvergenz des GV nicht schlechter
sein als die des Richardson-Verfahrens (6.5):

lu =l = minflu— (@ +7w)l|x < llu— (' + 707K

GV < gllu— W]l <. < @llu— Ok,
!
7 € (0,2/72), d.h., ;Richardson-7*

Y I(e) =0 (k(C7'K)Ine™).

2. Konjungiertes Gradientenverfahren (CG):
In der Praxis wird zur Auflsung von (6.1) in allererster Linie das vorkonditionier-
te konjungierte Gradientenverfahren (PCG = Preconditioned Conjugate Gradient
Method) genutzt.
Das PCG-Verfahren
e behilt den Vorteil des GV (d.h., 73 und v, werden zur Durchfiihrung nicht
benétigt)
e und hat zusétzlich einen Konvergenzbeschleunigungseffekt:

I(e) ~ /k(C7'K)Ine L.
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Idee: Verwendung orthogonaler Suchrichtungen s/ anstelle des vorkonditio-
nierten Defekts w’ !

Algorithmus:

1. Startschritt:
Wiihle Anfangsniherung: u® € RY:

Y
a) ' =0bzw. v’ =C""/f,

b) u® = uf = I'_,ul"} (Nested Iteration: Cascadic CG),
c) u’ — anderweitig, z.B. aus vorhergehendem Zeitschritt bei
instationiiren Problemen.
d = f-Ku«
w® = C'd° - vorkonditionierter Defekt
O = 0

2. Tteration: j = 0,1,...,js = Inax(€)
Genauigkeitstest: 0 < ¢ < 1, € — relative Genauigkeit:

(w!, d’) < *(w®, d°)

12 |lkc-1x < 2ll2°lke-1x> 27 = u-u/-Fehler

o (wl )
X1 T K )

a=aj: |lu— (v + as’)||x — min
Wt =l + a8 “
w w J+12 11

J(u + as’) — min
«

d =d — a0 KsT | gitt = f—EKuw't = f— KW + a8
=d' — aj. K8

J+1 — o—1git Vorkonditionierungsgleichung ‘
w = a

, , 2)
B'+1 _ @jﬂ’gﬁl) (§]+1,§])K = () !, d‘h_,- -
S;+1 = w]'(%i’i]_)ﬁj+18j B = Bj+1 : (w]+1 + 6§];§3)K =0

Bemerkung zum Algorithmus: 0
l
1 D (@) _ (@ awh)4Bi(sTs17Y) ()
) G = (Ksi,s7) - (Ksi,s7) T (Ksl,sl)
siehe 1. GV T =w + B;s7!
2) Kuwi+! gi Wit i+l
2) B = _((I%f,ﬁfs)) - (w(w,dj) :

—

mms
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Konvergenz des PCG-Verfahrens:

(6.11) lu — || x < gjllu— ||,
mit
_
9 = 1+ ¢’
1— ¢ <— . )
= , = < 1/k C K )
q 1+\/g§71/72_/( )
d.h.,

In(e ' + V=2 +1)
Ing—!

O (mln 5’1> .

Literatur: [5] Braess D.: Finite Elemente. Springer-Lehrbuch, Berlin 1992.
Kapitel TV, S. 149 — 182.

I(e)=Ig; <&) =

Q

6.3 Moderne Multilevel Prakonditionierer

6.3.1 Schwarzsche Methoden: MSM und ASM
e MISM = Multiplicative Schwarz Method
e ASM = Additive Schwarz Method

m  Betrachten symmetrisches, Vj-elliptisches und Vy-beschrinktes Variationspro-
blem

(6.12) Gesucht u € Vy : a(u,v) =< F,v > Yv eV

und ein dazugehoriges FE-Schema <25 FE-GS:
(6.12);, Gesucht uy € V.=Vy, 1 aluy,vy) =< F,up > Yoy € Vgp,
@ = [pD];en, = [eW,...,0™M]: V = span ®,

, Knotenbasis“

Ny . —
(612)h Q]Ii e R : Kh/g,/ = ih,,

N

wobei u = ®u = [pM ..., oMy := S uPp®. Die Notation ,, A soll andeuten, daf
i=1

der Index h im weiteren auch weggelassen wird.
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| Sei nun

( i
p=26o
Bsp.
(6.13) V:ZV;&V::B?:{ >< =20
s=1
\ i p=3+

als direkte Summe von p Unterrdumen V; = span ®V, C V (s = 1,p) darstellbar,
wobei V,—Basistransformationsmatrix der Dimension N x N;, N; = dim V; = rang

p
Vss D2 Ns > N.

s=1

m  Definieren Ritz—Projektor P, € L (V,V,) =[V,V,]:

(6.14) P;: V — V, - Orthoprojektor bzgl. d. energ. Skalarproduktes a(-,-) :
a( Pou ,vs) =a(u,vs) Yus €V, Yu eV,
<~

l
Ug = (I)V;Qs € \fs, Vs = ®‘/:9Q57 Ug, Vs € RNSJ

—87 =8

a(®Viu,, @Viv,) = a(Pu, PViv,)

I |
(KViu,, Viv,) (Ku, Vsu,)

VIKVau, = VI Ku, dh., u, = (VIKV,)"'VIKu
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m  ASM = Additive Schwarzsche Methode fiir das Raum-Splitting (6.13)

P
V=>VW

s=1

p
Startniherung: u® = du’ € V.= > V,.
s=1

[teration:
FOR n =0 STEP 1 UNTIL Convergence DO
BEGIN FOR ALL s =1,p DO IN PARALLEL
PVsv,
l
wl! = dVw? € Vit a(wl,vs) = < Fyus > — a(u”, vs)

~”

b
utt=ut 4y Vawd
s=1

I Vv, = ®Viu, € V

Subspace- inexakte Lsg. — a(u —u™, vy)
Correction
bs (W, vs)
wy € R VIKVaw? = Vd" mit d* = f — Ku® =
1 = K(u—u"),
Cs (spd) u” < u" = du.
END FOR
P p
(6.15) u”“:u”—I-TZwQ:u”—i—TZPS (u—u™)
s=1 —1 S——
. y) —=: 2"
=P

m  Fehleriibergangsschema:

173

Fiir den Fehler 2™ = u — u™ erhalten wir aus (6.15) unmittelbar das Iterationsschema

P
(6.16) 2= (I - TZPS)Zn,
s=1
aus dem sofort die Fehlerabschitzung
P
(6.17) 1< I =7 ) Pl
s=1

in der Energienorm || - ||> = a(,-) folgt.
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m  Matrix-Darstellung der ASM:

(6.15) = g”+7'Zsz’;

I

— " = w4y VI(VIEV) VK (w - u)

P
—~~
u"tt = u”—l—rz P; (u—u")

s=1
——
=:P
L, p
gn+1 — gn 4T V'S(V;TK‘/;)flv;T K(@-Qn)
po o
N\ ~ s/ =a —i—K@n
=C-1
(6.15) Ty Kt =

d.h., ASM = Richardson—Verfahren (= Methode der einfachen Iteration)
mit dem ASM-Prikonditionierer C = C7 p.d.:

(6.18) C'=YV, (VIKV,)' VT
s—1 N e’
} ¢ inexakte Lsg.

O (spd)

S
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. Bemerkung 6.1:

1. Aus Punkt 6.2 erhalten wir sofort das folgende Konvergenzresultat fiir das
Richardson—Verfahren:

(6.19) Vor.: Jv,y=const. >0:7C <K <7C.
Bh.: Dann gelten die Fehlerabschéitzungen:

lu—wH o <@ lu— o

K
C C
KC 'K KC'K

fir 0<71<2/73,

0 < o = o) i= 252 < g = alr) < 1,
T
Topt = :y—_?_l

¢ =q(r) =max {|1 — 9, [1 - 79[},

p
KC'K =S KV,(VIKV,)'WTK.

s=1

2. Wir betrachten die ASM als Methode zur Konstruktion von Prikonditionierern der
Form (6.18) und die ASM-Machinary (siche Punkt 6.3.2 und DD-Vorlesung [27])
als Technik zur Analysis (d.h., zur Bestimmung von v und 7) !!

3. In der Praxis nutzt man natiirlich CG-Beschleunigung, d.h., PCG mit der
Priakonditionierung

p
(6.20) w' = C " = S V,(VIKV,) 'WTd",
=1

S
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[ Man zeige,

1. P:= Z P, = P* p.d. (beziiglich af(-,-)),
dh, 3P € L(V,V). Hinweis: V=YV, SN, > N.
2. Die folgenden Ungleichungen sind dquivalent:
619) 1 C<K<7C
(6.19") ya(v,v) < a(Pv,v) <yalv,v) YveV,
(6.19") ya(P~'v,v) < a(v,v) < ya(P'v,v) Yoe V.

3. Die Losung des Variationsproblems

(6.12), Ges. ue V=Vy:a(u,v) =< Fov> YveV
ist dquivalent zur Losung der Operatorgleichung
(6.12)} Ges. ue€e V:Pu=gin'V

p
mit g =) g; und
s=1

gse\é:a(gsavs):<Favs> Vo, € V.

n MSM = Multiplikative Schwarzsche Methode fiir das Raum-Splitting
p
(6.13) V=> V;
s=1

)
Startniherung: u® = du’ € V=Y V.
s=1
[teration:
FOR n =0 STEP 1 UNTIL Convergence DO
w0 =y
FOR s =1 STEP 1 UNTIL p DO
WP e Vo a(w P ) = < Foug > — a5, v,) =
inexakte Lsg. —| = a(u— un+%, vs) Yug €V
bS(w?Jrs/p Us)
I Py(u —u"%)
END FOR
END FOR
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s Bemerkung 6.2:

s—1 s—1
Lou—u"™P = y—u"% —Pu—u""7 ) =

= (T-P)u—u"%)=(1—-P)""%
— " = (T = P)I =Py y)-...- (I — P)z"
= [|2") = a2 < (= By) - (T = B[ [127]

<qusm <117
inexakte bs('; ) 2

2. Frage: a(-,-) e
sg.

3. Konvergenzanalysis: siehe [27] DD-Vorlesung: (qusm & qigy !)-

n Ein erstes Beispiel:

V, = span {¢}, s=T,p; p=N =N,
0

V, = span ®V; mit V;=¢,= | 1 +— s-te Zeile (Element)

ol - NXNg

N, = dimV, =1,
‘/;TK‘/; - QZKQS - Kss-

= (geddmpftes) JACOBI-Verfahren:

0 o

SS

N N
071: ZQSK;SIQZ: Z K_l :_Di1 mitD:diag K,
s=1 s=1

un+17un

= + Ku" = f.

T A

D

— GauB-Seidel-Verfahren:

QnJrs/p:Q v+ Vowl /

1
wgﬂ/p _ w?+5/p _ (VSTKVS)_lvsT(f . KEH%)
1 N n+sfl -
= Kss(fs_ Z:lejuj "),
J:

nts +s—1 . .
d.h., us™t P = K%S(fs -2 Ksju; »), wobei u; = ul).
i#s

177
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s Bemerkung 6.3:

p Def.
e Raum-Splitting V = V; MSM
p g Sz::l / ’
e Bilinearform(en) \®A ASM
a(-,-) baw. by(-,-) auf V; Def. '

6.3.2 Techniken zur Abschitzung der Spektraliquivalenzkonstanten
fiir die ASM—Prikonditionierer

6.3.2.1 Der exakte ASM-Priikonditionierer C~! = YV, (VI KV,)"'VT

m Ziel: Bestimmung der Spektraldquivalenzkonstanten
“Anin(C7'K) = Apin(P) und
“Amax(CTK) = Amax (P):

177

v IiA

und Untersuchung ihrer Abhingigkeit vom Diskretisierungsparameter h
und anderen ,schlechten® Parametern, wie z.B. p (insbesondere bei der
Parallelisierung), Koeffizientenspriinge, Netzgraduierungen etc.

] Definieren zunichst in V eine neue Norm durch

p
(6.21) el = int > au, ).
u:;lus s=1
quVs

T

d.h., inf iiber alle Zerlegungen von u

= Man zeige, dafi durch (6.21) wirklich eine Norm ||| - ||| in 'V definiert wird !

m  Satz 6.4: (Exakter ASM-Prékonditionierer)

Amin(P) = min a(u,u2) und  Amax(P) = max lIlII(ZIITQ)




KAPITEL 6. AUFLOSUNGSVERFAHREN 179

Bewelis:

e Zeigen:

(6.22) Iul|> = a(P™ u,u) VYue V.

e Tatséchlich, sei

P
UZZUS, us € V; (s=1,p)
s=1

eine beliebige Subspace-Zerlegung von u € V. Dann gilt:

w=3us —w (6.14) a(w,vs) = a(Psw,vs) Yos € V
s P A +p
!
a(P tu,u) = Za(P’lu, Us) :Z a(P,P tu,u,) <
s=1 s=1 = wseVp

2 x Cauchy

M

( a(us,us)> =

*IA
N
’u\ =

2
S
S
~_
[N

Il Il
=)
s 1M
L Q
s ~
] =
-
~ ~—
V2] 7 N
AN
2 e
S =
= @
5 =
— ~——
o=
Il I

/]\ s=1
P p p
Yw,=Y PP lu= (> P |Plu=PP 'lu=u
s=1 S= s=
1 IP

p
mit Gleichheit ,=* fiir ugy = w;, d.h., fiir die Zerlegung u = > w;

s=1

(7a§“'—>”:“ (*)) q.e.d.
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m  Folgerung 6.5: (Lemma von P. L. Lions, 1987)
p
Vor.: Vu €V 3 Zerlegung u = > ug mit us € Vj:
s=1
p
> alus, us) < cjalu,u)
s=1
mit einer positiven Konstanten c¢;, = const. > 0.
Bh.: Dann gilt:
a(u,u) < 2 a(Pu,u) Yu €V,
. _ .+ a(Pu,u) 1
d.h., Apin(P) = min e > -
Beweis:
a) direkt (mms bzw. siehe P. L. Lions [31]).
b) folgt sofort aus Satz 6.4:
1
Amin(P) = min a(u, u) = min a(u, u) > .
wev |[lul||> wev . P i
inf > a(vs, vs) .
ey 5= P
inf 2:31 a(vs,vs) <X a(us,us) < calu,u)
) T
FJu=>>us +—
q.e.d.
m  Folgerung 6.6:
Vor.: Seie:=[e]; imip =€ €5 €[0,1]:
1 1
|a(vi, v;)] < €ij(avi, vi)2 (alv), vy))2
Vo, € Vi, Yu; € V; (Verschirfte Cauchy-Ungleichung); 4, j = 1, p.
Bh.: Dann gilt:
Amax(P) = max % < o(€) := Spektralradius von e.
ue ’
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Beweis: folgt aus Satz 6.4: =u =u
Chatrin
a(Q_wi ) us)
(P = rnaa: a(:, u) _ ma\gg i=1 . j=1 <
“SU inf > a(vs, vs) " inf > a(vs, vs)

< o max—= — o)1= of¢
! inf > a(vs, vs)
1 =y
0 < a(X us, Yuy) = Y alui, uy) < 3 eiz(alus, ui)? (g, uy)> <
ij i.j
< 0le) 3 alus, ). gee.d.
s=1

6.3.2.2 Der inexakte ASM-Prikonditionierer C~' = 3 V,C; 'V

m  Inexakte Losung der Subspace-Probleme:

ASM:  a(w? vs) = < Fyuy > —a(u™vs) Yo, = dVu, €V,

inexakte Lsg. — l VKV = VId®, w = dVyuw",
bs(wl,vs) = < Fyvs > —a(u™,vs) Yus = dViu, €V,
Cow} = V]Id", w} = dVow?,
wobei
(623) (Csw57gs)lRN5 = bS (q)szsJ QX/;QS) vws7gs e RNS
S—— NY——~

=Wg =g

und die Bilinearformen b(-,+) : V, x V, — IR' als symmetrisch, V,-elliptisch und V-
beschrankt vorausgesetzt werden, d.h.,

e symmetrisch  : bg(ug, vs) = bs(vs, us) Vaug, vs € Vi,
(6.24) e V,elliptisch HSHUSHQ < bs(vg,v5) Vs €V,
' e Vi-beschriankt : |b(us,vs)| < fisl|us||||vs]]  Vus, vs € V,
s=1,p,
wobei hier || - || die von Vy auf V. = Vp, und auf alle Teilriume V; induzierte Norm

bezeichnet.
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m  Satz 6.7: (Inexakter ASM-Priikonditionierer)

Vor.: 1) Die Bilinearformen a(-,-) und bs(-,-) (s = 1,p) seien auf
V x V bzw. V; xV, (s = 1,p) symmetrisch, elliptisch und
beschrankt.

2) 37,,7s = const. > 0:

7.0, < VIKV; <%C; bzw.
(6.25) Y,0s(vs,v5) < alvs, vs) < Ysbs(vs, vs) Vs €V,
s=1,p.

3) 37,7 =const. >0: (6.19) YO <K <7C.
Bh.: Dann gelten fiir den inexakten ASM-Prékonditionierer

p
(6.26) ct=> v.eovr
s=1

die Spektraldquivalenzungleichungen

(6.27) 0C < K <6C

mit § = min{y }v und & = max{7,}7.
s=1,p —° s=1,p

Beweis: mms.

n Die Ergebnisse von Satz 6.4 und U 6.1 kann man direkt auf den inexakten
Fall

bs(-,-) al-, )l Vs =T1,p
iibertragen und vermeidet damit ,, Verluste* durch Zwischenschaltung des exakten ASM—
Prékonditionierers wie im Satz 6.7 (vgl. auch Pkt. 6.6.3, Prikonditionierer Nr. 1 und
Nr. 2). Definieren dazu zunéchst die inexakten ASM-Projektoren
(6.28) P, e L(V, V) :
by(Pyu,vs) = a(u,v,) Vv, €V, YueV, s=1,p,

und den inexakten ASM-Operator
(6.29) P:=> P, e L(V,V).
Durch die Beziehung

p
~ ~2 .
(6.30) lull =" inf Y by(usu,)

wird in V wieder eine Norm definiert.
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Man zeige, dal durch (6.30) tatsichlich eine Norm m : m in'V
definiert wird !

Satz 6.8: (Inexakte ASM-Prikonditionierer)

183

V, xV; (s =1,p) symmetrisch, elliptisch und beschrinkt.
Bh.: Dann gelten die folgenden Aussagen:

ist dquivalent zur Losung der Operatorgleichung

(6.12); Ges. u€ V=Vp: Pu=jinV

p
mit §= > gs und
s=1
§s€Vs:bs(§s,vs):<F,vs> VUSEVS'

1

larproduktes af(-, -).

die Darstellungen

)\min(f’) — min “%% ynd )\max(p) — max 4%
wey Ml wey Ml
u#O u#O

Vor.: Die Bilinearformen a(-,-) bzw. bs(+,:) (s =1, p) seien auf V xV bzw.

1. Die Losung des Variationsproblems (6.12),, = (6.12)}, (vgl. U 6.1)

P .
2. Der inexakte ASM-Operator P = Y P; ist selbstadjungiert
(s.a.) und positiv definit (p.d.) bzgl. des energetischen Ska-

3. Fiir Apin(P) = Anin(C 1K) und Apax(P) = Apax(C 1K) gelten

Bewelis:

e 1. + 2. ist trivial !

~ ~2 .
e zu 3.: Analog zum Beweis von Satz 6.4 zeigt man |||u||| = a(P 'u,u) !

q.e.d.
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6.3.3 Multilevel-ASM-Priakonditionierer
n Betrachten FE-Raum
V = Vii=span & C Vj:={v € W, (Q):v|p, =0} C W, (),

¢, = [(Pl(i)]izl,...,N, = [30§i> . i € wy| = ,,Knotenbasis“,
der durch sukzessive Verfeinerung eines Grobgitterraumes V; entstanden sei:

Vi C V, Cc...c V, Cc...Cc V
/]\

he=hy 1/2=2""Dh;, q=2,1= Level-Index;

Level-Index

P, = [@g) t i € w,] — Knotenbasis;

Wy D1 &> QM= wy — Menge der Nichtdirichlet—Punkte;

N, = dim V; = |u,

K, — Steifigkeitsmatrix beziiglich der Knotenbasis:
(Kqug,v,) = a(ug,vy) Yug = @uu,, v, = Pgv, €V,

m  ASM-Prikonditionierer ist eindeutig definiert durch

P
e Raumsplitting: V = > V,,
s=1
T ia.
Splitting—Index # Level-Index

e by(-,-),

namlich

u=%e
?

u =

M=

~ ~ p p “ p
Pu=Y Pu=Y oV, =3 OV,C:'VIKu=3Y V,0-'VIKu
s=1 s=1 s=1

s=1

u, € RN 2 by(PViu, ®Vv,) = a(u, ®V,v,) Vv, = Vo, €'V,

!
Ciu, = V' Ku v, € RY:

~ p

Pu=YV,C;'VIKu.
s=1
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+ Wissen iiber
stabile Zerle—
gung von
) Sobolev/Besov—
Réumen [33]
Splitting .
Nr. | Bez. V== zp: V. bs(-, ) k(P)=k(C'K) | Qu
s=1
1
Praktisch v=>3YV, _ o
1 sinnlos ! ( 2]):1 bq( ) ) - a( ) ) O(l) .
p ==
>
Multilevel V= V,  o02(q—1)(.
2 L2—Projek. ( }1):1 bq( ) ) =2 ( ) )L2 O(l) O(Nl)
p =
1990 V= i SV
3 BPX q=11i€wyq * bq,i('a ) = 22(1]71)( ) )Lz O(l) O(Nl)
[6] (p=2" N,
1992 L
V= Vi
4 MDS q;igq ’ bgi(-, ) :==al(-") 0(1) O(Ny)
Zhang p=> Nq)
1986 ! 0(1) m=1
V = Vi ’
5 | HB Z il byals) = 2@ | O@),  m=2 | o)
Yserentant (p = Ny) O 1), m=3
Wavelets

wobei V,; := span ()] = span [@,V,], dimV,; =1, wy =0,

/]\
Nl x 1
BPX = Bramble + Pasciak + Xu [6],
MDS = Multilevel Diagonal Scaling (Zhang [40]),

HB = Hierarchical Basis (Yserentant [39]).
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l

= P
] Zeigen Sie, daB fiir Nr. 1, d.h., V=V, = ;V; = ;VS

L)

(p = l? \fq = \é) und bl]('a') = Cl(', )|V;; (Ps = ps; P = p)a gllt
Amin(P) = 1 mit Apax(P) =1 !
!
a) u= Y u, € Vimitu, €'V, ¢=1,1:
q=1
Va(u,u) = [ ugll* < Cllugl)? =
2
= (= Valugug) <
< 1Y alug, ug)
) _
, =" firuy,=uy €V CV, Vg=1,[,
d.h., u = lu;.
Y a(u,u) <1 |Jul||? ist scharf ! G Apax(P) =1 #

b) Btr. spezielle Zerlegung: u; =u, u, =0 Vg=1,1—1.
3 lull]? < a(u,u) 3 Amm(P) >1/1=1 (Folgerung 6.5)

s Bemerkung 6.9:

1. Nr.1 (exakt) ~— Nr. 2 (inexakt),
a-, )y by = 2260 oy,
O(l) —  O(1)
Vgl. auch Satz 6.7 und Satz 6.8 !
2. Fiir Nr. 3 -4 (dim V,; = 1) gilt:

- a(u, @V, ;) ! a(u, go(i)) (i)
Pu= DV, ; RALEV SRACIL & REPON
N T L R P AR
@ [
P

<
Il
—
-
m

[
1 T
u = — L v, VT Ku
A ZZM bi(p), o)) v (V—Zyklus)
P(u —u?) l

&/ :=f—Ku' (Prikonditionierungsgleichung)

3. In Oswald [33] findet der Leser eine Zusammenstellung der wichtigsten theoretischen
Resultate zur Multilevel-FE-Approximation.
4. M. Griebel entwickelte in [12] einen verbliiffend einfachen Zugang zur Multilevel-

Priakonditionierung iiber die Betrachtung der , Multilevel-Basis®“ als erzeugendes
System und gibt eine Reihe praktisch wertvoller Hinweise zur Realisierung.
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Anhang A

Praktikum

“Rechentechnische Realisierung der Methode
der finiten Elemente (FEM)“

(Gundolf Haase)

zur Vorlesung “Numerik IT (Randwertprobleme)*
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