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i

Vorwort

Das vorliegende Vorlesungsskriptum entstand aus Vorlesungen, die der Autor im Sommerse-

mester 1994 und im Sommersemester 1996 an der Johannes Kepler Universit

�

at Linz gehalten

hat. Die Lehrveranstaltung

"

Numerik II\ ist die zweite Vorlesung in einem Zyklus von drei

Vorlesungen zur

"

H

�

oheren Numeris
hen Mathematik\.

Die Vorlesung

"

Numerik I\ stellt das Handwerkszeug zur numeris
hen Behandlung linearer

und ni
htlinearer Operatorglei
hungen in Bana
h- bzw. Hilbert{R

�

aumen bereit und gibt eine

Einf

�

uhrung in die Theorie moderner Funktionenr

�

aume (Sobolev-R

�

aume, R

�

aume von Distribu-

tionen) [26℄. In der vorliegenden Vorlesung

"

Numerik II\ werden Randwertaufgaben (RWA)

f

�

ur partielle Di�erentialglei
hungen (PDgl.) und die wi
htigsten Te
hniken (FEM, FDM,

FVM) zu ihrer Diskretisierung betra
htet. Im einem abs
hlie�enden Kapitel der Vorlesung

"

Numerik II\ wird ein

�

Uberbli
k

�

uber moderne Verfahren zur Au


�

osung der bei der Diskre-

tisierung entstehenden Glei
hungssysteme gegeben (siehe au
h Spezialvorlesung [25℄). Zur

Vorlesung geh

�

ort das Praktikum

"

Re
hente
hnis
he Realisierung der Methode der �niten Ele-

mente (FEM)\. Im Praktikum wird die Modellierung von Anwendungsproblemen ge

�

ubt, es

werden die wi
htigsten Bausteine von Finite-Elemente-Programmen betra
htet und es wird

mit einem FE-Programm ein praktis
hes Beispiel auf dem Re
hner simuliert. Dieses prak-

tis
he Beispiel wird dur
h ein Team von zwei Studenten in seiner Ganzheit (Modellierung,

Analysis, numeris
he Analysis, Implementierung, Simulation, Ergebnisbewertung) bearbeitet.

Die einzelnen Teams pr

�

asentieren ihre Ergebnisse in seminaristis
her Form.

Die vorliegende Vorlesung setzt Kenntnisse aus den Grundvorlesungen zur linearen Algebra,

zur Analysis und zur Numeris
hen Mathematik, sowie die in der Vorlesung

"

Numerik I\ [26℄

vermittelten Lehrinhalte voraus. Zum anderen liefert die Lehrveranstaltung

"

Numerik II\

Vorkenntnisse f

�

ur die na
hfolgenden Vorlesungen zur Numeris
hen und Angewandten Mathe-

matik, insbesondere f

�

ur die Vorlesung

"

Numerik III\, die si
h mit der numeris
hen L

�

osung

von Anfangswertaufgaben (AWA) und Anfangsrandwertaufgaben (ARWA) f

�

ur gew

�

ohnli
he

und partielle Di�erentialglei
hungen befa�t [28℄.

Das Skriptum wurde bewu�t im Stile eines Vorlesungsmanuskriptes gehalten. Im Gegensatz zu

vielen Lehrb

�

u
hern wurde auf

"

belletristis
he\ Auss
hm

�

u
kungen verzi
htet. Die Lehrinhalte

sollen s
hnell und kompakt erfa�bar sein. Es wird eine Vielzahl von Abk

�

urzungen eingef

�

uhrt.

Die Abk

�

urzungen

�

U x.x und (mms) bedeuten harte Arbeit an der Materie. Das L

�

osen von

�

Ubungsaufgaben und das

"

Ma
h-Mal-Selbst\ ist angesagt. Das vorliegende Skriptum ist ein

Arbeitspapier. Es ist kein Ersatz f

�

ur den Vorlesungsbesu
h und au
h kein Ersatz f

�

ur ein Lehr-

bu
h, aber eine gute Vorbereitung auf die allf

�

allige Pr

�

ufung.

Der Autor m

�

o
hte an dieser Stelle Frau Marion Gneiger f

�

ur die Erstellung des L

A

T

E

X{Files

und Frau Doris Holzer f

�

ur die umfangrei
he te
hnis
he

�

Uberarbeitung des L

A

T

E

X{Files re
ht

herzli
h danken.

Ulri
h Langer

Linz, den 1. Juli 1996
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Kapitel 1

Modellierung von RWA und ARWA f

�

ur partielle

Di�erentialglei
hungen

Lehrb

�

u
her: [5℄, [22℄.

1.1 Beispiel: W

�

armeleitung

1.1.1 Station

�

are W

�

armeleitprobleme (RWA f

�

ur elliptis
he PDgl. 2.

Ordnung)

Betra
hten zun

�

a
hst das station

�

are 1D{W

�

armeleitproblem:

� Physikalis
hes Problem:

Gesu
ht ist das Temperaturfeld u(x), x 2 (a; b), in einem hinrei
hend d

�

unnen Stab

der L

�

ange l = b � a mit konstantem Quers
hnitt Q (z.B. Draht), wobei l � �Q

ist.

Aufheizung (z. B. durch Umwandlung
von elektrischer Energie in Wärme)

ba

Temperatur im rechten
Randpunkt

Wärmeabgabe über

den Mantel

Temperatur im linken
Randpunkt

Umgebungstemperatur

PSfrag repla
ements

Kreis j� 
j = 2�r

� 


�x

Q = 
onst

Kreis jQj = �r

2

x�

�x

2

x

x +

�x

2

g

a

g

b

u

A

= u

A

(x)

u(a+ 0) = g

a

u(b� 0) = g

b

1



KAPITEL 1. MODELLIERUNG VON RWA UND ARWA 2

� Betra
hten die W

�

armemengebilanz an einem

"

kleinen\ Stabst

�

u
k

"

�x\ der L

�

ange

�x (sp

�

ater �x ! 0):

mit der Umgebung

Wärmeaustausch

Aufheizung

2.

3.

1.

3.PSfrag repla
ements

u

A

W (x+

4x

2

)

x+

4x

2

4x

x�

4x

2

W (x�

4x

2

)

1. Aufheizung:

W = W

�

armemenge = jQj

x+

�x

2

Z

x�

�x

2

f(�) d�;

wobei f(�) { Intensit

�

at der W

�

armequelle.

2. W

�

armeaustaus
h mit der Umgebung

�

uber den Mantel:

j�Qj

x+

�x

2

Z

x�

�x

2

q(�) (u(�)� u

A

(�)) d� = jQj

x+

�x

2

Z

x�

�x

2

j�Qj

jQj

q(�)

| {z }

�q(�)

(u(�)� u

A

(�)) d� ;

wobei �q(�) =

j�Qj

jQj

q(�) = ober


�

a
henspezi�s
her und materialabh

�

angiger

W

�

armeaustaus
hkoeÆzient.

3. Fouriers
hes Gesetz:

W (x) � �u

0

(x)jQj =) W (x) = ��(x)u

0

(x)jQj

wobei �(x) { W

�

armeleitzahl (materialabh

�

angig).



KAPITEL 1. MODELLIERUNG VON RWA UND ARWA 3

W

�

armemengenbilanz:

W

�

armemenge,

die im Punkt

x�

�x

2

in

"

�x\

hinein
ie�t

�

W

�

armemenge,

die im Punkt

x +

�x

2

aus

"

�x\ heraus-


ie�t

�

W

�

armemenge,

die

�

uber den

Mantel abge-

geben wird

+

W

�

armemenge,

die dur
h Auf-

heizung ent-

steht

= 0

W (x�

�x

2

) � W (x+

�x

2

) � jQj

x+

�x

2

Z

x�

�x

2

�q(�)(u(�)� u

A

(�)) d� +

(1.1) + jQj

x+

�x

2

Z

x�

�x

2

f(�) d� = 0

w

w

�

� W

�

armeleitglei
hung in integraler Form:

(1.2) ��(x�

�x

2

)u

0

(x�

�x

2

) + �(x +

�x

2

)u

0

(x+

�x

2

)�

x+

�x

2

R

x�

�x

2

�q(�)u(�)d� =

= �

x+

�x

2

R

x�

�x

2

f(�) d� �

x+

�x

2

R

x�

�x

2

�q(�)u

A

(�) d�

8 �x > 0 : [x�

�x

2

; x+

�x

2

℄ � (a; b) ; 8x 2 (a; b)

und Randbedingungen u(a) = g

a

; u(b) = g

b

:

� Die di�erentielle Form der W

�

armeleitglei
hung bei homogenem Material und

stetiger Quelle:

Vor.:

1. q 2 C(a; b) : q(x) � 0, z.B. q = 
onst. � 0

(q = 0 b= Isolation),

2. � 2 C

1

(a; b) : �(x) � � = 
onst. > 0;

z.B. � = 
onst. > 0,

3. f 2 C(a; b),

4. u

A

2 C(a; b).

9

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

=

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

;

1)

) W 2 C

1

+ Fourier:

u 2 C

2

(1.3)
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Setzen �y = �x=2 und dividieren (1:2)=(�2�y):

�

�(x+�y)u

0

(x+�y)��(x��y)u

0

(x��y)

2�y

+

1

2�y

x+�y

R

x��y

�qu d� =

1

2�y

x��y

R

x+�y

(f + �qu

A

) d�

�y ! 0

?

?

y

?

?

y

?

?

y

 

�

U 1.1

�(�(x)u

0

(x))

0

+ �q(x)u(x) = f(x) + �q(x)u

A

(x)

Resultat: Klassis
he di�erentielle Form der W

�

armeleitglei
hung

(1.4) Gesu
ht u 2 C

2

(a; b) \ C[a; b℄ :

�(�(x)u

0

(x))

0

+ �q(x)u(x) = f(x) + �q(x)u

A

(x); x 2 (a; b);

mit den Randbedingungen: u(a) = g

a

; u(b) = g

b

:

�

U 1.1 Zeigen Sie, da� f

�

ur f 2 C(a; b) und x 2 (a; b) gilt:

lim

�x!0

1

�x

x+

�x

2

Z

x�

�x

2

f(�) = f(x):

�

U 1.2 Zeigen Sie:

x+

�x

2

Z

x�

�x

2

(1:4) d� ) (1:2):

� Die di�erentielle Form der W

�

armeleitglei
hung bei st

�

u
kweise homogenem

Material und st

�

u
kweise stetiger Quelle:

Wir betra
hten o. B. d. A. einen Stab aus zwei Materialien.

Analoges Vorgehen wie oben liefert (mms):

Eisen Kupfer

P

S

f

r

a

g

r

e

p

l

a




e

m

e

n

t

s

a � b
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x = a Randbedingung : u(a) = g

a

.

x 2 (a; �) Di�erentialglei
hung : �(�

1

u

0

)

0

+ �q

1

u = f

1

+ �q

1

u

A1

.

x = � Interfa
ebedingung : u(� � 0) = u(� + 0),

W (� � 0) = W (� + 0),

��

1

(� � 0)u

0

(� � 0) = ��

2

(� + 0)u

0

(� + 0)

! Dies folgt direkt aus (1.2) f

�

ur x = � und

�x! 0.

x 2 (�; b) Di�erentialglei
hung : �(�

2

u

0

)

0

+ �q

2

u = f

2

+ �q

2

u

A2

.

x = b Randbedingung : u(b) = g

b

.

-

�

U 1.3 Bere
hnen Sie das Temperaturfeld u(x) f

�

ur den Fall:

a = 0; b = 1; � 2 (0; 1); q � 0; f � 0;

�(x) =

(

�

1

= 
onst. > 0 f

�

ur x < �

�

2

= 
onst. > 0 f

�

ur x > �

mit �

1

> �

2

> 0; g

a

= 0; g

b

= 1:
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Bemerkung 1.1: Punktquellen.

Im Punkt x = y sei eine W

�

armequelle konzentriert:

) f(x) = f

y

Æ(x� y)

?

y+

�x

2

R

y�

�x

2

f(�) d�

!

=: < f

y

Æ(� � y); '(�) >

f

y

= 
onst. = Intensit

�

at = f

y

'(y) = f

y

der Punktquelle 8' 2 D(a; b) : '(x) = 1 8x 2 [y �

�x

2

; y =

�x

2

℄:

Bemerkung 1.2: Randbedingungen.

{ Randbedingungen 1. Art: Vorgabe der Funktion u (Temperatur) am

(Diri
hlets
he RB) Rand: u(a) = g

a

; u(b) = g

b

.

! wesentli
h !

{ Randbedingungen 2. Art: Vorgabe des W

�

arme
usses am Rand:

(Neumanns
he RB) �(a)u

0

(a) = g

a

(g

a

= 0 : Isolation),

��(b)u

0

(b) = g

b

(g

b

= 0 : Isolation).

! nat

�

urli
h !

{ Randbedingungen 3. Art: Freier W

�

arme

�

ubergang

(Robins
he RB) (d.h., W

�

arme
u� proportional zur Di�erenz

! nat

�

urli
h ! zwis
hen dem Wert der Zustandsvariablen

(Temperatur) am Rand und der Umgebung):

�(a)u

0

(a) = �

a

(u(a)� u

a

),

��(b)u

0

(b) = �

b

(u(b)� u

b

),

�

a

; �

b

{ W

�

arme

�

ubergangszahlen;

u

a

; u

b

{ Au�entemperatur am linken und re
h-

ten Rand.

{ Gemis
hte Randbedingungen: z.B. u(a) = g

a

, u

0

(b) = 0 oder

u

0

(a) = 0, ��(b)u

0

(b) = �

b

(u(b)� u

b

).
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Betra
hten nun ein station

�

ares 2D-W

�

armeleitproblem:

� Physikalis
hes Problem:

Gesu
ht ist die Temperaturverteilung u(x), x = (x

1

; x

2

) 2 
, 
 = (0; 1)� (0; 1) �

IR

2

in einer hinrei
hend d

�

unnen Platte mit einer konstanten Di
ke h.

-

x

1

�

x

2

6

x

3

?

6

h

�

	

�x

2

-�

�x

1

6

P (x

1

; x

2

; 0)

�

h

2

h

2




�


� W

�

armebilanz an

"

kleinem\ Quader

"

�x

1

� �x

2

� h\ mit dem S
hwerpunkt im

Punkt P (x

1

; x

2

; 0) f

�

ur ein beliebiges x = (x

1

; x

2

) 2 
 :

"

�x

1

��x

2

\ � 
:

Vor.: W

�

armestrom ist

�

uber die H

�

ohe der Platte konstant,

d.h., W = W (x

1

; x

2

) ist von x

3

unabh

�

angig !

	

�

�x

2

6

?

h

� -

�x

1

P

-
-

�

�

W

1

(x

1

�

�x

1

2

; �

2

) W

1

(x

1

+

�x

1

2

; �

2

)

W

2

(�

1

; x

2

�

�x

2

2

)

W

2

(�

1

; x

2

+

�x

2

2

)

6

u

A

?

u

A

W

�

armeaustaus
h

mit der Umgebung

W

�

armeaustaus
h

mit der Umgebung
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) W

�

armeleitglei
hung in integraler Form:

(1.5) Gesu
ht u(x

1

; x

2

) :

h

x

2

+

�x

2

2

R

x

2

�

�x

2

2

W

1

(x

1

�

�x

1

2

; �

2

) d�

2

� h

x

2

+

�x

2

2

R

x

2

�

�x

2

2

W

1

(x

1

+

�x

1

2

; �

2

) d�

2

+ h

x

1

+

�x

1

2

R

x

1

�

�x

1

2

W

2

(�

1

; x

2

�

�x

2

2

) d�

1

� h

x

1

+

�x

1

2

R

x

1

�

�x

1

2

W

2

(�

1

; x

2

+

�x

2

2

) d�

1

� 2

x

1

+

�x

1

2

R

x

1

�

�x

1

2

x

2

+

�x

2

2

R

x

2

�

�x

2

2

q(�

1

; �

2

)(u� u

A

) d�

2

d�

1

+

+h

x

1

+

�x

1

2

R

x

1

�

�x

1

2

x

2

+

�x

2

2

R

x

2

�

�x

2

2

f (�

1

; �

2

) d�

2

d�

1

= 0:

8x = (x

1

; x

2

) 2 
; 8�x

1

;�x

2

> 0 :

�

(y

1

; y

2

) : x

i

�

�x

i

2

� y

i

� x

i

+

�x

i

2

; i = 1; 2

	

� 


+ Fouriers
hes Gesetz: W

i

= ��

i

�u

�x

i

; i = 1; 2

mit den W

�

armeleitzahlen �

1

und �

2

(orthotropes Material)

+ Randbedingungen: z.B. Diri
hlet:

u(x) = g

1

(x); x = (x

1

; x

2

) 2 � = �
:

� Die di�erentielle Form:

Vor.:

1) q 2 C(
) : q � 0,

2) �

i

2 C

1

(
) : �

i

� � = 
onst. > 0; i = 1; 2,

3) f 2 C(
),

4) u

A

2 C(
),

[5) u 2 C

2

(
)

?

W

i

2 C

1

(
)℄.
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Aus

�

1

h�x

1

�x

2

(1.5) und �x

1

;�x

2

! 0

erhalten wir die W

�

armeleitglei
hung in di�erentieller Form:

(1.6)

Gesu
ht u(x) 2 C

2

(
) \ C(

�


):

�

�

�x

1

�

�

1

(x)

�u(x)

�x

1

�

�

�

�x

2

�

�

2

(x)

�u(x)

�x

2

�

+ �q(x)u(x) =

= f(x) + �q(x)u

A

(x) 8 x = (x

1

; x

2

) 2 


+ Randbedingung: u(x) = g

1

(x) 8x 2 � = �
,

wobei �q = 2q=h; q { W

�

armeaustaus
hkoeÆzient.

Bemerkung 1.3: Andere Randbedingungen.

{ Randbedingungen 2. Art:

(a) W

�

armeisolation: W (x) = 0 8x 2 �,

(b) vorgegebener W

�

armestrom: W (x) = g

2

(x) 8x 2 �,

mit

W (x) := �

�u(x)

�N

:= �

�

�

1

(x)

�u(x)

�x

1

n

1

(x) + �

2

x

�u(x)

�x

2

n

2

(x)

�

6 6

W

�

armestrom Konormalenableitung

I

�

~n

W

�
 = �

x = (x

1

; x

2

)




{ Randbedingungen 3. Art: Freier W

�

armeaustaus
h:

�

�u

�N

= �(u� g

3

) auf � = �
;

wobei � { W

�

armeaustaus
hkoeÆzient,

g

3

{ Randau�entemperatur.
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{ Gemis
hte Randbedingungen:

� = �
 =

�

�

1

[

�

�

2

[

�

�

3

; �

i

\ �

j

= ; f

�

ur i 6= j.

Auf �

1

sind Randbedingungen 1. Art, auf �

2

Randbedingungen

2. Art und auf �

3

Randbedingungen 3. Art vorgegeben:

PSfrag repla
ements

�

1

: 1. Art (Diri
hlet),

�

2

: 2. Art (Neumann),

�

3

: 3. Art (Robin).

�

1

�

2

�

3

Station

�

ares 3D-W

�

armeleitproblem: P I

Weitere 2D- und 1D-Spezialf

�

alle: P II

! Rotationssymmetris
he Probleme.

1.1.2 Instation

�

are W

�

armeleitprobleme (Anfangs{Randwert{Auf-

gaben f

�

ur parabolis
he Di�erentialglei
hungen 2. Ordnung)

Betra
hten zun

�

a
hst wieder das instation

�

are 1D-W

�

armeleitproblem:

� Physikalis
hes Problem

Gesu
ht ist das si
h zeitli
h

�

andernde (instation

�

are) Temperaturfeld u(x; t) in einem

hinrei
hend d

�

unnen Stab der L

�

ange l = b � a , d.h., x 2 (a; b) , w

�

ahrend der Zeit

t 2 (0; T ) = T :

Q

PSfrag repla
ements

4t

t

2

= t+

4t

2

t

t

2

= t�

4t

2

x

2

= x +

4x

2

4xx

1

= x�

4x

2

x

x

a

b

t

t
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� W

�

armemengebilanz in Raum und Zeit:

Wir betra
hten die W

�

armemengebilanz an einem

"

kleinen\ Stabst

�

u
k der L

�

ange

�x w

�

ahrend der Zeitspanne �t (sp

�

ater

"

Momentaufnahme\, d.h., �t ! 0 und

�x! 0:)

(1.7)

� jQj

t

2

R

t

1

�

�u

�x

�

�

x

1

dt �

 

� jQj

t

2

R

t

1

�

�u

�x

�

�

x

2

dt

!

� jQj

t

2

R

t

1

x

2

R

x

1

�q(u� u

A

) d� dt

W

�

armemenge, die

im Punkt x

1

in

"

�x\ w

�

ahrend der

Zeitspanne �t

hinein
ie�t

�

W

�

armemenge, die

im Punkt x

2

aus

"

�x\ w

�

ahrend der

Zeitspanne �t

heraus
ie�t

�

W

�

armemenge, die

�

uber den Mantel

w

�

ahrend der Zeit-

spanne �t abgege-

ben wird

+ jQj

t

2

R

t

1

x

2

R

x

1

f d� dt = jQj

x

2

R

x

1


� (u(�; t

2

)� u(�; t

1

)) dx

+

W

�

armemenge, die

dur
h Aufheizung

w

�

ahrend der Zeit-

spanne �t entsteht

=

W

�

armemengendi�erenz

in

"

�x\ zwis
hen End{

und Anfangszeit

Dabei bezei
hnen � die Di
hte, 
 die W

�

armekapazit

�

at, � den W

�

armeleitkoeÆzienten

und �q =

j�Qj

jQj

q den spezi�s
hen W

�

armeaustaus
hkoeÆzienten.

� Resultat: Instation

�

are W

�

armeleitglei
hung in integraler Form (Bilanzform)

(1.8) Gesu
ht Temperaturfeld u(x; t):

x

2

R

x

1


� (u(�; t

2

)� u(�; t

1

)) d� �

t

2

R

t

1

�

�

�u

�x

�

�

x

2

� �

�u

�x

�

�

x

1

�

dt+

+

t

2

R

t

1

x

2

R

x

1

�q(u� u

A

) d� dt =

t

2

R

t

1

x

2

R

x

1

f(�; t) d� dt

8x 2 (a; b) 8�x > 0 : [x

1

; x

2

℄ � (a; b); x

1

= x�

�x

2

; x

2

= x +

�x

2

;

8t 2 (0; T ) 8�t > 0 : [t

1

; t

2

℄ � (0; T ); t

1

= t�

�t

2

; t

2

= t+

�t

2

+ Randbedingungen, z.B. 1. Art

u(a; t) = g

a

(t)

u(b; t) = g

b

(t)

�

8 t 2 (0; T )

+ Anfangsbedingung

u(x; 0) = u

0

(x) 8 x 2 [a; b℄

-

6

x

t

Raum{Zeitzylinder

Q

T

= (a; b)� (0; T )

u(x; t)RB RB

�

AB

0

T

a

b
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�

�

Ubergang zur di�erentiellen Form:

Vor.: Eingangsdaten f
; �; �; q; f; u

A

; g

a

; g

b

; u

0

g (

�

Ubung: S
hreiben Sie

die Voraussetzung exakt auf !) seien hinrei
hend glatt (z.B. ho-

mogenes Material, stetig verteilte W

�

armequellen, . . . ).

1

�x�t

(8), �x! 0; �t! 0

Resultat: Di�erentielle Form der instation

�

aren W

�

armeleitglei
hung

(= klassis
he Formulierung)

(1.9) Gesu
ht u 2 C

2;1

(Q

T

) \ C(

�

Q

T

):


�

�u

�t

�

�

�x

�

�

�u

�x

�

+ �qu = f + �qu

A

(x; t) 8(x; t) 2 Q

T

+ RB: z.B. 1. Art: ! 1. ARWA:

u(a; t) = g

a

(t); u(b; t) = g

b

(t) 8t 2 (0; T )

+ AB: u(x; 0) = u

0

(x) 8x 2 [a; b℄.

Bemerkung 1.4:

1. C

k;l

(Q

T

):

k ! k-mal stetig di�erenzierbar na
h x,

l ! l-mal stetig di�erenzierbar na
h t.

2. RB: 2. Art, 3. Art bzw. gemis
hte Randbedingungen sind m

�

ogli
h (verglei
he

Bemerkung 1.1)

"

1. ARWA

2. ARWA

3. ARWA

gemis
hte ARWA

3. F

�

ur die Existenz einer klassis
hen L

�

osung, d.h., L

�

osung der ARWA (1.9), ist

die Kompatibilit

�

at zwis
hen der Anfangsbedingung und den Randbedingungen

notwendig, d.h., kein W

�

armes
ho
k:

lim

t!+0

g

a

(t) = u

0

(a) ; lim

t!+0

g

b

(t) = u

0

(b):
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Instation

�

are W

�

armleitprobleme im 2D und 3D Fall:

) Herleitung analog (verglei
he Punkt 1.1.1 und P 1 )

z.B. 1. ARWA f

�

ur W

�

armeleitung in 3D:

(1.10) Gesu
ht u 2 C

2;1

(Q

T

) \ C(

�

Q

T

):


�

�u

�t

�

�

�x

1

�

�

1

�u

�x

1

�

�

�

�x

2

�

�

2

�u

�x

2

�

�

�u

�x

3

�

�

3

�u

�x

3

�

= f(x; t) in Q

T

=

= 
� (0; T )

+ RB: u(x; t) = g

1

(x; t); 8x 2 �

1

= � = �
; 8t 2 (0; T ) = T,

+ AB: u(x; 0) = u

0

(x); 8x 2

�


.

-

6

	

t

T

0

x

1

x

2




�=�


�

lim

t!+0

g

1

(x; t) = u

0

(x) 8 x 2 � !

u(x;t)

Raum-Zeit-Zylinder: 2D

Q

T

= 
� T = 
� (0; T )

1.1.3 Verallgemeinerungen (! di�erentielle Form)

Instation

�

are (station

�

are) W

�

armeleit{W

�

armetransportprobleme:

z.B. Temperaturfeldbere
hnung in Fluiden (1. ARWA):

(1.11)

Gesu
ht ist u 2 C

2;1

(Q

T

) \ C(

�

Q

T

):


�

�u

�t

�

m

X

i;j=1

�

�x

i

�

�

ij

�u

�x

j

�

| {z }

W

�

armeleitung

+ 
�

m

X

i=1

a

i

(x; t)

�u

�x

i

| {z }

W

�

armetransport

+ �q(x; t)u(x; t)

| {z }

nur im 1D{ bzw.

im 2D{Fall

=

= f(x; t) + �q(x; t)u

A

(x; t)

| {z }

nur im 1D{ bzw.

im 2D{Fall

8 (x; t) 2 Q

T

= 
� (0; T );

+ RB: z.B. 1. Art: u(x; t) = g

1

(x; t) 8 (x; t) 2 �
� (0; T ),

+ AB: u(x; 0) = u

0

(x) 8 x 2

�


.

wobei
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 = 
(x; t) { W

�

armekapazit

�

at,

� = �(x; t) { Di
hte

� = [�

ij

(x; t)℄

i;j=1;m

{ symmetris
h und glei
hm

�

a�ig p.d. W

�

armeleitzahlen{

matrix, z.B. orthotrop: �

ij

= �

i

Æ

ij

,

~a =

0

B

�

a

1

(x; t)

.

.

.

a

m

(x; t)

1

C

A

T

{ Ges
hwindigkeitsvektor,

[�q = �q(x; t) { spezi�s
her W

�

armeaustaus
hkoeÆzient, (m = 1; 2)℄,

f = f(x; t) { W

�

armeintensit

�

atsfunktion,

g

1

= g

1

(x; t) { vorgegebene Randtemperatur und

u

0

= u

0

(x) { Anfangstemperatur.

Bemerkung 1.5:

{ _u =

�u

�t

+

�x

i

�t

�u

�x

i

=

�u

�t

+ a

i

�u

�x

i

{ materielle Zeitableitung.

{ station

�

ar: Eingangsdaten sind t-unabh

�

angig (! Asymptotis
he

Verteilung, t!1):

?

u = u(x)

?

�u

�t

= 0, keine AB !

�

PDgl.: �div(�ru) + 
�a

T

ru+ �qu = f + �qu

A

;

RB: u = g

1

auf � = �

1

= �
:

{ 1. { 4. ARWA.

Typis
he Ni
htlinearit

�

aten in der Temperaturfeldbere
hnung:

1. Temperaturabh

�

angige MaterialkoeÆzienten: (

?

PDgl. ni
htlinear):

� = �(x; t; u) { temperaturabh

�

angige W

�

armeleitzahlen et
.

2. W

�

armestrahlung am Rand (

?

RB ni
htlinear):

�

�u

�N

= g(u� g

3

) := �(u� g

3

)

4

.

Kopplung von Temperaturfeldern mit anderen Feldern: z.B.:

{ thermome
hanis
he Probleme:

! lineare Thermoelastizit

�

at (siehe Punkt 1.2.3):

HOOKE ! �

ij

= D

ijkl

�

kl

+ (u� u

r

)�

i

Æ

ij

.

"

elastis
he Konstante

{ Navier-Stokes-Glei
hung + W

�

armeleitung/{transport:

! a (Ges
hwindigkeit), p (Dru
k), u (Temperatur).
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1.2 Beispiel: Festk

�

orperme
hanik

1.2.1 Der statis
he Fall: Zugstab (RWA f

�

ur elliptis
he Dgl. 2. Ord-

nung)

Me
hanis
hes Problem:

Gesu
ht ist die L

�

angsvers
hiebung u(x); x 2 (0; l), eines longitudinal belasteten linear

elastis
hen Stabes konstanten Quers
hnitts Q der L

�

ange l mit l � diam Q unter den

Voraussetzungen kleiner Vers
hiebungen und Deformationen. Der Stab sei z.B. im Punkt

x = 0 fest eingespannt und im Punkt x = l greife eine Fl

�

a
henkraft mit der Kraftdi
hte

g

l

an:

---� -

-�

x

g

l

jQj

x = l

� = �

x

-Spannung

�

�

x +

�x

2

�

jQj

x

x +

�x

2

x�

�x

2

�x

�(l)jQj = g

l

jQj

2. Art

��

�

x�

�x

2

�

jQj

x = 0

1. Art

u(0) = 0

Rbd.:

[��(0) = �(u(0)� 0)℄

3. Art

?

f(x) = Volumenkraftdi
hte (f = 0 beim reinen Zugstab)
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Kr

�

afteglei
hgewi
ht am

"

kleinen\ Stabst

�

u
k

"

�x\:

(1.12) ��

�

x�

�x

2

�

jQj+ �

�

x+

�x

2

�

jQj+ jQj

x+

�x

2

R

x�

�x

2

f(�) d� = 0.

Dazu kommen:

� Sto�gesetz = Hooke's
hes Gesetz:

) Spannung � relative L

�

angen

�

anderung:

�(x) = E(x)�(x),

wobei �(x) { Deformation (= relative L

�

angen

�

anderung),

E(x) { Youngs
hes Elastizit

�

atsmodul:

6

-

�

�

� = E�

� Geometris
he Beziehungen zwis
hen Deformation und Vers
hiebung:

-

-

-�

-�

x

1

x

1

+�x

1

x

x

�x

1

u(x

1

)

~

�x

1

x

1

+ u(x

1

) x

1

+�x

1

+ u(x

1

+�x

1

)

?

u(x

1

+�x

1

)

undeformiert:

deformiert:

--

Relative L

�

angen

�

anderung =

(x

1

+�x

1

+u(x

1

+�x

1

)�u(x

1

)�x

1

)��x

1

�x

1

=

u(x

1

+�x

1

)�u(x

1

)

�x

1

,

�(x) = lim

�x

1

!0

u(x

1

+�x

1

)� u(x

1

)

�x

1

= u

0

(x

1

):

� RB: u(0) = 0; �(l) � E(l)u

0

(l) = g

l

.
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Resultat: Integrale Form:

(1.13) Gesu
ht u(x) :

�(x +

�x

2

)� �(x�

�x

2

) +

x+

�x

2

R

x�

�x

2

f(�) d� = 0

8x 2 (0; l) 8�x > 0 :

�

x�

�x

2

; x+

�x

2

�

� (0; l)

mit Hookes
hem Gesetz: � = E� und geometris
her Beziehung � = u

0

;

+ RB: u(0) = 0; E(l)u

0

(l) = g

l

:

Di�erentielle Form:

1

�x

(1:13);�x! 0, Glattheitsvoraussetzungen: )

(1.14) Gesu
ht u 2 C

2

(0; l) \ C

1

(0; l℄ \ C[0; l℄ :

��

0

(x) = f(x); x 2 (0; 1)

�(x) = E(x)�(x); �(x) = u

0

(x)

�

� (E(x)u

0

(x))

0

= f(x)

+ RB: u(0) = 0; E(l)u

0

(l) = g

l

:

1.2.2 Der dynamis
he Fall: Longitudinals
hwingungen des Stabes

(ARWA f

�

ur hyperbolis
he PDgl. 2. Ordnung)

Me
hanis
hes Problem:

6

-

-�

?

f(x; t)

t

x = 0

u(0) = 0

x

x

1

x

2

x

u(x; t)

l

g

l

(t)

�(l; t) = g

l

(t)

x

1

= x�

�x

2

x

2

= x+

�x

2

t

1

= t�

�t

2

t

2

= t+

�t

2

- -
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Integrale Form:

(1.15) Gesu
ht u(x; t):

t

2

R

t

1

�

E(x

2

)

�u

�x

(x

2

; �)� E(x

1

)

�u

0x

(x

1

; �)

�

d� +

t

2

R

t

1

x

2

R

x

1

f(�; �) d� d� =

=

x

2

R

x

1

�

�u

�t

(�; t

2

)�

�u

�t

(�; t

1

)

�

%(�) d�

"

2. Newtons
hes Gesetz

8x 2 (0; l); 8�x > 0 :

�

x

1

= x�

�x

2

; x

2

= x +

�x

2

�

� (0; l);

8t 2 (0; T ); 8�t > 0 :

�

t

1

= t�

�t

2

; t

2

= t +

�t

2

�

� (0; T );

+ RB: u(0; t) = 0, E(l)

�u

�x

(l; t) = g

l

(t) 8t 2 (0; T ),

+ AB: u(x; 0) = u

0

(x), 8x 2 [0; l℄ (Anfangsvers
hiebung),

�u

�t

(x; 0) = u

1

(x), 8x 2 [0; l℄ (Anfangsges
hwindigkeit).

�

U 1.4 Sei u 2 C

2

(Q

T

); f 2 C(Q

T

); E 2 C

1

(0; l) und % 2 C(0; l) mit Q

T

=

(0; l)� (0; T ):

Man zeige, da� dann 9 �

�

; �

��

; �

���

2 (x

1

; x

2

) und t

�

; t

��

; t

���

2 (t

1

; t

2

),

soda� (1.15)

�

ubergeht in:

�

2

u(�

�

; t

�

)

�t

2

%(�

�

)�t�x =

�

�x

�

E(�

��

)

�u(�

��

; t

��

)

�x

�

�t�x + f(�

���

; t

���

)�t�x;

Hinweis: MWS !

Di�erentielle Form:

1

�x;�t

(1:15); �x;�t! 0, Glattheitsvoraussetzungen: )

(1.16)

Gesu
ht u 2 C

2

(Q

T

) \ C

1;0

((0; l℄� T) \ C ([0; l℄� T) \ C

0;1

([0; l℄� [0; T )):

%(x)

�

2

u(x; t)

�t

2

�

�

�x

�

E(x)

�u(x; t)

�x

�

= f(x; t); 8(x; t) 2 Q

T

+ RB: u(0; t) = 0; E(l)

�u

�x

(l; t) = g

l

(t); 8t 2 (0; T );

+ AB: u(x; 0) = u

0

(x);

�u

�t

(x; 0) = u

1

(x); 8x 2 [0; l℄:
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�

U 1.5 Seien %; E = 
onst. > 0 und der Stab periodis
h erregt, d.h., f(x; t) =

f(x)e

iwt

und g

l

(t) = g

l

e

iwt

. Man su
he die periodis
hen L

�

osungen

u(x; t) und bestimme die kritis
hen Frequenzen !

Hinweis: Man ma
he den Ansatz u(x; t) = u(x)e

iwt

!

L

�

osung:

�%!

2

u(x)e

iwt

� Eu

00

(x)e

iwt

= f(x)e

iwt

) u(x) : �u

00

(x)� �u(x) = f(x); x 2 (0; l)

u(0) = 0; Eu

0

(l) = g

l

; � = % !

2

=E

) �

k

: �u

00

k

(x) = �

k

u

k

(x)

u

k

(0) = 0; u

0

k

(l) = 0

1.2.3 Verallgemeinerung auf 3D (! di�erentielle Form)

Linear elastis
her K

�

orper im statis
hen Glei
hgewi
ht:

! [26℄ Numerik I: Punkt 1.1: RWA f

�

ur Lam�e{Naviers
he Glei
hung:

(1.17)

Gesu
ht Vers
hiebungsvektor u(x) = (u

1

(x); u

2

(x); u

3

(x)) 2 X � [C

2

(
)℄

3

:

�

3

P

j=1

�

�x

j

�

ij

(x) = f

i

(x); x = (x

1

; x

2

; x

3

) 2 
 � IR

3

�

,

+ Sto�gesetz: �

ij

=

3

P

k;l=1

D

ijkl

�

kl

(Hooke; [26℄ Nu I, Punkt 1.1 isotrop),

+ geometris
he Beziehung: �

ij

=

1

2

�

�u

i

�x

j

+

�u

j

�x

i

�

,

+ RB: u(x) = 0 8x 2 �

1

,

3

P

j=1

�

ij

(x)n

j

(x) = g

i

(x)

8x 2 �

2

; i = 1; 3.

�

1

�

2




w

f dx

I

*

n

=

0

�

n

1

n

2

n

3

1

A

x

�

x

u(x)

=

ds

g ds




u(x)
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Dynamis
h erregter 3D linear elastis
her K

�

orper:

(1.18)

Gesu
ht u(x; t) 2 X � [C

2

(Q

T

)℄

3

:

%�u� �

ij;j

= f

i

in Q

T

= 
� (0; T ), j %�u� div � = f

+ Sto�gesetz: �

ij

= D

ijkl

�

kl

, j � = D�

+ geometris
he Beziehung: �

ij

= 0:5(u

i;j

+ u

j;i

), j � = 0:5(ru+r

T

u)

+ RB: u = 0 auf �

1

; �

ij

n

j

= g

i

auf �

2

; i = 1; 3 8t 2 T,

+ AB: u(x; 0) = u

0

(x); _u(x; 0) = u

1

(x) 8x 2

�


.

Bezei
hnung:

� Einsteins
he Summationskonvention: �

ij;j

=

3

P

j=1

�

�x

j

�

ij

.

� _u =

�u

�t

; �u =

�

2

u

�t

2

.

Spezialf

�

alle: ! Strukturme
hanik (siehe Vorlesung [29℄):

1. Ebener Spannungszustand () 2D):

�

ij

(x

1

; x

2

; x

3

) = �

ij

(x

1

; x

2

) 8i; j = 1; 2;

�

i3

= �

3i

= 0 8i = 1; 2; 3;

z.B.: S
heibe:

-

6 �




x

2

x

3

x

1

h=2

�h=2

-

6

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�




x

1

x

2
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2. Ebener Deformationszustand () 2D):

�

ij

(x

1

; x

2

; x

3

) = �

ij

(x

1

; x

2

) 8i; j = 1; 2;

�

i3

= �

3i

= 0 8i = 1; 2; 3;

z.B.: Damm:

-

6

�

	

x

2

x

1

x

3

-

6

�

�

�

�

�

�

x

2

x

1




?

3. Rotationssymmetris
he Probleme () 2D).

4. Membran, Platte, S
hale, Balken, Stab, Saite, . . .

Ni
htlinearit

�

aten:

1. Sto�i
h: � = �(�) oder _� = a(�; �; _�) quasistatis
he Plastizit

�

at [23℄.

2. Geometris
h: ! gro�e Deformationen.

Kopplungen mit anderen Feldern: z.B. mit W

�

armeleitung

�

ij

= ��

kk

Æ

ij

+ 2��

ij

+ �(T � T

0

)Æ

ij

,

isotrop

wobei �; � { Lam�es
he Konstanten,

� { W

�

armedehnzahl.



Kapitel 2

Klassi�zierung PDgl. und grundlegende klassis
he

Aufgabenstellungen f

�

ur PDgl.

Lehrb

�

u
her: [13℄.

2.1 Klassi�zierung

2.1.1 Allgemeine Klassi�zierung

Bezei
hnungen:

u(x) = (u

1

(�); : : : ; u

l

(�)) : IR

N

! IR

l

(C

l

) (N = m;m+ 1);

Du :=

P

j�j�n

b

�

�

�

u { Di�erentialausdru
k der Ordnung n;

6

l � l-Matrix

D

n

u = [�

�

u℄

j�j�n

; M

n

= jf� : j�j � ngj; Du, Ordnung (D) � n;

Q � IR

N

(z.B. au
h Q = IR

N

); F (�; �) : Q� IR

M

n

! IR

l

.

System von l gekoppelten PDgl. der Ordnung n:

(2.1) F (x;D

n

u) = 0; x 2 Q

De�nition 2.1:

Das System (2.1) nennen wir System linearer PDgl. der Ordnung n, falls es si
h in der

Gestalt

(2.2)

n

X

j�j=0

a

�

(x)�

�

u(x) = f(x); x 2 Q; f : Q! IR

l

;

6

l � l-Matrix

s
hreiben l

�

a�t. Im Falle l = 1 hei�t (2.2) (skalare) lineare PDgl. der Ordnung n.

22
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Bisher, d.h., in Kap. 1: n = 2:

N

P

i;j=1

a

ij

(x)

�

2

u

�x

i

�x

j

+

N

P

i=1

a

i

(x)

�u

�x

i

+ a(x)u(x) = f(x) x 2 Q(2.2)

a

ij

u;

ij

+a

i

u;

i

+au = f

Beispiel: l = 1: W

�

armeleitung: station

�

ar N = m, instation

�

ar: N = m + 1,

l = 3: 3D Elastizit

�

at: station

�

ar N = m, instation

�

ar: N = m+ 1.

%

Q = 


%

Q = Q

T

= 
� T

De�nition 2.2:

Das System (2.1) nennen wir quasilineares PDgl.-System der Ordnung n, falls es si
h in

der Gestalt

(2.3)

X

j�j=n

a

�

(x;D

n�1

u)�

�

u = f(x;D

n�1

u); x 2 Q

6

l � l-Matrix

s
hreiben l

�

a�t, wobei D

n�1

u = [�

�

u℄

j�j�n�1

"

Du = D

n�1

u =

P

j�j�n�1

b

�

�

�

u; d.h., Ordnung (D) � n� 1:

#

Im Falle l = 1 hei�t (2.3) wieder (skalare) quasilineare PDgl. der Ordnung n.

2.1.2 Typisierung skalarer linearer PDgl. 2. Ordnung

Betra
hten lineare PDgl. 2. Ordnung in der Form (l = 1)

(2.4)

N

X

i;j=1

a

ij

(x)

�

2

u

�x

i

�x

j

+

N

X

i=1

a

i

(x)

�u

�x

i

+ a(x)u(x) = f(x); x 2 Q

unter den Voraussetzungen:

� a

ij

; a

i

; a { reell (reelle stetige Funktion),

� a

ij

= a

ji

8i; j = 1; N (o. B. d. Allg.).

Der PDgl. (2.4) ordnet man die quadratis
he Form

(2.5) �(x; �) :=

N

X

i;j=1

a

ij

(x)�

i

�

j

= (A(x)�; �) 8� 2 IR

N

mit A(x) = [a

ij

(x)℄

i;j=1;N

zu. Die quadratis
he Form hei�t 
harakteristis
he Form

der PDgl. (2.4).
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Betra
hten �(x; �) in einem �xierten Punkt x 2 Q. Dann existiert lineare Transforma-

tion C = [C

kl

℄

k;l=1;N

= [jjjj℄ :

EV

(2.6) C

T

AC = D := diag

EW

[�

k

℄

k;l=1;N

; d.h.,

�(x; �) = (A�; �) = (AC�;C�) = (C

T

AC�; �) =

"

� = C�

= (D�; �) =

N

P

k=1

�

k

�

2

k

;

wobei �

k

= EW (A).

De�nition 2.3: elliptis
h, parabolis
h, hyperbolis
h, ultrahyperbolis
h.

1. Die PDgl. (2.4) hei�t im Punkt x elliptis
h, falls in (2.6) alle �

k

< 0 oder alle

�

k

> 0 (k = 1; 2; : : : ; N).

2. Die PDgl. (2.4) hei�t im Punkt x parabolis
h, falls genau ein KoeÆzient �

k

= 0

und alle anderen, entweder alle positiv oder alle negativ sind.

3. Die PDgl. (2.4) hei�t im Punkt x hyperbolis
h, falls genau ein KoeÆzient �

k

positiv

(negativ) ist und alle anderen negativ (positiv) sind.

4. Die PDgl. (2.4) hei�t im Punkt x ultrahyperbolis
h, falls einige KoeÆzienten

�

k

1

; : : : ; �

k

i

positiv und die anderen �

l

1

; : : : ; �

l

j

negativ sind.

5. Die PDgl. (2.4) hei�t im Punkt x ultraparabolis
h, falls mehr als ein KoeÆzient

Null ist.

De�nition 2.4:

Falls (2.4) in allen Punkten x 2 Q den glei
hen Typ (elliptis
h, parabolis
h et
.) hat,

dann nennt man (2.4) in Q elliptis
h, parabolis
h et
.

Lemma 2.5: Die PDgl. (2.4) ist im Punkt x elliptis
h gdw. �(x; �) in x positiv bzw.

negativ de�nit ist.

Beweis: folgt sofort aus der Bez. (2.6). q.e.d.

De�nition 2.6: Glei
hm

�

a�ig elliptis
h in Q.

Die PDgl. (2.4) hei�t glei
hm

�

a�ig elliptis
h in Q, falls 9 ��

1

= 
onst. > 0; ��

1

6= ��

1

(x):

(2.7) (�)�(x; �) � ��

1

j�j

2

8� 2 IR

N

8x 2 Q:
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Beispiel 2.7: N = 2.

(2.4)

?

a

11

�

2

u

�x

2

1

+ 2a

12

�

2

u

�x

1

�x

2

+ a

22

�

2

u

�x

2

2

+ : : : = f(x),

(2.5)

?

�(x; �) = a

11

�

2

1

+ 2a

12

�

1

�

2

+ a

22

�

2

2

=

��

a

11

a

12

a

21

a

22

��

�

1

�

2

�

;

�

�

1

�

2

��

.

A

Bez. � � �(x) := a

2

12

� a

11

a

22

.

Dann gilt:

a) � < 0, (2.4) elliptis
h:

?

(�) �(x; �) = 
onst. > 0 def. Ellipse,

b) � > 0, (2.4) hyperbolis
h:

?

�(x; �) = 
onst. def. Hyperbel,


) � = 0, (2.4) parabolis
h:

?

�(x; �) = 
onst. def. Parabel.

"

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

mms: EWP: A� = �� gdw. det

�

a

11

� � a

12

a

21

a

22

� �

�

= 0

EV EW

0 = (a

11

� �)(a

22

� �)� a

2

12

= �

2

� a

11

�� a

22

�+ a

11

a

22

� a

2

12

?

�

1;2

=

a

11

+a

22

2

�

q

�

a

11

+a

22

2

�

2

+ a

2

12

� a

12

a

22

a

2

11

+2a

11

a

22

+a

2

22

�4a

11

a

22

+4a

2

12

4

=

(a

11

�a

22

)

2

+4a

2

12

4

In 
) setzen wir nat

�

urli
h zus

�

atzli
h voraus, da� in x ni
ht alle KoeÆzienten a

11

, a

12

, a

22

glei
hzeitig Null sind.

Beispiel 2.8: Tri
omi-Glei
hung:

(2.8) x

2

�

2

u

�x

2

1

+

�

2

u

�x

2

2

= f(x)

) �(x; �) := x

2

�

2

1

+ �

2

2

) Tri
omi-Glei
hung:

PDgl. vom gemis
hten Typ !

entartet !

6

-

elliptis
h

hyperbolis
h

parab.

x

1

x

2

Q
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Beispiel 2.9: klassis
he Glei
hungen der Mathematis
hen Physik:

1. Wellenglei
hung: u

tt

� a

2

�u = f(x; t); (t; x

1

; : : : ; x

m

) 2 IR

N=m+1

,

A =

"

+1 0

0 �a

2

I

#

�

u

tt

=

�

2

u

�t

2

�

) �(t; x; �) = �

2

0

� a

2

(�

2

1

+ : : :+ �

2

m

)

) hyperbolis
h !

2. W

�

armeleitglei
hung: u

t

� a

2

�u = f(x; t); (t; x

1

; : : : ; x

m

) 2 IR

m+1

,

A =

"

0 0

0 �a

2

I

#

) �(t; x; �) = �a

2

(�

2

1

+ : : :+ �

2

m

)

) parabolis
h !

3. Poisson-Glei
hung: ��u = f(x); x = (x

1

; : : : ; x

m

) 2 IR

m

,

A = �I; �(x; �) = �(�

2

1

+ : : :+ �

2

m

)

) elliptis
h !

Numerik II: Elliptis
he PDgl.

?

RWA !

Numerik III [28℄: Parabolis
he und hyperbolis
he PDgl.

?

AWA, ARWA !

2.1.3 Elliptizit

�

atsbegri� bei PDgl. h

�

oherer Ordnung und Systemen

PDgl.

Betra
hten zun

�

a
hst skalare PDgl. der Ordnung n

(2:9) = (2:2)

l=1

n

P

j�j=0

a

�

(x)�

�

u = f(x); x = (x

1

; : : : ; x

N

) 2 Q � IR

N

.

Der PDgl. (2.9) ordnen wir wieder die 
harakteristis
he Form

(2.10) �(x; �) :=

X

j�j=n

a

�

(x)�

�

; 8� 2 IR

N

; x 2 Q:

De�nition 2.10:

Die PDgl. (2.9) n-ter Ordnung hei�t im Punkt x 2 Q elliptis
h, falls die 
harakteristis
he

Form (2.10) [positiv bzw. (negativ)℄ de�nit ist, d.h., 9 ��

1

= ��

1

(x) > 0:

(2.11) (�)�(x; �) � ��

1

(x) > 0 8� 2 IR

N

: j�j = 1:

Gilt (2.11) 8x 2 Q, dann hei�t die PDgl. (2.9) elliptis
h in Q. Gilt (2.11) glei
hm

�

a�ig

in Q, d.h., ��

1

(x) 6= ��

1

, dann hei�t die PDgl. (2.9) glei
hm

�

a�ig elliptis
h in Q.
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�

U 2.1 Man zeige:

�(x; �) � ��

1

> 0 8j�j = 1, �(x; �) � ��

1

j�j

n

8� 2 IR

N

.

Beispiel 2.11: Biharmonis
he Glei
hung (n = 4; N = 2):

�

2

u �

�

4

u

�x

4

1

+ 2

�

4

u

�x

2

1

�x

2

2

+

�

4

u

�x

4

2

= f(x) (= Plattenglei
hung)

) �(x; �) = �

4

1

+ 2�

2

1

�

2

2

+ �

4

2

= (�

2

1

+ �

2

2

)

2

= j�j

4

8� 2 IR

N

d.h., ��

1

= 1.

Lemma 2.12:

Partielle Di�erentialglei
hungen vom elliptis
hen Typ sind notwendigerweise von gerader

Ordnung, d.h., n = 2k.

Beweis: indirekt.

Annahme: (2.9) sei von ungerader Ordnung n = 2k + 1 und elliptis
h.

) o. B. d. Allg. �(x; �) � ��

1

(x) > 0 8� 2 IR

N

: j�j = 1,

� ! ��: �(x;��) =

P

j�j=n

a

(x)

�

(��)

�

=

P

j�j=2k+1

a

�

(x)(�1)

j�j

�

�

= (�1)

2k+1

�(x; �)

| {z }

���

1

>0

� ���

1

< 0:

?

q.e.d.

Betra
hten nun System PDgl. der Ordnung n

(2.2)

n

X

j�j=0

a

�

(x)�

�

u(x) = f(x); x 2 Q

mit u = (u

1

; : : : ; u

l

)

T

; f = (f

1

; : : : ; f

l

)

T

; a

�

(x) = [a

ij

�

℄

i;j=1;l

{ l � l{Matrix.

Dem System PDgl. (2.2) ordnen wir nun die 
harakteristis
he Matrix

(2.12) �(x; �) :=

X

j�j=n

a

�

(x)�

�

(l � l-Matrix)

und die 
harakteristis
he Form

(2.13) det �(x; �)

zu.

De�nition 2.13:

Das System PDgl. (2) n-ter Ordnung (bzw. der entspre
hende Di�erentialoperator auf

der re
hten Seite) hei�t im Punkt x 2 Q elliptis
h (na
h Petrovskij), falls die 
harakte-

ristis
he Form det �(x; �) de�nit ist. Analog zu De�nition 2.10 de�nieren wir elliptis
h

in Q und glei
hm

�

a�ig elliptis
h in Q.
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O�enbar gilt wieder: n = 2k als notwendige Bedingung f

�

ur Elliptizit

�

at !

De�nition 2.14: Divergente Form:

Ein elliptis
her Di�erentialausdru
k Lu der Ordnung n = 2k liegt in divergenter Form

vor, wenn man ihn in der Form

Lu := (�1)

k

X

j�j=j�j=k

�

�

a

��

#

a

��

= a

��

�

�

u

| {z }

Hauptteil

+

X

j�j; j�j � k

j�j+ j�j � 2k � 1

�

�

a

��

�

�

u(2.14)

�(x; �) =

X

j�j=j�j=k

a

��

(x)�

�+�

s
hreiben kann.

�

U 2.2 Man zeige, da� das Lam�es
he Dgl.-System ���u� (�+ �)r div u = f

der linearen Elastizit

�

atstheorie (isotrop)

��

�

�

2

u

1

�x

2

1

+

�

2

u

1

�x

2

2

+

�

2

u

1

�x

2

3

�

� (�+ �)

�

�x

1

�

�u

1

�x

1

+

�u

2

�x

2

+

�u

3

�x

3

�

= f

1

��

�

�

2

u

2

�x

2

1

+

�

2

u

2

�x

2

2

+

�

2

u

2

�x

2

3

�

� (�+ �)

�

�x

2

�

�u

1

�x

1

+

�u

2

�x

2

+

�u

3

�x

3

�

= f

2

��

�

�

2

u

3

�x

2

1

+

�

2

u

3

�x

2

2

+

�

2

u

3

�x

2

3

�

� (�+ �)

�

�x

3

�

�u

1

�x

1

+

�u

2

�x

2

+

�u

3

�x

3

�

= f

3

elliptis
h im Sinne der De�nition 2.13 ist.

2.2 Klassis
he lineare Aufgabenstellungen der Mathe-

matis
hen Physik f

�

ur skalare PDgl. 2. Ordnung

2.2.1 ARWA f

�

ur parabolis
he PDgl.

Gesu
ht u(x; t) 2 X � C

2;1

(Q

T

):

(2.15) Lu(x; t) :=

�u

�t

� a

2

�u = f(x; t); (x; t) 2 Q

T

= 
� T

+ AB: u(x; 0) = u

0

(x); x 2

�


,

+ RB: lu(x; t) = g(x; t); x 2 � = �
; t 2 T = (0; T ),

1. Art = Diri
hlet: lu := uj

�

! 1. ARWA,

2. Art = Neumann: lu := �a

2

�u

�n

*

�

�

�

�

! 2. ARWA,

3. Art = Robin = Austaus
hbedingung: ! 3. ARWA,

lu := �a

2

�u

�n

*

� �uj

�

4. Art = gemis
hte RB: ! 4. ARWA.
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Modelliert z.B. folgende physikalis
he Ers
heinungen:

{ Instation

�

are W

�

armeausbreitung (

?

W

�

armeleitglei
hung, vgl. Punkt 1.1),

{ Instation

�

are Di�usionsprozesse (

?

Di�usionsglei
hung),

.

.

. et
.

Numeris
he Behandlung: siehe [28℄ Numerik III !

2.2.2 ARWA f

�

ur hyperbolis
he PDgl.

Gesu
ht u(x; t) 2 X � C

2

(Q

T

):

(2.16) Lu(x; t) :=

�

2

u

�t

2

� a

2

�u = f(x; t); (x; t) 2 Q

T

= 
� T

+ AB: u(x; 0) = u

0

(x)

�u

�t

(x; 0) = u

1

(x)

�

x 2

�


,

+ RB: 1. { 4. Art ) 1. { 4. ARWA.

Modelliert z.B. folgende physikalis
he Ers
heinungen:

{ Longitudinals
hwingungen eines Stabes (verglei
he Punkt 1.2.2),

{ Tranversals
hwingungen einer Saite (1D) oder Membran (2D),

{ Elektromagnetis
he S
hwingungen,

{ Ausbreitung von Dru
kwellen,

.

.

. et
.

) (2.16) hei�t au
h S
hwingungs- bzw. Wellenglei
hung !

Numeris
he Behandlung: siehe [28℄ Numerik III !

2.2.3 RWA f

�

ur elliptis
he PDgl.

Asymptotis
he Verteilung: t!1:

Ableitung aus parabolis
her PDgl. f

�

ur t!1 unter station

�

aren Bedingungen:

Annahme: f(x; t) = f(x)

g(x; t) = g(x)

a

2

= 
onst. > 0

9

=

;

)

u(x; t) �! u(x)

�u

�t

(x; t) �! 0

t!1

Folgli
h ist die asymptotis
he (station

�

are) Verteilung u(x) L

�

osung der RWA:

(2.17) Lu := ��u(x) =

1

a

2

f(x) in 


+ RB: 1. { 4. Art auf �

Poisson-Glei
hung

Beispiel: Asymptotis
he (station

�

are) Temperaturverteilung, S
hadsto�verteilung et
.
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Statis
he und quasistatis
he Glei
hgewi
htszust

�

ande:

Ableitung aus hyperbolis
her PDgl. m

�

ogli
h:

Annahme:

�

2

u

�t

2

(x; t) � 0 8(x; t) 2 Q

T

;

�u

�t

(x; 0) � 0 8x 2

�


; a

2

= 
onst. > 0.

) quasistatis
h:

(2.18) ��

�

u

(x; t) =

�

f (x; t)=a

2

+ RB: 1. { 4. Art

+ AB: u(x; 0) = u

0

(x); x 2

�




Quasizeitparameter

?

inkrementelle Methoden

(Homotopie-Methoden)

?

Annahme: f(x; t) = f(x); g(x; t) = g(x); a

2

= 
onst. > 0.

) statis
h:

(2.17) ��u(x) = f(x)=a

2

in 


+ RB: 1. { 4. Art auf �

Poisson-Glei
hung

Beispiel: { Zugstab im statis
hen Glei
hgewi
ht (verglei
he Punkt 1.2.1),

{ Glei
hgewi
htslage einer Saite bzw. Membran:

?

?

f(x)

u(x)

Periodis
he L

�

osungen von hyperbolis
hen PDgl.:

Betra
hten z.B. 1. ARWA f

�

ur (16)

�

2

u

�t

2

� a

2

�u = f , RB, AB.

Annahme: f(x; t) = a

2

f(x)

| {z }

Amplitude

e

i!t

g(x; t) = g(x)e

i!t

Ansatz: u(x; t) = u(x)e

i!t

(2.16) )

(2.19)

��u(x)� k

2

u(x) = f(x); x 2 


+ RB: u(x) = g(x); x 2 �

mit k

2

= !

2

=a

2

Helmholtz-

Glei
hung

Frequenz !

k

)

+

�

In Verbindung mit der Helmholtz-Glei
hung steht die Frage na
h den Eigens
hwingungen

(� = k

2

):

EWP:

(2.20)

Gesu
ht u(x) 6� 0: ��u(x) = �u(x); x 2 


u(x) = 0; x 2 �

) Fredholm-Theorie (siehe [26℄) f

�

ur (2.19) !
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2.2.4 Bemerkungen zur klassis
hen L

�

osbarkeit

Die Aufgabenstellungen (2.15) { (2.20) mit entspre
henden AB und RB nennt man

klassis
h, wenn die L

�

osung u(x; t) (bzw. u(x)) in den der Aufgabenstellung entspre-


henden R

�

aumen stetig di�erenzierbarer Funktionen gesu
ht wird.

z.B. 1. RWA (2.17) = Diri
hlet-Problem f

�

ur Poisson-Glei
hung:

) Gesu
ht u 2 X = C

2

(
) \ C(

�


) � C

2

(
).

Die Eingangsdaten ff(x; t), g(x; t), a

2

, u

0

(x), u

1

(x), 
, �
gm

�

ussen entspre
hende Glatt-

heitseigens
haften haben !

Existenz-, Eindeutigkeits- und Regularit

�

atsaussagen f

�

ur klassis
he L

�

osung siehe

Vorlesung

"

PDgl.\ bzw. Literatur, z.B. [24℄.

Zur Regularit

�

at elliptis
her RWA:

� D. Hilbert: 19. Hilberts
he These (1901, Paris, Mathematiker Kongre�):

! Aus bestimmten Di�erenzierbarkeitseigens
haften der Eingangsgr

�

o�en

folgen entspre
hend

"

bessere\ (Ordnungs-Shift) Glattheitseigens
haften

der L

�

osung !?

! Glattheitsgewinn = 2n = Ordnung der PDgl. !?

� S
hauder: (siehe z.B. [24℄, S. 145 !)

Vor.: 1. � = �
 2 C

k;�

mit k � 2; 0 � � � 1,

2. f 2 C

k�2;�

(

�


); g 2 C

k;�

(�).

Bh.: Dann 9 ! klassis
he L

�

osung des Diri
hlet-Problems f

�

ur die

Poisson-Glei
hung (��u = f in 
; u = g auf �), und es gilt:

1. u 2 C

k;�

(

�


),

2. kuk

C

k;�

(

�


)

� 
(kfk

C

k�2;�

(

�


)

+ kgk

C

k;�

(�)

).

) im weiteren (z.B. im Kapitel 5: Di�erenzenverfahren) wird die Existenz einer

klassis
hen L

�

osung der betra
hteten RWA bzw. ARWA ([28℄ Numerik III), die

hinrei
hend glatt ist, vorausgesetzt !
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Allgemeiner Fall: �a

2

�u

| {z }

elliptis
her

Anteil von L

7�! allgemeiner elliptis
her

Di�erentialoperator

a)

"

symmetris
her\ Fall (formal selbstadjungierter Di�erentialoperator):

linear quasilinear

�a

2

�u 7! � div (�(x)ru) + au �

m

P

i;j=1

�

�x

i

(a

i;j

( ; u)

�u

�x

j

) + a( ; u)u

bzw.

�

m

P

i;j=1

�

�x

i

(a

ij

�u

�x

j

) + au

z.B. Abh

�

angigkeit der W

�

armeleit-

koeÆzienten von der Temperatur

Elliptizit

�

atsbedingung: (") �

m

P

i;j=1

�

�x

i

(a

ij

( ; jruj)

�u

�x

j

) + : : :

a

ij

= a

ji

8i; j = 1; m,

m

P

i;j=1

a

ij

�

i

�

j

� ��

1

j�j

2

,

8� 2 IR

m

.

z.B. Abh

�

angigkeit der Permeabili-

t

�

at von der Induktion in der

Magnetfeldbere
hnung

%

&

x

x; t

b)

"

ni
htsymmetris
her\ Fall (! Konvektions-Terme !):

�a

2

�u 7! �

m

P

i;j=1

�

�x

i

(a

ij

�u

�x

j

) +

m

P

i=1

a

i

(�)

�u

�x

i

+ au

Beispiel: 1) W

�

armetransport (

?

W

�

armeleit-W

�

armetransport-Probleme)

! siehe Punkt 1.1.3.

2) S
hadsto�transport (

?

Di�usions-Konvektions-Probleme).



Kapitel 3

Verallgemeinerte Formulierungen elliptis
her RWA und

ihre Analysis

Lehrb

�

u
her: [5℄, [13℄.

3.1 Die (primale) Variationsformulierung

3.1.1 Die abstrakte Theorie

Wiederholung: Siehe [26℄ Numerik I, Punkt 2.3 !

Betra
hten abstraktes Variationsproblem

(3.1) Gesu
ht u 2 V

g

: a(u; v) =< F; v > 8v 2 V

0

,

Homogen.: u = w + g

?

?

?

y

(3.1)

0

Gesu
ht w 2 V

0

: a(w; v)=<

^

F; v > :=< F; v > � a(g; v) 8v 2 V

0

,

u 2 V

0

a(u; v) =< F; u > 8u 2 V

0

.

Hauptresultat: Satz von Lax & Milgram ([26℄ Numerik I: Satz I.2.9)

Vor.: 0. V

0

� V - UR des H-Raums V; k � k; (�; �),

1. F 2 V

�

0

,

2. a(�; �) : V

0

� V

0

! IR

1

{ Bilinearform,

2.a) V

0

-elliptis
h: �

1

kvk

2

� a(v; v) 8v 2 V

0

,

2.b) V

0

-bes
hr

�

ankt: ja(u; v)j � �

2

kuk kvk 8u; v 2 V

0

.

Bh.: 9 ! u 2 V

0

: a(u; v) =< F; v > 8v 2 V

0

(3:1)

0

Beweis: (3:1)

0

, Au = F in V

�

0

mit < Au; v >= a(u; v)

Bana
hs
her Fixpunktsatz: % 2 (0; 2�

1

=�

2

2

);

(3.2) u

n+1

= u

n

� %(JAu

n

� JF )

-

n!1 u:

33
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3.1.2 Beispiele: RWA f

�

ur elliptis
he PDgl.

3.1.2.1 RWA f

�

ur skalare elliptis
he PDgl. 2. Ordnung

Siehe au
h [26℄ Numerik I, Punkt 4.3.

Klassis
he Formulierung: (in divergenter Form)

(3.3) Gesu
ht u 2 X := C

2

(
) \ C

1

(
 [ �

2

[ �

3

) \ C(
 [ �

1

):

�

m

P

i;j=1

�

�x

i

�

a

ij

(x)

�u

�x

j

�

+

m

P

i=1

a

i

(x)

�u

�x

i

+ a(x)u(x) = f(x); x 2 
,

+RB: u(x) = g

1

(x); x 2 �

1

,

�u

�N

= g

2

(x); x 2 �

2

,

�u

�N

+ �(x)u(x) = g

3

(x)

| {z }

�(x)u

A

(x)

; x 2 �

3

.

�

�u

�N

= �(x)(u(x)� u

A

(x)),

wobei

�u

�N

:=

m

P

i;j=1

a

ij

(x)

�u(x)

�x

j

n

i

(x) die Konormalenableitung

bezei
hnet.

Bemerkung 3.1:

1. u 2 X: (3.3) hei�t klassis
he L

�

osung der RWA !

2. Bea
hte Vor. an Eingangsdaten fa

ij

; a

i

; a; �; f; g;
g

�

U 3.1

! hinrei
hend glatt ! mms: a

ij

2 C

1

(
) \ C(
 [ �

2

[ �

3

); : : : ?

3. Glei
hm

�

a�ige Elliptizit

�

at in 
:

� a

ij

(x) = a

ji

(x) 8x 2

�


 8i; j = 1; m,

� �(x; �) :=

m

P

i;j=1

a

ij

(x)�

i

�

j

� ��

1

j�j

2

8� 2 IR

m

8x 2

�


.

4. Beispiel: W

�

armeleit-W

�

armetransportproblem aus Punkt 1.1.3.
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Variationsformulierung = verallgemeinerte Formulierung = s
hwa
he

Formulierung:

� Formale Prozedur zur Herleitung der Variationsformulierung (3.1):

1. Wahl des Raumes der Testfunktion:

V

0

= fv 2 V =W

1

2

(
) : v = 0 auf �

1

g.

2. Multiplizieren PDgl. (3.3) mit Testfunktion v 2 V

0

und integrieren

�

uber 
:

R




(�

m

P

i;j=1

�

�x

i

�

a

ij

�u

�x

j

�

+

m

P

i=1

a

i

�u

�x

i

+ au)v dx =

R




fv dx 8v 2 V

0

.

3. Partielle Integration im Hauptteil (= Terme (a

;j

u

;j

)

;i

)

R




�w

�x

i

v dx = �

R




w

�v

�x

i

dx+

R

�


wv � n

i

ds

R




(

m

P

i;j=1

a

ij

�u

�x

j

�v

�x

i

+

m

P

i=1

a

i

�u

�x

i

v + auv) dx�

R

�


m

X

i;j=1

a

ij

�u

�x

j

n

i

| {z }

=:

�u

�N

=Konormalenableitung

� v ds =

=

R




fv dx 8v 2 V

0

.

4. Verarbeitung der nat

�

urli
hen RB auf �

2

und �

3

:

R

�

�u

�N

v ds =

R

�

1

�u

�N

v ds+

R

�

2

g

2

v ds+

R

�

3

(g

3

� �u)v ds

5. Festlegung der Mannigfaltigkeit, in der die L

�

osung u gesu
ht wird:

V

g

= fv 2 V =W

1

2

(
) : v = g

1

auf �

1

g.

6

Grundraum f

�

ur betra
htete Aufgabenstellung

0

� Resultat: Variationsformulierung (VF)

(3.4) Gesu
ht u 2 V

g

: a(u; v) =< F; v > 8v 2 V

0

,

mit

a(u; v) :=

R




(

m

P

i;j=1

a

ij

�u

�x

j

�v

�x

i

+

m

P

i=1

a

i

�u

�x

i

v + auv) dx+

R

�

3

�uv ds,

< F; v > :=

R




fv dx+

R

�

2

g

2

v ds+

R

�

3

g

3

v ds,

V

g

:= fv 2 V = W

1

2

(
) : v = g

1

auf �

1

g,

V

0

:= fv 2 V : v = 0 auf �

1

g.
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� Bemerkung 3.2:

1. L

�

osung u 2 V

g

von (3.4) hei�t s
hwa
he oder verallgemeinerte L

�

osung.

2. F

�

ur die Variationsformulierung (3.4) k

�

onnen die Voraussetzungen an die Ein-

gangsdaten abges
hw

�

a
ht werden

(! Integrale m

�

ussen existieren), z.B.:

(3.5)

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

1) a

ij

; a

i

; a 2 L

1

(
); � 2 L

1

(�

3

);

2) f 2 L

2

(
); g

i

2 L

2

(�

i

); i = 2; 3;

3) g

1

2 H

1

2

(�

1

); d.h., 9 ~g

1

2 H

1

(
) : ~g

1

j

�

1

= g

1

;

4) 
 � IR

m

�

: � = �
 2 C

0;1

(Lips
hitz-stetiger Rand),

5) glei
hm

�

a�ige Elliptizit

�

at:

m

P

i;j=1

a

ij

(x)�

i

�

j

� ��

1

j�j

2

8� 2 IR

m

a

ij

(x) = a

ji

(x) 8i; j = 1; m

9

=

;

8 f.

�

u. x 2 
:

3. Beziehung zwis
hen klassis
her und verallgemeinerter L

�

osung:

u 2 X: (3)

klassis
he L

�

osung

(3.3)

u 2 V

g

: (4)

verallgemeinerte L

�

osung

(3.4)

<

>

(mms)

1 { 5

u 2 X \ V

g

\

�

W

2

2

(
)

"

Vor.:

u 2 V

g

\X\

�

W

2

2

(
)

klassis
he Glattheitsvor.

an Eingangsdaten in

�




Existenz der Integrale und Dur
hf

�

uhrbarkeit der partiellen Integration:

! A
htung: u 2 X = C

2

(
) \ C

1

(
 [ �

2

[ �

3

) \ C(
 [ �

1

)
6)

i.a.

u 2 W

1

2

(
) !

z.B.:

�u

�x

i

= O(j x

3




� y

3

�

1

j

�p

) f

�

ur




2

x !

�

1

2

y und p > 0 hinrei
hend gro� !

R

y

�

1




x
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�

Ubungsaufgaben (siehe P VII):

�

U 3.1 Formulieren Sie f

�

ur (3.3) die klassis
hen Voraussetzungen an die Eingangsdaten !

Geben Sie eine hinrei
hende Bedingung daf

�

ur an, da� eine verallgemeinerte L

�

osung

u 2 V

g

\X \W

2

2

(
) von (3.4) au
h L

�

osung von (3.3) im klassis
hen Sinne ist !

Betra
hten Sie zum

"

Training\ zun

�

a
hst das Diri
hlet-Problem f

�

ur die Poisson-

Glei
hung:

(3.3)

8

<

:

Gesu
ht u 2 X = C

2

(
) \ C(

�


) :

��u(x) = f(x); x 2 
 � IR

m

�

;

u(x) = g(x); x 2 � = �
:

? +* ?

(3.4)

8

>

>

>

<

>

>

>

:

Gesu
ht u 2 V

g

= fv 2 V = H

1

(
) : v = g auf �g :

Z




r

T

urv dx

| {z }

= a(u;v)

=

Z




fv dx

| {z }

=<F;v>

8v 2 V

0

= H

1

(
):

�

U 3.2 Zeigen Sie, da� in den folgenden F

�

allen a) - 
) die Voraussetzungen des Lax-

Milgram-Satzes erf

�

ullt sind, und geben Sie �

1

und �

2

an !

a) Zus

�

atzli
h zu den Vor. (3.5) gelte:

a

i

= 0; a(x) � 0 8 f.

�

u. x 2 
; �(x) � 0 8 f.

�

u. x 2 �

3

;

meas

m�1

(�

1

) > 0.

b) Zus

�

atzli
h zu den Vor. (3.5) gelte:

a

i

= 0; a = 0; �(x) � � = 
onst. > 0 8 f.

�

u. x 2 �

3

; �

1

= ;.


) Zus

�

atzli
h zu den Vor. (3.5) gelte:

a

i

= 0; a(x) � a 
onst. > 0 8 f.

�

u. x 2 
; � = �

2

, d.h., �

1

= �

3

= ;.

�

U 3.3 Zus

�

atzli
h zu Vor. (3.5) gelte a(x) � a = 
onst. > 0 8 f.

�

u. x 2 
;�

1

= �

3

= ;,

und a

i

6� 0.

Man gebe Bedingungen an die KoeÆzienten a

i

an, soda� die Voraussetzungen des

Lax-Milgram-Satzes erf

�

ullt sind !

Hinweis: Wenden Sie zur Abs
h

�

atzung des Konvektionsterms

m

P

i=1

R




a

i

�u

�x

i

v dx die

�-Unglei
hung

jabj �

1

2�

a

2

+ �b

2

; 8a; b 2 IR

1

8� > 0

an !
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�

U 3.4 Man gebe die Variationsformulierung f

�

ur das reine Neumann-Problem f

�

ur die Poisson-

Glei
hung

(�)

�

��u(x) = f(x); x 2 


�u

�n

*

= 0; x 2 � = �


an und kl

�

are das Problem der Existenz und Eindeutigkeit der verallgemeinerten

L

�

osung !

Hinweis: O�enbar ist u(x) + 
 f

�

ur beliebig �xierte Konstante 
 2 IR

1

eine L

�

osung

von (�), falls u (�) l

�

ost. Zur Kl

�

arung der L

�

osbarkeitseigens
haften kann

man z.B. folgende Wege gehen:

1. Variationsformulierung in V = H

1

(
) aufstellen und Fredholm-Theorie

aus [26℄ (siehe Numerik I, Kap. 2) anwenden !

2. Variationsformulierung im Faktorraum V = H

1

(
)j

ker

mit ker = f
 :


 2 IR

1

g = IR

1

aufstellen und Lax-Milgram-Satz anwenden !

�

U 3.5 Btr. das Diri
hlets
he RWP zur Bestimmung der z-Komponente u(x

1

; x

2

) :=

A

z

(x; y) des magnetis
hen Vektorpotentials f

�

ur ein ebenes Magnetfeldproblem (z.B.

Elektromotor):

- div

�

1

�(x)

ru(x)

�

= S

z

(x)�

�

�x

1

�

1

�(x)

B

x

2

(x)

�

+

�

�x

2

�

1

�(x)

B

x

1

(x)

�

,

x 2 
 � IR

2

�

,

+ RB: u(x) = 0; x 2 � = �
.

mit geg. Fkt. � (Permeabilit

�

at), S

z

(Stromeinpr

�

agung) und geg. Remanenzinduk-

tion

*

B

= (B

x

1

; B

x

2

)

T

.

Stellen Sie die Variationsformulierung (3.1)

Ges. u 2 V

g

: a(u; v) =< F; v > 8v 2 V

0

auf und zeigen Sie, da� unter den Voraussetzungen

1. � 2 L

1

: 0 < � � �(x) � �� f.

�

u. x 2 
,

mit positiven Konstanten � und ��,

2. S

z

2 L

2

(
),

3. B

x

1

; B

x

2

2 L

2

(
),

4. 
 � IR

2

�

; � = �
 2 C

0;1

eine eindeutig bestimmte verallgemeinerte L

�

osung u 2 V

g

des Variationsproblems

(3.1) existiert !
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3.1.2.2 RWA f

�

ur elliptis
hes System PDgl. 2. Ordnung: Das lineare Elastizit

�

ats-

problem

Siehe Punkt 1.2.3: ! Klassis
he Formulierung des linearen 3D Elasti{

zit

�

atsproblems:

(3.6)

Gesu
ht ist der Vers
hiebungsvektor u(x) = (u

1

(x); u

2

(x); u

3

(x))

T

2 X:

Kr

�

afteglei
hgewi
ht:

�

3

P

j=1

�

�x

j

�

ij

(u(x)) = f

i

(x); 8x = (x

1

; x

2

; x

3

) 2 
 � IR

3

�

; 8i = 1; 3,

�

ji

	

Momentenglei
hgewi
ht

+ Sto�gesetz = Hookes
hes Gesetz:

�

ij

=

3

P

k;l=1

D

ijkl

�

kl

= �

�

3

P

k=1

�

kk

�

Æ

ij

+ 2��

ij

; 8i; j = 1; 3,

"

isotropes Material:

D

ijkl

= �Æ

ij

Æ

kl

+ �(Æ

ik

Æ

jl

+ Æ

il

Æ

jk

)

�; � = 
onst. > 0 (homogen)

%

i.a. 21 unabh

�

angige

Konstante von 81

+ Geometris
he Verzerrungs-Vers
hiebungsbeziehungen:

�

ij

= �

ij

(u) :=

1

2

�

�u

i

�x

j

+

�u

j

�x

i

�

= �

ji

8i; j = 1; 3,

+ Randbedingungen:

u(x) = 0 (bzw. = �u(x)) 8x 2 �

1

,

3

P

j=1

�

ij

(u(x))n

j

(x) = g

i

(x) 8x 2 �

2

,

wobei

X = fv = (v

1

; v

2

; v

3

)

T

: v

i

2 C

2

(
) \ C

1

(
 [ �

2

) \ C(
 [ �

1

); i = 1; 3g

und klassis
hen Vor. an die Eingangsdaten fD

ijkl

; f; g; �u;�;�

1

;�

2

g.
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�

U 3.6 Zeigen Sie, da� (3.6)

�

aquivalent ist zum Lam�es
hen System PDgl. (ver-

glei
he au
h

�

U 2.2):

���u(x)� (�+ �)r div u(x) = f(x); x 2 


+ Randbedingung

mit f = (f

1

; f

2

; f

3

)

T

und den Di�erentialoperatoren

� =

0

�

� 0 0

0 � 0

0 0 �

1

A

= Vektorlapla
e,

r = Gradient, div = Divergenz.

Hinweis: Geometris
he Beziehungen ! Sto�gesetz ! Kr

�

afte-

glei
hgewi
ht einsetzen !

Herleitung der Variationsformulierung analog zu Punkt 3.1.2.1:

1 V

0

= fv = (v

1

; v

2

; v

3

)

T

2 V = [W

1

2

(
)℄

3

: v = 0 auf �

1

g.

2

R




 

�

3

P

i=1

3

P

j=1

�

�x

j

�

ij

v

i

!

dx =

R




3

P

i=1

f

i

v

i

dx 8v 2 V

0

.

3

R




3

X

i=1

3

X

j=1

�

ij

v

i;j

| {z }

=

3

P

i=1

3

P

j=1

�

ij

(u)�

ij

(v)

dx�

R

�

3

P

i=1

3

P

j=1

�

ij

n

j

� v

i

ds =

R




f

T

v dx 8v 2 V

0

.

=: �

n

*

i

= i-te Komponente der Normalspannung

4

R

�

3

P

i=1

"

3

P

j=1

�

ij

n

j

#

v

i

ds =

R

�

1

PP

�

ij

n

j

v

i

ds+

R

�

2

3

P

i=1

g

i

v

i

ds.

5 V

g

= fv 2 V : v = �u auf �

1

g = V

0

.

"

o. B. d. Allg. �u = 0

0
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Resultat: Variationsformulierung (VF):

(3.7)

Gesu
ht u 2 V

g

� V

0

:= fv 2 V = [W

1

2

(
)℄

3

: v = 0 auf �

1

g:

a(u; v) =< F; v > 8v 2 V

0

,

wobei

a(u; v) =

R




3

P

i;j=1

�

ij

(u(x))�

ij

(v(x)) dx �

R




�

T

(u)�(v) dx

=

R




3

P

ij

3

P

k;l=1

D

ijkl

�

kl

(u)�

ij

(v) dx �

R




�

T

(u)D�(v) dx =

"

Tensor der

elastis
hen Konstante

#

=

R




f�

div (u)

z }| {

3

X

k=1

�

kk

(u)

div (v)

z }| {

3

X

i=1

�

ii

(v)+2�

3

P

i;j=1

�

ij

(u)�

ij

(v)g dx;

< F; v > =

R

�

3

P

i=1

f

i

v

i

dx +

R

�

2

3

P

i=1

g

i

v

i

ds �

R




f

T

v dx+

R

�

2

g

T

v ds;

f = (f

1

; f

2

; f

3

)

T

2 [L

2

(
)℄

3

; g = (g

1

; g

2

; q

3

)

T

2 [L

2

(�

2

)℄

3

gegeben.

isotrop

Minimumproblem: (MP)

(3:7)

MP

Gesu
ht u 2 V

0

: J(u) = inf

v2V

0

J(v),

mit

J(v) =

1

2

Z




3

X

i;j=1

�

ij

(v)�

ij

(v) dx

| {z }

= Deformationsenergie

(innere Energie)

�

0

�

Z




f

T

v dx+

Z

�

2

g

T

v ds

1

A

:

| {z }

= potentielle Energie

der

�

au�eren Kr

�

afte

(

�

au�ere Energie)
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�

Ubungsaufgaben:

�

U 3.7 Man zeige zun

�

a
hst, da� f

�

ur die 1. RWA (�

1

= �) gilt:

a) a(�; �) ist symmetris
h, d.h., a(u; v) = a(v; u)

8u; v 2 V

0

= [W

1

2

(
)℄

3

,

b) a(�; �) ist positiv, d.h., a(v; v) > 0 8v 2 V

0

: v 6= 0.

Damit sind die Vor. von Satz I.2.10 ([26℄ Numerik I) erf

�

ullt

?

(3:7)

VF

, (3:7)

MP

!

�

U 3.8 Man zeige, da� f

�

ur die 1. RWA (�

1

= �) im Falle isotropen und homogenen Ma-

terials die Voraussetzungen des Lax-Milgram{Satzes I.2.9 ([26℄ Numerik I) erf

�

ullt

sind und gebe �

1

und �

2

an, d.h.:

1) F 2 V

�

0

,

2a) 9 �

1

= 
onst. > 0 : a(v; v) � �

1

kvk

2

1

8v 2 V

0

,

2b) 9 �

2

= 
onst. > 0 : ja(u; v)j � �

2

kuk

1

kvk

1

8u; v 2 V

0

,

wobei

kvk

2

1

:=

3

X

i=1

kv

i

k

2

1

=

3

X

i=1

Z




 

v

2

i

+

3

X

j=1

�

�v

i

�x

j

�

2

!

dx:

Hinweis: zum Beweis der V

0

{Elliptizit

�

at:

� a(v; v) =

R




f�(div (v))

2

+ 2�

3

P

i;j=1

(�

ij

(v))

2

g dx �

� 2�

R




3

P

i;j=2

(�

ij

(v))

2

dx o.k.

� Korn's
he Unglei
hung (f

�

ur 1. RWA, d.h., in V

0

=

h

H

1

(
)

i

3

)

3

P

i;j=1

R




(�

ij

(v))

2

dx � 


K

3

P

i;j=1

R

�

�v

i

�x

j

�

2

dx = 


K

jvj

2

1

8v 2 V

0




K

= ? (mms)

� Friedri
hs-Unglei
hung (siehe [26℄ Numerik I, Kap. 3) !

Bemerkung 3.3:

1. Zur Diskussion der Existenz und Eindeutigkeit der L

�

osung der gemis
hten RWA

(meas �

1

> 0, meas �

2

> 0) und der 2. RWA (�

2

= �) siehe Literatur, z.B. [9℄ S. 23

{ 28 und Vorlesung

"

Numeris
he Festk

�

orperme
hanik\ [29℄.

2. Grundlage daf

�

ur ist wieder der Lax-Milgram{Satz I.2.9 ([26℄ Numerik I).

Zum Beweis der V

0

-Elliptizit

�

at werden

� die KORNs
he Unglei
hung

kvk

1;


� C

 

3

P

i;j=1

k�

ij

(v)k

2

0;


+

3

P

i=1

kv

i

k

2

0;


!

0:5

8v 2 V = [W

1

2

(
)℄

3

,
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� und die Friedri
hs-Unglei
hung (gemis
hte RWA),

� bzw. f

�

ur die 2. RWA

kerA

Lam�e

= fa� x+ b : a; b 2 IR

3

g

= span

8

<

:

0

�

1

0

0

1

A

;

0

�

0

1

0

1

A

;

0

�

0

0

1

1

A

;

0

�

�x

2

x

1

0

1

A

;

0

�

0

�x

3

x

2

1

A

;

0

�

�x

3

0

x

1

1

A

9

=

;

= Unterrraum der Starrk

�

orpervers
hiebungen

ben

�

otigt.

3.1.2.3 Randwertaufgaben f

�

ur skalare elliptis
he PDgl. 4. Ordnung: Die 1. bi-

harmonis
he RWA

Klassis
he Formulierung:

(3.8) Gesu
ht u 2 X = C

4

(
) \ C

1

(

�


):

�

2

u(x) �

�

4

u

�x

4

1

+ 2

�

4

u

�x

2

1

�x

2

2

+

�

4

u

�x

2

2

= f(x); 8x 2 
 � IR

2

�

+ RB: u(x) = 0 8x 2 �;

�u(x)

�n

*

= 0 8x 2 �;

mit f 2 C(
) und 
 � IR

2

�

;� = �
 { hinrei
hend glatt.

Modelliert z.B. Dur
hbiegung u(�) einer fest eingespannten, sto�i
h homogenen und

isotropen Platte unter vertikaler Belastung ! RWA (3.8) wird aus (3.6) unter Verwendung

der KIRCHHOFFs
hen Hypothesen abgeleitet.

Siehe Vorlesung

"

Numeris
he Festk

�

orperme
hanik\ [29℄ und Literatur: [5℄ (Braess D.:

Finite Elements, S. 264 �).

Herleitung der Variationsformulierung: 1 - 5

1 V

0

= fv 2 V = W

2

2

(
) : u =

�u

�n

= 0 auf �g = W

2

2

(
) = H

2

(
).

2

R




�

2

u � v dx =

R




fv dx 8v 2 V

0

.

3

R




��u � v dx =

R




�u�v dx +

R

�

�

n

�u � v ds�

R

�

�u � �

n

v ds 8v 2 V

0

.

4 Keine nat

�

urli
hen Randbedingungen ! (nat

�

urli
he RB: �u = g

2

; �

n

�u = g

3

).

5 V

g

= fv 2 V : v = g

0

= 0; �

n

v :=

�v

�n

= g

1

= 0 auf �g = V

0

.

R

R

2 � partiell integrieren

?

Punkt 3.5 ([26℄ Numerik I)

0 0
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Resultat: Variationsformulierung

(3.9) Gesu
ht u 2 V

0

=W

2

2

(
) : a(u; v) =< F; v > 8v 2 V

0

mit

a(u; v) =

R




�u�v dx; < F; v >=

R




fv dx,

f 2 L

2

(
) gegeben, � = �
 2 C

0;1

.

�

U 3.9 Man zeige, da� die folgenden Aussagen gelten:

1) f 2 V

�

0

= W

�2

2

(
),

2) a(�; �) : V

0

� V

0

7! IR

1

{ Bilinearform:

2a) 9 �

1

= 
onst. > 0 : a(v; v) � �

1

kvk

2

2;


8v 2 V

0

= W

2

2

(
),

2b) 9 �

2

= 
onst. > 0 : ja(u; v)j � �

2

kuk

2;


kvk

2;


8u; v 2 V

0

,

2
) a(u; v) = a(v; u) 8u; v 2 V

0

.

Aus diesen Eigens
haften folgt unmittelbar:

9 ! (LAX & MILGRAM) (Vor. 1) { 2b), ni
ht aber 2
)),

�

Aquivalenz zum Minimumproblem (+ 2
)).

Bemerkung 3.4:

1. Aus dem Herleitungss
hritt 3 der Variationsformulierung ergeben si
h folgende

m

�

ogli
he RB:

wesentli
h: u = g

0

auf �

wesentli
h: �

n

u = g

1

auf � M

�

ogli
he

nat

�

urli
h: �u = g

2

auf � Kombinationen

nat

�

urli
h: �

n

�u = g

3

auf �

i

3

5

3

5
i

F

�

ur die Kir
hho�-Platte stimmt die entspre
hende Bilinearform a(�; �) nur im Falle

der 1. RWA mit der oben angegebenen biharmonis
hen Bilinearform

�

uberein:

?

Andere nat

�

urli
he RB f

�

ur die Platte: l

2

u = g

2

und l

3

u = g

3

, wobei mit l

i

Di�eren-

tialoperatoren i-ter Ordnung bezei
hnet werden.

2. M

�

ogli
he RWA f

�

ur die biharmonis
he PDgl. �

2

u = f sind:

1. RWA: u = g

0

und �

n

u = g

1

auf � (reine Diri
hlet-Aufgabe),

2. RWA: u = g

0

und �u = g

2

auf �,

3. RWA: �

n

u = g

1

und �

n

�u = g

3

auf �,

4. RWA: �u = g

2

und �

n

�u = g

3

auf � (reine Neumann-Aufgabe),

gem. RWA: z.B. u = �

n

u = 0 auf �

1

und �u = �

n

�u = 0 auf �

2

.
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�

U 3.10 Geben Sie die Variationsformulierungen der in Bemerkung 3.4.2 ange-

gebenen RWA an, und untersu
hen Sie die Existenz und Eindeutigkeit

verallgemeinerter L

�

osungen (Lax-Milgram). Nehmen Sie die wesentli
hen

RB o. B. d. Allg. (Homogenisieren) als homogen an !

3.2 Die gemis
hte Variationsformulierung

3.2.1 Die abstrakte Theorie

Betra
hten reelle H-R

�

aume

V; k � k

V

; (�; �)

V

; V

�

; k � k

V

�

; < �; � >

V

: V

�

� V ! IR

1

;

W; k � k

W

; (�; �)

W

; W

�

; k � k

W

�

; < �; � >

W

:W

�

�W ! IR

1

:

Seien

a(�; �) : V � V ! IR

1

b(�; �) : V �W ! IR

1

zwei stetige Bilinearformen.

Betra
hten folgendes abstraktes gemis
htes Variationsproblem:

(3.10) Gesu
ht u 2 V und p 2 W :

a(u; v) + b(v; p) = < F; v >

V

8v 2 V;

b(u; q) = < G; q >

W

8q 2 W:

unter den folgenden Standardvoraussetzungen:

(3.11)

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

1) F 2 V

�

; G 2 W

�

gegeben:

2) Bilinearformen a(�; �) : V � V ! IR

1

und b(�; �) : V �W ! IR

seien stetig, d.h., 9 �

a

; �

b

= 
onst. > 0 :

ja(u; v)j � �

a

kuk

V

kvk

V

8u; v 2 V;

jb(u; p)j � �

b

kuk

V

kpk

W

8u 2 V; 8p 2 W:

3) LBB (Ladyshenskaja-Babuska-Brezzi)-Bedingung:

9 � = 
onst. > 0 : sup

v2V

v 6=0

b(v;q)

kvk

V

� �kqk

W

8q 2 W;

inf

q2W

q 6=0

sup

v2V

v 6=0

b(v;q)

kvk

V

kqk

W

� � = 
onst. > 0:

(inf - sup -Bedingung)

4) V

b

-Elliptizit

�

at, d.h., 9 � und �

0

= 
onst. > 0 :

a) sup

u2V

b

u6=0

a(u;v)

kuk

V

� �kvk

V

8v 2 V

b

;

b) sup

v2V

b

v 6=0

a(u;v)

kvk

V

� �

0

kuk

V

8u 2 V

b

;

wobei V

b

:= fv 2 V : b(v; q) = 0 8q 2 Wg � V:



KAPITEL 3. FORMULIERUNGEN ELLIPTISCHER RWA 46

Bemerkung 3.5:

1. Falls a(�; �) auf V

b

symmetris
h ist, dann fallen Vor. 4a) und 4b) zusammen, und

� = �

0

.

2. Aus der Unglei
hung

(3.12) a(v; v) � �kvk

2

V

8v 2 V

b

folgen Vor. 4) mit � = �

0

.

3. In einigen, praktis
h wi
htigen Beispielen kann (3.11)

4)

bzw. (3.12) auf ganz V

(anstelle V

b

) gezeigt werden.

Satz 3.6:

Vor.: Die Standardvor. (3.11) seien erf

�

ullt.

Bh.: Dann besitzt das gemis
hte VP (3.10) eine eindeutig bestimmte L

�

osung

(u; p) 2 V �W .

Beweis: Siehe Vorlesung

"

Numeris
he Festk

�

orperme
hanik\ [29℄ und Literatur:

Originalarbeit:

[7℄ Brezzi F.: On the existen
e, uniqueness and approximation

of saddle-point problems arising from Lagrangian multipliers.

RAIRO Anal. Num�er. 8, R-2, 1974, S. 129 { 151.

Monographie:

[8℄ Brezzi F., Fortin M.: Mixed and Hybrid FEMs. Springer,

Berlin, New York, 1991.

Lehrb

�

u
her: [5℄, [13℄.

Bemerkung 3.7:

Falls a(�; �) auf V symmetris
h ist, dann ist das gemis
hte VP (3.10)

�

aquivalent zu

folgendem Sattelpunktproblem

(3.13) Gesu
ht (u; p) 2 V �W : L(u; q) � L(u; p) � L(v; p) 8v 2 V; 8q 2 W

wobei das Sattelpunktsfunktional L(�; �) : V �W ! IR

1

dur
h die Beziehung

(3.14) L(v; q) =

1

2

a(v; v) + b(v; q)� < F; v >

V

� < G; q >

W

de�niert wird (mms).
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3.2.2 Beispiele

3.2.2.1 Das STOKEs
he Problem und das station

�

are NAVIER-STOKES-Pro-

blem

Physikalis
hes Problem: STOKES-Problem.

Gesu
ht ist das Ges
hwindigkeitsfeld u(x) = (u

1

(x); : : : ; u

m

(x))

T

und das Dru
kfeld

p(x); x 2 
 � IR

m

�

(m = 2; 3) einer station

�

aren Str

�

omung eines inkompressiblen

viskosen Mediums f

�

ur kleine Reynoldszahlen bei gegebenen Volumenkr

�

aften f(x) =

(f

1

(x); : : : ; f

m

(x))T pro Masseneinheit.

Beispiel: m = 2 Driven Cavity Str

�

omung in rotierenden Zylindern

- - - - -

y

6

- -

?

-

?

x 2 


u(x)

-

u = (
; 0)

T

3

�

I

Haftbedingung: u = 0

� = � 
 = �

1

u = 0

u = 


*

t

(x) = 
(�n

2

; n

1

)

T

6

-

x

*

t

(x)

*

n

(x)

I

�

�

?

-

�




?

-

�

Klassis
he Formulierung:

(3.15)

KF

Gesu
ht u = (u

1

; : : : ; u

m

)

T

2 X = [C

2

(
) \ C(

�


)℄

m

und

p 2 Y = C

1

(
):

���u(x) +rp(x) = f(x); 8x 2 
,

div u(x) = 0; 8x 2 
 (Inkompressibilit

�

at),

+ RB: 1. Art u = g � 0 (o. B. d. Allg., aber

R

�

g � n

*

ds = 0).

Bemerkung: An Dru
k p werden keine RB gestellt

?

nur bis auf Konstante

bestimmt !

Variationsformulierung:

?

ist auf nat

�

urli
he Art und Weise gemis
ht:

(3.15)

MVF

Gesu
ht ist u 2 V = [W

1

2

(
)℄

m

und p 2 W = L

2

(
)j

IR

=

= fq 2 L

2

(
) : (q; 1)

0

= 0g:

�

m

P

i=1

R




r

T

u

i

rv

i

dx�

R




p div v dx =

m

P

i=1

R




f

i

v

i

dx 8v 2 V;

a(u; v) + b(v; p) = < F; v > 8v 2 V ;

�

R




q � div u dx = 0 8q 2 W;

b(u; q) = < G; q > 8q 2W :
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�

U 3.11

�LBB (Lit.)

Man zeige, da� die Standardvor. (3.11) f

�

ur (3.15)

MVF

erf

�

ullt

sind und damit gem

�

a� Satz 3.6 9 und ! (p bis auf Konst.)

gew

�

ahrleistet sind ! Der Beweis der LBB{Bedingung ist sehr

kompliziert und te
hnis
h (siehe Literatur, z.B. [8℄, [5℄. Aber

au
h dort wird man von einer Literaturstelle zur anderen ver-

wiesen !!)

Das station

�

are Navier-Stokes Problem: Re { beliebig, insbesondere � 1:

(KF)

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

Gesu
ht u 2 X und p 2 Y :

���u + uru+rp = f in 
,

div u = 0 in 
,

u = 0 auf �.

(MVF)

8

>

>

>

<

>

>

>

:

Gesu
ht u 2 V und p 2 W :

�

R




r

T

urv dx +

R




(uru)

T

v dx�

R




p div v dx =

R




f

T

v dx 8v 2 V ,

�

R




q div u dx = 0 8q 2 W .

ni
htlinear !

3.2.2.2 Eine gemis
hte Variationsformulierung des 1. biharmonis
hen RWP

Idee:

�

2

u = f in 
;

u = 0 auf �;

�u

�n

*

= 0 auf �;


 � IR

2

�

:

w ��u = 0 in 
;

��w = �f in 
; �

u = 0 auf �;

�u

�n

*

= 0 auf �:

R




v dx 8v 2 V

R




� q dx 8q 2 W

V =W

1

2

(
) = H

1

(
)

W =W

1

2

(
) = H

1

(
)

R




w � v dx +

R




r

T

urv dx�

R




�u

�n

*

v ds = 0 8v 2 V = W

1

2

(
),

�

R




r

T

wrq dx�

R

�


�w

�n

*

� q ds = �

R




fq dx 8q 2 W = W

1

2

(
).

-

-

N

 nat

�

urli
he RB

0

�

-

Gemis
hte Variationsformulierung ([10℄ P.G. Ciarlet & P.A. Raviart, 1974):

(3.16)

>

(3.10)

Gesu
ht w 2 V = H

1

(
) und u 2 W = H

1

(
):

R




w � v dx +

R




r

T

urv dx = 0 8v 2 V;

a(w; v) + b(v; u) = < F; v >

V

;

R




r

T

wr dx = �

R




fq dx 8q 2 W;

b(w; q) = < G; q >

W

;

mit f 2 L

2

(
) gegeben.
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Bemerkung 3.8:

1. RB u = 0 auf �! wesentli
h in (3.16),

�u

�n

*

= 0 auf �! nat

�

urli
h in (3.16)

1: Variationsglei
hung

.

2. Standardvor. (3.11)

1)�3)

sind o�enbar erf

�

ullt (mms), aber ni
ht (3.11)

4)

= (3.12)

(a(�; �) ist symmetris
h), da 69 � = 
onst. > 0 : a(v; v) = kvk

2

0;


� �kvk

2

1;


8v 2 V

b

.

Denno
h kann 9 ! der L

�

osung (w; u) 2 V �W gezeigt werden (siehe [10℄).

3. Vorteile: Na
hteile:

Nur Ableitung 1. Ordnung Skalare PDgl. 4. Ordnung

#

System 2 PDgl. 2. Ordnung

�u

�n

*

wird nat

�

urli
he RB Diskretes Problem ist inde�nit

Funktion w = �u

(

^

= Biegemoment bzw. Wirbelst

�

arke)

wird sofort mitgere
hnet

FEM-Galerkin-Diskretisierung

mit C

0

-Elementen m

�

ogli
h,

z.B. Lagrange-Elemente.

3.2.2.3 Gemis
hte Variationsformulierung des Diri
hlet-Problems f

�

ur die Poisson-

Glei
hung

Idee:

��u = f in 
;

u = 0 auf � = �
;


 � IR

m

�

:

� �ru = 0 in 


div � = �f in 
 �

u = 0 auf � = �


R




� dx 8� 2 V

R




� q dx 8q 2 W

R




�

T

� dx+

R




u div � �

R

�

u � �

T

n

*

ds = 0 8� 2 V ,

�

R




div � � q dx = �

R




fq � dx 8q 2 W .

R

�

aume: V = f� = (�

1

; : : : ; �

m

)

T

2 [L

2

(
)℄

m

: 9 div � 2 L

2

(
)℄ = H(div, 
)

mit k�k

2

V

=

m

P

i=1

k�

i

k

2

0;


+ kdiv �k

2

0;


(siehe [26℄, Numerik I, Kap. 3);

W = L

2

(
) mit kuk

W

= kwk

0;


:

-

-

�

 nat

�

urli
he RB

-
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Gemis
hte Variationsformulierung:

(3.17) Gesu
ht � 2 V und u 2 W :

R




�

T

� dx +

R




u div � dx = 0 8� 2 V;

a(�; �) + b(�; u) = < F; v >

V

;

R




q div � dx = �

R




fq dx 8q 2 W;

b(�; q) = < G; q >

W

:

Bemerkung 3.9:

1. RB u = 0 auf �! nat

�

urli
he RB in (3.17)

1. Variationsglei
hung

.

2. Standardvor. (3.11)

1)� 4)

sind erf

�

ullt (siehe z.B. [8℄ S. 43 und S. 135 �).

3.

�

Ubertragung auf Elastizit

�

atsproblem

(3.18) � div � = f

� �D�(u) = 0

Siehe [28℄, [5℄, [19℄.

4. Vorteile:

� u = 0 auf � ist nat

�

urli
he RB !

� � = ru wird als praktis
h interessante Gr

�

o�e glei
h mitbere
hnet !

� sp

�

ater: V

h

� V; W

h

� W

?

Galerkin{Methode

?

gemis
hte FEM !

Na
hteile:

� Skalare PDgl. 2. Ordnung ! System (m+ 1) PDgl. 1. Ordnung !

� Diskrete Probleme sind inde�nit !

3.3 Die duale Variationsformulierung

3.3.1 Die abstrakte Theorie

Betra
hten zun

�

a
hst das Minimumproblem (siehe [26℄ Numerik I, Punkt 2.3)

(3.19)

MP

Gesu
ht u 2 V

g

: J(u) = inf

v2V

g

J(v)

mit dem primalen Energiefunktional (Ritz-Funktional)

(3.20) J(v) =

1

2

a(v; v)� < F; v >

und setzen voraus, da�

(3.21)

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

V

g

= g + V

0

= fu 2 V : u = g + v; v 2 V

0

g � V { Hyperebene;

V

0

� V { abges
hlossener UR des H-Raums V; k � k; (�; �);

Standardvoraussetzungen (siehe Punkt 3.1.1);

a(�; �) ist auf V symmetris
h.
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Dann ist das MP (3.19)

MP

gem

�

a� Satz I.2.10 ([26℄ Numerik I) zum VP

(3.19)

VP

Gesu
ht u 2 V

g

: a(u; v) =< F; v > 8v 2 V

0

�

aquivalent und besitzt gem

�

a� Lax & Milgram-Satz I.2.9 ([26℄ Numerik I) eine eindeutig

bestimmte L

�

osung u

�

2 V

g

.

Das zu (3.19)

MP

= (3.19)

VP

duale Variationsproblem kann wie folgt formuliert werden:

(3.19)

DVP

Gesu
ht w 2 W : G(w) = sup

v2W

G(v)

mit dem dualen (komplement

�

aren) Energiefunktional (Tre�tz-Funktional)

(3.22) G(v) = �

1

2

a(v; v) + a(g; v)� < F; g >

und der linearen Mannigfaltigkeit W aller L

�

osungen von (3.19)

VP

in V , d.h.,

(3.23) W = f �w + v

0

: v

0

2 U

0

g = fw 2 V : a(w; v) =< F; v > 8v 2 V

0

g

-

-

U

0

= fv

0

2 V : a(v

0

; v) = 0 8v 2 V

0

g

�w 2 V : a( �w; v) =< F; v > 8v 2 V

0

Dann erh

�

alt man dur
h elementare Re
hnung (mms)

(3.24) 0:5 jv � wj

2

= J(v)�G(w) 8v 2 V

g

; 8w 2 W;

0:5 jv � u

�

j

2

= J(v)� J(u

�

) 8v 2 V

g

;

0:5 jw� u

�

j

2

= J(u

�

)�G(w) 8w 2 W;

W \ V

g

= fu

�

g;

wobei j � j

2

= a(�; �) die Energienorm bezei
hnet.

Demzufolge werden Maximum bzw. Minimum des Tre�tz- bzw. Ritz-Funktionals genau

f

�

ur v = w = u

�

angenommen, und es gilt der starke Dualit

�

atssatz:

(3.25) max

w2W

G(w) = G(u

�

) = J(u

�

) = min

v2V

g

J(v):
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3.3.2 Beispiel: Diri
hlet-Problem f

�

ur Poisson-Glei
hung

Betra
hten Diri
hlet-Problem f

�

ur die Poisson-Glei
hung

(3.26)

KF

��u = f in 
 � IR

m

; u = 0 auf � = �


) V = H

1

(
) =W

1

2

(
); V

g

= V

0

= H

1

(
), da g = 0 !

(3.26)

MP

Gesu
ht u 2 V

0

: J(v) =

1

2

R




jrvj

2

dx�

R




fv dx! min !

m

(3.26)

VP

Gesu
ht u 2 V

0

:

R




r

T

urv dx =

R




fv dx 8v 2 V

0

m

(3.26)

DVP

Gesu
ht w 2 W : G(w) = �

1

2

R




jrwj

2

dx! max !

~

w

w

w

w

w

w

w

�

 � = ru

#

W = fw 2 H

1

(
) :

R




r

T

wrv dx =

R




fv dx

8v 2 V

0

= H

1

(
)g

= fw 2 H

1

(
) : � div rw = f im verall{

gemeinerten Sinneg ! Keine RB !

(3.26)

DP

Gesu
ht � 2 W (f) : G(�) = sup

�2W (f)

G(�)

mit G(�) = �

1

2

R




j� j

2

dx;

W (f) = f� 2 H(div;
) : �div (�) = f in 
g;

H(div;
) = f� 2 [L

2

(
)℄

m

: div (�) 2 L

2

(
)g

(verglei
he Punkt 3.1 ([26℄ Numerik I)).

Bemerkung 3.10:

1. (3.26)

MP

: V

0

(= V

g

)! Wesentli
he RB m

�

ussen erf

�

ullt werden !

(3.26)

DVP

bzw. (3.26)

DP

:W ! PDgl. mu� im verallgemeinerten Sinn erf

�

ullt

werden !!!

2. primal! gemis
ht  dual.

6

Lagrange Funktional:

L(�; q) =

1

2

R




j� j

2

dx+

R




q(div (�) + f) dx



Kapitel 4

Einf

�

uhrung in die Galerkin FEM f

�

ur RWA

Lehrb

�

u
her: [9℄ Ciarlet (FEM{Standardwerk), [5℄, [13℄, [15℄, [22℄, [36℄.

4.1 FEM = Galerkin-Ritz-Verfahren mit speziellen An-

satzfunktionen

Ausgangspunkt: 1. Variationsformulierung (4.1)

VF

bzw. Minimumproblem

(4.1)

MP

.

2. Galerkin-Ritz-Verfahren.

! Wiederholung Numerik I [26℄

V

h

= fv

h

=

P

i2�!

h

v

(i)

p

(i)

(x)g � V = W

1

2

(
) (f

�

ur skalare PDgl. 2. Ordnung),

6

Grundraum

1 V

gh

= g

h

+ V

0h

= fv

h

=

X

i2


h

u

(i)

�

p

(i)

(x)

| {z }

P

i2


h

j

�

1

=g

1

+

P

i2!

h

v

(i)

p

(i)

(x)g � V

g

� V ,

-

V

g

\ V

h

p

(i)

(x)j

�

1

= 0; i 2 !

h

Hyperebene

1 V

0h

= V

h

\ V

0

= fv

h

=

P

i2!

h

v

(i)

p

(i)

(x)g � V

0

� V .

-

4 = span fp

(i)

: i 2 !

h

g unendli
hdimensionaler UR

53
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Variationsformulierung Minimumproblem

(primale)

u 2 V

g

: a(u; v) =< F; v > 8v 2 V

0

Ges. u 2 V

g

: J(u) = inf

v2V

g

J(v)

()

? ?

6

a(�; �)

sym., p.d.

()

?

V

gh

� V

g

V

0h

� V

0

V

gh

� V

g

(4.1)

VF

(4.1)

MP

(4.1)

h

u

h

2 V

gh

: a(u

h

; v

h

) =< F; v

h

> 8v

h

2 V

0h

Ges. u

h

2 V

gh

: J(u

h

) = min

v

h

2V

gh

J(v

h

)

Galerkin Ritz

v

h

= p

(k)

k 2 !

h

�J(u

h

)

�u

(k)

= 0; k 2 !

h

R 	

u

h

=

P

i2!

h

u

(i)

p

(i)

+

P

i2


h

u

(i)

�

p

(i)

Galerkin-Ritz-System = endli
hdimensionales GS

Ges. u

h

= [u

(i)

℄

i2!

h

2 IR

N

h

:

P

i2!

h

u

(i)

a(p

(i)

; p

(k)

) = < F; p

(k)

> �

P

i2


h

u

(i)

�

a(p

(i)

; p

(k)

); k 2 !

h

(4:1)

h

K

h

u

h

= f

h

2

3

Haupts
hwierigkeiten des klassis
hen (! Ansatzfunktion mit globalen

Tr

�

agern) Galerkin-Verfahrens:

1 Konstruktion von V

0h

� V

0

und V

gh

� V

g

,

2 Aufbau des Galerkin-Ritz-Systems (1)

h

,

3 Spei
herung und Au


�

osung von (1)

h

,

4 Limitierte Vollst

�

andigkeit der Familie fV

0h

g

h2�

in V

0

.

Beispiel mit Hilbertmatrix: Ges. u 2 V = L

2

(0; 1) :

1

R

0

uv dx =

1

R

0

fv dx 8v 2 V

mit V

h

= span fx

i

: i = 0; 1; : : : ; n� 1g:

=) K

h

=

h

1

i+j+1

i

i;j=0;n�1

= Hilbertmatrix

?

extrem s
hle
ht

konditioniert !
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Idee: Die grundlegende Idee zur prinzipiellen

�

Uberwindung der Haupts
hwierig-

keiten des klassis
hen Galerkin-Verfahrens (d.h. Verwendung von Ansatz-

funktion mit globalen Tr

�

agern: z.B. Polynomen) stammt zumindestens aus

einer strengeren mathematis
hen Si
htweise von Ri
hard COURANT (1943)

[11℄:

\Variational Methods for the Solution of Problems

of Equilibrium and Vibrations"

Bull. Amer. Math. So
., 49 (1943), 1-23.

\If the variational problems 
ontain derivatives not higher than the

�rst order the method of �nite di�eren
e 
an be subordinated to the

Rayleigh-Ritz method by 
onsidering in the 
ompetition only fun
ti-

ons � whi
h are linear in the meshes of a sub-division of our net into

triangles formed by diagonals of the squares of the net. For su
h po-

lyhedral fun
tions the integrals be
ome sums expressed by the �nite

number of values of � in the net-points and the minimum 
onditi-

ons be
ome our di�eren
e equations. Su
h an interpretation sug-

gests a wide generalization whi
h provides great 
exibility

and seems to have 
onsiderable pra
ti
al value. Instead of

starting with a quadrati
 or re
tangular net we may 
onsi-

der from the outset any polyhedral surfa
es with edges over

an arbitrarily 
hosen (preferably triangular) net. Our inte-

grals again be
ome �nite sums, and the minimum 
ondition will be

equations for the values of � in the net-points. While these equations

seem less simple than the original di�eren
e equations, we gain the

enormous advantage of better adaptability to the data of the problem

and thus we 
an often obtain good results with very little numeri
al


al
ulation."

und wurde in der Mitte der 50-er Jahre von Ingenieuren ([1℄ J.H. Argyris,

1955 �; [38℄ M. Turner, R.W. Clough, H.C. Martin, L.J. Topp 1956 �;

u.a. . . . ;) neu entde
kt (siehe [3℄ zu einem historis
hen

�

Uberbli
k zur FEM):

) Verwendung von Ansatzfunktion (Testfunktion) p

(i)

= p

(i)

(x) mit

lokalen Tr

�

agern, wobei die p

(i)

elementweise

�

uber Formfunktion de-

�niert werden k

�

onnen:
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� = �


p

(j)

(x)




supp (p

(i)

) =

- �

h

p

(i)

(x)

Formfkt.




6

9

x

(i)

-Knoten, der

zur Ansatzfkt. p

(i)

geh

�

ort

diam supp (p

(i)

) = O(h)

h!0

�! 0

meas supp (p

(i)

) = O(h

2

) �! 0

=) u

h

(x) =

P

i2�!

h

u

(i)

p

(i)

(x) 2 W

1

2

(
) \ C

0

(
) (C

0

-Elemente !)

p

(i)

(x

(j)

) = Æ

ij

Knotenbasis

#

Nu I

u

h

(x

(i)

)

Æ

r

Æ

r

0

p

(j)

(x)

�




h

=

S

r

�

Æ

r

�

�




-

6

�

�

9

1

)

1

0

1

�

1

1

� = (1; 0)

p

(�)

(�)

�

2

aÆne

lineare Abb.

x = x

Æ

r

0

(�)

-

�

x

1

x

2

ni
htl. Abb.

x = x

Æ

r

(�)

0

Krummlin.

Dreie
k

bzw.

Approx. v. �

dur
h geradl.

Dreie
ke

p

(i)

(x

(j)

) = Æ

ij

Knotenbasis

�
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dadur
h:

1. Gro�e Flexibilit

�

at bei der Erf

�

ullung der wesentli
hen RB:

?

1

2. Wegen der Lokalit

�

at der Tr

�

ager der Basisfunktion ist o�enbar

a(p

(i)

; p

(k)

) = 0; falls supp (p

(i)

) \ supp (p

(k)

) = ;:

Folgli
h ist die Systemmatrix (= Stei�gkeitsmatrix) K

h

s
hwa
h besetzt:

?

2 3

3. Die Integrale zur Bere
hnung der Steifgkeitsmatrix K

h

und des Lastvektors f

h

k

�

onnen elementweise ausgewertet werden:

?

2

�




=

�

�




h

=

[

r

�

Æ

r

?

Z




h

(: : :) dx =

X

r

Z

Æ

r

(: : :) dx =

X

r

Z

�

(: : :)jJ

r

jd� � : : : :

% - -

Element

�=�

Æ

r

(x)

Basiselement Quadraturformel

der x = x

Æ

r

(�) (QF)

Vernetzung

4.

"

Limitierte Vollst

�

andigkeit\ der erzeugten R

�

aume V

0h

( ! !) ist re-

lativ einfa
h

�

uberpr

�

ufbar:

?

4

-

�

Bezei
hnung:

F

�

� F(�) := f

P

�2A

v

(�)

p

(�)

(�) : � 2

�

�g { von den Formfunktionen aufge-

spannter Raum;

P

k

:= f

P

j�j�k




�

�

�

g { Raum der Polynome k-ten Grades;

Q

k

:= f

P

j�

i

j�k




�

�

�

g { Raum der Polynome k-ten Grades in jeder Koordinate;

� = (Courant-Element): F

�

= P

1

� Q

1

:
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Bemerkung 4.1: ! Verallgemeinerung auf (siehe Courant !):

1. Ansatzfunktionen h

�

oherer Ordnung auf Dreie
kselementen:

(a) quadratis
hes Element:

F

�

= P

2

= fa

0

+ a

1

x + a

2

y + a

3

x

2

+ a

4

xy + a

5

y

2

g

(b) kubis
hes Element:

F

�

= P

3

= fa

0

+a

1

x+a

2

y+a

3

x

2

+a

4

xy+a

5

y

2

+a

6

x

3

+a

7

x

2

y+a

8

x

2

y+a

9

y

3

g :

(
) allgemein: Lagrange Dreie
kselemente p-ter Ordnung:

F

�

= P

p

) C

0

-Elemente
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2. andere Elemente, z.B. Viere
kselemente (C

0

-Elemente):

bilineares Element SERENDIPITY-Element isoparametris
hes

F

�

= Q

1

(2. Ordnung) SERENDIPITY-Ele-

F

�

� Q

2

ment 2. Ordnung

x = x

Æ

r

(�) =

P

�2A

x

(i

�

)

p

(�)

(�)

allg.: F

�

= Q

p

F

�

� Q

p

3. 3D-Elemente (C

0

-Elemente):

lineares Tetraederelement Trilineares Quaderelement

F

�

= P

1

HK 24 Hexaeder

F

�

= Q

1
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quadratis
hes quadratis
hes SERENDIPITY-Element

Tetraederelement HK 60 : F

�

� Q

2

F

�

= P

2

#" x = x

Æ

r

(�) =

P

�2A

x

(i

�

)

p

(�)

(�)

Isoparametris
hes SERENDIPITY-Element

2. Ordnung

4. h

�

ohere Glattheit z.B. C

1

-Elemente f

�

ur PDgl. 4. Ordnung:

(a) Hermite-Element (b) Argyris-

�

Zeny�zek-Element

�

� �

�

F

�

= Q

3

u

u

x

u

y

u

xy

u

(i)

q

?

>

I

F

�

= P

5

u; u

x

; u

y

; u

xx

; u

xy

; u

yy

u

n

=

�u

�n
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4.2 Die Aufstellung des FEM-Galerkin-S
hemas am Bei-

spiel der linearen Dreie
kselemente

4.2.1 Modellproblem

Betra
hten ebenes W

�

armeleitproblem als Modellbeispiel:

(verglei
he Punkt I.4.3 (Numerik I [26℄) und Kapitel 1 dieser Vorlesung)

) Variationsformulierung:

(4.1) Ges. u 2 V

g

= fv 2 V = W

1

2

(
) : v = g

1

auf �

1

g:

a(u; v) =< F; v > 8v 2 V

0

= fv 2 V : v = 0 auf �

1

g,

mit a(u; v) =

R




(�(x)r

T

urv + a(x)uv) dx+

R

�

3

�uv ds;

< F; v >=

R




fv dx +

R

�

2

g

2

v ds+

R

�

3

g

3

v ds;


 � IR

2

�

;� = �
 2 C

0;1

;

�

�

1

[

�

�

2

[

�

�

3

= �;

unter den Voraussetzungen:

(4.2)

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

1) � 2 L

1

(
) : 9 �;

�

� = 
onst. > 0 : � � �(x) �

�

� 8 f.

�

u. x 2 
;

2) a 2 L

1

(
) : a(x) � 0 8 f.

�

u. x 2 
;

3) � 2 L

1

(�

3

) : �(x) � 0 8 f.

�

u. x 2 
;

4) f 2 L

2

(
);

5) g

2

2 L

2

(�

2

); g

3

2 L

2

(�

3

);

6) g

1

2 H

1

2

(�

1

); d.h., 9 ~g

1

2 H

1

(
) : ~g

1

j

�

1

= g

1

;

7) 
 � IR

2

�

; � = � 
 2 C

0;1

; meas

1

(�

1

) > 0:

�

U 4.1 Geben Sie die zu (4.1) geh

�

orende klassis
he Formulierung an !

�

U 4.2 Man zeige, da� die Voraussetzungen des Lax-Milgram-Satzes I.2.9

(Numerik I [26℄) erf

�

ullt sind !

Hinweis: Homogenisieren !

) 9 ! u 2 V

g

: (4.1) #
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Konkretes Beispiel: CHIP

f � 0 (keine W

�

armequellen),

a � 0 (kein W

�

armeaustaus
h in z-Ri
htung),

�(x) = �

2

= �

Cu

= 3:95

�

W


mK

�

(Kupfer),

Interfa
e

�(x) = �

1

= �

Si

= 0:01

�

W


mK

�

(Silikat),

�

1

: g

1

= 
onst. = 500K,

�

2

: g

2

= 0 (Isolation),

�

3

:

�u

�N

:= �

Si

�u

�n

= ��

Si

�u

�y

= �(u

A

� u),

� = 0:2

�

W


m

2

K

�

,

u

A

= 300K.

-

6

- � - �

6

?

-�

x

x

1

1

�

3

0:5

0:3

0:30:3

0:8

x

2

y

0:17

Symmetrielinie

0:17

�

2

�

1




1

Cu Material 2

Si Material 1




2

-

-

-

Bemerkungen zum Beispiel:

1. 9 ! u 2 V

g

: (4.1) ist f

�

ur gegebene Daten gesi
hert, da Vor. (4.2) erf

�

ullt sind (vgl.

�

U 4.2).

2.

"

Kni
k\ der L

�

osung am Interfa
e, d.h., u =2 W

2

2

(
), sondern nur u 2 W

1+s

2

(
) mit

s <

1

2

.

3. Regularit

�

atsverlust au
h bei

{ E
ken in �, insbesondere Innenwinkel > �,

{ We
hsel der Randbedingungen,

{ Kni
ke im Interfa
e,

{ Interfa
e kommt auf �.

4.2.2 Gebietsdiskretisierung (Triangularisierung)

Wir zerlegen das Gebiet 
, in dem die L

�

osung der RWA (4.1) gesu
ht wird, in �nite

Elemente Æ

(r)

, z.B. in

"

kleine\ Dreie
ke: ! Triangulation �

h

= fÆ

r

: r 2 IR

h

g:

1.

�


 =

S

r2IR

h

�

Æ

r

bzw.

�




h

=

S

r2IR

h

�

Æ

r

h!0

�!

�


,



KAPITEL 4. GALERKIN FEM 63

�


j�
 � �


h

j = O(h

p+1

)

p = 1

(lineare El.)




h

�

	

�

	

�h

0

=h=2

� h

2.

�

Æ

r

\

�

Æ

r

0

=

8

>

<

>

:

;

Dreie
kskante beider

E
kknoten Dreie
ke

�

8r; r

0

2 IR

h

: r 6= r

0

; 8h 2 �.

Art der Zerlegung von 
 ist u.a. abh

�

angig von

{ Bes
ha�enheit des Gebietes : �
 Polygonenzug,

�

uberstumpfe E
ken,

krummlinig, . . . ,

{ Eingangsdaten der RWA : unstetige KoeÆzienten (

?

Interfa
e),

RS, RB, . . . ,

{ Art der verwendeten Elemente : ! Elementkatalog:

{ gew

�

uns
hte Genauigkeit :

%

! Feinheit der Vernetzung: h.

, , : : : , , : : : ,

Generelle Hinweise f

�

ur die Generierung einer Vernetzung:

{ unzul

�

assige Vernetzung:
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{ Vernetzung bei We
hsel des Typs der RB:

fals
h ri
htig

�


1. Art

2. Art

�


1. Art

2. Art

{ Vernetzung bei Kni
kpunkten in � = �
 2 C

0;1

:

fals
h ri
htig

�

{ Vernetzung am Interfa
e:

fals
h ri
htig

Interfa
e

�

w

{ Vermeidung zu spitzer bzw. zu stumpfer Winkel:
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) Begri� der regul

�

aren Dreie
ksvernetzung:

(4.3)

9 �

0

;�

0

= 
onst. > 0 (unabh

�

angig von h):

�

0

h � h

(r)

1

; h

(r)

2

; h

(r)

3

� h;

0 < �

0

� �

(r)

1

;�

(r)

2

;�

(r)

3

� � ��

0

;

8r 2 IR

h

8h = max

r;�

h

(r)

�

� h

0

: h 2 �:

Y

K

1

?

x

(r;3)

h

(r)

1

x

(r;2)

h

(r)

3

x

(r;1)

h

(r)

2

�

(r)

3

�

(r)

2

�

(r)

1

{ Aber lokale Netzverfeinerung bei si
h stark

�

andernden ru,

�

uberstumpfe Innenwinkel (� > �): z.B.

u(x; y) = 
r

�

sin'+ : : : mit � = �=�

im Falle von Diri
hlet{RB,

Interfa
e-Kni
ke, Interfa
e ! Rand,

RB-We
hsel,

Grenzs
hi
hten,

starke

�

Anderungen in RS et
.

�
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Diskretisierung des Gebietes 
 aus dem Beispiel CHIP (Punkt 4.2.1):

6

-

x

x

1

y

x

2

0:8

0:6

0:3

0

0:15

0:45

1

2

�

3

3 4

�

3

5

0 0:17 0:35 0:5 0:65 0:83 1

6

�

2

7

8

9

�

2

10 11

�

2

12

13 14

�

2

15 16

�

2

17

1

2 3

4

5 6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22 23

24

18

�

1

19

�

1

20

�

1

21

�

1

1 2

3

1

2

3

1

23

1

2

3

1

2

3

1 2

3

1

2

3

1

23

1

23

1 2

3

1 2

3

1

2

3

1 2

3

1

2

3

1

23

1

23

1

2

3

1

2

3

1

23

1

2

3

1

2

3

1

2

3

1

2

3

1

2

3

MP = 2

MP = 1

6

=) siehe Vernetzungs�le CHIP.NET f

�

ur FEM2D.***



KAPITEL 4. GALERKIN FEM 67

Vernetzungs�le CHIP.NET zu Bsp. (1) f

�

ur FEM2D.*** Bemerkungen

21 24 NX, NE

0 0

.17 0

.5 0

.83 0

1 0

0 .3

.17 .3

.83 .3

1 .3

0 .6 x

i

; y

i

.17 .6 i = 1;NX

.5 .6

.83 .6

1 .6

.17 .8

.5 .8

.83 .8

.5 .15

.35 .3

.5 .45

.65 .3

1 2 6 1

2 7 6 1

2 19 7 1

2 18 19 1

2 3 18 1

3 4 18 1

4 21 18 1

4 8 21 1

4 9 8 1

4 5 9 1

6 7 10 1

7 11 10 1

7 19 11 1

19 20 11 1

20 12 11 1

20 13 12 1

20 21 13 1

21 8 13 1

8 14 13 1

8 9 14 1

11 12 15 2

12 16 15 2

12 17 16 2

12 13 17 2

Element-

zusammenhang

z }| {

IK(1,k), IK(2,k), IK(3,k);

Material-

berei
hsnr.

z }| {

MP(k)

k = 1,NE

2 Anzahl der ges
hlossenen R

�

ander: �
 = �

1

[ �

2

14 Anzahl der Knoten auf Rand 1

4 Anzahl der Knoten auf Rand 2 Randbes
hreibung

1

2

3

4

5

9

14 Rand 1

13

17

16

15

11

10

6

18

21

20 Rand 2

19

�


6
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Vernetzung von

�


 bedeutet softwarem

�

a�ig im Re
hner die Generierung einer

globalen und lokalen Vernetzungstopologie und deren Verkn

�

upfung:

global:

� Elemente dur
hnumerieren: IR

h

= f1; 2; : : : ; R

h

g, wobei

R

h

= Anzahl der Elemente = NE = 24,

� Knoten dur
hnumerieren: �!

h

= f1; 2; : : : ;

�

N

h

g

�

N

h

= N

h

+ �N

h

= Anzahl der Knoten =

17 4 = NX = 21,

� Knotenkoordinaten: x

(i)

= (x

i

; y

i

) = (x

(i)

1

; x

(i)

2

); i 2 �!

h

.

lokal:

x

(r;�)

� Knoten,

� 2 A

r

= A = f1; 2; 3g

6

= lokale Knotennumerierung.

1

2

3

x

(r;1)

x

(r;2)

x

(r;3)

� = 1

� = 2

� = 3

Æ

r

O

Verkn

�

upfung:

r : � ! i = i(r; �)

IR

h

A

r

�!

h

i : x

(i)

= (x

i

; y

i

)

�!

h

Knotenkoordinaten
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FEM-Programme ben

�

otigen deshalb mindestens die folgenden 2 Felder, deren

Aufbau wir am Beispiel der Vernetzung des Gebietes aus unserem Modell-

beispiel (siehe Punkt 4.2.1) erl

�

autern:

r : �$ i

r 2 IR

h

A

r

3 � ! i 2 �!

h

Weitere Element-

Element- globale Knotennr. der lokalen Knoten kennzei
hnungen

nummer x

(r;1)

x

(r;2)

x

(r;3)

z.B. Material-

r � = 1 � = 2 � = 3 berei
hsnummer

1 1 2 6 1

2 2 7 6 1

3 2 19 7 1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

R

h

=NE = 24 12 13 17 2

i : x

i

; y

i

i 1 2 3 . . . 20 21

x

i

0.0 0.17 0.5 . . . 0.5 0.65

y

i

0.0 0.0 0.0 0.45 0.3

Bemerkung 4.2:

Weitere Felder zur Charakterisierung von Knoten sind m

�

ogli
h, z.B.:

{ Randbes
hreibung (siehe Eingabedatei f

�

ur FEM2D),

{ Randbedingungskodierung,

{ Verfeinerungskodierungen f

�

ur Punktverfeinerungen (siehe FEMGP).

Methoden zur Generierung der Netzdaten: ! Siehe Praktikum P VIII

1. Erzeugung der Felder f

�

ur die Zuordnung zwis
hen der lokalen und der globalen

Knotennumerierung r : �$ i und der Knotenkoordinaten i : x

i

; y

i

von

"

Hand\ !

2. Halbautomatis
he Erzeugung der Daten, d.h., z.B. Zerlegung des Gebietes 
 in Teil-

gebiete �

l

. F

�

ur die Vernetzung der Teilgebiete werden in Bibliotheken vorhandene

Vernetzungen von Standardgebieten genutzt. Die Vernetzungen der Standardge-

biete werden auf die konkreten Teilgebiete �

l

abgebildet.
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Hierbei mu� bea
htet werden, da� die gesamte Vernetzung des Gebietes 
 eine

zul

�

assige (konforme) Vernetzung ist:

�


 = [

�

�

l

:

�

�

l

= '

l

(

�

Pi)

l

�

�

l

= Re
hte
k

= '

l

(�)

�

�

l

= krummliniges

Re
hte
k

= '

l

(�)

�

�

l

= '

l

(

�

�) � = Einheits-

dreie
k

�

�

l

� geradliniges

oder krummliniges

Dreie
k

�

l

}

+

'

l

� = Einheits{

quadrat

Y

�

'

3. Einsatz von automatis
hen Vernetzungsgeneratoren. Als Eingangsdaten werden

i.a. entweder eine Bes
hreibung des Gebietsrandes �
 oder eine Zerlegung des

Gebietes 
 in Teilgebiete

�


 = [

l

�




l

und die Bes
hreibung der Teilgebietsr

�

ander

�


l

gefordert.
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Zus

�

atzli
h m

�

ussen an den Netzgenerator no
h Informationen

�

uber die gew

�

uns
hte

Feinheit der Vernetzung, z.B. dur
h die Vorgabe einer Knotenverteilung auf �


l

,

�

ubergeben werden:

CAD

System

�!

gra�s
he

Benutzerober


�

a
he

�!

Netz-

generator

�!

Vernetzung

" " #

Gebietsbe- Daten f

�

ur den Netz- Netzdaten�le

s
hreibung generator

Beispiele: PREMESH (siehe Praktikum), NETGEN [34℄, NAOMI [21℄.

4. Netzgenerierung unter Nutzung von

a-priori und a-posteriori

?

?

?

?

y

?

?

?

?

y

Informationen

vor der FE-Re
hnung na
h einer FE-Re
hnung

Analyse der Eingangsdaten (Exi-

stenz

�

uberstumpfer E
ken am Ge-

bietsrand, Spr

�

unge in den KoeÆ-

zienten der PDgl. u.a.)

Analyse der FE-L

�

osung, S
h

�

at-

zung des Fehlers

+

w

w

w

w

�

Festlegung einer Netzgraduierung Festlegung der Dreie
ke, in denen

der Fehler gro� ist und Forderung

einer weiteren Verfeinerung dieser

Dreie
ke

Die Netzverfeinerung erfolgt z.B. dur
h

Dreie
ksviertelung

Dreie
kshalbierung

-

-
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4.2.3 De�nition der FE-Knotenbasis und der V

h

; V

0h

; V

gh

mittels Ab-

bildungste
hnik

Prinzip: ! Abbildungsprinzip:

Lokale De�nition der Basisfunktion (Ansatzfunktion, Testfunktion)

�

uber die Formfunk-

tion (= Basisfunktion j

Æ

r

), die ihrerseits dur
h Abbildung der Formfunktion des Refe-

renzelements (Masterelement, Basiselement, Einheitselement) erhalten wird.

Abbildung:

-

6

x

1

x

2

1

2

3

Æ

r

K

x

(r;1)

x

(r;2)

x

(r;3)

x

(i)

= (x

1;i

; x

2;i

)

= (x

(i)

1

; x

(i)

2

)

x

(j)

= (x

1;j

; x

2;j

)

x

(k)

= (x

1;k

; x

2;k

) = (x

(k)

1

; x

(k)

2

)

x

-

6

�

2

�

1

�=1 �=2

�=3

(0;0) (1;0)

(0;1)

�

�

p

(1)

(�) = 1� �

1

� �

2

p

(2)

(�) = �

1

p

(3)

(�) = �

2

�

p

(�)

(�

(�)

) = Æ

�;�

-

�

� = �

Æ

r

(x)

x = x

Æ

r

(�)

F(Æ

r

) = P

1

(Æ

r

)

�!

 � F(�) = spanfp

(1)

; p

(2)

; p

(3)

g = P

1

(�)

beliebiges Dreie
k Æ

r

; r 2 IR

h

Referenzdreie
k

Transformationsvors
hrift:

x = J

Æ

r

� + x

(i)

:

�

x

1

x

2

�

=

�

x

1;j

� x

1;i

x

1;k

� x

1;i

x

2;j

� x

2;i

x

2;k

� x

2;i

��

�

1

�

2

�

+

�

x

1;i

x

2;i

�

Es gilt:

(4.4) jJ

Æ

r

j = j det J

Æ

r

j = 2 meas Æ

r

6= 0

da

Z

Æ

r

dx =

Z

�

�

�

�

�

�x

��

�

�

�

�

d� =

Z

�

jJ

Æ

r

j d� = jJ

Æ

r

j

Z

�

d� = jJ

Ær

j

1

2

: #
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�

U 4.3 Man zeige:

1

2

�

2

0

sin �

0

h

2

�

1

2

sin �

r

h

2

r

� jJ

Ær

j �

p

3

2

h

2

r

�

p

3

2

h

2

;

wobei h

r

{ gr

�

o�te Seite von Æ

r

und

�

r

{ kleinster Winkel von Æ

r

.

� = J

�1

Æ

r

(x� x

(i)

) :

�

�

1

�

2

�

=

1

jJ

Æ

r

j

�

x

2;k

� x

2;i

�(x

1;k

� x

1;i

)

�(x

2;j

� x

2;i

) x

1;j

� x

1i

��

x

1

� x

1;i

x

2

� x

2;i

�

De�nition der Basisfunktion: ! Ansatz- und Testfunktion:

p

(i)

(x) =

(

p

(r;�)

(x); x 2

�

Æ

r

; r 2 B

i

(Formfunktion)

0; sonst, d.h., x 2

�


 n

S

r2B

i

�

Æ

r

"

r : �$ i

mit B

i

= fr 2 IR

h

: x

(i)

= (x

1;i

; x

2;i

) 2

�

Æ

r

g = f8; 9; 18; 19; 20g,

"

Bsp.: i = 8

p

(r;�)

(x) = p

(�)

(�

Æ

r

(x)); x 2

�

Æ

r

; p

(�)

{ Formfunktion der Referenzelemente.

Es gilt: p

(i)

(x

(j)

) = Æ

ij

8 i; j 2 �!

h

! Knotenbasis !

Beispiel:

1

2

3

1

2

3

1

2

3

1

23

1

2

3

p

(8)

(x) =

13

14

9

4

8

8

9

18

19

20

21

-

�

� = �

Æ

20

(x)

x = x

Æ

20

(�)

-

6

�

0

0

1

1

�

1

�

2

�=1 �=2

�=3

p

(3)

(�) = �

2

p

(2)

(�) = �

1

8

*

9

7

14

R

p

(1)

(�) = 1� �

1

� �

2

p

(8)

(x)j

Æ

20

= p

(20;1)

(x) := p

(1)

(�

Æ

20

(x))
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De�nition von V

h

; V

0h

; V

gh

:

V

h

=

�

v

h

=

P

i2�!

h

v

(i)

p

(i)

(x)

�

� V =W

1

2

(
);

?

v

h

(x

(i)

) = v

(i)

8i 2 �!

h

;

V

0h

=

�

v

h

=

P

i2!

h

v

(i)

p

(i)

(x)

�

� V

0

mit !

h

=

�

i 2 �!

h

: x

(i)

=2 �

1

	

=

Bsp.

#

= �!

h

n f18; 19; 20; 21g

| {z }

=:


h

?

v

h

(x) = 0 8x 2 �

1

8v

h

2 V

0h

;

V

gh

=

(

v

h

=

P

i2!

h

v

(i)

p

(i)

(x) +

P

i2


h

g

1

(x

(i)

)p

(i)

(x)

)

� V

g

?

v

h

(x) = g

1

(x) 8x 2 �

1

8v

h

2 V

gh

:

4.2.4 Aufbau des FE-Glei
hungssystems

a) Assemblierung des Lastvektors

^

f

h

:

Ausgangspunkt: 8k 2 !

h

f

(k)

= < F; p

(k)

> �

P

i2


h

u

(i)

�

a(p

(i)

; p

(k)

) =

g

1

(x

(i)

)

Bsp.

aus Pkt. 4.2.1

#

=

R




f(x)p

(k)

(x) dx +

R

�

2

g

2

p

(k)

ds +

R

�

3

g

3

p

(k)

ds �

P

i2


h

g

1

�

x

(i)

�

a

�

p

(i)

; p

(k)

�

| {z }

RB werden sp

�

ater ber

�

u
ksi
htigt !

! 
)

Ber

�

u
ksi
htigung

der RB 2. Art

Ber

�

u
ks.

der RB 3. Art

Ber

�

u
ks. der inhomogenen

RB 1. Art (homogenisieren)

?

Betra
hten zun

�

a
hst nur die Bere
hnung des Anteils

R




fp

(k)

dx:

^

f

(k)

=

Z




f(x)p

(k)

(x) dx =

X

r2B

k

Z

Æ

r

f(x)p

(k)

(x) dx(4.5)

k 2 �!

h

= !

h

[ 


h

k  r : k $ �

k

p

(r;�

k

)

(x) Formfunktion

^

f

h

=

h

^

f

(k)

i

k2�!

h

In der FEM wird nun

^

f

(k)

ni
ht knotenorientiert na
h Formel (4.5) bere
hnet, son-

dern elementweise vorgegangen und die entspre
henden Anteile aufaddiert! Assem-

blierung !
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Betra
hten dazu wieder unser Beispiel:

^

f

(8)

^

f

(8)

=

R

Æ

8

fp

(8)

dx+

R

Æ

9

fp

(8)

dx+

R

Æ

18

fp

(8)

dx +

R

Æ

19

fp

(8)

dx+

R

Æ

20

fp

(8)

dx

S
hleife

�

uber alle Elemente: r = 1; : : : ; 8; 9; : : : ; 18; 19; 20 ; 21; : : : ; 24.

i

Y

}

K

Æ

p

(8)

(x)j

Æ

20

=

= p

(20;1)

(x) =

= p

(1)

(�

Æ

20

(x))

!

Element-

lastvektor

= f

(20)

=

2

4

f

(20;1)

f

(20;2)

f

(20;3)

3

5

!

^

f

(8)

!

^

f

(9)

!

^

f

(14)

"

Assemblierung

r : i$ �

1 2

3

8 9

14

Æ

20

R

Æ

20

f(x)p

(8)

(x) =

R

Æ

20

f(x)p

(20;1)

(x) dx =

R

�

f (x

Æ

20

(�)) p

(1)

(�)jJ

Æ

20

j d� �

"

r = 20: 1 $ 8

� i

"

Æ

20

$ �

z.B.

� f(x

Æ

20

(�

�

)) p

(1)

(�

�

)

| {z }

=

1

3

jJ

Æ

20

j

| {z }

= 2 meas Æ

20

| {z }

=meas Æ

20

�

1

2

=: f

(20;1)

x

?

?

-

6

1=3 1 �

1

�

2

1

1=3

�

�

=

�

1

3

;

1

3

�

= S
hwerpkt.

Kubaturformel

numer. Integr.
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Theoretis
he Darstellung von

^

f

h

mit der Conne
tivity-Matrix C

r

:

^

f

h

=

h

^

f

(k)

i

k2�!

h

=

X

r2IR

h

C

r

f

(r)

;

mit der Conne
tivity-(Elementzusammenhangs-)Matrix (= Bools
he Matrix):

C

r

=

1 2 3

i

1

i

3

i

2

2

6

6

6

6

6

6

6

6

4

: : : 0 : : :

1 0 0

: : : 0 : : :

0 0 1

: : : 0 : : :

0 1 0

: : : 0 : : :

3

7

7

7

7

7

7

7

7

5

�

N

h

�3

r : �$ i

1$ i

1

2$ i

2

3$ i

3

Algorithmus:

for r = 1 step 1 until R

h

do (S
hleife

�

uber alle Elemente)

for � = 1 step 1 until 3 do

begin � 
ompute f

(r;�)

(Elementlastvektor f

(r)

= [f

(r;�)

℄

�2A

)

� determine i = i(r; �) r : �$ i = i(r; �)

� update f

(i)

:= f

(i)

+ f

(r;�)

end

end for

end for

b) Assemblierung der Stei�gkeitsmatrix

^

K

h

=

h

^

K

i;j

i

i;j2�!

h

:

Ausgangspunkt: 8i; j 2 !

h

:

K

ij

= a(p

(j)

; p

(i)

) =

8

>

<

>

:

0; falls B

ij

= B

i

\ B

j

= ;

P

r2B

ij

 

R

Æ

r

(�r

T

p

(j)

rp

(i)

+ ap

(j)

p

(i)

dx +

R

�

3

\�Æ

r

�p

(j)

p

(i)

ds

!

RB 3. Art werden

sp

�

ater ber

�

u
ksi
htigt

! 
)

?

Elementweise Te
hnologie zur Bere
hnung des Anteils

^

K

ij

:

^

K

ij

=

P

r2B

ij

R

Æ

r

�

�r

T

p

(j)

rp

(i)

+ ap

(j)

p

(i)

�

dx

?

^

K

h

= [

^

K

ij

℄

i;j2�!

8i; j 2 �!

h

= !

h

[ 


h

: B

ij

6= ;

Ni
ht komponentenweise, sondern elementeweise (anteilsweise !):

Beispiel: i = 8; j = 9

?

B

ij

= f8; 9; 18; 19; 20g \ f9; 10; 20g = f9; 20g

(�

3

\ �Æ

9

= ;;�

3

\ �Æ

20

= ;)
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^

K

8;9

=

R

Æ

9

(: : :) dx+

R

Æ

20

(: : :) dx

S
hleife

�

uber alle Elemente: r = 1; : : : ; 8; 9; 10; : : : ; 19; 20 ; 21; : : : ; 24.

!

Element-

stei�gkeits-

matrix

= K

(20)

=

2

4

K

11

K

12

K

13

K

21

K

22

K

23

K

31

K

32

K

33

3

5

3�3

%

�

&

2

6

6

6

6

6

4

^

K

11

.

.

.

^

K

88

^

K

89

.

.

.

^

K

�

N

h

�

N

h

3

7

7

7

7

7

5

�

N

h

�N

h

"

Assemblieren

^

K

h

y y

	

Æ

20

1

2

3

8 9

14

Z

Æ

20

�

�

�p

(9)

�x

1

�p

(8)

�x

1

+ �

�p

(9)

�x

2

�p

(8)

�x

2

+ ap

(9)

p

(8)

�

dx =

?

r = 20: 1$ 8

2$ 9

3$ 14

=

Z

Æ

20

�

�

�p

(20;2)

�x

1

�p

(20;1)

�x

1

+ �

�p

(20;2)

�x

2

�p

(20;1)

�x

2

+ ap

(20;2)

(x)p

(20;1)

(x)

�

dx

Æ

20

$ �

#

=

=

Z

�

�

�(x

Æ

20

(�))

�p

(2)

(�)

�x

1

�p

(1)

(�)

�x

1

+ �(�)

�p

(2)

(�)

�x

2

�p

(1)

(�)

�x

2

+ a(�)p

(2)

p

(1)

�

jJ

Æ

20

j d�

x = x

Æ

20

(�) = J

Æ

20

� + x

(8)

= (�)

NR: r

x

= J

�T

Æ

r

r

�

; r

x

=

�

�

�x

1

�

�x

2

�

;r

�

=

�

�

��

1

�

��

2

�

� =

�

�

1

�

2

�

= J

�1

Æ

20

(x� x

(8)

); J

�1

Æ

20

=

1

jJ

Æ

20

j

"

x

(14)

2

� x

(8)

2

; �(x

(14)

1

� x

(8)

1

)

�(x

(9)

2

� x

(8)

2

); (x

(9)

1

� x

(8)

1

)

#

r

x

= J

�T

Æ

r

r

�

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

�

�x

1

=

�

��

1

��

1

�x

1

+

�

��

2

��

2

�x

1

=

=

1

jJ

Æ

20

j

h�

x

(14)

2

� x

(8)

2

�

�

��

1

�

�

x

(9)

2

� x

(8)

2

�

�

��

2

i

�

�x

2

=

1

jJ

Æ

20

j

h

�

�

x

(14)

1

� x

(8)

1

�

�

��

1

+

�

x

(9)

1

� x

(8)

1

�

�

��

2

i
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p

(2)

(�) = �

1

;

�p

(2)

��

1

= 1;

�p

(2)

��

2

= 0

p

(1)

(�) = 1� �

1

� �

2

;

�p

(1)

��

1

= �1;

�p

(1)

��

2

= �1

(�) �

�

� (x

Æ

20

(�

�

))

�

1

jJ

Æ

20

j

(x

(14)

2

� x

(8)

2

)

1

jJ

Æ

20

j

(x

(9)

2

� x

(14)

2

)

�

+

+�(x

Æ

20

(�

�

))

�

1

jJ

Æ

20

j

(x

(8)

1

� x

(14)

1

) �

1

jJ

Æ

20

j

(x

(14)

1

� x

(9)

1

�

+

+a(x

Æ

20

(�

�

)) �

1

3

�

1

3

�

jJ

Æ

20

j �

1

2

|{z}

meas �

| {z }

meas Æ

20

=: K

(20)

1;2

"

QF

S
hwerpunktsregel

-

6

1=3

1=3

�

1

�

2

�

�

=

�

1

3

;

1

3

�

Theoretis
he Darstellung von

^

K

h

mit den Conne
tivity-Matrizen C

r

:

^

K

h

= [K

ij

℄

i;j2�!

h

= [ ℄

�

N

h

�

�

N

h

=

P

r2IR

h

C

r

K

(r)

C

T

r

" "

�

N

h

= N

h

+ �N

h

Elementstei�gkeitsmatrizen

K

(r)

=

h

K

(r)

��

i

�;�2A

r

Algorithmus:

for r := 1 step 1 until R

h

do (S
hleife

�

uber alle Elemente)

for � = 1 step 1 until 3 do

for � := 1 step 1 until 3 do

begin � 
ompute K

(r)

��

� determine i = i(r; �) r : �$ i

j = j(r; �) r : � $ j

� update K

ij

:= K

ij

+K

(r)

��

end

end for

end for

end for
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) Einarbeitung der Randbedingungen:

Nat

�

urli
he Randbedingungen: �

2

(!< F; � >);�

3

(! a(�; �); < F; � >)

inhomogene RB 2. Art:

R

�

2

g

2

p

(k)

dx! f

(k)

!

^

f

h

z.B. Anteile werden wieder elementweise

bere
hnet, z.B. 9 - 14

14

R

9

g

2

p

(9)

ds

�

! f

(9)

!

^

f

h

14

R

9

g

2

p

(14)

ds

�

! f

(14)

!

^

f

h

1 2

3

Æ

20

8 9

14

p

(14)

=p

(20;3)

p

(9)

=p

(20;2)

RB 3. Art:

R

�

3

g

3

p

(k)

ds

�

! f

(k)

!

^

f

h

z.B.

R

�

3

�p

(i)

p

(k)

ds

�

!

^

K

ki

!

^

K

h

1 2

3

Æ

6

3 4

18

/

�

U

�

^

K

33

;

^

K

34

;

^

K

43

;

^

K

44

f

(3)

;f

(4)

f

(6)

�

3

K

(6)

�

3

Anteile werden wieder

elementweise bere
hnet !

Wesentli
he Randbedingungen: uj

�

1

= g

1

(V

0h

; V

gh

)

1. Variante: Homogenisieren im Diskreten

u

(j)

= u

(j)

�

= g

1

(x

(j)

) 8j 2 


h

= �!

h

n!

h

,

Korrektur der RS: f

(i)

:= f

(i)

�

P

j2


h

K

ij

u

(j)

�

8i 2 !

h

,

Strei
hen der Spalten j 2 


h

,

Strei
hen der Zeilen i 2 


h

.

2. Variante: Strafte
hnik: K

ii

= 10

s

; f

(i)

= 10

s

g(x

(i)

) 8i 2 


h

?

u

(i)

= g(x

(i)

)� 10

�s

P

j 6=i

K

ij

u

(j)

^

= RB 3. Art.

3. Variante: K

ij

= K

ji

= Æ

ij

8i 2 


h

8j 2 �! und f

(i)

= g

1

(x

(i)

) 8i 2 


h

.

a) { 
) Resultat: Ges. u

h

= [u

(i)

℄

i2!

h

([


h

)

: K

h

u

h

= f

h

mit geg. f

h

= [f

(i)

℄

i2!

h

([


h

)

und K

h

= [K

ij

℄

i;j2!

h

([


h

)
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Beispiel: Modellproblem CHIP

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

u

(1)

u

(2)

u

(3)

u

(4)

u

(5)

u

(6)

u

(7)

u

(17)

u

(18)

u

(19)

u

(20)

u

(21)

=

�f: : :g

1

2

3

4

5

6

7

17

18

19

20

21

1 2 3 4 5 6 7 171819 20 21

K

h

u

h

=

f

h

f

P

j2


h

=f18;:::;21g

K

ij

g

1

(x

(j)

)g

6

r : �$ i i : x

i

; y

i

r =

1 2 3

� � �

24 2 IR

h

K

(r)




1

2

3

x x x

x x x

x x x

1 2 3

x x x

x x x

x x x

f

(r)




1

2

3

x

x

x

x

x

x

� � �

� � �

Einarbeitung der RB: 1. Art: , 2. Art: hom., 3. Art: 1{2, 2{3, 3{4, 4{5

%

!

k

f

18 u

(18)

= g

1

(x

(18)

)

19 u

(19)

= g

1

(x

(19)

)

20 u

(20)

= g

1

(x

(20)

)

21 u

(21)

= g

1

(x

(21)

)
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4.3 Eigens
haften der FE-Glei
hungssysteme

Das GS K

h

u

h

= f

h

bzw. die Stei�gkeitsmatrix haben folgende Eigens
haften:

1. gro�dimensioniert: 
 � IR

m

(2D: m = 2)

N = N

h

= j!

h

j = Anzahl der Unbekannten = O(h

�m

)

! in praktis
hen Aufgaben oft mehrere Hunderttausende bzw. Millionen !

2. s
hwa
h besetzt:

K

ij

= 0 8i; j 2 !

h

: supp (p

(i)

) \ supp (p

(j)

) = ;, d.h., B

ij

= 0.

MBeispiel

"

CHIP\:

NNE (1) = 3

NNE (11) = 5 + (2)

NNE (i) = Maximale Anzahl der NNE

1

in der i-ten Zeile =

= jfj 2 !

h

: x

(j)

2 [

�

Æ

r

gj = O(1).

r 2 B

i

NNE =

P

i2!

h

NNE (i) = Maximale Anzahl der NNE von K

h

= O(h

�m

).

3. Bandweite bzw. Pro�l

-�

BW

O

O

O

O

! h

�

angt von der globalen Dur
hnumerierung der Knoten ab !

i. a. BW(K

h

) = O(h

�(m�1)

), PF(K

h

) = O(h

�(2m�1)

).

! Bandweiten- und Pro�lminimierungsalgorithmen,

d.h., Su
he Dur
hnumerierung der Knoten, die m

�

ogli
hst kleine

BW bzw. m

�

ogli
hst kleines Pro�l ergibt !

! Literatur: [36℄, [35℄.

1

NNE = Number of Non-zero Elements
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4. Die Eigens
haften der Bilinearform a(�; �) werden i. a. auf die Stei�gkeitsmatrix K

h

�

ubertragen, da o�enbar (verglei
he Numerik I [26℄)

(4.6) (K

h

u

h

; v

h

) = a(u

h

; v

h

) 8u

h

; v

h

$ u

h

; v

h

2 V

0h

z.B. a(�; �) symmetris
h ) K

h

= K

T

h

.

Tats

�

a
hli
h,

(K

h

u

h

; v

h

) = a(u

h

; v

h

) = a(v

h

; u

h

) = (K

h

v

h

; u

h

) = (u

h

; K

h

v

h

).

a(�; �) V

0

- elliptis
h ) K

h

p.d.

Tats

�

a
hli
h,

(K

h

u

h

; u

h

) = a(u

h

; u

h

) � �

1

ku

h

k

2

1

> 0 8u

h

6� 0.

Hier und im weiteren setzen wir voraus, da� die Triangularisierung regul

�

ar (verglei
he

Punkt 4.2.2) ist. Allgemeiner als die im Punkt 4.2.2 f

�

ur Dreie
ke gegebene De�nition

einer regul

�

aren Triangulation ist die folgende De�nition:

De�nition 4.3: (regul

�

are Triangulation)

Wir nennen die Familie f�

h

g

h2�

der Triangulationen �

h

= fÆ

r

: r 2 IR

h

g regul

�

ar, falls

positive, h-unabh

�

angige Konstanten 


1

; �


1

; 


2

; 


3

= 
onst. > 0 existieren:




1

h

m

� jJ

Æ

r

j � �


1

h

m

; 8x 2

�

Æ

r

; 8r 2 IR

h

8h 2 �;(4.7)

!!

j det J

Æ

r

j

kJ

Æ

r

k :=

q

�

max

(J

T

Æ

r

J

Æ

r

) � 


2

h 8x 2

�

Æ

r

8r 2 IR

h

8h 2 �;(4.8)

Spektralnorm

kJ

�T

Æ

r

k :=

q

�

max

(J

�1

Æ

r

J

�T

Æ

r

) � 


3

h

�1

8x 2

�

Æ

r

8r 2 IR

h

8h 2 �:(4.9)

�

U 4.4 Man zeige, da� eine regul

�

are Dreie
ksvernetzung im Sinne von (4.3) eine

regul

�

are Triangulation im Sinne der De�nition 4.1 ist, und man gebe die

Konstanten 


1

; �


1

; 


2

; 


3

an !

Hinweis:

�

U 4.3 liefert sofort

J

Æ

r

=

"

x

(j)

1

� x

(i)

1

x

(k)

1

� x

(i)

1

x

(j)

2

� x

(i)

2

x

(k)

2

� x

(i)

2

#




1

=

1

2

�

2

0

sin�

0

; �


1

=

p

3=2;




2

= ?




3

= ?
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Satz 4.4: (Eigenwert- und Konditionsabs
h

�

atzung)

Vor.: 1. a(�; �) : V � V ! IR

1

- Bilinearform, V =W

1

2

(
); k � k = k � k

1

:

a) V

0

{ elliptis
h: a(v; v) � �

1

kvk

2

1

8v 2 V

0

,

b) V

0

{ bes
hr

�

ankt: ja(u; v)j � �

2

kuk

1

kvk

1

8u; v 2 V

0

,


) V

0

- symmetris
h: a(u; v) = a(v; u) 8u; v 2 V

0

.

2. Triangularisierung sei regul

�

ar i. S. der De�nition 4.1.

Bh.: Dann gilt:

1. 9 


E

; �


E

= 
onst. > 0 : 


E

6= 


E

(h):

(4.10) 
 = 


E

h

m

� �(K

h

) � �


E

h

m�2

= �
,

EW von K

h

2. �(K

h

) :=

�max(K

h

)

�min(K

h

)

�

�


E




E

h

�2

.

Beweis:

� Ausgangspunkt f

�

ur EW-Abs
h

�

atzungen = Rayleigh-Quotient




!

� �

min

(K

h

) = min

u

h

6=0

(K

h

u

h

;u

h

)

(u

h

;u

h

)

� �(K

h

) � max

u

h

6=0

(K

h

u

h

;u

h

)

(u

h

;u

h

)

= �

max

(K

h

)

!

� �


EW

m


(u

h

; u

h

) � (K

h

u

h

; u

h

) � �
(u

h

; u

h

) 8u

h

2 IR

N

h

wobei (�; �) { Euklidis
hes Skalarprodukt in IR

N

h

.

(4:11) (K

h

u

h

; u

h

) = a(u

h

; u

h

) � �

1

ku

h

k

2

1

= 1 � ?

� �

2

ku

h

k

2

1

| {z }

= 2 � ?

8u

h

2 IR

N

h

; u

h

$ u

h

2 V

0h

6

von der konkreten Aufgabe unabh

�

angig !
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1 ku

h

k

2

1

=

R




(jr

x

u

h

j

2

+ u

2

h

) dx =

P

r2IR

h

R

Æ

r

(jr

x

u

h

j

2

+ u

2

h

) dx =

"

�


 =

S

r2IR

h

�

Æ

r

Abbildungsprinzip

Æ

r

$ �

#

(4:12) =

P

r2IR

h

R

�

0

B

�

jJ

�T

Æ

r

r

�

u

h

(x

Æ

r

(�))j

2

| {z }

�0

+u

2

h

(x

Æ

r

(�)

1

C

A

jJ

Æ

r

j d�

"

mms: r

x

= J

�T

Æ

r

r

�

� 


1

h

m

P

r2IR

h

R

�

0

B

B

B

B

�

X

�2A

r

u

(r;�)

p

(�)

(�)

| {z }

=u

h

(x

Æ

r

(�))

1

C

C

C

C

A

2

d�

"

(4:7)

= 


1

h

m

P

r2IR

h

P

u

(r;�)

u

(r;�)

R

�

p

(�)

(�)p

(�)

(�) d�

�;�2A

r

=A�f1;2;3;g

f(0;0);(1;0);(0;1)g

= 


1

h

m

P

r2IR

h

(G

0

u

(r)

; u

(r)

)

IR

jA

r

j=3

�

� 


1

�

min

(G

0

)h

m

P

r2IR

h

P

�2A

r

�

u

(r;�)

�

2

�

� 


1

�

min

(G

0

)h

m

(u

h

; u

h

);

wobei u

(r)

= [u

(r;�)

℄

�2A

r

=A

{ Elementvektor,

G

0

=

�

R

�

p

(�)

p

(�)

d�

�

�;�2A

r

=A

{ Elementmassenmatrix.

Resultat:

(4.13) 
 = �

1

�

min

(G

0

)


1

| {z }

=


E

h

m
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2 ku

h

k

2

1

=

P

r2IR

h

R

�

�

jJ

�T

Æ

r

r

�

u

h

(x

Æ

r

(�))j

2

+ u

2

h

(x

Æ

r

(�))

�

jJ

Æ

r

j d� �

"

(4:12)

� �


1

h

m

P

r2IR

h

R

�

�

r

T

�

u

h

J

�1

Æ

r

J

�T

Æ

r

r

�

u

h

+ u

2

h

�

d� �

"

(4:7)

� �


1

h

m

P

r2IR

h

R

�

0

B

�

�

max

(J

�1

Æ

r

J

�T

Æ

r

)

| {z }

�


2

3

h

�2

jr

�

u

h

j

2

+ u

2

h

1

C

A

d� �

"

(4.9)

o. B. d. A.: 


3

� h, d.h.,




2

3

h

�2

� 1

#

� �


1

h

m




2

3

h

�2

P

r2IR

h

P

�;�2A

r

u

(r;�)

u

(r;�)

Z

�

�

r

T

�

p

(�)

r

�

p

(�)

+ p

(�)

p

(�)

�

d�

| {z }

G

(�;�)

1

=

= �


1




2

3

h

m�2

P

r2IR

h

(G

1

u

(r)

; u

(r)

) �

� �


1




2

3

�

max

(G

1

)h

m�2

P

r2IR

h

P

�2A

(u

(r;�)

)

2

�

?




4

= sup

h2�

max

i2!

h

jB

i

j

� �


1




2

3




4

�

max

(G

1

)h

m�2

(u

h

; u

h

);

wobei: G

1

=

h

G

(�;�)

1

i

�;�2A

r

=A

.

Resultat:

(4.14) �
 = �

2

�


1




2

3




4

�

max

(G

1

)

| {z }

=�


E

h

m�2

q.e.d.

�

U 4.5 Man bere
hne f

�

ur unser Modellbeispiel

-

6

�

�

1

�

2

p

(1)

=1��

1

��

2

p

(2)

=�

2

p

(3)

=�

3

�

min

(G

0

) = ?, �

max

(G

1

) = ?
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und gebe f

�

ur regul

�

are Dreie
ksvernetzungen


 = ?

�
 = ?

an.

Hinweis: Benutzen Sie die Resultate von

�

U 4.4 !

�

U 4.6 Man zeige, da� die EW-Abs
h

�

atzungen bez

�

ugli
h der h-Ordnung

s
harf sind, d.h., 9 �

0

1

;�

0

2

= 
onst. > 0 : �

min

(K

h

) � �

0

1

h

m

und

�

max

(K

h

) � �

0

2

h

m�2

.

Folgli
h gilt: �

min

(K

h

) = O(h

m

); �

max

(K

h

) = O(h

m�2

),

�(K

h

) = O(h

�2

).

Hinweis: Beispiel gen

�

ugt !

�

U 4.7 Man zeige, da� f

�

ur regul

�

are Triangulationen i. S. der Def. 4.3

9 


0

; �


0

= 
onst. > 0; 


0

6= 


0

(h):




0

h

m

(u

h

; u

h

) � ku

h

k

2

0;


L

2

(
)

� �


0

h

m

(u

h

; u

h

)

k k k




0

h

m

ku

h

k

2

IR

N

h

� (M

h

u

h

; u

h

) � �


0

h

m

ku

h

k

2

IR

N

h

und gebe




0

= ?

�


0

= ?

f

�

ur regul

�

are Dreie
ksvernetzung i. S. (4.3) an.

Die (N

h

�N

h

){Matrix M

h

wird Massenmatrix genannt:

(M

h

u

h

; v

h

) :=

R




u

h

� v

h

dx 8u

h

; v

h

$ u

h

; v

h

2 V

0h

.

Folgli
h gilt:

� �

min

(M

h

) � 


0

h

m

,

� �

max

(M

h

) � �


0

h

m

,

� �(M

h

) � �


0

=


0

= O(1).

Bemerkung: Die in diesem Punkt angegebenen Eigens
haften K

h

sind auss
hlag-

gebend f

�

ur die Bewertung der EÆzienz von Au


�

osungsverfahren f

�

ur

GS K

h

u

h

= f

h

(verglei
he Kapitel 7

"

Aufl

�

osungsverfahren\).
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4.4 Diskretisierungsfehlerabs
h

�

atzungen

4.4.1 Allgemeine Bemerkungen

Ausgangspunkt: Satz I.4.3 ([26℄) von Cea mit V = W

1

2

(
); k � k = k � k

1

f

�

ur

skalare elliptis
he PDgl. 2. Ordnung:

(4.15) ) ku� u

h

k

1

�

�

2

�

1

inf

v

h

2V

gh

ku� v

h

k

1

(1) (1)

h

Diskretisierungsfehler Approximationsfehler

Idee: V

0h

V

gh

� V

g

{ W

�

ahlen v

h

= int

V

h

(u) =

P

i2�!

h

u(x

(i)

)p

(i)

(x) =

P

i2!

h

u(x

(i)

)p(x) +

P

i2


h

u(x

(i)

)p

(i)

(x)

% -

Interpolant u 2 V

g

\C(

�


). = 0 auf �

1

= g

1

(x)

8x 2 �

1

?

�

bzw.

v

h

= int

V

h

(Mittlung (u))

falls u =2 C(

�


) !

x

?

?

z.B. gem

�

a� Einbettungssatz I.3.5 ([26℄):

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

m = 2 (
 � IR

2

�

�
 2 C

0;1

):

u 2 V

g

\W

2

2

(
)

?

u 2 V

g

\ C(

�


), da

2� 2 > m

W

k

p

(
) ,! C(

�


), falls k � p > m.

) inf

v

h

2V

gh

ku� v

h

k

1

� ku� int

V

h

(u)k

1

= k � k

1

� ? � ? h

?

? (h! 0):

x

?

?

?
Approximationsfehler Interpolationsfehler

int

V

h

(u) 2 V

gh

(?)

{ Element ! Abbildung ! Referenzelement ! R

�

u
kabbildung:

k � k

2

1;


=

P

r

k � k

2

1;Æ

r

=

P

r

R

Æ

r

(: : :) dx =

P

r

R

�

[: : :℄jJ

Æ

r

j d� �

�

P

r


h

?

k � k

2

1;�

� : : : � ? h

?

?:

?

x = x

Æ

r

(�)

?

� = �

Æ

r

(x)

Abs
h

�

atzung des Interpolationsfehlers

auf Referenzelement �

! dazu: Bramble/Hilbert-Lemma I.3.5 ([26℄)

Resultat: Fehlerabs
h

�

atzung in der k � k

1

-Norm (H

1

-Norm)

(siehe Punkt 4.4.2 und 4.4.3) !
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Interessant sind aber au
h Fehlerabs
h

�

atzungen in anderen Normen:

L

2

-Norm k � k

0;


: ! Punkt 4.4.4,

L

1

-Norm k � k

0;1;


: ! Punkt 4.4.5,

W

1

1

-Norm k � k

1;1;


: ! Punkt 4.4.5,

L

p

-Norm k � k

0;p;


: ! siehe Literatur, z.B. [9℄,

W

1

p

-Norm k � k

1;p;


: ! siehe Literatur, z.B. [9℄.

.

.

.

4.4.2 Der Approximationssatz

Satz 4.5: (Approximationssatz)

Vor.: 1. 
 � IR

m

�

Gebiet mit � = �
 2 C

0;1

sei regul

�

ar triangularisiert

im Sinne der De�nition 4.3, d.h., 8h 2 � gilt:

�


 = [

�

Æ

r

; Æ

r

�: (4.7) { (4.9).

r 2 IR

h

Die Abb. x

Æ

r

(�) 2 P

1

(�) sei zun

�

a
hst eine aÆne lineare Abbildung.

2. F(�) = span fp

(�)

(�) : � 2 Ag � P

k

(�).

3. u 2 W

k+1

2

(
) bzw. allgemein u 2 W

k+1

2

(Æ

r

) 8r 2 IR

h

8h 2 �.

-�

x=x

Æ

r

(�)

�=�

Æ

r

(x)

a) b)

Bh.: 9 a

s;k+1

= 
onst. > 0 (unabh

�

angig von h und u):

(4.16) inf

v

h

2V

h

ju� v

h

j

s;


� a

s;k+1

h

k+1�s

8

>

<

>

:

juj

k+1;


; a)

 

P

r2IR

h

juj

2

k+1;Æ

r

!

1

2

; b)

f

�

ur s = 0; 1.

Beweis:

� O. B. d. Allg. f

�

uhren wir den Beweis f

�

ur den Fall:

m = 2; k = 1;� = ; d.h., F(�) = P

1

; a) und s = 1:

Beweiste
hnik l

�

a�t si
h aber sofort auf den allgemeinen Fall

�

ubertragen (verglei
he

au
h Bemerkung 4.6).

� Sei also u 2 W

2

2

(
) und 
 � IR

2

�

; �
 2 C

0;1

. Aus Einbettungssatz I.3.5 (Numerik

I [26℄) folgt:

W

k+1

p

(
) ,! C(

�


) falls (k + 1) p > m:

Immer: (k + 1) � 2 � 4 > m = 1; 2; 3 f

�

ur k = 1; 2; 3; : : : .

Also gilt: W

2

2

(
) ,! C(

�


), insbesondere 9 


E

= 
onst. > 0:

(4.17) max

x2

�




ju(x)j � 


E

kuk

2;


8u 2 W

2

2

(
)
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� F

�

uhren Beweis in 4 S
hritten:

1. Interpolant:

v

h

= I

h

u � int

V

h

(u) :=

X

i2�!

h

u(x

(i)

)p

(i)

(x)

in inf (4.16) einsetzen:

=) inf

v

h

2V

h

ju� v

h

j

1;


� ju� I

h

u

| {z }

=: e

h

Interpolationsfehler

j

1;


s = 1

2. Abbildung: Æ

r

! �

j u� I

h

u

| {z }

=:e

h

j

2

1;


=

X

r2IR

h

Z

Æ

r

jr

x

e

h

j

2

dx

r

x

=J

�T

Æ

r

r

�

=

=

X

r2IR

h

Z

�

jJ

�T

Æ

r

r

�

e

h

(x

Æ

r

(�))j

2

jJ

Æ

r

j d� �

#

� �


1




2

3

X

r2IR

h

h

m�2

r

Z

�

jr

�

e

h

(x

Æ

r

(�))j

2

d� �

(4:7) 


1

h

m

� jJ

Æ

r

j � �


1

h

m

r

� �


1

h

m

(4:9) kJ

�T

Æ

r

k � �


3

h

�1

r

� 


3

h

�1

� �


1




2

3

X

r2IR

h

h

m�2

Z

�

jr

�

e

h

(x

Æ

r

(�))j

2

d�

| {z }

=je

h

(x

Æ

r

(�))j

2

1;�

3. Anwendung des Lemmas I.3.5 ([26℄) von Bramble & Hilbert auf dem

Referenzelement �:

je

h

(x

Æ

r

(�))j

1;�

� 


B

ju(x

Æ

r

(�))j

2;�

(#)(4.18)

� �


1




2

3




2

B

X

r2IR

h

h

m�2

Z

�

X

j�j=2

j�

�

�

u(x

Æ

r

(�))j

2

d�

| {z }

m=2:

R

�

(

�

�

2

u

��

2

1

�

2

+2

�

�

2

u

��

1

��

2

�

2

+

�

�

2

u

��

2

2

�

2

)

d�

1

d�

2

=

?
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4. R

�

u
kabbildung: �! Æ

r

= �


1




2

3




2

B

P

r2IR

h

h

m�2

R

Æ

r

P

j�j=2

j�

�

�

u(x)j

2

jJ

�1

Æ

r

j dx

r

�


r

�

u =

�

��

1

�

��

2

%

%
&

&

�u

��

1

�u

��

2

=

0

B

B

B

B

B

�

�

2

u

��

2

1

�

2

u

��

1

��

2

�

2

u

��

2

��

1

�

2

u

��

2

2

1

C

C

C

C

C

A

P

j�j=2

j�

�

�

u(x)j

2

= jr

�


r

�

uj

2

= jJ

Æ

r

r

x


 J

Æ

r

r

x

uj

2

(4:19)

� kJ

Æ

r

k

4

jr

x


r

x

uj

2

= kJ

Æ

r

k

4

P

j�j=2

j�

�

x

uj

2

� �


1




2

3




2

B

P

r2IR

h

h

m�2




�1

1

h

�m




4

2

h

4

R

Æ

r

P

j�j=2

j�

�

x

u(x)j

2

dx =

= �


1




�1

1




2

3




2

B




4

2

P

r2IR

h

h

2

R

Æ

r

P

j�j=2

j�

�

x

uj

2

dx � a

2

1;2

h

2

juj

2

2;


. #

?

� Verbleibt der Beweis der Abs
h

�

atzung (4.18) je

h

j

1;�

� 


B

juj

2;�

:

Dazu ben

�

otigen wir das Bramble & Hilbert-Lemma I.3.5 ([26℄):

Wh Vor.: � � IR

m

�

Gebiet: �� 2 C

0;1

,

1 � p <1; k 2 f0; 1; : : :g,

l(�) =< l; � > 2 [W

k+1

p

(�)℄

�

: l(q) = 0 8q 2 P

k

.

Bh.: Dann gilt:

jl(u)j � 
juj

k+1;p;�

8u 2 W

k+1

p

(�)

mit 
 = 
(�)klk

�

; 
(�) = 
onst. (�; p; k) > 0,

klk

�

� klk

[W

k+1

p

(�)℄

�

.

m = 2; k = 1; p = 2:

Es sei w 2 W

1

2

(�) zun

�

a
hst beliebige, aber �xierte Funktion.

Betra
hten

l(u) :=

Z

�

r

T

�

w(�)r

�

0

B

B

�

=e

h

(x

Æ

r

(�))

z }| {

u(x

Æ

r

(�))

| {z }

=:u(�)

� int

V

h

(u(x

Æ

r

(�))

| {z }

=int

F(�)

(u(�))

1

C

C

A

d� !
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) 1) l(�) ist linear, da Interpolation linear ist !

2) l ist bes
hr

�

ankt auf W

2

2

(�):

jl(u)j

Cau
hy

#

� jwj

1;�

ju� int

F(�)

(u)j

1;�

�

� jwj

1;�

�

juj

1;�

+ j

P

�2A

u(�

(�)

)p

(�)

(�)j

1;�

�

�

� jwj

1;�

�

juj

1;�

+

P

�2A

ju(�

(�)

)jjp

(�)

(�)j

1;�

�

=

?

int

F(�)

(u) =

P

�2A

u(�

(�)

)p

(�)

(�)

u(x

(r;�)

)

= jwj

1;�

�

juj

1;�

+

P

�2A

ju(�

(�)

)

| {z }

� 


E

(�)kuk

2;�

Einbettungssatz I.3.5 ([26℄): W

2

2

(�) ,! C(

�

�)

j jp

(�)

(�)j

1;�

�

� jwj

1;�

(

1 + 


E

(�)

X

�2A

jp

(�)

(�)j

1;�

)

| {z }

=klk

�

kuk

2;�

:

3) l(q) = 0 8q 2 P

1

da q(�) = int

F(�)

(q(�)) 8� 2

�

�.

"

P

1

� F(�), z.B. F(�) = P

1

f

�

ur � =

) B & H-Lemma: jl(u)j � 
(�)klk

�

juj

2;�

=

= 
(�)f: : :gjwj

1;�

ju(x

Æ

r

(�))j

2;�

:

) W

�

ahlen speziell:

w = e

h

= u� int

F(�)

(u) = u(x

Æ

r

(�))� int

V

h

(u(x

Æ

r

(�))) 2 W

1

2

(�).

) je

h

j

2

1;�

= l(u) � 
(�)

(

1 + 


E

(�)

X

�2A

jp

(�)

j

1;�

)

| {z }

=:


B

je

h

j

1;�

ju(x

Æ

r

(�))j

2;�

.

q.e.d.
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Bemerkung 4.6:

1. Falls x

Æ

r

(�) 2 F(�) (� P

k

) oder 2 C

k+1

(

�

�)

6

-

1

2

3

4

5

6

7

8

x

(r;1)

6

-

6

-

1

�

2

1

�

1

�

?

�

�

exakt

�

	

O(h

3

)

approx. (?)

/

gesonderte

Behandlung !

Æ

r

Æ

r

�

.

.

.

x

Æ

r

(�) =

P

�2A

x

(r;�)

p

(�)

(�)

isoparametris
he Te
hnik allgemein krummlinige Te
hnik

�

�

�

�

�

j�j

x

Æ

r

;i

(�)

��

�

�

�

�

�

� �


2

h

j�j

8� : j�j � k + 1;(4.20)

8� 2 �; 8i = 1; m; 8r 2 IR

h

8h 2 �; (verglei
he (4.9))

dann gilt (verglei
he (4.19) Beweiss
hritt 4. !):

(4.16') inf

v

h

2V

h

ju� v

h

j

s;


� a

s;k+1

h

k+1�s

kuk

k+1;


,

(bzw. kuk

k+1;


7! (

P

r2IR

h

kuk

2

k+1;Æ

r

)

0:5

).

2. Aus (4.16) bzw. (4:16

0

) folgt sofort:

(4.16") inf

v

h

2V

h

ku� v

h

k

1;


� �a

1;k+1

h

k

(

juj

k+1;


; Satz 4.5,

kuk

k+1;


; Bemerkung 4.6.1,

mit �a

2

1;k+1

= a

2

1;k+1

+ a

2

0;k+1

h

2

.

3. Die Abs
h

�

atzungen (4.16), (4.16'), (4.16") sind bez

�

ugli
h der h-Potenz optimal

(verglei
he

�

U 4.8) !

d.h., 9 u 2 W

k+1

2

(
) : inf

v

h

2V

h

ju� v

h

j

s;


� 
h

k+1�s

mit einer h-unabh

�

angigen, positiven Konstanten 
.
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4. F

�

ur u 2 W

l

2

(
); 1 < l � k + 1 (l 2 IR reell) gilt:

inf

v

h

2V

h

ju� v

h

j

s;


� a

s;l

h

l�s

kuk

l;


:

5. Falls u 2 W

l

r

2

(Æ

r

); 1 < l

r

� k + 1; 8r 2 IR

h

8h 2 �, gilt:

inf

v

h

2V

h

ju� v

h

j

s;


�

 

X

r2IR

h

a

1;l

r

h

2(l

r

�s)

r

kuk

2

l

r

;Æ

r

!

0:5

; s = 0; 1:

6

Netzgraduierung m

�

ogli
h !

�

U 4.8 Man zeige, da� f

�

ur m = 1 : 
 = (0; 1); k = 1 : F(�) = P

1

,

u(x) = x

2

gilt:

inf

v

h

2V

h

1

R

0

ju

0

� v

0

h

j

2

dx

�

=

n�1

P

i=0

1

3

h

3

�

=

1

3

h

2

h =

1

n

-

6

2

1

u

0

(x) = 2x

u(x) = x

2

x

1

|{z}

h=1=n

-

6

0 1

V

h

�

U 4.9 Zeigen Sie die limitierte Vollst

�

andigkeit der Familie der FE-R

�

aume

fV

0h

g

h2�

in V

0

!
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4.4.3 Konvergenz in der H

1

-Norm

Satz 4.7.: (W

1

2

{Konvergenzsatz)

Vor.: 1. Standardvoraussetzungen an Variationsformulierung:

1) F 2 V

�

0

.

2) a(�; �) : V � V ! IR

1

- stetige Bilinearform,

V =W

1

2

(
):

2a) a(v; v) � �

1

kvk

2

1

8v 2 V

0

,

2b) ja(u; v)j � �

2

kuk

1

kvk

1

8u; v 2 V

0

.

2. Vor. 1 und 2 von Satz 4.5 (Approximationssatz).

3. V

gh

= g

h

+ V

0h

� V

g

{ endli
he Hyperebene mit

(siehe Punkt 4.2.3) V

0h

� V

0

{ FE-Unterrraum,

g

h

2 V

g

\ V

h

gegeben.

4. u 2 V

g

: a(u; v) =< F; v > 8v 2 V

0

; (4:1)

u

h

2 V

gh

: a(u

h

; v

h

) =< F; v

h

> 8v

h

2 V

0h

: (4:1)

h

5. Regularit

�

atsresultat:

a) u 2 V

g

\W

k+1

2

(
),

b) u 2 V

g

und u 2 W

k+1

2

(Æ

r

) 8r 2 IR

h

8h 2 �.

Bh.: Dann gilt:

(4.21) ku� u

h

k

1;


�

�

2

�

1

�a

1;k+1

| {z }

=:


1;k+1

h

k

8

>

<

>

:

juj

k+1;


; a),

 

P

r2IR

h

juj

2

k+1;Æ

r

!

1

2

; b).

Beweis: folgt sofort aus (4.15) = Satz I.4.3 [26℄ von Cea und Approximationssatz

4.5 ((4.16') aus Bemerkung 4.6.2):

ku� u

h

k

1;


�

�

2

�

1

inf

v

h

2V

gh

ku� v

h

k

1

�

�

2

�

1

�a

1;k+1

h

k

8

>

<

>

:

juj

k+1;


; a),

 

P

r2IR

h

juj

2

k+1;Æ

r

!

1

2

; b).

Cea:

" "

Approx.-Probl.

Vor. 1., 3., 4. Vor. 2., 5. (verglei
he Satz 4.5)

q.e.d.
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Bemerkung 4.8:

1. Falls anstelle von (4.9) die Bedingung (4.20) von Bemerkung 4.6 gilt, dann folgt

die Fehlerabs
h

�

atzung mit der Vollnorm k � k

k+1;


:

(4.21') ku� u

h

k

1;


�

�

2

�

1

�a

1;k+1

h

k

8

>

<

>

:

kuk

k+1;


; a),

 

P

r2IR

h

kuk

2

k+1;Æ

r

!

1

2

; b).

2. Falls u 2 V

g

\W

l

2

(
) mit 1 < l � k + 1 (l 2 IR reell), dann gilt:

ku� u

h

k

1;


�

�

2

�

1

�a

1;k+1

h

l�1

kuk

l;


:

3. Falls u 2 W

l

r

2

(Æ

r

); 1 < l

r

� k + 1; 8r 2 IR

h

8h 2 �, dann gilt:

ku� u

h

k

1;


�

�

2

�

1

 

X

r2IR

h

�a

1;l

r

h

2(l

r

�1)

r

kuk

2

l

r

;Æ

r

!

0:5

Netzgraduierung: � h

2k

[Oganesian/Ru
howez, 1968℄

4. Konkretes Beispiel: m = 2; k = 1;F(�) = P

1

;� = ; x

Æ

r

(�) 2 P

1

:

u 2 W

1+s

r

2

(Æ

r

), 0 < s � s

r

� 1:

s

r

= s

r

(�
;RB, : : :) = s

r

( ),

s = s(�
;RB, : : :) = s( ).

�

�

-

6

�

?

) ku� u

h

k

1;


�

�

2

�

1

 

P

r2IR

h

�a

1;1+s

r

h

2s

r

r

juj

2

1+s

r

;Æ

r

!

0:5

�

�

2

�

1

�a

1;1+s

h

s

 

P

r2IR

h

juj

2

1+s

r

;Æ

r

!

0:5

:
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5. A-priori-Abs
h

�

atzung von juj

k+1;


bzw. kuk

k+1;


mit den Eingangsdaten

(

?

W

k+1

2

{Koerzitivit

�

at):

z.B. Poisson-Glei
hung mit Diri
hlets
hen RB in einem konvexen Gebiet


 � IR

2

:

KF: ��u = f in 
;

u = 0 auf � = �
:

VF: Gesu
ht u 2 V

0

= W

1

2

(
) :

R




r

T

urv dx =

R




fv dx 8v 2 V

0

:

W

2

2

{Koerzitivit

�

at:

Aus f 2 L

2

(
) und 
 � IR

2

�

, konvex, �
 2 C

0;1

folgt

1. 9 ! u 2 V

0

\W

2

2

(
)

2. juj

2;


� 1 � kfk

0;


Beweis: mms

R




f

2

dx =

R




�u�u dx = : : : #

?

partielle Integration

4.4.4 Nits
he-Tri
k und L

2

{Konvergenz

Trivial: ku� u

h

k

0;


� ku� u

h

k

1;


� 


1;k+1

h

k

juj

k+1;


Approximation: inf

v

h

2V

h

ku� v

h

k

0;


� �a

0;k+1

h

k+1

juj

k+1;


�

�

h ?

Satz 4.9: (L

2

{Konvergenz)

Vor.: 1. Vor. 1 { 4 und 5 a) aus Satz 4.7 seien erf

�

ullt (m = 1; 2; 3).

2. W

2

2

{Koerzitivit

�

at der adjungierten Aufgabe, d.h., f

�

ur die Aufgabe

Gesu
ht w 2 V

0

: a(v; w) =

R




ev dx 8v 2 V

0

mit e 2 L

2

(
) gilt:

1) 9! w 2 V

0

(Lax-Milgram): w 2 W

2

2

(
) !

2) jwj

2;


� 


K

kek

0;


bzw.

kwk

2;


� 


K

kek

0;


.

Bh.: 9 


0;k+1

= 
onst. > 0; 


0;k+1

6= 
(h):

(4.22) ku� u

h

k

0;


� 


0;k+1

h

k+1

juj

k+1;


.

�

�

I

	

kwk

1;


� 
kek

0;
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Beweis: (Beweiste
hnik: Nits
he-Tri
k, 1968 [32℄)

� Betra
hten Hilfsaufgabe:

(4.23) Gesu
ht w 2 V

0

: a(v; w) =

R




e

h

v dx 8v 2 V

0

.

"

e

h

= u� u

h

2 V

0

� L

2

(
)

(4.1) (4.1)

h

Diskretisierungsfehler

� (4:1) exakte L

�

osung u 2 V

g

: a(u; v) = < F; v > 8v 2 V

0

;

(4:1)

h

FE-L

�

osung u

h

2 V

gh

: a(u

h

; v

h

) = < F; v

h

> 8v

h

2 V

0h

;

(4:24) a(e

h

; v

h

) = 0 8v

h

2 V

0h

:

� Vor. 2. Satz 4.9: ) 1. 9 ! w 2 V

0

\W

2

2

(
): (4.23)

2. jwj

2;


� 


K

ke

h

k

0;


= 


K

ku� u

h

k

0;


. (4.25)

� Setzen in (4.23) v = e

h

= u� u

h

2 V

0

:

V

g

V

gh

?

) ku� u

h

k

2

0;


= ke

h

k

2

0;


=

R




e

h

� e

h

dx = a(e

h

; w)

= a(u� u

h

; w) = a(u� u

h

; w � w

h

) �

"

(4:24) a(u� u

h

; w

h

) = 0 8w

h

2 V

0h

w

h

= int

V

h

(w) 2 V

0h

(w 2 C(

�


) Einbettung !)

� �

2

ku� u

h

k

1;


kw � w

h

k

1;


�

� �

2




1;k+1

h

k

juj

k+1;


�a

1;2

hjwj

2;


�

?

Satz 4.7: W

1

2

{Konvergenz

Satz 4.5: Approximationssatz, Bemerkung 4.6.2, k = 1

(4:25)

� �

2




1;k+1

�a

1;2

h

k+1

juj

k+1;


� 


K

ku� u

h

k

0;


) ku� u

h

k

0;


� �

2




1;k+1

�a

1;2




K

| {z }

=:


0;k+1

h

k+1

juj

k+1;


. q.e.d.

�

U 4.10 Beweisen Sie die L

2

{Fehlerabs
h

�

atzung (4.22) mit Hilfe von Satz I.4.4

[26℄ (Dualit

�

atsargument von Aubin & Nits
he) ! S
hw

�

a
hen Sie die Vor-

aussetzung 2 von Satz 4.9 ab (W

1+s

2

(
){Koerzitivit

�

at (0 < s � 1) der

adjungierten Aufgabe) !
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4.4.5 Bemerkungen zur L

1

{ und W

1

1

{Konvergenz

Zeigen unter den Voraussetzungen des Satzes 4.9 (L

2

{Konvergenz) die Ab-

s
h

�

atzung

(4.26) k u� u

h

| {z }

2 C(

�


)

k

0;1;


L

1

(
)

= max

x2

�




ju(x)� u

h

(x)j � 
h

k+1�

m

2

juj

k+1;


6

mit einer positiven Konstante 
 = 
onst. > 0; 
 6= 
(h; u).

Beispiel: m = 1: 
 = (a; b)

-

x

a Æ

r

b

�

� = [0; 1℄,

-

�

0 1

k = 1; F(�) = P

1

.

Es gilt: W

1

2

(a; b) ,! C[a; b℄ (Punkt I.3.8, Numerik I [26℄):

) ku� u

h

k

0;1;


� 


E

ku� u

h

k

1;


� 


E




1;2

hjuj

2;2;


.

Aber: a) (4.26)

?

h

3

2

, falls u 2 W

2

2

(
),

b) ku� u

h

k

0;1;h

= O(h

2

), falls u 2 W

2

1

(
), mms

�

.

F

�

ur m = 2; 3 gilt ni
ht W

1

2

(
) ,! C(

�


):

?

L

1

{Abs
h

�

atzungen sind ni
ht trivial !

Beweisen als Hilfsmittel zun

�

a
hst sogenannte inverse Unglei
hungen:

Lemma 4.10: (Inverse Unglei
hungen)

Vor.: Vor. 1. (Regul

�

are Triangularisierung von 
 � IR

m

) aus Satz 4.5

(Approximationssatz) sei erf

�

ullt und dim F(�) = jAj <1.

Bh.: Dann gelten die Unglei
hungen

(4.27)

a) kv

h

k

1;


� 
h

�1

kv

h

k

0;


8v

h

2 V

h

,

b) kv

h

k

0;1;


� 
h

�

m

2

kv

h

k

0;


8v

h

2 V

h

.

C(

�


)

C(

�


)
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Beweis:

a) mms (verglei
he au
h Punkt 4.3).

b) kv

h

k

0;1;


= max

x2

�


=[

�

Æ

r

jv

h

(x)j = max

x2

�

Æ

r

jv

h

(x)j =

"

C(

�


) 9 r 2 IR

h

= max

�2

�

�

jv

h

(x

Æ

r

(�))j =

= max

�2

�

�

j

P

�2A

r

v

(r;�)

p

(�)

(�)j �

� 


A

(�)k

P

�2A

r

v

(r;�)

p

(�)

(�)k

0;�

= 


A

(�)kv

h

(x

Æ

r

(�))k

0;�

=

?

Normen sind in endli
hdimensionalen R

�

aumen

�

aquivalent !

= 


A

(�)

r

R

Æ

r

v

2

h

(x)jJ

�1

Æ

r

j dx

(4:7)

�

(4:7)

� 


A

(�)


�0:5

1

h

�

m

2

kv

h

k

0;Æ

r

� 


A

(�)


�0:5

1

| {z }

h

�

m

2

kv

h

k

0;


:

�

U 4.11 Man bestimme 


A

(�) f

�

ur lineares Dreie
kselement (m = 2;

k = 1; F(�) = P

1

) !

Bemerkung 4.11: (zu inversen Unglei
hungen)

Seien k � k

(1)

und k � k

(2)

zwei Normen in V

h

. Aufgrund der

�

Aquivalenz von Normen in

endli
hdimensionalen R

�

aumen 9 
 = 
(h) und �
 = �
(h) = 
onst. > 0:

(4.28) 
(h)kv

h

k

(2)

� kv

h

k

(1)

� �
(h)kv

h

k

(2)

8v

h

2 V

h

.

Frage: 
 = 
(h) = �h

?

mit � 6= �(h) ?

�
 = �
(h) = ��h

?

mit �� 6= ��(h) ?

Te
hnik: Abbildung Æ

r

! �,

�

Aquivalenz der Normen auf � mit h-unabh

�

angigen Konstanten,

R

�

u
kabbildung �! Æ

r

.

�

U 4.12 Unter den Vor. 1. und 2. (P

k

(�) � F(�), dim F(�) = jAj < 1) aus

dem Approximationssatz 4.5 zeige man die inverse Unglei
hung

kv

h

k

L

1

(
)

� 
h

�

m

p

kv

h

k

Lp(
)

(entspri
ht (4.27)

b)

f

�

ur p = 2).
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Satz 4.12: (L

1

-Abs
h

�

atzung f

�

ur H

k+1

{L

�

osungen)

Vor.: Es seien die Voraussetzungen von Satz 4.9 (L

2

{Konv.) erf

�

ullt.

Bh.: 9 
 = 
onst. > 0 : 
 6= 
(h; u):

(4.26) k u� u

h

| {z }

2 C(

�


)

k

0;1;


L

1

(
)

= max

x2

�




ju(x)� u

h

(x)j � 
h

k+1�

m

2

juj

k+1;


.

(4.1) (4.1)

h

6

Beweis:

� u 2 W

k+1

2

(
) ,! C(

�


) f

�

ur k � 1 und m = 1; 2; 3.

Betra
hten v

h

= I

h

u = int

V

h

(u) 2 V

gh

Interpolant der L

�

osung

u 2 V

g

\W

k+1

2

(
) von (4.1).

)

(4.29) ku� u

h

k

0;1;


� ku� I

h

uk

0;1;


| {z }

Interpolationsfeh-

ler in L

1

-Norm

+ k I

h

u� u

h

| {z }

2 V

0h

� V

h

d.h., Lemma 4.10

b) anwendbar

k

0;1;


:

� S
h

�

atzen zun

�

a
hst den Interpolationsfehler ku � I

h

uk

0;1;


mit Hilfe des Bramble

& Hilbert{Lemmas I.3.5 (Numerik I [26℄) ab:

(4:30) k u� I

h

u

| {z }

2C(

�


)

k

0;1;


= max

x2

�

Æ

r

ju(x)� I

h

u(x)j =

"

9 r 2 IR

h

= max

�2

�

�

ju(x

Æ

r

(�))� I

F(�)

u(x

Æ

r

(�))j =

= max

�2

�

�

j u(x

Æ

r

(�))

| {z }

=u(�)

� I

F(�)

u(x

Æ

r

(�))

| {z }

=

P

�2A

r

u(x

Æ

r

(�

(�)

))

| {z }

=u(�

(�)

)

p

(�)

(�)

j

| {z }

=:l(u(�))

int

F(�)

(u(�))

= max

�2

�

�

jl(u(�))j = jl(u(

�

�))j �

9

�

� 2

�

� (

�

� =

�

�(u) =

�

� (Lsg.)) !

� 


B

juj

k+1;�

= 


B

(ju(x

Æ

(�))j

2

k+1;�

)

1

2

�

?

B & H-Lemma l(v) := v(

�

�)� I

F(�)

v(

�

�) :

?

1) l 2 [W

k+1

2

(�)℄

�

(mms)

2) l(q) = q(

�

�)� I

F(�)

q(

�

�)

= 0 8q 2 P

k

� F(�)

(4:7);(4:8)

� 


B

�

�


h

2(k+1)

h

m

ju(x)j

2

k+1;Æ

r

�

1

2

� 
h

k+1�

m

2

juj

k+1;


:
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� Aus (4.29), (4.30) und den S

�

atzen 4.5 und 4.9 folgt:

ku� u

h

k

0;1;


� ku� I

h

uk

0;1;


+ kI

h

u� u

h

k

0;1;


�

(4:30) (4:27) inverse Unglei
hung

� 
h

k+1�

m

2

juj

k+1;


+ 
h

�

m

2

kI

h

u� u

h

k

0;


�

� 
h

k+1�

m

2

juj

k+1;


+ 
h

�

m

2

fkI

h

u� uk

0;


+ ku� u

h

k

0;


g �

Beweis von

Satz 4.5

Satz 4.9

(L

2

-Abs
h

�

atzung)

� 
h

k+1;�

m

2

juj

k+1;


+ 
h

�

m

2

�

a

0;k+1

h

k+1

juj

k+1;


+ 


0;k+1

h

k+1

juj

k+1;


	

=

= 
h

k+1�

m

2

juj

k+1;


mit vers
hiedenen positiven Konstanten 
 = 
onst. 6= 
(h; u).

q.e.d.

Bemerkung 4.13:

1. Falls u die st

�

arkere Regularit

�

atsvoraussetzung

(4.31) u 2 V

g

\W

k+1

1

(
)

erf

�

ullt, dann gelten die Interpolationsfehlerabs
h

�

atzungen (

?

Approximationsfeh-

lerabs
h

�

atzungen)

(4.32) ju� I

h

uj

s;1;


� 
h

k+1�s

juj

k+1;1;


; s = 0; 1:

Beweis: Analog zu (4.30) mit l 2 [W

k+1

p

(�)℄

�

; p!1 !

2. Frage: ku� u

h

k

s;1;


� ? falls u 2 V

g

\W

k+1

1

(
), mit s = 0; 1.

Antwort: ni
httrivial !

(a) F

�

ur m = 2; k = 1;F(�) = P

1

(lineares Dreie
kselement):

ku� u

h

k

0;1;


� 
h

2

j loghj

3

2

juj

2;1;


;

ku� u

h

k

1;1;


� 
h j loghj juj

2;1;


:

Beweiste
hnik:

1 Methode der gewi
hteten Sobolev-R

�

aume von Nits
he (1975)

2 Methode der diskreten Greens
hen Funktion von S
ott (1975)

Literatur: FEM-Standardwerk von Ciarlet [9℄.

(b) F

�

ur

"

alle\ (?) anderen F

�

alle konnten quasioptimale L

1

{ bzw. W

1

1

{Konver-

genzabs
h

�

atzungen, d.h., entspre
hend der Approximationsordnung, bewiesen

werden (siehe z.B. [9℄).
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4.5 Konvergenzanalysis im ni
htstandarden Fall

4.5.1 Verletzung des Variationsprinzips (Variational Crimes)

Standardfall (Variationsprinzip = Galerkinprinzip):

(4.1) Ges. u 2 V

g

: a(u; v) = < F; v > 8v 2 V

0

� V

S

?

?

y

?

?

y

S S

(4.1)

h

Ges. u

h

2 V

gh

: a(u

h

; v

h

) = < F; v

h

> 8v

h

2 V

0h

� V

h

3

p

5

p

4

p

2

p

1

p

+ Standardvoraussetzungen:

6

p

(4.33)

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

1) F 2 V

�

0

:

2) a(�; �) : V � V �! IR

1

{ stetige Bilinearform:

2a) a(v; v) � �

1

kvk

2

8v 2 V

0

;

2b) ja(u; v)j � �

2

kuk kvk 8v 2 V

0

:

Die Praxis zwingt uns oft, dieses standarde Vorgehen (Variationsprinzip)

zu verletzen:

?

Variational Crimes !

1. Numeris
he Integration:

R

�!

P

In (4.1)

h

: a(�; �) �! a

h

(�; �) 6 5

< F; � > �! < F

h

; � > 6 4

?

(

f

4:1)

h

2. RB 1. Art k

�

onnen ni
ht immer in V

h

exakt erf

�

ullt werden, d.h., V

0h

6� V

0

6 2

und/oder V

gh

6� V

g

6 3 , obwohl V

h

� V !

�

V

0h

6� V

0

Bsp.

�

g

h

g

V

gh

6� V

g
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3. Konformit

�

at der Elemente ist verletzt (insbesondere bei PDgl. 4. Ordnung

?

V = H

2

(
) !); d.h., V

h

6� V 6 1 (z.B. Benutzung von C

0

{Elementen f

�

ur PDgl.

4. Ordnung) !

Bsp. a) PDgl. 2. Ordnung: Crouzeix{Paviart{Element

-

�

F(�) = P

1

(siehe [5℄ 99 �.)

b) PDgl. 4. Ordnung: Morley{Element

[

S
h

�

oberl{Element

?

�

�

F(�) = P

2

(siehe [8℄ S. 110)

F(�) = P

2

4. Voraussetzungen (4.33)

2a)+2b)

6 m

�

ussen erg

�

anzt werden dur
h Zusatzvorausset-

zungen an die diskrete Bilinearform a

h

(�; �)

?

(4.34) bzw. (4.39) !

4.5.2 Das erste Lemma von Strang

Btr. die folgende Situation

(4.1) Ges. u 2 V

g

: a(u; v) = < F; v > 8v 2 V

0

� V

S S S

(

f

4:1)

h

Ges. u

h

2 V

gh

: a

h

(u; v) = < F

h

; v

h

> 8v

h

2 V

0h

� V

h

6 5 6 4

unter den Voraussetzungen (4.33) und der Zusatzvoraussetzung der glei
hgradigen V

0h

{

Elliptizit

�

at der diskreten Bilinearform a

h

(�; �) : V

h

� V

h

7�! IR

1

:

(4.34) 9 �

3

= 
onst. > 0; �

3

6= �

3

(h) :

a

h

(v

h

; v

h

) � �

3

kv

h

k

2

8v

h

2 V

0h

:

Diese Situation ist typis
h f

�

ur die numeris
he Integration.

Satz 4.14: (Das erste Strangs
he Lemma)

Vor.: Es seien die obigen Voraussetzungen erf

�

ullt, d.h.,

V

h

� V; V

gh

� V

g

; V

0h

� V

0

, (4.33), (4.34).

Bh.: Dann gilt die Diskretisierungsfehlerabs
h

�

atzung

(4.35) ku� u

h

k � 


�

inf

v

h

2V

gh

�

ku� v

h

k+ sup

w

h

2V

0h

ja(v

h

; w

h

)� a

h

(v

h

; w

h

)j

kw

h

k

�

+

(4:1) (

f

4:1)

h

+ sup

w

h

2V

0h

j < F;w

h

> � < F

h

; w

h

> j

kw

h

k

�

mit 
 = max

n�

1 +

�

2

�

3

�

;

1

�

3

o

.



KAPITEL 4. GALERKIN FEM 104

Beweis:

� Sei v

h

2 V

gh

beliebig. Dann gilt per Dreie
ksunglei
hung

(4.36) ku� u

h

k � ku� v

h

k+ k v

h

� u

h

| {z }

=:�w

h

2V

0h

beliebig !

k.

� F

�

ur w

h

= u

h

� v

h

2 V

0h

erhalten wir die Abs
h

�

atzungen

(4.37) �

3

ku

h

� v

h

k

2

(4:34)

#

� a

h

(u

h

� v

h

; u

h

� v

h

) = a

h

(u

h

� v

h

; w

h

) =

= a(u� v

h

; w

h

) + [a(v

h

; w

h

)� a

h

(v

h

; w

h

)℄ + [a

h

(u

h

; w

h

)� a(u; w

h

)℄ =

k (

f

4:1)

h

k (4:1)

<F

h

;w

h

> <F;w

h

>

= a(u� v

h

; w

h

) + [a(v

h

; w

h

)� a

h

(v

h

; w

h

)℄ + [< F

h

; w

h

> � < F;w

h

>℄

(4:33)

� �

2

ku� v

h

k kw

h

k+ [a(v

h

; w

h

)� a

h

(v

h

; w

h

)℄+

+ [< F

h

; w

h

> � < F;w

h

>℄:

� Dividieren zun

�

a
hst dur
h kw

h

k � ku

h

� v

h

k und nehmen dana
h auf der re
hten

Seite der Unglei
hung das Supremum

�

uber w

h

2 V

0h

:

(4.38) ku

h

� v

h

k �

�

2

�

3

ku� v

h

k+

1

�

3

sup

w

h

2V

0h

ja(v

h

;w

h

)�a

h

(v

h

;w

h

)j

kw

h

k

+

+

1

�

3

sup

w

h

2V

0h

j<F;w

h

>�<F

h

;w

h

>j

kw

h

k

.

� Aus (4.36), (4.38) und inf

v

h

2V

gh

folgt sofort (4.35). Tats

�

a
hli
h,

ku� u

h

k � inf

v

h

2V

gh

�

�

1 +

�

2

�

3

�

ku� v

h

k+

1

�

3

sup

w

h

2V

0h

ja(v

h

;w

h

)�a

h

(v

h

;w

h

)j

kw

h

k

�

+

+

1

�

3

sup

w

h

2V

0h

j<F;w

h

>�<F

h

;w

h

>j

kw

h

k

.

q.e.d.

Typis
he Anwendung des 1. Strangs
hen Lemmas:

= Analysis der E�ekte der numeris
hen Integration (siehe

�

U 4.12)

Btr. dazu wieder das Modellproblem aus Pkt. 4.2.1 (z.B.

"

CHIP\) mit den Daten � = 0,

g

2

= 0, g

3

= 0, g

1

= 0, a = 0:

� V = H

1

(
); V

0

= fv 2 V; v = 0 auf �

1

g = V

g

,
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� a(u; v) =

R




�(x)r

T

u(x)rv(x) dx

?

a

h

(u

h

; v

h

) :=

P

r2IR

h

P

�2S

r

w

(�)

r

�

�(x

Æ

r

(�))J

�T

Æ

r

r

�

u

h

(�)J

Æ

r

r

�

v

h

(�)jJ

Æ

r

j

�

�=�

(�)

,

" "

Gewi
hte St

�

utzstellen

Æ

r

� -

-

6

1=3

1=3

�

2

�

1

z.B. S

r

= f1g; �

(1)

=

�

1

3

;

1

3

�

; w

(1)

r

=

1

2

(

~

K

h

u

h

; v

h

)

!

= a

h

(u

h

; v

h

)

~

K

h

=

P

C

T

r

~

K

(r)

C

r

~

K

(r)

= [

~

K

(r)

�;�

℄

~

K

(r)

�;�

:= (") Pkt. 4.2.4

� < F; v >:=

R




f(x)v(x) dx

?

< F

h

; v >:=

P

r2IR

h

P

�2S

r

w

(�)

r

f(x

Æ

r

(�

(�)

)v

h

(x

Æ

r

(�

(�)

))jJ

Æ

r

(�

(�)

)j .

�

U 4.13 Wel
he Voraussetzungen m

�

ussen die Daten � 2 L

1

(
) \W

?

?

(Æ

r

), f 2

L

2

(
) \W

?

?

(Æ

r

) 8r 2 IR

h

8h 2 � und die Quadraturformel (algebr.

Genauigkeit f

�

ur

R

�

'(�) d�) erf

�

ullen, damit ku�u

h

k

1

� 
(u; f; �)h, d.h.,

die glei
he Genauigkeit wie im exakten Fall errei
ht wird ?

Kann die O(h){Genauigkeit bereits f

�

ur die S
hwerpunktformel

n

S

r

= f1g; w

(1)

r

= 1=2; �

(1)

=

�

1

3

;

1

3

�

o

garantiert werden ?

Trainieren Sie die Te
hnik zun

�

a
hst f

�

ur den 1D{Fall:

Ges. u 2

Æ

H

(0; 1) :

1

R

0

�(x)u

0

(x)v

0

(x) dx =

1

R

0

f(x)v(x) dx

8v 2 V

0

=

Æ

H

(0; 1)

und linearen �niten Elementen auf glei
hm

�

a�igem Gitter !
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4.5.3 Das zweite Lemma von Strang

Btr. nun die folgende Situation

(4.1) Ges. u 2 V

g

: a(u; v) = < F; v > 8v 2 V

0

� V

6

S

6

S

6

S

(

f

f

4:1)

h

Ges. u

h

2 V

gh

: a

h

(u

h

; v

h

) = < F

h

; v

h

>

6h

8v

h

2 V

0h

� V

h

6 3 6 5 6 4

"

weglassen 6 2 6 1

U

0h

� U

h

unter den Standardvoraussetzungen (4.33) und den Zusatzvoraussetzungen

(4.39) 1) j < F

h

; v

h

>

h

j � kF

h

k

V

�

0h

kv

h

k

h

8v

h

2 V

0h

.

2) a

h

(�; �) : V

h

� V

h

7�! IR

1

{ diskrete Bilinearform:

a) 9 �

3

= 
onst. > 0; �

3

6= �

3

(h):

a

h

(v

h

; v

h

) � �

3

kv

h

k

2

h

8v

h

2 V

0h

,

b) 9 �

4

= 
onst. > 0; �

4

6= �

4

(h):

ja

h

(v; v

h

)j � �

4

kvk

h

kv

h

k

h

8v

h

2 V

0h

,

8v 2 V � V

h

(genauer: 8v 2 g + V

0

� V

gh

),

wobei die

"

diskrete\ Norm k � k

h

auf V � V

0h

de�niert sei.

Die Zusatzvoraussetzungen (4.39) garantieren 9 ! (Lax-Milgram{Satz I.2.9 [26℄). Diese

Situation ist typis
h f

�

ur ni
htkonforme �nite Elemente (V

h

6� V ) und f

�

ur die approxi-

mative Erfassung von wesentli
hen Randbedingungen (V

0h

6� V

0

und/oder V

gh

6� V

g

).

Satz 4.15: (Das zweite Strangs
he Lemma)

Vor.: Es seien die obigen Voraussetzungen erf

�

ullt, d.h., (4.33) und (4.39),

wobei i. a. V

h

6� V; V

0h

6� V

0

; V

gh

= g

h

+ V

0h

6� V

g

(g

h

=2 V

g

).

Bh.: Dann gilt die Diskretisierungsfehlerabs
h

�

atzung

(4.40) ku� u

h

k

h

� 


�

inf

v

h

2V

gh

ku� v

h

k

h

| {z }

Approximationsfehler

+ sup

w

h

2V

0h

ja

h

(u;w

h

)�<F

h

;w

h

>j

kwk

h

�

| {z }

Konsistenzfehler

(4:1) (

f

f

4:1)

h

mit 
 = max

n�

1 +

�

4

�

3

�

;

1

�

3

o

.
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Beweis:

� Sei v

h

2 V

gh

beliebig. Dann gilt per Dreie
ksunglei
hung

(4.41) ku� u

h

k

h

� ku� v

h

k

h

+ k v

h

� u

h

| {z }

=:�w

h

2V

0h

beliebig !

k

h

.

� F

�

ur w

h

= u

h

� v

h

2 V

0h

erhalten wir jetzt die Abs
h

�

atzungen

�

3

ku

h

� v

h

k

2

h

(4:39)

a)

� a

h

(u

h

� v

h

; u

h

� v

h

) = a

h

(u

h

� v

h

; w

h

) =

= a

h

(u� v

h

; w

h

) + [a

h

(u

h

; w

h

)� a

h

(u; w

h

)℄ =

k (

f

f

4:1)

h

<F

h

;w

h

>

= a

h

(u� v

h

; w

h

) + [< F

h

; w

h

> � a

h

(u; w

h

)℄ �

(4:39)

b)

� �

4

ku� v

h

k

h

kw

h

k

h

+ [< F

h

; w

h

> � a

h

(u; w

h

)℄

� Dividieren wieder dur
h k

w

h

z }| {

u

h

� v

h

k und nehmen dann auf der re
hten Seite Supre-

mum

�

uber w

h

2 V

0

:

(4.42) ku

h

� v

h

k

h

�

�

4

�

3

ku� v

h

k

h

+

1

�

3

sup

w

h

2V

0h

ja

h

(u;w

h

)�<F

h

;w

h

>j

kw

h

k

h

.

� Aus (4.41), (4.42) und inf

v

h

2V

gh

folgt sofort (4.40). Tats

�

a
hli
h,

ku� u

h

k

h

�

�

1 +

�

4

�

3

�

inf

v

h

2V

gh

ku� v

h

k

h

+

1

�

3

sup

w

h

2V

0h

ja

h

(u;w

h

)�<F

h

;w

h

>j

kw

h

k

h

.

q.e.d.
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4.6 A posteriori Fehlerabs
h

�

atzung und adaptive Netz-

verfeinerung

Wir betra
hten im folgenden der Einfa
hheit halber das homogene Diri
hlet-Problem f

�

ur

die Poissonglei
hung in einem polygonal berandeten, bes
hr

�

ankten Gebiet 
 � IR

2

:

(43)

KF

�

�4u = f in 
;

u = 0 auf � := �
:

Die Variationsformulierung

(43)

V F

Ges. u 2

o

H

1

(
)

| {z }

V

0

:

Z




r

T

urv dx

| {z }

a(u;v)

=

Z




fv dx

| {z }

= <F;V >

8v 2 V

0

besitzt na
h Lax-Milgram ein eindeutig best. Lsg. u 2 V

0

.

Sei �

h

eine Dreie
ksvernetzung von 
, soda� (4.3) mit lokalen h

(r)

(h y h

(r)

) gilt.

Derartige Vernetzungen nennt man quasiregul

�

ar (= shape regular).

Wir de�nieren nun den zu �

h

geh

�

orenden FE-Raum

V

0h

:= span fp

(i)

: i 2 !

h

g � V

0

basierend auf lineare Elemente (F(4) = P

1

(4)).

Dann ergibt si
h das FE-Galerkin-S
hema:

(4.44) Ges. u

h

2 V

0h

: a(u

h

; v

h

) =< F; V

h

> 8V

h

2 V

0h

:
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Gesu
ht ist eine bere
henbare und lokalisierbare obere S
hranke � := �(u

h

), soda� 9 
 =


 (
; �

0

; �

0

) = 
onst > 0 und �
 = �
 (
; �

0

; �

0

) = 
onst > 0 :

1. zuverl

�

assig (reliable): k u� u

h

k

1

� �
 �(u

h

)

2. e�ektiv (e�e
tive): 
 � �(u

h

) �k u� u

h

k

1

:

4.6.1 Der Cl�ement-Interpolator

Bezei
hnungen:

�

U(x

(j)

) :=

S

r2�

j

�

Æ

r

; wobei B

j

:= fr 2 IR

n

: x

(j)

2

�

Æ

r

g

PSfrag repla
ements

x

(j)

PSfrag repla
ements

Æ

r

�

U(Æ

r

) :=

S

x

(j)

2

�

Æ

r

�

U(x

(j)

)

Def. 4.16 : (Cl�ement-Interpolator)

Der Operator I

h

: V := H

1

(
)! V

h

:= span fp

(i)

j i 2 �!

h

g de�niert dur
h

I

h

v :=

X

j2�!

h

:

Zahl!

z }| {

(P

j

v) p

(j)

2 V

h

8v 2 V

hei�t Cl�ement-Interpolator wobei zu jedem Gitterpunkt x

(j)

die lokale L

2

- Projektion

P

j

: L

2

(U(x

(j)

))! P

0

(U(x

(j)

)) = IR

1

d. h. P

j

v :=

1

j U(x

(j)

) j

Z

U(x

(j)

)

v(x) dx 2 IR

1

geh

�

ort, wobei j U(x

(j)

) j:= m
as (u(x

(j)

)).

Bemerkung:

F

�

ur u 2 H

1

(
); 
 � IR

d

; d � L, ist der Langrangs
he Interpolationsoperator I

h

v :=

P

j2 �!

h

v(x

(j)

)p

(j)

wegen H

1

�j C

0

ni
ht de�niert!
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Lemma 4.17: (Cl�ements
her Approximationssatz)

Vor.: Sei �

h

eine quasiregul

�

are Dreie
ksvernetzung von 
 und

V

h

:= span fp

(i)

j i 2 �!

h

g der Courant-FE-Raum (lineare

Dreie
kselemente).

Bh.: Dann gelten f

�

ur den Cl�ements
hen Interpolationsoperator I

h

die

folgenden Approximationsfehlerabs
h

�

atzungen:

1) k v � I

h

v k

k;Æ

r

� 
 h

1�k

r

j v j

1;U(Æ

r

)

8r 2 IR

h

8v 2 H

1

(
); k = 0; 1;

2) k v � I

h

v k

0;e

� 
 h

1=2

r

j v j

1;U(Æ

r

)

8e = e

(r)

�

2 �Æ

r

(Kanten) 8r 2 IR

h

8v 2 H

1

(
);

wobei h

r

:= h

(r)

.

Beweisskizze (Beweis = mms):

� �

h

- quasiregul

�

ar )j u(Æ

r

) j� 
 h

2

r

: (mms)

� Bramble-Hilbert-Lemma liefert z.B. (mms)

k v � P

j

v k

0;U(x

(j)

)

� 
 h

j

j v j

1;U(x

(j)

)

8v 2 H

1

(U(x

(j)

)

� k v � I

h

v k

2

0;Æ

r

=

R

Æ

r

(v(x)�

P

j2�!

h

: (P

j

v)p

(j)

(x))

2

dx

j 2 �!

r

:= fj : x

(1)

2 Æ

r

g

=

R

Æ

r

(

=1

z }| {

X

j2�!

r

p

(j)

(x) v(x)�

P

j2 �!

r

(P

j

v)p

(1)

(x))

2

dx

=

R

Æ

r

P

j2�!

r

p

(1)

(x)(v � P

j

v) dx � � � � � 
 h

r

j v j

1;U(Æ

r

)

-%

2 � Cau
hy

q.e.d.

4.6.2 Der residuale Fehlers
h

�

atzer (Babu�ska/Rheinboldt)

De�nieren zun

�

a
hst

� f

�

ur alle Elemente Æ

r

2 �

h

die Residuen der PDgl:

R

r

:= R

r

(u

h

) := 4u

h

|{z}

k

+f 8r 2 IR

h

; und 4u

h

+ f = f

0 ( da u

h

auf Æ

r

linear ist )

� f

�

ur alle Kanten e 2 �

h

:=

S

r2IR

h

fe

(r)

1

; e

(r)

2

; e

(r)

3

g = Menge aller Kanten

die kantenbezogenen Spr

�

unge

R

e

:= R

e

(u

h

) := [

�u

h

�n

℄ := [ru

h

℄ � n 8e 2 �

h

der Normalenableitungen

�

uber die Kanten



KAPITEL 4. GALERKIN FEM 111

Æ

(r)

e

(r)

1

x

(r;3)

e

(r)

2

e

(r)

3

x

(r;1)

�

�

(r)

1

x

(r;2)

n

e

}

�

(r)

2

�

(r)

3

6

)

Satz 4.18 : (A posteriori Fehlerabs
h

�

atzung)

Vor.: �

h

sei eine quasiregul

�

are Dreie
ksvernetzung von 
;

u sei Lsg. von (43), u

h

sei Lsg. von (44).

Bh.: Dann gelten die a posteriori Abs
h

�

atzungen:

a) k u� u

h

k

1;


� 
 f

P

r2IR

h

�

2

r

(u

h

)g

1=2

= 
 �(u

h

),

b) �

r

(u

h

) � 
 fk u� u

h

k

2

1;U(Æ

r

)

+

P

Æ

r

0

�U(Æ

r

)

h

2

r

k f � f

h

k

2

0;Æ

r

0

g

1=2

8r 2 IR

h

wobei

�

r

:= �

r

(u

h

) := fh

2

r

k R

r

(u

h

) k

2

0;Æ

r

+

1

2

P

e��Æ

r

��

h

e

k R

e

(u

n

) k

2

0;e

g

1=2

h

e

=j e j= L

�

ange der Kante e 2 �

h

;

f

h

= P

h

f 2 V

0h

: (f

h

; v

h

)

0;


= (f; v

h

)

0;


8v

h

2 V

0h

;


 = 
 (
; �

0

; �

0

) - generis
he Konstante

Beweis nur von Abs
h

�

atzung a)

� Sei w 2 V

0

=

o

H

1

(
) : e � �Æ

r

�� j w j

1

=k rw k

0

= 1; beliebig.

Dann gilt:

(r(u� u

n

);rw)

0

= (r(u� u

n

);rw)

0;


=

= (f; w)

0;


�

P

r2IR

h

(ru

h

;rw)

0;Æ

r

=

= (f; w)

0;


�

P

r2IR

h

[(�4u

n

; w)

0;Æ

r

+

P

e2�Æ

r

(ru

h

� n; w)

0;e

℄

=

P

r2IR

h

(4u

h

� f; w)

0;Æ

r

+

P

e2�

h

([

�u

h

�

h

℄; w)

0;e

=

P

r2IR

h

(R

r

(u

h

); w)

0;Æ

r

+

P

e2�

h

(R

e

(u

h

); w)

0;e
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� Wegen der Galerkin-Orthogonalit

�

at gilt mit der Cl�ement-Interpolierenden I

h

w 2

V

0h

: (in Def. 4.16 haben wir nur die Cl'ement-Interpolierende in V

h

betra
htet:

y Modi�kation!

(r(u� u

h

);rw)

0

= (r(u� u

h

);r(w � I

h

w))

0

=

=

P

r2IR

h

(R

r

(u

h

); w � I

h

w)

0;Æ

r

+

P

e2�

h

(R

e

(u

h

); w � I

h

w)

0;e

Cau
hy

#

�

P

r2IR

h

k R

r

(u

h

) k

0;Æ

r

k w � I

h

w k

0;Æ

r

+

P

e2�

h

k R

e

(u

h

) k

0;e

k w � I

h

w k

0;e

L 4.17

#

� 


P

r2IR

h

h

r

k R

r

(u

h

) k

0;Æ

; j w j

1;u(Æ

r

)

+




P

e2�

h

h

1=2

e

k R

e

(u

h

) k

0;e

j w j 1; u(e)

"

�

n

quasireg!! �! U(Æ

r

)

#

�

Cau
hy


 (

P

r2IR

h

h

2

r

k R

r

(u

e

) k

2

0;Æ

;+

1

2

P

e2�Æ

r

h

e

k R

e

(u

h

) k

2

0;e

)

1=2

j w j

1;


� Dann folgt sofort

j u� u

h

j

1

= sup

w2

o

H

1

(
):jwj

1

=1

(r(u� u

n

);rw)

0

� 
 �(u

h

)

� Wegen der Friedri
hs-Unglei
hung folgt Abs
h

�

atzung a). q.e.d.

Bem. 4.19 :

1. Beweis der Abs
h

�

atzung b) siehe [Braess, 1996℄, Seite 157f.

2. Andere Fehlers
h

�

atzer

a) S
h

�

atzung

�

uber lokale Neumann-Probleme [Bank/Weiser,1985℄

b) S
h

�

atzung

�

uber lokale Diri
hlet-Probleme [Babu�ska/Rheinboldt, 1978℄


) Zienkiewi
z-Zhou-Indikator (1987)

d) Hierar
his
he S
h

�

atzer na
h Deuf lhard, Leinen und Yserentant (1990).

3. Standardliteratur zu Fehlers
h

�

atzern:

Verf

�

urth R. (1996): A Review of A Posteriori Error Estimation and Adaptive Mesh-

Re�nement Te
hniques. Wiley-Teubner.

4. Oft ist ni
ht die Lsg. u interessant, sondern ein lineares, stetiges Funktional ' auf

der Lsg. u:

j '(u)� '(u

h

) j� ?

Ranna
her (1998f): Fehlers
h

�

atzung mit Hilfe der adjungierten Aufgabe:

z 2 V

0

: a(v; z) = '(v) 8v 2 V

0
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Adaptive Netverfeinerung (Netzvergr

�

oberung):

= mit Hilfe des lokalen Fehlerma�es (8r 2 IR

h

)

�

r

(u

h

) := fh

2

r

k R

h

(u

h

) k

2

0;Æ

r

+

1

2

X

e��Æ

r

��

h

e

k R

e

(u

h

) k

2

0;e

g

1=2

m

�

ogli
h, z. B. Glei
hverteilung der lokalen Fehler bzw. adaptive Netzverfeinerung na
h

folgenden Algorithmus:

1. Markiere alle Æ

r

: �

r

(u

h

) > �max �

r

(u

h

) z. B. mit � = 0:7;

2. Verfeinere alle markanten Æ,

3. Herstellung der Konformit

�

at



Kapitel 5

Di�erenzenverfahren f

�

ur RWA: Klassis
he und moderne

Zug

�

ange

5.1 Das klassis
he Di�erenzenverfahren (DV)

FDM = Finite Di�eren
e Method.

Lehrb

�

u
her: [15℄, [13℄, [37℄.

5.1.1 Grundideen des klassis
hen Di�erenzenverfahrens

Ausgangspunkt = RWA in klassis
her Formulierung:

Dgl.: Lu(x) = f(x); x 2 


RB: lu(x) = g(x); x 2 � = �


)

Ausgangsaufgabe (verglei
he Nu I [26℄)

Au = b

mit

A =

�

L

l

�

; b =

�

f

g

�

.

Ziel: Diskrete Ersatzaufgabe = DS (Di�erenzens
hema): A

h

u

h

(x) = b

h

(x); x 2 !

h

,

= GS (Glei
hungssystem): A

h

u

h

= b

h

.

Etappen des Diskretisierungsprozesses mittels klassis
hem DV:

1. Gebiet stetiger Ver

�

anderli
her

ersetzen dur
h

#

7�!

"

Gebiet\ diskreter Ver

�

anderli
her


 3 x;� = �
 3 x, !

h

3 x = x

(i)

$ i 2 !

h

,

T = (0; T ) 3 t; : : : 


h

= �!

h

3 x; !

�

3 t; : : :

= Gitter

2. Funktion stetiger Ver

�

anderli
her 7�! Funktion diskreter Ver

�

anderli
her

= Gitterfunktion

3. Di�erentialausdr

�

u
ke 7�! Di�erenzenausdr

�

u
ke

A = (L; l) A

h

= (L

h

; l

h

)

wobei h { Ortdiskretisierungsparameter (Ortss
hritt), � = �t { Zeits
hritt.

114
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Resultat:

Ausgangsaufgabe 7�! diskrete Ersatzaufgabe

= RWA bzw. AWA, ARWA (Nu III [28℄) = DS (Di�erenzens
hema)

Folge linearer GS, d.h., zu jedem Zeit-

s
hritt geh

�

ort i. a. 1 GS (DS)

lineares (ni
htlineares) DS $ GS

Au = b A

h

u

h

(x) = b

h

(x); x 2 !

h

$ A

h

u

h

= b

h

) exakte L

�

osung: u ) Skelettl

�

osung:

u

h

: �!

h

! IR

1(l)

{ Gitterfunktion

u

h

= [u

h

(x)℄

x2�!

h

{ Vektor

-

-

zu 1.:

�


 = 
 [ � 7�! �!

h

= !

h

[ 


h

1D:

�


 = [a; b℄ � IR

1

a) glei
hm

�

a�iges Gitter

h =

b�a

n

!

h

= fx

i

= x

0

+ ih : i = 1; n� 1g = f g

= innere Gitterpunkte,




h

= fx

0

; x

h

g = � = f�g = Randgitterpunkte.

a bx

� �

a b

x

0

x

1

x

n�1

x

n

x

i

= x

0

+ ih

b) unglei
hm

�

a�iges Gitter Motiv

� �

a b

x

0

x

1

x

2

x

n

� -

h

2

a b

a = x

0

< x

1

< x

2

< : : : < x

n�1

< x

n

= b,

h

i+1

= x

i+1

� x

i

;

n

P

i=1

h

i

= b� a,

!

h

= fx

i

: i = 1; n� 1g = f g,




h

= fx

0

; x

h

g = f�g = �.

regul

�

ar: 9 � = 
onst. > 0:

�h � h

i

� h 8i = 1; n 8h 2 �.
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2D: 
 � IR

2

�

7! glei
hm

�

a�iges Gitter in jeder Ri
htung

Gittergeraden:

g

1

: x

1

= x

(i

1

)

1

= i

1

h

1

; i

1

= 0;�1;�2; : : :

g

2

: x

2

= x

(i

2

)

2

= i

2

h

2

; i

2

= 0;�1;�2; : : :

) �!

h

= !

h

[

�




h

!

h

= fx

(i)

= (i

1

h

1

; i

2

h

2

) 2 
g

= inneren Gitterpunkten

� 


h

= fx = (x

1

; x

2

) 2 � : x 2

g

1

; x 2 g

2

; x 2 g

1

\ g

2

g

= Randgitterpunkte

-

6

-�

x

2

x

1

h

1

g

1

6

?

h

2

g

2

Bemerkung: Unglei
hm

�

a�iges Gitter ist in beiden

Ri
htungen m

�

ogli
h !

3D-Fall analog !

zu 2.:

u

h

(x) =

P

i2�!

h

u

(i)

Æ(x� x

(i)

)

| {z }

=Æ

i

(x)

u

i

x

i

u(x); x 2

�


 7! Gitterfunktion

?

?

y

Vektor

u(�) :

�


! IR

1

v(x) = u

h

(x) $ v = u

h

= [u

(i)

℄

i2�!

h

2 IR

�

N

h

mit u

(i)

= v

i

= v(x

i

)

v(�) : �!

h

7! IR

1

v 2 IR

�

N

h

bzw. IR

N

h

Analog: RS f(x) RS: '(x) := f(x); x 2 !

h

zu 3.: D = L; l; : : : 7�! D

h

= L

h

; l

h

; : : :

� Lu(x) 7! L

h

u

h

(x) :=

P

�2S

h

(x)

k(x; �)u

h

(�); x 2 !

h

wobei S

h

(x) � �!

h

{ Di�erenzenstern: z.B.

f

�

ur ��u

� lu(x) 7�! l

h

u

h

(x) :=

P

�2S

h

(x)

k(x; �)u

h

(�); x 2 


h
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Beispiel: 1D (m = 1): Di�erenzenausdr

�

u
ke auf glei
hm

�

a�igen Gittern:

�!

h

= fx

i

= x

0

+ ih : i = 0; ng; h = (b� a)=n; x

0

= a,

v(�) : �!

h

7! IR

1

.

a)

Du(x) := u

0

(x) 7! Vorw

�

artiger Di�erenzenquotient: S

h

(x) =

x x + h

x 2

�


 = [a; b℄ D

h

v(x) := D

h

v(x) := v

x

= v

x;i

:=

v

i+1

�v

i

h

=

1

h

u

h

(x + h)�

1

h

u

h

(x) =

=

P

�2S

h

(x)=fx;x+hg

k(x; �)u

h

(�)

mit k(x; x) = �

1

h

; k(x; x+ h) =

1

h

;

x = x

i

2

`

!

h

= fx

i

: i = 0; n� 1g:

R

�

u
kw

�

artiger Di�erenzenquotient: S

h

(x) =

x� h x

D

h

v(x) := v

�x

= v

�x;i

:=

v

i

�v

i�1

h

,

x = x

i

2

a

!

h

= fx

i

: i = 1; ng.

Zentraler Di�erenzenquotient: S

h

(x) =

x� h x x+ h

D

h

v(x) := v

x

= v

x;i

:=

v

i+1

�v

i�1

2h

; x = x

i

2 !

h

.

v

x

; v

�x

; v

x

b)

Du(x) := u

00

(x) 7! Zweiter Di�erenzenquotient: S

h

(x) =

x� h x x+ h

x 2 
 = (a; b) D

h

v(x) = v

�xx;i

mms

= v

x;�x;i

=

=

1

h

[v

�x;i+1

� v

�x;i

℄ =

=

1

h

�

v

i+1

�v

i

h

�

v

i

�v

i�1

h

�

=

=

v

i+1

�2v

i

+v

i�1

h

2

:

Bemerkung:

1. Di�erenzenausdr

�

u
ke auf unglei
hm

�

a�igen Gittern �!

h

= fx

i

: i = 0; ng

analog z.B.: v

x;i

=

v

i+1

�v

i

h

i+1

; v

�x;i

=

v

i

�v

i�1

h

i

;

v

x

=

v

i+1

�v

i�1

2

~

h

i

mit

~

h

i

=

1

2

(h

i+1

+ h

i

);

v

x̂;i

=

v

i+1

�v

i

~

h

i

;

v

�xx̂;i

=

1

~

h

i

h

v

i+1

�v

i

h

i+1

�

v

i

�v

i�1

h

i

i

:

2. Di�erenzenausdr

�

u
ke f

�

ur

�

2

u

�x

2

i

;�u et
. analog (siehe Punkt 5.1.3).
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Approximationss
hema: RWA 7�! DS

-

-

6

?

6

?

u 2 X(

�


) b 2 Y (

�


) : Au = b

?

RWA

Gitterfunktion

u

h

2 X

h

(�!

h

) b

h

2 Y

h

(�!

h

) : A

h

u

h

(�) = b

h

(�)

?

A(x) =

�

L; x 2 


l; x 2 �

A =

�

L

l

�

R

h

:= (�)

h

E

h

Q

h

:= (�)

h

(F

h

)

^

�

�

-

6

stetige Konvergenz

(Konvergenz der NL)

�

h

= ku�E

h

u

h

k

X

h!0

�! 0

u ~u

h

= E

h

u

h

u

h

R

h

u

h!0

h!0

exakte

L

�

osung

N

�

aherungs{

l

�

osung

E

h

R

h

:= (�)

h

6 6

? ?

--

6 6

? ?

Vektor u

h

2 IR

N

h

k�k

X

h

A

h

b

h

2 IR

N

h

k�k

Y

h

: A

h

u

h

= b

h

?

DS

GS

(u)

h

u

h

R

h

u

?

diskrete Konvergenz

(Konvergenz der SL)

�

h

= kR

h

u� u

h

k

X

h

h!0

�! 0

SL

�

R

GF

V

Beispiel: f

�

ur diskrete R

�

aume: X

h

' IR

N

h

k�k

X

h

; Y

h

' IR

N

h

k�k

Y

h

:

X

h

= C(�!

h

) : ku

h

k

C(�!

h

)

:= max

x2�!

h

ju

h

(x)j;

X

h

= C(!

h

)� C(


h

) : ku

h

k

X

h

:= max

x2!

h

ju

h

(x)j+max

x2


h

ju

h

(x)j;

X

h

= L

2

(!

h

)� L

2

(


h

) : ku

h

k

2

X

h

:=

P

x2!

h

h

m

u

2

h

(x) +

P

x2


h

h

m�1

u

2

h

(x);

X

h

=W

1

2

(!

h

); !

h

= fx

i

= x

0

+ ihg : ku

h

k

2

X

h

=

P

x2!

h

h(u

h

(x

i

))

2

+

P

x2

a

!

h

h(u

h;�x

(x

i

))

2

:
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5.1.2 Lokale und globale Approximation

De�nition 5.1: lokale Approximation bzw. Konsistenz (�ordnung).

1. j(Lu)

h

(x)� L

h

(u)

h

(x)j = jQ

h

Lu(x)� L

h

R

h

u(x)j � 
(u)h

p

; x 2 !

h

?

lokale Approximationsordnung des Di�erentialausdru
ks = O(h

p

).

2. j(lu)

h

(x)� l

h

(u)

h

(x)j = jQ

h

lu(x)� l

h

R

h

u(x)j � �
(u)h

q

; x 2 


h

?

lokale Approximationsordnung der RB = O(h

q

).

Klassis
he Te
hnik zur Bestimmung der lokalen Approximationsordnung:

= Taylor{Entwi
klung im Punkt x 2 !

h

bzw. x 2 


h

bzw.

"

Zwis
henpunkt\.

Bea
hte: Klassis
he Glattheitsvoraussetzungen, z.B. u 2 C

k

(

�


) !

Moderner: Bramble/Hilbert-Lemma-Te
hnik (siehe Punkt 5.2).

De�nition 5.2: globale Approximation bzw. Konsistenz (�ordnung).

1) 


h;L

(u) := k(Lu)

h

� L

h

(u)

h

k

Y

h

(!

h

)

= O(h

p

) ? Dgl.

2) 


h;l

(u) := k(lu)

h

� l

h

(u)

h

k

Y

h

(


h

)

= O(h

q

) ? RB

) 


h

(u) := kA

h

R

h

u�Q

h

Auk

Y

h

= 


h;L

(u) + 


h;l

(u) = O(h

p

+ h

q

).

" "

Approximationsma� De�nition k � k

Y

h

(�!

h

)

:= k � k

Y

h

(!

h

)

+ k � k

Y

h

(


h

)

Bemerkung:

{ Abs
h

�

atzung des Approximationsma�es 


h

(u) gewinnt man je na
h der verwendeten

Norm in Y

h

"

lei
ht\ aus der lokalen Approximation:

?




h

(u) � 


A

(u)(h

p

+ h

q

); m

�

ogli
hst: p = q !

{ Sol
he Abs
h

�

atzungen (genauer die h-Potenz) h

�

angen von der gew

�

ahlten

Di�erenzenapproximation und von der Glattheit der L

�

osung u (Taylor !) ab.
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Beispiel:

�u

00

(x) = f(x); x 2 
 = (a; b)

u(a) = g

a

; u(b) = g

b

Lu = f

lu = g

�

Ausgangsaufgabe:

Ges. u 2 X = C

2

(a; b) \ C[a; b℄:

Au = b in Y = C(a; b)� IR

2

.

�


 7! �!

h

= fx

i

= x

0

+ ih : i = 0; ng; x

0

= a; h = (b� a)=n

Ges. v � u

h

: �!

h

! IR

1

:

� v

�xx

(x) = '(x); x 2 !

h

v

0

� v(x

0

) = g

a

v

n

� v(x

n

) = g

b

mit '(x) � f

h

(x) := f(x)

L

h

u

h

= f

h

l

h

u

h

= g

h

�

Diskrete Ersatzaufgabe:

Ges. u

h

2 X

h

= X(�!

h

):

A

h

u

h

= b

h

in Y

h

= Y

h

(�!

h

).

� v

0

+2v

1

�v

2

= h

2

'

1

+ g

a

�v

1

+2v

2

�v

3

= h

2

'

2

.

.

.

.

.

.

.

.

.

�v

n�2

+2v

n�1

� v

n

= h

2

'

n�1

+ g

b

g

a

g

b

?

6

Homogenisieren

der RB im Diskreten

RWA

DS

GS

?

?

?

?

?

?

?

?

y

~

w

w

w

w

w

w

w

w

w

�

2

6

6

6

6

6

4

2 �1 0

�1 2 �1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

�1 2 �1

0 �1 2

3

7

7

7

7

7

5

2

6

6

6

6

6

4

v

1

v

2

.

.

.

v

n�2

v

n�1

3

7

7

7

7

7

5

=

2

6

6

6

6

6

4

h

2

'

1

+ g

a

h

2

'

2

.

.

.

h

2

'

n�2

h

2

'

n�1

+ g

b

3

7

7

7

7

7

5

Tridiagonales GS

A

h

u

h

= b

h

Diskrete Ersatz-

aufgabe

0

B

B

B

�

� � 0

� � �

� � �

� � �

0 � �

1

C

C

C

A

R
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Approximation:

X

h

= Y

h

= C(!

h

)� C(


h

) = C

h

; Q

h

= R

h

= (�)

h

.

0 0




h

(u) = kA

h

R

h

u�Q

h

Auk

Y

h

= kL

h

u� Luk

C(!

h

)

+ kl

h

u� luk

C(


h

)

=

= max

x2!

h

j � u

�xx

(x)� (�u

00

(x))j+maxfjg

a

� g

a

j; jg

b

� g

b

jg =

= max

x2!

h

ju

00

(x)� u

�xx

(x)j �

1

12

max

x2[a;b℄

ju

(4)

(x)jh

2

=

1

12

ku

(4)

k

C[a;b℄

| {z }

=:


A

(u)

h

2

:

6

NR: lokale Approximation

Sei x = x

i

2 !

h

und u 2 C

4

[x

i�1

; x

i+1

℄, d.h., u 2 C

4

[a; b℄

u

�xx

(x

i

) =

1

h

2

[u(x

i

+ h)� 2u(x

i

) + u(x

i

� h)℄

Taylor

#

=

=

1

h

2

�

u(x

i

)

�

+ u

0

(x

i

)h+

u

00

(x

i

)

2

h

2

�

+

u

000

(x

i

)

6

h

3

+

u

(4)

(�

i

+)

24

h

2

�

�2u(x

i

) + : : :

i

= u

00

(x

i

) +

1

24

�

u

(4)

(�

i�

) + u

(4)

(�

i+

)

�

h

2

mit �

i�

2 [x

i�1

; x

i

℄; �

i+

2 [x

i

; x

x+1

℄:

Stabilit

�

at: C

h

-C

h

{Stabilit

�

at siehe

�

U 5.1 .

Approximation + Stabilit

�

at) diskrete Konvergenz:

ku� u

h

k

C(�!

h

)

� 


S




A

(u)h

2

.

�

U 5.1 Man zeige C

h

-C

h

{Stabilit

�

at f

�

ur obiges Beipsiel und gebe 


S

an !

Hinweis: Benutzen Sie die Resultate von Punkt 5.1.4.

�

U 5.2 Man bestimme die lokale Approximationsordnung von u

x

; u

�x

und u

x

f

�

ur die 1. Ableitung u

0

(x) !
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5.1.3 Approximation (u) + Stabilit

�

at ) Diskrete Konvergenz

Ausgangsaufgabe = RWA: Au = b:

�

Lu

lu

�

=

�

f

g

�

in 


auf �

Diskrete Ersatzaufgabe = DS: A

h

u

h

= b

h

:

�

L

h

u

h

l

h

u

h

�

=

=

�

f

h

g

h

�

in !

h

auf 


h

l

GS

Betra
hten Fehler: z

h

= R

h

u� u

h

= (u)

h

� u

h

) A

h

z

h

= A

h

R

h

u� A

h

u

h

| {z }

=b

h

=Q

h

b=Q

h

Au

= A

h

R

h

u�Q

h

Au = 	

h

(u)

Resultat: z

h

: A

h

z

h

= 	

h

(u) := A

h

R

h

u�Q

h

Au

Fehler-DS Approximationsfehler

De�nition 5.3: Wiederholung Numerik I (De�nition I.1.6) [26℄:

Das DS A

h

u

h

= b

h

hei�t stabil (glei
hm

�

a�ig korrekt gestellt) im Raumpaar [X

h

; Y

h

℄,

wenn f

�

ur h � h

0

gilt:

1. 9 A

�1

h

: Y

h

= R(A

h

) 7! X

h

,

2. A

�1

h

gl.

�

, d.h., kA

�1

h

k

[Y

h

!X

h

℄

� 


S

= 
onst. 6= 
(h).

Bemerkung 5.4:

1. kA

�1

h

k

[Y

h

!X

h

℄

� 


S

, A-priori-Abs
h

�

atzung:

ku

h

k

X

h

� 


S

kA

h

u

h

k

Y

h

8u

h

2 X

h

;

kA

�1

h

b

h

k

X

h

� 


S

kb

h

k

Y

h

8b

h

2 Y

h

:

2. F

�

ur stabile DS gilt der St

�

orungssatz I.1.3 + Folgerungen (siehe Numerik I, Kapitel

1 und Kapitel 2 [26℄).

Satz 5.5: b= Satz I.1.1 + Folgerung

�

uber diskrete Konvergenz [26℄

Vor.: 1. DS A

h

u

h

= b

h

sei stabil (i. S. der De�nition 5.3).

2. DS A

h

u

h

= b

h

approximiere RWA Au = b auf L

�

osung

u, und f

�

ur das Approximationsma� 


h

(u) gelte die

Abs
h

�

atzung




h

(u) := k	

h

(u)k

Y

h

� 


A

(u)(h

p

+ h

q

):

Bh.: Dann konvergiert die Skelettl

�

osung, und es gilt die Abs
h

�

atzung

kR

h

u� u

h

k

X

h

� 


S




A

(u)(h

p

+ h

q

):
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Beweis: (siehe Satz I.1.1 aus Numerik I [26℄)

Aus

z

h

= A

�1

h

	

h

folgt sofort

kz

h

k

X

h

� kA

�1

k

[Y

h

!X

h

℄

k	

h

(u)k

Y

h

�

� 


S




A

(u)(h

p

+ h

q

):

q.e.d.

5.1.4 Monotone Di�erenzens
hemata, M-Matrizen und das diskre-

te Maximumprinzip (C

h

-C

h

{Stabilit

�

at)

5.1.4.1 Monotone Di�erenzens
hemata

!

h

� 
 { ni
htnotwendig glei
hm

�

a�iges Gitter f

�

ur

�

Gebiet 
 � IR

m

mit �
 2 C

0;1

.

�!

h

= !

h

[ 


h

mit 


h

{ Menge der Randgitterpunkte (eigentli
h der

Diri
hletrandgitterpunkte !)

mit !

h

6= ; und 


h

6= ;. (


h

= ; mu� gesondert behandelt werden).

S

h

(x) = fx; : : :g � �!

h

� Di�erenzenstern in x 2 !

h

;

S

0

h

(x) = S

h

(x) n fxg � Gitterumgebung von x 2 !

h

:

De�nition 5.6: (Verbundenes Gitter �!

h

bez

�

ugli
h S

h

(�)):

Das Gitter �!

h

hei�t verbunden, wenn zu je 2 beliebigen Gitterpunkten x 2 !

h

und

�x 2 �!

h

eine Folge von Gitterpunkten fx

(k)

g

k=0;n

existiert, soda� x

(0)

= x; x

(n)

= �x und

x

(k+1)

2 S

h

(x

(k)

) 8k = 0; 1; : : : ; n� 1.

Beispiel: m = 1 m = 2 m = 2

x 2 !

h

3-Pkt.{Di�erenzenstern

im Inneren

= verbundenes Gitter

	

x 2 !

h

5-Pkt.{Di�erenzenstern

im Inneren

= verbundenes Gitter

/

x 2 !

h

�

I

?

kein verbundenes Gitter,

aber bei gen

�

ugend kleinem

h kann verbundenes

Gitter erzeugt werden
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De�nition 5.7: (Monotones DS).

Der Di�erenzenoperator

(5.1) L

h

v

h

(x) � Lv(x) := A(x)v(x)�

X

�2S

0

h

(x)�S

0

(x)

B(x; �)v(�); x 2 !

hei�t monoton, falls

A(x) > 0; B(x; �) > 0 8� 2 S

0

(x) 8x 2 !

h

� !;

D(x) := L � 1 = A(x)�

P

�2S

0

(x)

B(x; �) � 0 8x 2 !:

DS mit monotonem Di�erenzenoperator L

h

hei�en monoton.

5.1.4.2 Das diskrete Maximumprinzip f

�

ur monotone Di�erenzenoperatoren

Satz 5.8: (Diskretes Maximumprinzip):

Vor.: 1. �!

h

{ verbundenes Gitter; L { monotoner Di�erenzenoperator.

2. v = v(�) : �!

h

! IR

1

- ni
htidentis
h konstante Gitterfunktion.

Bh.: Dann gilt:

1. Lv(x) � f(x) � 0 8x 2 !

h

) v(�) hat in !

h

kein positives Maximum,

2. Lv(x) � 0 8x 2 !

h

) v(�) hat in !

h

kein negatives Minimum.

Beweis: (indirekt)

1. Sei v 6� 
onst. in �!

h

und Lv � 0 in !

h

.

Annahme: 9 positives Maximum in !

h

, d.h.,

9 �x 2 !

h

: max

x2�!

h

v(x) = v(�x) =M > 0.

o. B. d. Allg. 9 (bei entspre
hender Wahl von �x) ~x 2 S

h

(�x)

v(~x) < M ,

da v 6� 
onst. und �!

h

{ verbundenes Gitter !

S
hreiben Di�erenzenglei
hung im Punkt �x auf:

0 � f(�x) � Lv(�x) = A(�x)v(�x)�

X

�2S

0

(�x)

B(�x; �)v(�) =

= [A(�x)�

X

�2S

0

(�x)

B(�x; �)℄

| {z }

=D(�x)�0 (L-monoton)

v(�x) +

X

�2S

0

(�x)

B(�x; �)

| {z }

>0

[v(�x)� v(�)℄

| {z }

�0

�

M > 0

� B(�x; ~x) [v(�x)� v(~x)℄

| {z }

>0

> 0

?

> 0

2. Analog bzw. in 1.

�

Ubergang von v zu (�v). q.e.d.
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Unter den Voraussetzungen des Satzes 5.8 und der Zusatzvoraussetzung 


h

6=

; kann man aus Satz 5.8 sofort die folgenden Aussagen s
hlie�en:

Folgerung 5.9: (Unmittelbare Folgerungen aus diskretem Maximumprinzip):

1. Lv(x) � 0 8x 2 !

h

v(x) � 0 8x 2 


h

�

) v(x) � 0 8x 2 �!

h

:

2. Lv(x) � 0 8x 2 !

h

v(x) � 0 8x 2 


h

�

) v(x) � 0 8x 2 �!

h

:

3. Die homogene Glei
hung Lv(x) = 0 8x 2 !

h

hat bei homogenen RB

v(x) = 0 8x 2 


h

nur die triviale L

�

osung v(x) = 0 8x 2 �!

h

.

4. Monotone DS

�

L v(x) = f(x) 8x 2 !

h

v(x) = g(x) 8x 2 


h

�

= GS fAv = bg besitzt

genau eine L

�

osung.

Beweis:

1. a) v � 
onst. = 


?

v � 
 � 0 wegen 


h

6= ;.

b) Sei v 6� 
onst. Annahme: 9 �x 2 �!

h

: v(�x) > 0

?

�x 2 !

h

) 9 positives Maximum in !

h

?

?

zu Satz 5.8. #

2. analog #

3. folgt sofort aus 1. und 2., tats

�

a
hli
h

Lv = 0 in !

h

v = 0 auf 


h

�

%

&

1:

Lv � 0 in !

h

v � 0 auf 


h

�

) v(x) � 0 8x 2 �!

h

2:

Lv � 0 in !

h

v � 0 auf 


h

�

) v(x) � 0 8x 2 �!

h

9

>

=

>

;

)

v(x) = 0

8x 2 �!

h

4. folgt sofort aus 3. q.e.d.

5.1.4.3 Der Verglei
hssatz

Satz 5.10: (Verglei
hssatz):

Vor.: 1. �!

h

- verbundenes Gitter, 


h

6= ;; !

h

6= ;.

2. Lv(x) := A(x)v(x)�

P

�2S

0

(x)

B(x; �)v(�) - monotoner

Di�erenzenoperator.

3. v : �!

h

7! IR

1

: Lv(x) = f(x) 8x 2 !

h

,

�v : �!

h

7! IR

1

: L�v(x) =

�

f(x) 8x 2 !

h

:

�

f(x) � 0 8x 2 !

h

.

Bh.: Aus

jf(x)j �

�

f(x) 8x 2 !

h

jv(x)j � �v(x) 8x 2 


h

�

) jv(x)j � �v(x) 8x 2 �!

h

.
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Beweis:

� Folgerung 5.9.2: L�v(x) =

�

f(x) � 0 8x 2 !

h

�v(x) � 0 8x 2 


h

o

) �v(x) � 0 8x 2 �!

h

� Betra
hten a) u(x) := �v(x) + v(x) und b) w(x) = �v(x)� v(x):

a) Lu(x) = L�v(x) + Lv(x) =

�

f(x) + f(x) � 0 8x 2 !

h

u(x) = �v(x) + v(x) � 0 8x 2 


h

�

) u(x) � 0

8x 2 �!

h

;

b) Lw(x) = L�v(x)� Lv(x) =

�

f(x)� f(x) � 0 8x 2 !

h

w(x) = �v(x)� v(x) � 0 8x 2 


h

�

) w(x) � 0

8x 2 �!

h

:

"

Folgerung 5.9.2

#

)

u(x) = �v(x) + v(x) � 0

w(x) = �v(x)� v(x) � 0

8x 2 �!

h

) ��v(x) � v(x) � �v(x)

8x 2 �!

h

, jv(x)j � �v(x):

8x 2 �!

h

q.e.d.

5.1.4.4 A-priori Abs
h

�

atzungen in der diskreten C-Norm (C

h

-C

h

{Stabilit

�

at)

Satz 5.11:

Vor.: 1. �!

h

= !

h

[ 


h

- verbundenes Gitter (!

h

6= ;; 


h

6= ;).

2. L { monotoner Di�erenzenoperator.

3. v : �!

h

! IR

1

: Lv(x) = 0 8x 2 !

h

.

Bh.: Dann nimmt die Gitterfunktion jvj ihr Maximum auf 


h

an:

kvk

C(�!

h

)

:= max

x2�!

h

jv(x)j � kvk

C(


h

)

:

(5.2)

Beweis: folgt sofort aus diskreten Maximumprinzip Satz 5.8 !

Tats

�

a
hli
h,

� falls v � 
onst. in �!

h

) (5.2) trivialerweise erf

�

ullt.

� Sei nun v 6� 
onst. in �!

h

. Dann gilt na
h Satz 5.8:

Lv = 0

%

&

Lv(x) � 0 8x 2 !

h

) v hat kein positives Maximum in !

h

Lv(x) � 0 8x 2 !

h

) v hat kein negatives Minimum in !

h

)

) Bh.

q.e.d.
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Satz 5.12:

Vor.: 1. �!

h

= !

h

[ 


h

- verbundenes Gitter (!

h

6= ;; 


h

6= ;).

2. Lv(x) = A(x)v(x)�

P

�2S

0

(x)

B(x; �)v(�)

sei streng monotoner Di�erenzenoperator, d.h., L ist monoton und

zus

�

atzli
h gilt:

D(x) � L1 � A(x)�

X

�2S

0

(x)

B(x; �) > 0 8x 2 !

h

:

3. v : �!

h

! IR

1

: Lv(x) = f(x) 8x 2 !

h

;

v(x) = 0 8x 2 


h

:

Bh.: Dann gilt die A-priori{Abs
h

�

atzung

(5.3) kvk

C(�!

h

)

= kvk

C(!

h

)

�










f(�)

D(�)










C(!

h

)

�

1

min

x2!

h

jD(x)j

kfk

C(!

h

)

.

Beweis: (benutzen Verglei
hssatz 5.10)

� Betra
hten DS: �v(�) : �!

h

! IR

1

: L�v(x) =

�

f(x) := jf(x)j 8x 2 !

h

;

�v(x) = 0 8x 2 


h

:

Aus Verglei
hssatz 5.10 folgt:

1. �v(x) � 0 8x 2 �!

h

,

2. jv(x)j � �v(x) 8x 2 �!

h

.

� Dann gilt:

kvk

C(!

h

)

� k�vk

C(!

h

)

= max

x2!

h

�v(x) = �v(�x):

"

9 �x 2 !

h

� Betra
hten Verglei
hs-DS L�v(x) =

�

f(x) im Punkt x = �x:

(5:4)

�

f(�x) = A(�x)�v(�x)�

P

�2S

0

(�x)

B(�x; �)

| {z }

>0

�v(�)

0 � �v(�) � �v(�x)

#

�

� 0

� �v(�x)

� A(�x)�v(�x)�

P

�2S

0

(�x)

B(�x; �)�v(�x) = D(�x)�v(�x)

� Resultat:

kvk

C(!

h

)

� �v(�x) �

�

f(x)

D(�x)

=

jf(�x)j

D(�x)

� max

x2!

h

�

�

�

�

f(x)

D(x)

�

�

�

�

=













f

D













C(!

h

)

:

q.e.d.
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Satz 5.13:

Vor.: 1. �!

h

= !

h

[ 


h

- verbundenes Gitter (!

h

6= ;; 


h

6= ;).

2. Lv(x) := A(x)�

P

�2S

0

(x)

B(x; �)v(�) { monotoner Di�erenzenoperator.

3. v : �!

h

7! IR

1

: Lv(x) = f(x) 8x 2 !

h

;

v(x) = g(x) 8x 2 


h

:

4. f(x) = 0 8x 2 ~!

h

:= fx 2 !

h

: D(x) = 0g.

Bh.: Dann gilt die A-priori{Abs
h

�

atzung

(5.5) kvk

C(�!

h

)

� max

�

max

x2


h

jg(x)j; max

x2!

h

n~!

h

�

�

�

f(x)

D(x)

�

�

�

�

.

Beweis:

� Betra
hten Verglei
hsfunktion �v(�) analog

zum Beweis von Satz 5.12.

k

0

~!

h

= [ ~!

h;k

:

�

~!

h;k

= f g - verbundenes Gitter

k = 1

) L�v(x) = 0 8x 2 ~!

h;k

8k = 1; k

0

.

� Satz 5.11:

?

k�v(�)k

C(~!

h;k

)

� k�v(�)k

C(�~!

h;k

)

.

8k = 1; 2; : : : ; k

0

L�v(x) = jf(x)j in !

h

�v(x) = jg(x)j auf 


h

x 2 ~!

h

x 2 !

h

n~!

h

x 2 


h

� ) k�v(�)k

C([~!

h;k

| {z }

:=~!

h

)

� k�v(�)k

C([�~!

h;k

)

� k�v(�)k

C(�!

h

n~!

h

)

9 �x 2 �!

h

n ~!

h

#

= j�v(�x)j = �v(�x).

� a) �x 2 


h

?

Bh. #

b) �x =2 


h

d.h., �x 2 �!

h

n f~!

h

[ 


h

g

?

Bh. (analog zu (5.4) im Beweis von

Satz 5.12). #

q.e.d.
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�

U 5.3 Man zeige f

�

ur das DS (Fehlers
hema)

�

Lz(x) � � (a(x)z

�x

(x))

x

+ d(x)z(x) = 	(x); 8x 2 !

h

;

z(x) = 0 8x 2 


h

= fx

0

= a; x

n

= bg:

C

h

-C

h

{Stabilit

�

at, d.h., kzk

C(!

h

)

� 


S

k	k

C(!

h

)

, unter den Voraussetzun-

gen

(i) a(x) � ��

1

= 
onst. > 0 8x 2 !

h

;

(ii) d(x) � q

0

= 
onst. > 0 8x 2 !

h

mit h = (b�a)=n; !

h

= fx

i

= x

0

+ ih : i = 1; n� 1g und gebe 


S

an. Gilt

C

h

-C

h

{Stabilit

�

at au
h dann, wenn anstelle von (ii) nur d(x) � 0 8x 2

!

h

gilt ?

�

U 5.4 Man zeige, da� die Upwind-Diskretisierung

8

>

>

>

<

>

>

>

:

v : �!

h

= fx

i

= ih : i = 0; n; h = 1=ng 7! IR

1

:

�v

�xx;i

+ b

i

�

v

x;i

; falls b

i

< 0

v

�x;i

; falls b

i

> 0

�

= 0; i = 1; n� 1;

v

0

= 0; v

1

= 1

eine monotone Di�erenzenapproximation des Konvektions-Di�usions{

RWP

�

�u

00

(x) + b(x)u

0

(x) = 0 8x 2 (0; 1);

u(0) = 0; u(1) = 1

ist ! Wie w

�

urden Sie b

i

; i = 1; n� 1, w

�

ahlen ?

Bestimmen Sie die Approximationsordnung (Konsistenzordnung) f

�

ur

die von Ihnen gew

�

ahlten b

i

und f

�

ur den trivialen Fall b(x) = b =


onst. (

?

b

i

= b 8i = 1; n� 1).
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�

U 5.5 Zeigen Sie, da� die FE-Approximation der RWA

8

<

:

�u

00

(x) + bu

0

(x) = 0 8x 2 (0; 1);

u(0) = 0; u(1) = 1;

b = %


*

w

=� = 
onst.

mit linearen Elementen auf glei
hm

�

a�igem Gitter

0 1

-�

h =

1

n

auf das Di�erenzens
hema (v

i

= u

(i)

� u(x

i

))

�

�v

i�1

+2v

i

�v

i+1

h

2

+ b

v

i+1

�v

i�1

2h

= 0; i = 1; n� 1;

v

0

= 0; v

1

= 1

f

�

uhrt !

Unter wel
hen Bedingungen ist dieses Di�erenzens
hema monoton ?

Bemerkung: p = b � h = %


*

w

h=� nennt man diskrete Pe
let-Zahl !

5.1.4.5 Monotone Di�erenzens
hemata und M-Matrizen

Jedem DS l

�

a�t si
h eindeutig ein GS zuordnen

# #

(5.6)

L

h

u

h

(x) = f

h

(x); x 2 !

h

u

h

(x) = g

h

(x); x 2 


h

A

h

u

h

= b

h

Die Gestalt von A

h

h

�

angt von der Dur
hnumerierung ab. Regularit

�

at, Symmetrie, posi-

tive De�nitheit, EW und andere analytis
he Eigens
haften nat

�

urli
h ni
ht !

Insbesondere f

�

uhren monotone Di�erenzens
hemata auf sogenannteM -Matrizen. Damit

�

ubertragen si
h die f

�

ur monotone DS bekannten Eigens
haften auf GS mit M -Matrizen

und umgekehrt.

De�nition 5.14: (M -Matrizen):

Eine Matrix A = [a

ij

℄

i;j=1;N

hei�t M -Matrix genau dann, wenn

1. a

ii

> 0 8i = 1; N ,

2. a

ij

� 0 8i 6= j; i; j 2 I = f1; 2; : : : ; Ng,

3. A ist regul

�

ar und A

�1

� 0 (elementweise).

�

U 5.6 Zeigen Sie, da� ein monotones DS der Art (5.6) auf verbundenem Gitter

�!

h

mit 


h

6= ; und !

h

6= ; auf ein GS mit M -Matrix f

�

uhrt !
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De�nition 5.15:

Sei A = [a

ij

℄

i;j2I=f1;2;:::;Ng

eine Matrix der Dimension N �N .

1. Ein Index i 2 I hei�t mit einem Index j 2 I direkt verbunden, falls a

ij

6= 0.

2. Ein Index i 2 I hei�t mit einem Index j 2 I verbunden, falls es eine Kette von

direkten Verbindungen von i na
h j gibt (verglei
he De�nition 5.6

"

Verbundenes

Gitter\).

3. A hei�t irreduzibel, falls jeder Index i 2 I mit jedem Index j 2 I verbunden ist

(verglei
he De�nition 5.6

"

Verbundenes Gitter\).

4. A hei�t irreduzibel diagonaldominant, falls A irreduzibel ist und

ja

ii

j �

P

j 6=i

ja

ij

j 8i 2 I sowie

ja

i

0

i

0

j >

P

j 6=i

0

ja

i

0

j

j f

�

ur mindestens einen Index i

0

2 I:

5. A hei�t wesentli
h diagonaldominant, falls

ja

ii

j �

P

j 6=i

ja

ij

j 8i 2 I und

ja

i

0

i

0

j >

P

j 6=i

0

ja

i

0

j

j f

�

ur mindestens einen Index i

0

2 I

und jeder Index j 2 I mit einem sol
hen Index i

0

verbunden ist.

�

U 5.7 Man zeige, da� eine Matrix A = [a

ij

℄

i;j2I=f1;:::;ng

, die die Vorzei
henbe-

dingungen a

ii

> 0 8i 2 I und a

ij

� 0 8i 6= j; i; j 2 I erf

�

ullt, sowie

irreduzibel diagonaldominant ist, eine M -Matrix ist !

Diese Aussage bleibt erhalten, falls die Matrix A nur wesentli
h diagonal-

dominant ist.

�

U 5.8 Es sei A eine M -Matrix, und es gebe einen Vektor w 2 IR

N

: Aw � e

(elementweise) mit e = (1; 1; : : : ; 1)

T

.

Man zeige, da� dann gilt:

kA

�1

k

1

� kwk

1

:= max

i=1;N

jw

i

j

wobei kA

�1

k

1

{ Zeilensummennorm ist !
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5.1.5 Beispiel: FDM zur L

�

osung des Diri
hlet-Problems f

�

ur ��u

+ qu = f in Re
hte
kgebieten

5.1.5.1 Die Ausgangsaufgabe (RWA) und die diskrete Ersatzaufgabe (DS)

Betra
hten station

�

ares W

�

armeleitproblem im Re
hte
k

m = 2


 = (0; l

1

)� (0; l

2

)

= fx = (x

1

; x

2

) :

0 < x

�

< l

�

;

� = 1; 2g

= Re
hte
k � IR

2

-

6

- �

h

1

x

1

l

1

x

2

l

2

�

Sekund

�

argitter

Y

Prim

�

argitter

?

6

h

2

?

Box (f

�

ur die Integralbilanz)

Ausgangsaufgabe: �(x) = �(x

1

; x

2

) = W

�

armeleitzahl = 
onst. = 1 (o. B. d. Allg.)

Ges. u(x) = u(x

1

; x

2

) : ��u(x) + q(x)u(x) = f(x); x 2 
;

u(x) = g(x); x 2 � = �
;

(5.7)

wobei �u = L

1

u+ L

2

u mit L

�

= �

2

=�x

2

�

; � = 1; 2.

Diskretisierung: (

?

Prim

�

argitter)

�!

h

= fx = (x

1

; x

2

) : x

�

= i

�

h

�

; i

�

= 0; 1; : : : ; n

�

; n

�

h

�

= l

�

; � = 1; 2g;

!

h

= �!

h

n 


h

= f g; 


h

= f�g;

x

(i)

= (i

1

h

1

; i

2

h

2

):
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Konstruktion des DS:

a) Konstante W

�

armeleitzahl:

?

Einfa
hes Ersetzen:

�

2

u

�x

2

�

7! u

�x

�

x

�

v(�) : �!

h

7! IR

1

: ��v(x) + d(x)v(x) = '(x); x 2 !

h

;(5.8)

v(x) = g(x); x 2 


h

;

wobei � = �

1

+ �

2

; �

�

v := v

�x

�

x

�

; � = 1; 2;

d(x) = q(x); '(x) = f(x); 8x 2 !

h

.

b) Ver

�

anderli
he W

�

armeleitzahl:

?

Integralbilanzmethode (siehe Punkt 5.2: FVM):

�

�div (�(x)ru(x)) + q(x)u(x) = f(x); x 2 
;

u(x) = g(x); x 2 �:

+ (siehe Kapitel 1) * Vor., h

1

; h

2

! 0

R

(�div (�ru) + qu) dx =

R

f dx 8 � 


+

�

R

�

�

�u

�n

ds+

R

qu dx =

R

f dx 8x = 2 !

h

+

�

�

��

i

1

�

1

2

;i

2

h

2

v

�x

1

;i

+ �

i

1

+

1

2

;i

2

h

2

v

x

1

;i

�

�

�

��

i

1

;i

2

�

1

2

h

1

v

�x

2

;i

+ �

i

1

;i

2

+

1

2

h

1

v

x

2

;i

�

+

+ d

i

v

i

h

1

h

2

= '

i

h

1

h

2

8i = (i

1

; i

2

) 2 !

h

;

v

i

= g

i

8i 2 


h

;

(5.9)

-

� = 1

mit d

i

= q(x

(i)

); '

i

= f(x

(i)

); g

i

= g(x

(i)

),

�

i

1

�

1

2

;i

2

= �

�

(i

1

�

1

2

)h

1

; i

2

h

2

�

; �

i

1

;i

2

�

1

2

= �(i

1

h

1

; (i

2

�

1

2

)h

2

),

wobei �; q; f und g als stetig vorausgesetzt wurden.

�

U 5.9 Leiten Sie mit Hilfe der Integralbilanzmethode ein DS f

�

ur st

�

u
k-

weise Konstante �; q; f her, wenn die Interfa
elinien dur
h das

Prim

�

argitter erfa�t werden !

Fehlers
hema: Fehler z(x) = u(x)� v(x); x 2 �!

h

:

(5.7) (5.8)

(5.10)

��z(x) + d(x)z(x)

| {z }

=:L

h

z(x)

= ��u+ du� (��v + dv)

| {z }

'=f=��u+qu

�  (x); x 2 !

h

;

"

Approximationsfehler

z(x) = 0; x 2 


h

:
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5.1.5.2 Untersu
hung der lokalen Approximationsordnung (Konsistenzfehler) mit-

tels Taylorreihente
hnik

Lemma 5.16:

Vor.:

�

�

�

�

4

u

�x

4

�

�

�

�

� 


A;1

(u) 8x 2 
; � = 1; 2

Bh.: j (x)j �




A;1

(u)

12

jhj

2

mit jhj

2

= h

2

1

+ h

2

2

; h

�

� l

�

=2.

Beweis:

 (x) = ��u+ du� (��u + qu) = �u� �u+(d� q)

| {z }

=0; da d(x)=q(x);x2!

u =

x 2 !

h

=

2

P

�=1

h

�

2

u

�x

2

�

� u

�x

�

x

�

i

=

=

h

�

2

u(x

1

;x

2

)

�x

2

1

�

u(x

1

�h

1

;x

2

)�2u(x

1

;x

2

)+u(x

1

+h

1

;x

2

)

h

2

1

i

+

+

h

�

2

u(x

1

;x

2

)

�x

2

2

�

u(x

1

;x

2

�h

2

)�2u(x

1

;x

2

)+u(x

1

;x

2

+h

2

)

h

2

2

i

=

Taylor

= �

h

2

1

24

h

�

4

u(x

1

��

1

h

1

;x

2

)

�x

4

1

�

�

4

u(x

1

+

�

�

1

h

1

;x

2

)

�x

4

1

i

�

�

h

2

2

24

h

�

4

u(x

1

;x

2

��

2

h

2

)

�x

4

2

+

�

4

u(x

1

;x

2

+

�

�

2

h

2

)

�x

4

2

i

:

"

9 �

1

;

�

�

1

; �

2

;

�

�

2

2 [0; 1℄ q.e.d.

Bemerkung: 


A;1

(u) := max

�=1;2

max

x2

�




�

�

�

�

4

u(x)

�x

4

�

�

�

�

.

5.1.5.3 Untersu
hung der C

h

-C

h

{Stabilit

�

at mittels Maximumprinzip

Fall 1 Vor.: q(x) � q

0

= 
onst. > 0 8x 2 
.

� ) d(x) = q(x) � q

0

= 
onst. > 0 8x 2 !

h

.

� Bezei
hnung: v(�) : �!

h

! IR

1

,

v

1�

= v(x

1

� h

1

; x

2

); v

2�

= v(x

1

; x

2

� h

2

).

� Fehlers
hema:

(5.10)

�

��z + dz =  (x); x 2 !

h

z(x) = 0; x 2 


h

�

�

(

�

z

1�

�2z+z

1+

h

2

1

�

z

2�

�2z+z

2+

h

2

2

+ dz =  (x); x 2 !

h

z(x) = 0

)
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L

h

z(x) =

�

2

h

2

1

+

2

h

2

2

+ d(x)

�

| {z }

A(x)

> 0

z(x)�

�

1

h

2

1

z

1�

+

1

h

2

1

z

1+

+

1

h

2

2

z

2�

+

1

h

2

2

z

2+

�

| {z }

P

�2S

0

h

(x)

B(x; �)z(�)

> 0

=  (x)

z(x)� =  (x)

S

h

(x)

x 2 !

h

�

h

1

h

2

� Nun gilt:

1. A(x) =

2

h

2

1

+

2

h

2

2

+ d(x) > 0; B(x; �) =

1

h

2

�

> 0

2. L

h

1 � D(x) = d(x) � q

0

= 
onst. > 0

)

DS (5.10) ist

streng monoton !

) Voraussetzungen von Satz 5.12 sind erf

�

ullt:

(5.11') kzk

C(�!

h

)

�







 

D







C(!

h

)

�

1

q

0

k k

C(!

h

)

= C

h

-C

h

{Stabilit

�

at des Fehlers
hemas (X

h

= C(�!

h

); Y

h

= C(!

h

)):

Fall 2 Vor.: q(x) � 0 8x 2 
 (z.B. q = 0: Poisson-Glei
hung).

� ) d(x) = q(x) � 0 8x 2 !

h

.

� Nun gilt:

1. A(x) > 0; B(x; �) > 0

2. L

h

1 � D(x) = d(x) � 0

)

DS (5.10) ist

nur monoton !

) Satz 5.12 ist ni
ht anwendbar !!

� Ausweg:

{ Gershgorins
he Majorantenfunktion �z(x) = 
(R

2

� r

2

); r

2

= x

2

1

+ x

2

2

mit no
h frei

w

�

ahlbaren Konstanten 
; R = 
onst. > 0.

{ Anwendung des Verglei
hssatzes 5.10 !
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� Zur Wahl von R und 
 :

L�z(x)

NR.

= 
(4 + d(x)(R

2

� r

2

)) � j (x)j 8x 2 !

h

�z(x) = 
(R

2

� r

2

)j




h

� 0 = jzj




h

j = 0 8x 2 


h

R

2

� l

2

1

+ l

2

2

z.B. R

2

= l

2

1

+ l

2

2


 = k k

C(!

h

)

=4

NR: L�z(x) = ��z

�x

1

x

1

� �z

�x

2

x

2

+ d(x)
(R

2

� r

2

)

= �
(R

2

� r

2

)

�x

1

x

1

� 
(R

2

� r

2

)

�x

2

x

2

+ d(x)
(R

2

� r

2

)

= 
(2 + 2 + d(R

2

� r

2

))

Verglei
hssatz 5.10:

j (x)j �

1

4

k k

C(!

h

)

(4 + d(x)(R

2

+ r

2

)) 8x 2 !

h

0 = z(x) � �z(x) 8x 2 


h

:

�

) jz(x)j � �z(x)

x 2 �!

h

:

-

	

� Resultat:

(5.11") kzk

C(�!

h

)

= max

x2�!

h

jz(x)j � max

x2�!

h

�z(x) = max

x2�!

h

k k

C(!

h

)

4

(R

2

� r

2

) =

R

2

4

k k

C(!

h

)

Lemma 5.17:

Vor.: q(x) � 0 8x 2 !

h

,

z : �!

h

! IR

1

: L

h

z(x) =  (x); x 2 !

h

z(x) = 0; x 2 


h

�

Fehler{DS.

Bh.: Dann gilt:

(5.11) kzk

C(�!

h

)

� 


S

k k

C(!

h

)

,

mit 


S

=

�

minf1=q

0

; R

2

=4g; falls q(x) � q

0

= 
onst. > 0 8x 2 !

h

;

R

2

=4; falls q(x) � 0 8x 2 !

h

;

R

2

= l

2

1

+ l

2

2

:

Beweis: folgt sofort aus (5.11') und (5.11"). q.e.d.
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5.1.5.4 Diskrete Konvergenz in der C

h

= C(�!

h

)-Norm als unmittelbare Folgerung

aus der Approximation und der Stabilit

�

at

Satz 5.18:

Vor.: 1. u 2 C

4

(

�


) :

�

�

�

�

4

u

�x

4

�

�

�

�

� 


A;1

(u) 8x 2

�


; � = 1; 2.

2. q(x) � 0 8x 2 
.

Bh.: Dann gilt die Diskretisierungsfehlerabs
h

�

atzung:

ku� vk

C(�!

h

)

:= max

x2�!

h

ju(x)� v(x)j � 


S




A;1

(u)

12

jhj

2

,

(5.7) (5.8)

wobei jhj

2

= h

2

1

+ h

2

2

; R

2

= l

2

1

+ l

2

2

,




S

=

�

minf1=q

0

; R

2

=4g; falls q(x) � q

0

= 
onst. > 0 8x 2 
;

R

2

=4; falls q(x) � 0 8x 2 
:

Beweis: folgt sofort aus Lemma 5.16 und Lemma 5.17. q.e.d.

5.1.5.5 Einige Bemerkungen zu Eigens
haften und Au


�

osung des DS (8)

Setzen o. B. d. Allg.: l

1

= l

2

= 1; n

1

= n

2

= n; h = 1=n = h

1

= h

2

;

q = 0(

?

d = 0).

Betra
hten DS (5.8): v(�) : �!

h

! IR

1

: ��v(x) = '(x); 8x 2 !

h

;

v(x) = g(x); 8x 2 


h

:

-

6

� � � � � � � �

�

�

�

�

�

�

�

� � � � � � � �

�

�

�

�

�

�

�

0

0

1

1 x

1

x

2

- �

h = 1=n

x

(i)

= (i

1

h; i

2

h); i

1

; i

2

= 0; n

-

� in den Randpunkten ist v(x) = g(x) bekannt !

in den (n � 1)

2

inneren Punkten ist v(x); x 2 !

h

gesu
ht !

DS (6) wird nur in den inneren Gitterpunkten

x 2 !

h

aufges
hrieben

+

GS der Dimension N = (n � 1)

2

zur Bestim-

mung der (n � 1)

2

unbekannten Werten der

Gitterfunktion u(x); x 2 !

h

.

� Einbau der wesentli
hen RB ) Korrektur der re
hten Seite !
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Beispiel:

4

-1

-1

-1 -1

1

h

2

v

01

= g

01

v

10

= g

10

?

�'11 = '

11

+

1

h

2

g

01

+

1

h

2

g

10

Aussehen der Systemmatrix des GS h

�

angt von der Art und Weise der Anordnung

der Werte der Gitterfunktion v(x); x 2 !

h

, in einem Vektor v � v

h

ab:

) Dur
hnumerierungsproblematik:

a) horizontale Anordnung: -

-

-

6

v(x); x 2 !

h

$ v = [v

11

; : : : ; v

n�1;1

; v

1;2

; : : : ; v

n�1;2

; : : : ; v

n�1;n�1

℄

T

2 IR

(n�1)

2

.

b) vertikale Dur
hnumerierung:

66

: : :

6

-


) diagonale Dur
hnumerieurng:

��

�

(mms: Matrixgestalt !) usw.

Bei horizontaler Dur
hnumerierung erhalten wir:

2

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

4

4�1 �1

�1 4�1 �1

0 � � � 0

�1

�1 4 �1

�1 4�1 �1

�1

� � � 0

�1

�1 �1 4 �1

�1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

�

.

.

.

�

�1

�1 4�1

�1

0 0 0

�1

�1 �1 4

3

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

5

2

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

4

v

11

v

21

.

.

.

v

n�1;1

v

1;2

.

.

.

v

n�1;2

.

.

.

v

1;n�1

.

.

.

v

n�1;n�1

3

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

5

2

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

4

�'

11

�'

21

.

.

.

�'

n�1;1

�'

1;2

'

2;2

.

.

.

�'

n�1;2

.

.

.

�'

1;n�1

.

.

.

�'

n�1;n�1

3

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

5

K v = '
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(Unabh

�

angig von der Dur
hnumerierung) gelten folgende Eigens
haften:

1. GS ist gro�dimensioniert: Dim (GS) = N = (n� 1)

2

= O(h

�2

)

2. K ist s
hwa
h besetzt: NNE pro Zeile � 5 = O(1)

NNE (K) = O(h

�2

)

3. Halbe BW (K) = h

�1

= O(h

�1

) (BW ist dur
hnumerierungsabh

�

angig !)

O(h

�1

) ist aber dur
h Umnumerierung ni
ht verbesserbar !

4. K = K

T

p.d. (spd).

5. EWP: K' = �'

EW: �

k

1

;k

2

(K) =

4

h

2

1

sin

2 k

1

�h

1

2l

1

+

4

h

2

2

sin

2 k

2

�h

2

2l

2

?

�

8

l

2

1

+

8

l

2

2

�

� �

k

1

k

2

(K) � 4

�

1

h

2

1

+

1

h

2

2

�

EV=E-Funktion: '

k

1

k

2

= ['

k

1

k

2

(i

1

h

1

; i

2

h

2

)℄

i

1

=1;n

1

�1;i

2

=1;n

2

�1

'

k

1

k

2

(i

1

h

1

; i

2

h

2

) =

2

p

l

1

l

2

sin

k

1

�i

1

h

1

sin

k

2

�i

2

h

2

k

�

= 1; n

�

� 1; � = 1; 2.

6. �(K) =

�

max

(K)

�

min

(K)

= O(h

�2

)

(verglei
he au
h Punkt 4.3

"

Eigens
haften der FE-Glei
hungssysteme\)

�

U 5.10 Man zeige, da� gilt:

K

FEM

h

= h

2

K

FDM

h

;

wobei 
 = (0; 1)

2

; q = 0; h

1

= h

2

= h = 1=n:

? ?

K

FEM

h

K

FDM

h

FEM FDM

Au


�

osung von Kv = ': (siehe Kapitel 6 und Praktikum)

1. Direkte Verfahren: [13℄, [20℄.

2. Iterative Verfahren: [2℄, [5℄, [13℄, [17℄, [20℄.
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5.2 Die Finite Volumen Methode (FVM)

FVM = Finite Volumen Methode

= Integralbilanzmethode = Box-Methode.

Lehrb

�

u
her: [13℄, [15℄, [18℄.

5.2.1 Die Integralbilanzformulierung von elliptis
hen RWA 2. Ord-

nung

Sei 
 � IR

2

(bzw. IR

m

) {

�

Gebiet: �
 2 C

0;1

\ PC

k

(mit gewissem k � 2).

Betra
hten elliptis
he RWA 2. Ordnung (siehe Kapitel 1 { 3):

Lu(x) := �div(a(x)ru(x)) + b

T

(x)ru(x)

| {z }

Konvektionsterm

+ 
(x)u(x) = f(x); x 2 
;(5.12)

?

?

?

y

a(x) =

�

a

11

(x) a

12

(x)

a

21

(x) a

22

(x)

�

= a

T

(x) glei
hm

�

a�ig p.d.

(Elliptizit

�

atsbedingung !)

Spezialfall:

a(x) = a(x)

�

1 0

0 1

�

; b(x) =

�

0

0

�

= 0; 
(x) � 0.

lu(x) :=

8

<

:

u(x)

�u

�N

:=

�

a(x)ru(x); n

*

(x)

�

�u

�N

+ �(x)u(x)

9

=

;

= g(x) :=

8

<

:

g

1

(x); x 2 �

1

g

2

(x); x 2 �

2

g

3

(x); x 2 �

3

9

=

;

g�

D

o

�

N




�

1

�

2

6

*

n

�

3

Sei H(x) 2 L(x) := fH(x) : H � 
 { o�enes, einfa
hzusammenh

�

angendes,

sternf

�

ormiges Gebiet, x 2 H; �H 2 C

0;1

\ PC

2

(st

�

u
kweise glatt)g zul

�

assige

Box im Punkt x 2

�


 und integrieren PDgl. Lu = f

�

uber die Box H(x):

Z

H(x)

Lu(y) dy =

Z

H(x)

f(y) dy,

Z




Lu � X

H(x)

dy =

Z




f(y)X

H(x)

(y) dy(5.13)

6 6

Testfunktion = 
harakteristis
he Funktion

der Box H(x), d.h.,

X

H(x)

(y) =

�

1; y 2

�

H(x);

0; sonst:

Partielle Integration im Hauptteil ergibt

�

Z

H(x)

div (a(y)ru(y)) dy = �

Z

�H(x)

(a(y)ru(y); n

*

(y))

| {z }

=:�u=�N

ds:
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Unter Bea
htung der nat

�

urli
hen RB auf �H

N

(x) := �H(x) \ �

N

, d.h.,

�u

�N

�

�

�

�

�H

2

:=�H\�

2

= g

2

und

�u

�N

�

�

�

�

�H

3

:=�H\�

3

= ��u+ g

3

erhalten wir die Integralbilanzformulierung:

(5.14)

Kann abges
hw

�

a
ht werden,

siehe Bemerkung 5.19 !

#

Gesu
ht u 2 V

g

:= fv 2 V = W

1

2

(
) : v = g

1

auf �

1

g \W

2

2

(
):

�

R

�Hn�H

N

(aru; n

*

) ds+

R

H

(b;ru) dy +

R

H


u dy +

R

�H

3

�u ds =

=

R

H

f dy +

R

�H

N

g ds

8 zul

�

assige Boxen H = H(x) 2 L(x) 8 (�x) x 2 
 [ �

N

.

Bemerkung 5.19:

1. u 2 V

g

\W

1+�

2

(
) garantiert integrierbare Spur von

�u

�N

auf �H

�

�u

�N

2 L

1

(�H) !

�

, falls � >

1

2

und a(�) sowie �H

"

hinrei
hend\ glatt sind

(Sobolev's
he Einbettungss

�

atze auf Mannigfaltigkeiten, siehe Numerik I [26℄,

Kapitel 3 !)

3. Physikalis
he Bedeutung von (14):

Bilanzglei
hung (5.14) dr

�

u
kt das Glei
hgewi
ht (Balan
e) zwis
hen den folgenden

Gr

�

o�en aus:

Gesamt
u� dur
h �Hn �H

N

+ Eintrag in H dur
h Konvektion + Gegen-

reaktion dur
h die l

�

osungabh

�

angigen Quellen 
u und �u (Reaktionsterme)

= Gesamtquellintensit

�

at, hervorgerufen dur
h Fl

�

a
henquellen in H mit

der Di
hte f und Linienquellen auf �H

N

(falls 6= ;) mit der Di
hte g.

�

�

�

�

�

>

>

>

�

Æ 6 6

M

o

o

k

i

y

�

9

�

>

�

Æ

�

6

M

℄

Y

�

x

H(x)

�

O

z

-

-

-

:

Verglei
he Kapitel 1: Herleitung der PDgl.

�

uber Bilanzierung !
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3. Im Punkt 5.2.3 nutzen wir die Bilanzglei
hung (5.14) in diskreten Punkten x 2

! = ! [ 


2

[ 


3

(= Prim

�

argitter) und dazu speziell konstruierten Boxen H(x)

(= Sekund

�

argitter) zur Konstruktion von DS auf beliebigen Dreie
ks-, Viere
ks-

bzw. kombinierten Netzen.

4. Verallgemeinerung auf 3D liegt auf der Hand !

5.2.2 Prim

�

ar- und Sekund

�

argitter

Das polygonalberandete

�

Gebiet 
 � IR

2

sei regul

�

ar triangularisiert

(! siehe Kapitel 4):

) 8h 2 � :

�


 = [

�

Æ

r

r 2 IR

h

� = fÆ

r

: r 2 IR

h

g 3 Æ

r

= Prim

�

argitter

= analog zur

FEM-Vernetzung

3

+

s

k

x = x

Æ

r

(�) 2 P

1

� = �

Æ

r

(x)

x = x

Æ

r

(�) 2 Q

1

Einheitsdreie
k

Kapitel 4: De�ntion 4.3 (regul

�

ar)

(5:15) 


1

h

2

� jJ

Æ

r

j � �


1

h

2

(5:16) kJ

Æ

r

k � 


2

h

(5:17) kJ

�1

Æ

r

k � 


3

h

�1

Einheitsviere
k

Beispiel:

! =

Æ

!

� f g [ 


N

� f�g

x 2 ! � f g [ 


N

� f�g = ! b=x

(i)

: i 2 !

h

= !

h

[ 


N;h

x 2 
 � 


1

� f�g b=x

(i)

: i 2 


h

= 


1h

�! = ! [ 
 �!

h

= !

h

[ 


h
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Bemerkung 5.20:

Bei krummlinigen Randteilen

?

polygonale Approximation:

�

�

�


 =

S

r2IR

h

�

~

Æ

r

; � =

�

�

Æ

r

: r 2 IR

h

	

3

~

Æ

r

ni
htlineare

Abbildung

 ! � �

oo " h! 0

�




h

=

S

r2IR

h

�

Æ

r

; � = fÆ

r

: r 2 IR

h

g 3 Æ

r

P

1

-Abbildung

 ! � �

Referenzdreie
k

In den Gitterpunkten x 2 ! de�nieren wir nun Bilanzierungsboxen H(x) 2 L(x):

(5.18)

8

>

<

>

:

H(x) = meas H(x) = O(h

2

); 8x 2 �!;

�


 = [ H(x);

x 2 �!

H (x) \ H (y) = ; 8x; y 2 �! : x 6= y:

Die dadur
h entstehende Zerlegung

�

H

:= fH(x) : x 2 �!g = Menge aller Boxen

von 
 in Boxen (= Kontrollvolumen = Finites Volumen) hei�t Sekund

�

arvernet{

zung (bzw. Sekund

�

argitter).

Zur Konstruktion der Sekund

�

arvernetzung zu einer prim

�

aren Dreie
ks-

(Viere
ks-) Vernetzung gibt es vers
hiedene M

�

ogli
hkeiten:

1) Beliebige Sekund

�

arvernetzung, z.B. der Art:

:

H(x)
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2) Polygonal berandete Boxen:

2a) Seitenmittelpunkt allgemein Punkt P

r

2 Æ

r

bzw. 2

�

Æ

r

:

Æ = Æ

r

2 T

v

1

v

3

m

2

P

e

1

e

2

e

3

a

1

a

2

a

3

�

1

�

2

�

3

x

�

m

1

v

2

m

3

= x

�

-

h(x; �)

| {z }

l

3

�

2b) Seitenmittelpunkt S
hwerpunktmethode: P

r

= S
hwerpunkt von Æ

r

:

Methode MD (Medians):

P

r

=

1

3

(v

1

+ v

2

+ v

3

); a

1

= a

2

= a

3

=

1

3

jÆ

r

j

v

1

v

2

P

r

m

2

m

1

m

3

v

3

(�! Siehe Modellbeispiel !)

w

H(x)
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2
) Mittelsenkre
htenmethode: P

r

= S
hnittpunkt der Mittelsenkre
hten:

Methode PB (Perpendi
ular Bise
tors) = Voroni-Netz:

v

1

v

2

m

2

m

1

m

3

v

3

P

r

�

�

�

Vorsi
htig P

r

=2

�

Æ

r

m

�

ogli
h ! Re
hte
k:

z.B.

gl. Trapez:

kein allgemeines Viere
k zul

�

assig !

Vor: f

�

ur P

r

2

�

Æ

R

: � � �=2

8 Innenwinkel �.

! � >

�

2

f

�

ur einen Innenwinkel

?

P

r

=2

�

Æ

R

.

�

� �

I

�

> 90

Æ

P

r

=2

�

Æ

r

!



KAPITEL 5. DIFFERENZENVERFAHREN 146

5.2.3 Konstruktion von Di�erenzens
hemata mittels FVM

5.2.3.1 Direkte Approximation der Bilanzglei
hungen

Betra
hten regul

�

are Dreie
ksvernetzung des polygonal-berandeten Gebietes


 � IR

2

�

:

�


 = [

�

Æ

r

; � := fÆ

r

: r 2 IR

h

g ; h 2 � :

r 2 IR

h

< Æ

r

< �=2 (

?

P

r

2 Æ

r

) (bzw. �

�

2

?

P

r

2

�

Æ

r

) 8r 2 IR

h

8h 2 �:

Sekund

�

argitter sei der Einfa
hheit halber mittels PB-Methode (Voroni-Netz) konstru-

iert (siehe Punkt 5.2.2):

�


 =

[

x2�!

�

H(x); �

H

:= fH(x) : x 2 �!g :

Betra
hten System der Bilanzglei
hungen (5.14)

H(x)

8x 2 ! = ! [ 


N

und appro-

ximieren:

R

�Hn�H

N

: : : ds mit Quadraturformeln,

R

H

: : : dy mit Kubaturformeln,

�u

�n

*

mit Di�erenzen

�

�

�

*

n

x

�

x

H(x)

z }| {

h(x; �)

u(�)� u(x)

h(x; �)

f

�

ur den Fall stetiger Daten, d.h.,

a(x) = a(x)

�

1 0

0 1

�

: a(�) 2 C(

�


);(5.19)

b(�) � 0 (keine Konvektion; siehe au
h Bemerkung 5.22),


(�); f(�) 2 C(

�


);

�(�) 2 C(�

3

); g

�

(�) 2 C(�

�

); � = 1; 2; 3 :

a) x 2 !:

x

H

r

�

x

�

Æ

r

?

:

�(x; �)

H(x)

q

PB{Methode

H(x) = measH(x) = O(h

2

)
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H

r

= H \ Æ

r

,

r 2 B(x) :=

�

r 2 IR

h

: x 2

�

Æ

r

	

,

S

6h

(x) = fx; �; : : :g = f

z }| {

� � � � � g = S

0

6h

(x) [ fxg.

6 6

Di�erenzenstern Umgebung des Di�erenzensystems

_

	

Bilanzglei
hung im Punkt x 2 ! f

�

ur Box H(x):

�

Z

�H(x)

(aru; n

*

)

| {z }

=a

�u

�n

*

ds+

Z

H(x)

(b;ru) dy +

Z

H(x)


u dy =

Z

H(x)

f(y) dy

0

#

siehe Bemerkung 5.22

1 2 3

und approximieren die Terme 1 - 3 direkt:

Z

�H(x)

a

�u

�n

*

ds =

X

�2S

0

(x)

Z

�(x;�)

a

�u

�n

*

ds �

X

�2S

0

(x)

�a(x

�

)

u(�)� u(x)

h(x; �)

s(x

�

)

1

�a(x

�

) = a(x

�

)

f

�

ur a 2 C(

�


) !

�

�

x

*

n

Æ

r

P

r

=x

�

�

�

�(x;�)=

*

x

�

�

;x

+

�

; s(x

�

)=j�(x;�)j

| {z }

P

r

0

=x

+

�

I

h(x;�)

Æ

x

�

Æ

r

0

R

H(x)


u dy � �
(x)u(x)H(x) mit �
(x) = 
(x); da 
 2 C(

�


)

R

H(x)

f dy �

�

f(x)H(x) mit

�

f(x) = f(x); da f 2 C(

�


)

2

3

Resultat: u 7! v (Gitterfunktion), L 7! L

h

(Di�erenzenoperator):

L

h

v(x) := �

1

H(x)

P

�2S

0

(x)

�a(x

�

)

v(�)�v(x)

h(x;�)

| {z }

=:v

n

*
(x

�

)

s(x

�

) + �
(x)v(x) =

�

f(x) =: f

h

(x)

8x 2 !

(5.20)

L
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Bemerkung 5.21: zu st

�

u
kweise stetigen Daten,

d.h., a; 
; f 2 PC(

�


) und Interfa
e-Linien werden dur
h die Prim

�

arver-

netzung erfa�t

?

a; 
; f 2 C(

�

Æ

r

) 8r 2 IR

h

8h 2 �:

�a(x

�

) :=

�

a(~x

�

�

)s(~x

�

�

) + a(~x

+

�

)s(~x

+

�

)

�

=s(x

�

)

Z

H(x)


u dy �

X

r2B(x)

Z

Hr


 dy � u(x) � : : :

Z

H(x)

f dy =

X

r2B(x)

Z

Hr

f dy � : : :

1

2

3

Æ

r

�

x

3

~x

+

�

6

6

I

-

-

-

~x

�

�

"

Stetigkeit des Flusses\ !

Es sind vers
hiedene Approximationste
hniken m

�

ogli
h, z.B. au
h elementweises

Vorgehen wie bei der FEM (verglei
he au
h Punkt 5.2.3.1) !

�

U 5.11 Man zeige, da� in (5.20)

L

der Di�erenzenoperator L

h

monoton

ist ! Falls 
(x) � 
 = 
onst. > 0 8x 2

�


, dann ist L

h

sogar

streng monoton !

Bemerkung 5.22: Zur Approximation des Konvektionsterms.

Der Konvektionsterm

R

H(x)

(b;ru) dy kann so approximiert werden (Upwind-Appro-

ximation), da� die Monotonie von L

h

erhalten bleibt (verglei
he au
h

�

U 5.4 f

�

ur

den 1D-Fall !).
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Von B. Heinri
h [18℄ stammt folgender Vors
hlag:

Ausgangspunkt sind folgende Beziehungen: x 2 ! = ! [ 


N

Z

H(x)

(b;ru) dy =

Z

�H(x)

(b; n

*

)u ds�

Z

H(x)

div b � u dy

=

Z

�H(x)

(b; n

*

)(y)fu(y)� u(x)g ds

y

| {z }

=:I(x)

+

Z

H(x)

div b(y) (u(x)� u(y)) dy

| {z }

=:�

0

(x)

x

?

?

?

?

2

6

4

Z

H(x)

div b(y) dy �

Z

�H(x)

(b; n

*

) ds

3

7

5

| {z }

=0

u(x) = 0

= I(x) + �

0

(x) =

"

div b = 0

I(x) � : : :

b) x 2 


N

= 


2

[ 


3

:

6

?

x

�

s(x

�

)

>

=

s(x

+

�

�

)

�H

N

s

}

�

�

�

s(x

�

�

�

)

�H

N

H(x)

x

�

�

+

�

z.B.

�H

N

= �H

3

= �H

3

(x)

h(x) =

1

2

[h(x; �

+

�

) + h(x; �

�

�

)℄

7

/

1

2

h(x; �

�

�

)

w

o

1

2

h(x; �

+

�

)

Z

�H

N

(x)

�u ds � �(x)u(x)

�

1

2

�

h(x; �

�

�

) + h(x; �

+

�

)

�

�

| {z }

=:h(x)

4

mit ��(x) = �(x) falls � 2 C(�

3

);
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Z

�H

N

(x)

g ds � �g(x)h(x) mit �g(x) = g(x) falls g 2 C(�

3

):

5

Resultat: u 7! v; l 7! l

h

�

1

h(x)

P

�2S

0

(x)

�a(x

�

)

v(�)�v(x)

h(x;�)

s(x

�

) +

H(x)

h(x)

�
(x)v(x)

| {z }

O(h)

+��(x)v(x)

| {z }

:=

=

H(x)

h(x)

�

f(x)

| {z }

O(h)

+�q(x)

| {z }

:=

�

1

h(x)

P

�2S

0

(x)

�a(x

�

)

v(')�v(x)

h(x;')

s(x

'

) + ��(x)v(x)

| {z }

=:l

h

v(x)

= �g(x)

|{z}

=:g

h

(x)

- kann weg- %

gelassen werden

(5.20)

l

Bemerkung 5.23: zu st

�

u
kweise stetigen � und g:

z.B.

x

�

x

�

�

x

+

�

�

�

�

�

+

�

h(x) =

1

2

[h(x; �

�

�

) + h(x; �

+

�

)℄

U

~

Æ

1

��(x) =

1

2h(x)

�

h(x; �

�

�

)�(x

�

�

) + h(x; �

+

�

)�(x

+

�

)

	

+

H(x)

h(x)

�
(x)

Aus (5:20)

L

und (5:20)

l

folgt DS A

h

(x)u

h

(x) = b

h

(x); x 2 !

h

:

(5.20)

Gesu
ht u

h

(�) = v(�) : �! ! IR

1

:

L

h

u

h

(x) = f

h

(x); x 2 !

l

h

u

h

(x) = g

h

(x); x 2 


N

u

h

(x) = g

1

(x); x 2 


1

o

~

L

h

u

h

(x) =

~

f

h

(x); x 2 !

h

g u

h

(x) = g

h

(x); x 2 


h

:= 


1

g

1

(x)

�

U 5.12 Falls �a(x) > 0 8x 2 !,

�
(x) � 0 8x 2 ! (bzw. > 0 in !) und

��(x) � 0 8x 2 


N

(bzw. > 0 auf 


N

= 


3

);

dann ist das DS (5.20) monoton (bzw. streng monoton).
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5.2.3.2 Konstruktion mittels Galerkin-Petrov Variationste
hnik

Betra
hten der Einfa
hheit halber Diri
hlet-Problem in polygonal berande-

tem Gebiet 
 � IR

2

�

:

�div (a(x)ru(x)) + 
(x)u(x) = f(x); 8x 2 


u(x) = 0 8x 2 �

1

= � = �


(5.21)

KF

unter den Voraussetzungen

(5.22)

8

>

>

<

>

>

:

a(�) 2 (P )C(

�


) : 0 < ��

1

� a(x) � ��

2

8 (f.

�

u.) x 2 
;


(�) 2 (P )C(

�


) : 0 � 
(x) � �
 8 (f.

�

u.) x 2 
;

f 2 L

2

(
);

� = �
 2 C

0;1

\ PC

k

mit k � 2:

Variationsformulierung:

Gesu
ht u 2 V

0

=W

1

2

(
) : a(u; v) = < F; v > 8v 2 V

0

(5.21)

VF

mit a(u; v) =

R




�

a(x)r

T

urv + 
(x)u(x)v(x)

�

dx;

< F; v > =

R




f(x)v(x) dx:

Aus (5.22)

?

a(�; �) V

0

-elliptis
h und V

0

-

�

F 2 V

�

0

=W

�1

2

(
)

9

=

;

) 9! u 2 V

0

: (5:21)

VF

.

Vernetzung:

a) Prim

�

arvernetzung: regul

�

are Dreie
ksvernetzung:

T

�

= fÆ

r

: r 2 IR

h

g ;

�


 = [

�

Æ

r

.

r 2 IR

h

b) Sekund

�

arvernetzung: zum Dreie
ksnetz geh

�

orende polygonal berandete Bo-

xen vom Typ 2) (siehe Punkt 5.2.2):

T

H

= fH(x) : x 2 �!

h

g,

H(x) = meas H(x) = O(h

2

),

�


 = [ H(x) = [ H(x

(i)

).

x 2 �!

h

i 2 �!

h
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FEM: T

�

�! V

h

= P

1

(T

�

) � V

0h

= P

1

0

(T

�

) = span

�

p

(i)

: i 2 !

h

	

� V

0

= W

1

2

(
).

P

1

-

" #

Æ

r

$ �

lineare v

h

j

�

= 0

Abb.

Dreie
ks-

elemente

(5.21)

FEM

Gesu
ht u

L

� u

h

2 V

0h

: a(u

h

; v

h

) =< F; v

h

> 8v

h

2 V

0h

x

?

?

?

y

u

L

=

P

i2!

h

u

(i)

p

(i)

(x)

v � v

h

= p

(k)

; k 2 !

h

(5.21)

FEM

Gesu
ht u

L

= u

h

= [u

(i)

℄

i2!

h

2 IR

N

h

: K

L

u

L

= f

L

mit K

L

= [a(p

(i)

; p

(k)

)℄

k;i2!

h

= K

T

L

p.d.,

f

L

= [< F; p

(k)

>℄

k2!

h

2 IR

N

h

.

Galerkin-Petrov-Zugang zur Box-Methode:

De�nieren die Testr

�

aume

T

h

:= P

0

(T

H

) =

(

�v � �v

h

=

X

i2�!

h

v

(i)

�

(i)

(x)

)

� L

2

(
) 6� W

1

2

(
) = V !


harakteristis
he Funktion der Box H(x) :

�

(i)

(x) = �

H(x

(i)

)

(x) :=

�

1; x 2 H(x

(i)

) [ �H

�

(x

(i)

)

0; sonst

T

0h

= P

0

0

(T

H

) =

(

�v =

X

i2!

h

v

(i)

�

(i)

(x)

)

= span

�

x

(i)

: i 2 !

h

	

� L

2

(
) 6� W

1

2

(
) !

#

�v(x) = 0 8x 2 � !

?

1

2

3

Idee:

Z




PDgl. � �v dx 8�v 2 T

0h

;

#

X

j2�!

h

(j2!

h

)

Z

H(x

(j)

)

(�div(aru) + 
u) �v dx =

Z




f�v dx; 8�v 2 T

0h

:

Partielle Integration im Hauptteil (verglei
he au
h (5.14))

�

X

j2!

h

Z

�H(x

(j)

)

a(x)

�u(x)

�n

*

�v ds+

X

j2!

h

Z

H(x

(j)

)


u�v dx =

Z




f�v dx

| {z }

=:(f;�v)

0

8�v 2 T

0h

:

Su
he u = u

h

2 V

0h

: 2 !
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Zwei Galerkin-Petrov-S
hemata:

Gesu
ht u

B

=

P

i2!

h

u

(i)

p

(i)

(x) 2 V

0h

= P

1

0

(�

�

) � V

0

:

�a(u

B

; �v) = (f; �v)

0

8�v 2 T

0h

6� V

0

(5.21)

Box

mit �a(�; �) : V

0h

� T

0h

! IR

1

, wobei

a)

"

E
htes\ Galerkin-Petrov-S
hema:

�a(u

B

; �v) = �

X

j2�!

h

Z

�H(x

(j)

)

a(x)

�u

B

�n

*

�v ds+ (


#

u

B

; �v)

0

b) Lumping Galerkin-Petrov-S
hema:

�a(u

B

; �v) = �

X

j2!

h

Z

�H(x

j)

)

a(x)

�u

B

�n

*

�v ds+ (


#

�u

B

; �v)

0

wobei

V

0h

3 u

B

=

X

i2!

h

u

(i)

p

(i)

(x)$ �u

B

=

X

i2!

h

u

(i)

�

(i)

(x) 2 T

0h

:

? ?

6

Isomorphismus

u = [u

(i)

℄

i2!

h

2 IR

N

h

I

R

9

6

Ableitung des GS:

Gesu
ht u

B

2 V

0h

: �a(u

B

; �v) = (f; �v)

0

8�v 2 T

0h

b) Lumping Galerkin-Petrov-S
hema

(5.21)

Box

b)

u

B

=

X

i2!

h

u

(i)

p

(i)

(x)

�u

B

=

X

i2!

h

u

(i)

�

(i)

(x)

�v = �

(k)

; k = !

j

*

Y

�

�u = [u

(i)

℄

i2!

h

2 IR

N

h

�

P

j2�!

h

R

�H(x

(j)

)

a(x)

�u

B

(x)

�n

*

�

(k)

(x) ds+

R





(x)�u

B

(x)�

(k)

(x) dx =

R




f�

(k)

dx

�

R

�H(x

(k)

)

a(x)

�u

B

(x)

�n

*

ds+

R

H(x

(k)

)


(x)�u

B

(x) dx =

R

H(x

(k)

)

f(x) dx

X

i2!

h

u

(i)

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

�

Z

�H(x

(k)

)

a(x)

�p

(i)

(x)

�n

*

dx+

Z

H(x

(k)

)


(x)�

(i)

dx

| {z }

R

H(x

(k)

)


(x) dx Æ

ki

 Lumping

9

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

=

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

;

=

Z

H(x

(k)

)

f(x) dx
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Resultat:

(5.21)

Box

b)

Gesu
ht u

B

= [u

(i)

℄

i2�!

h

2 IR

N

h

: K

B

u

B

= f

B

P

i2!

h

u

(i)

8

>

<

>

:

�

Z

�H(x

(k)

)

a(x)

�p

(i)

(x)

�n

*

ds+

Z

H(x

(k)

)


(x) dx Æ

ki

9

>

=

>

;

| {z }

=K

ki

=

Z

H(x

(k)

)

f(x) dx

| {z }

=f

(k)

Bemerkung 5.24:

1. (5.21)

Box

a)

Ges. u

B

2 IR

N

h

:

P

i2!

h

u

(i)

�a(p

(i)

; �

(k)

) = (f; �

(k)

)

0

8k 2 !

h

.

Leiten Sie die explizite Form ab !

2. K

B

= K

T

B

p.d. (mms).

3. Die auftretenden Linien- und Fl

�

a
henintegrale m

�

ussen im allgemeinen nu-

meris
h bere
hnet werden:

R

�H(x

(k)

)

: : : ds : Quadraturformel;

R

H(x

(k)

)

: : : dx : Kubaturformel;

(siehe au
h Punkt 5.2.3.1 !).

4. Fehlerabs
h

�

atzung in der Energienorm

kj � kj

2

:= a(�; �) ' j � j

2

1

' k � k

2

1

in V

0

unter der Voraussetzung

u 2 V

0

\ S

1

0

(�

�

) :=

8

<

:

v 2 V

0

= W

1

2

(
) :

 

X

r2IR

h

h

2

r

k�uk

2

0;Æ

r

!

1

2

� 
 inf

v

h

2V

0h

ju� v

h

j

1;


9

=

;

mit 
 = 
onst. 6= 
(h):

(5.23) kju� u

B

kj � C inf

T

0h

3�v$v2V

0h

fkju� vkj+ ku� �vk

0;


g � �
hkuk

2;


"

Approximationssatz

Vor.: u 2W

2

2

(
) (Kapitel 4)

Da

FE-L

�

osung

#

(5.24) kju� u

L

kj � inf

v2V

0h

kju� vkj

gilt o�enbar:

(5.25) kju� u

L

kj � kju� u

B

kj � 
 fkju� u

L

kj+ ku� �u

L

k

0;


g
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5. F

�

ur den Spezialfall

"

Poisson-Glei
hung\ (a � 1; 
 � 0) gilt:

(a) �

P

j2�!

h

R

�H(x

(j)

)

�u

�n

*

�v ds =

R




r

T

urv dx,

8u 2 V

0h

= P

1

0

(�

�

); 8v 2 V

0h

= P

1

0

(�

�

); v $ �v 2 T

0h

= P

0

0

(�

H

),

d.h., �a(u; �v) = a(u; v) 8u 2 V

0h

; 8v 2 V

0h

; v $ �v 2 T

0h

.

(b)

?

K

B

= K

L

, aber i. a. f

B

6= f

L

!

FVM FEM

(
) Fehlerabs
h

�

atzung: u 2 V

0

\ S

1

0

(kj � kj ' j � j

1

' k � k

1

)

(5.26) kju� u

B

kj � 
 inf

v

h

2V

0h

kju� v

h

kj:

Aus (5.25) und (5.26) folgt

(5.27) kju� u

L

kj � kju� u

B

kj � 
kju� u

L

kj:

Falls u 2 W

2

2

(
) folgt aus (5.26), kj � kj ' j � j

1

und dem Approximationssatz

4.5 sofort

(5.28) ju� u

B

j

1;


� �
a

1;2

hjuj

2;


Literatur:

[4℄ Bank R. E., Rose D. J.: Some error estimates for the box method.

SIAM Journal Numer. Anal., 1987, v. 24, No. 4, 777 { 787.

[16℄ Ha
kbus
h W.: On �rst (a) and se
ond (b) order box s
hemes, Computing,

1989, v. 41, 277 { 296:

(a) ku

L

� u

B

k

1

= 0(h),

(b) ku

L

� u

B

k

1

= 0(h

2

).

Bemerkung 5.25:

In [30℄ Liebau F.: Analyse einer Finite-Volumen-Elemente-Methode mit

quadratis
hen Ansatzfunktionen, Dissertation, Kiel, 1992.

wird eine Box-Methode h

�

oherer Ordnung vorges
hlagen:

! quadratis
he Ans

�

atze ! V

0h

= span fp

(i)

: i 2 !

h

g:

Resultat:

ku� u

B

k

1;


� 
h

2

kuk

3;


x 2 �!

h

= f�g
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H(x):

1. Dreie
ksviertelung

2. MD-Methode bzw. PB-Methode f

�

ur Hilfsdreie
ke

5.2.4 Bemerkungen zur Untersu
hung der diskreten Konvergenz

F

�

ur das DV (5:20)

PB

(

�

ahnli
hes gilt f

�

ur (5.20)

MD

, (5.21)

Box

; : : :)

v � u

h

: �!

h

! IR

1

: L

h

v(x) = f

h

(x); x 2 !;

l

h

v(x) = g

h

(x); x 2 


N

= 


23

;

v(x) = g

1

(x); x 2 


1

k

�

onnen in diskreten Normen folgende Fehlerabs
h

�

atzungen als Folge von Stabilit

�

at

und Approximation (u) gezeigt werden:

1 Diskrete Konvergenz in der W

1

2

(!

h

){Norm:

(5.29) k

Fehler

z

z }| {

u� v k

Æ

W

1

2

(!)

� 
(u)

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

h; f

�

ur (i) u 2 W

2

2

(
); �! - beliebig re-

gul

�

are Vernetzung,

h

3

2

; f

�

ur (ii) u 2 W

3

2

(
); �! - lokal unglei
h-

m

�

a�iges Gitter,

h

2

; f

�

ur (iii) u 2 W

3

2

(
); �! - glei
hm

�

a�iges

Gitter (� = �

1

);

(14) (20)

exakte L

�

osung

der RWA

L

�

osung

des DS

wobei

� kzk

2

Æ

W

1

2

(!)

:=

X

x

�

z

2

n

*

(x

�

)H

0

(x

�

)

| {z }

=:jzj

2

W

1

2

(!)

+

P

x2!

z

2

(x)H(x) +

P

x2


N

z

2

(x)h(x),

mit

Æ

W

1

2

(!) := fv : �! 7! IR

1

: vj




1

= 0; k � k

Æ

W

1

2

(!)

g und
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mit z

n

*

(x

�

) :=

z(�)�z(x)

h(x;�)

H

0

(x

�

) = s(x

�

)h(x; �)

(mit o�ensi
htli
her Modi�kation

am 


N

-Rand)

7

/

h(x; �) = h(x

�

)

s

k

s(x

�

)

x

�

x

�

-

1

2

H

0

(x

�

)

� glei
hm

�

a�iges Gitter:

, , , . . .

� lokal unglei
hm

�

a�iges Gitter: bedeutet, da� die Glei
hm

�

a�igkeit nur am Rand

� bzw. an Interfa
e-Linien gest

�

ort ist, d.h., bei O(h

�1

) Dreie
ken [21℄.

Beweiste
hnik:

Betra
hten o. B. d. Allg. das reine Diri
hlet-Problem 


1

= 
 (


N

= ;).

Das Fehlers
hema hat dann die Form

(5.30) z : �! ! IR

1

: L

h

z(x) =  (x) 8x 2 ! = !;

z(x) = 0 8x 2 
 = 


1

:

Zu zeigen ist:

W

1

2

(!)-W

�1

2

(!)-

Stabilit

�

at

+

Approximation

k (u)k

W

�1

2

(!)

)

diskrete Konvergenz

im W

1

2

(!)

a) (5.31) b) (5.33) (5.29)

a) W

1

2

(!)-W

�1

2

(!)-Stabilit

�

at:

� De�nieren diskretes L

2

(!){Skalarprodukt

(v; x) � (v; z)

L

2

(!)

:=

X

x2!

v(x)z(x)H(x):

� Multiplizieren (5.30) skalar mit z und s
h

�

atzen na
h oben und unten ab:

~�

1

kzk

2

W

1

2

(!)

� (L

h

z; z) = ( ; z) �

2

6

6

6

6

6

6

4

sup

z

j( ; z)j

kzk

W

1

2

(!)

| {z }

=: k k

W

�1

2

(!)

3

7

7

7

7

7

7

5

� kzk

W

1

2

(!)

"

(5.32)
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� Resultat:

(5.31) kzk

W

1

2

(!)

� 


S

k k

W

�1

2

(!)

mit 


S

= ~�

�1

1

� Dabei wurde die W

1

2

(!){Elliptizit

�

at benutzt:

(L

h

z; z) =

X

x2!

0

�

�

X

�2S

0

(x)

a(x

�

)

z(�)� z(x)

h(x; �)

s(x

�

)z(x)

1

A

+

X

x2!

�
(x)z

2

(x)H(x)

L

h

z(x) = �

1

H(x)

P

�2S

0

(x)

�a(x

�

)

z(�)�z(x)

h(x;�)

s(x

�

) + �
(x)z(x)

=

X

x2!

X

�2S

0

(x)

�a(x

�

)

�

�

z(�)� z(x)

h(x; �)

z(x)

h(x; �)

�

h(x; �)s(x

�

)

| {z }

H

0

(x

�

)

+

X

x2!

�
(x)z

2

(x)H(x)

6

�(z(�)� z(x))z(x) � (z(x)� z(�))z(�) =

= z

2

(x)� 2z(x)z(�) + z

2

(�)

= (z(�)� z(x))

2

=

X

x

�

�a(x

�

)

0

B

B

B

B

�

z(�)� z(x)

h(x; �)

| {z }

z

n

*
(x)

1

C

C

C

C

A

2

H

0

(x

�

) +

X

x2!

�
(x)z

2

(x)H(x)

� ~�

1

kzk

2

W

1

2

(!)

;

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

?

x

�

x

�

-

�

h(x; �) = h(�; x)

mit

~�

1

=

�

minf�a

1

; �


1

g; falls �
(x) � �


1

= 
onst. > 0 8x 2 !

h

8h 2 �;

�a

1

(1 + ~


2

F

)

�1

; falls �
(x) � 0 8x 2 !

h

8h 2 �;

wobei

�a

1

= 
onst. > 0 : �a(x

�

) � �a

1

= 
onst. > 0 8x; � 2 �!

h

8h 2 �

~


F

= 
onst. > 0 : Konstante aus diskreter Friedri
hs-Unglei
hung

(mms):

kzk

L

2

(!)

� ~


F

jzj

W

1

2

(!)

8z 2 W

1

2

(!) 8h 2 �:
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�

U 5.13 Man zeige analog zu (5.32) die Beziehung

(L

h

z; v) =

P

x

�

�a(x

�

)

z(�)� z(x)

h(x; �)

| {z }

=: z

*

n

(x

�

)

v(�)� v(x)

h(x; �)

| {z }

=: v

*

n

(x

�

)

H

0

(x

�

)+

+

P

x2!

�
(x) z(x) v(x)H(x);

aus der zusammen mit (5.32) folgt, da� L

h

(und damit die

zu (5.30) geh

�

orende Matrix A

h

) symmetris
h und positiv de-

�nit ist !

b) Approximationsabs
h

�

atzung dur
h Abbildung auf Referenzgebiet, dort Anwen-

dung des Lemmas von Bramble & Hilbert und R

�

u
kabbildung [26℄: Unter den

Vor. (i) u 2 W

2

2

(
) und �! { beliebig regul

�

ares Gitter sowie zus

�

atzli
hen Glatt-

heitsvoraussetzungen an die Daten fa; 
; fg erh

�

alt man [18℄:

(5.33) j( ; z)j � 
(u)hkzk

W

1

2

(!)

:

Tats

�

a
hli
h, aus der Approximationsfehleraufsplittung

 (x) = L

h

u� L

h

v

(5:14)

=

= L

h

u�

"

�

1

H(x)

R

�H(x)

a(x)

�u

�n

*

ds+

1

H(x)

R

H(x)


u dy

#

+

1

H(x)

R

H(x)

f dy

| {z }

=0

�

�

f(x)

=

(

�

1

H(x)

P

�2S

0

(x)

�a(x

�

)

u(�)�u(x)

h(x;�)

s(x

�

)�

"

�

1

H(x)

R

�H(x)

a(x)

�u

�n

*

ds

#)

+

(

�
(x)u(x)�

1

H(x)

R

H(x)


u(y) dy

)

+

(

1

H(x)

R

H(x)

f dy �

�

f(x)

)

=  

H

(x) +  


u

(x) +  

f

(x)

j( ; z)j � j( 

H

; z)j + ( 


u

; z)j � : : :

1)

Partielle

Summation

2)

S
h

�

atzen beispielsweise

1) j( 

H

; z)j � : : :

der Einfa
hheit halber unter der Vor. a = �a = 1 ab:

( 

H

; z) =

P

x2!

 

H

(x) z(x)H(x) =

=

P

x2!

8

>

<

>

:

P

�2S

0

(x)

2

6

4

�

u(�)� u(x)

h(x; �)

s(x

�

) +

Z

�(x;�)

�u

�n

ds

3

7

5

9

>

=

>

;

z(x)
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?

6

�

s(x

�

)

x

�
x

s(x

�

) = j�(x; �)j

k

�(x

�

)

�

=

P

x

�

2

6

4

1

s(x

�

)

Z

�(x

�

)

�u

�

*

n

ds�

u(�)� u(x)

h(x; �)

3

7

5

| {z }

�(x

�

)

z(�)� z(x)

h(x; �)

h(x; �) s(x; �)

| {z }

H

0

(x

�

)

=

P

x

�

�(x

�

) z

*

n

(x

�

)H

0

(x

�

)

j( 

H

; z)j �

r

P

x

�

�

2

(x

�

)H

0

(x

�

)

r

P

x

�

z

2

*

n

(x

�

)H

0

(x

�

)

�

r

P

x

�

�

2

(x

�

)H

0

(x

�

) kzk

W

1

2

(!)

Bramble{Hilbert{Lemma (siehe [18℄)

.

� 
hkuk

2;


kzk

W

1

2

(!)

:

Analog werden andere Terme abges
h

�

atzt [18℄.

2 Diskrete Konvergenz in der C(!){Norm (in 2D):

(5:34) ku� vk

C(!)

� 
(u)j lnhj

1

2

8

<

:

h f

�

ur (i)

h

3

2

f

�

ur (ii)

h

2

f

�

ur (iii)

(siehe (5.29))

Beweiste
hnik:

Abs
h

�

atzung (5.34) folgt sofort aus der W

1

2

(!)-Abs
h

�

atzung (5.29) und der soge-

nannten

"

s
hwa
hen\ W

1

2

(!)-Einbettung in C(!):

(5:35) kzk

C(!)

:= max

x2!

jz(x)j � 
j lnhj

1

2

kzk

W

1

2

(!)

8 Gitterfunktion z : �! ! IR

1

mit z(x) = 0 8x 2 
 = 


1

:
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Die Unglei
hung (5.35) folgt aus einer entspre
henden Unglei
hung f

�

ur FE-Funkti-

onen. Es gilt n

�

amli
h

k~z

h

k

C(
)

� 
j lnhj

1

2

k~z

h

k

W

1

2

(
)

8 ~z

h

2 V

0h

FE-Raum der st

�

u
kweise

l linearen Funktionen auf

z

h

2 IR

N

h

der Prim

�

ardreie
ksvernetzung

l mit ~z

h

(x) = 0 8x 2 �

1

z(�) : �!

h

! IR

1

(5.36)

(siehe [18℄ und verglei
he Punkt 4.4.5)

Wegen (mms)

k~z

h

k

C(
)

= max

x2!

jz(x)j und


kzk

W

1

2

(!)

� k~z

h

k

W

1

2

(
)

� �
kzk

W

1

2

(!)

folgt tats

�

a
hli
h sofort (5.35) aus (5.36).

5.2.5 S
hlu�bemerkungen

Vorteile des modernen DV (Punkt 5.2) gegen

�

uber dem klassis
hen DV

(Punkt 5.1):

{ Flexibilit

�

at des Netzes: Dreie
ksnetze, Viere
ksnetze, . . . .

{ Lei
hte Behandlung sowohl von wesentli
hen als au
h nat

�

urli
hen Randbedingun-

gen.

{ Symmetrieerhaltung (au
h bei nat

�

urli
hen Randbedingungen) und p.d.:

a(�; �) symmetris
h und V

0

-elliptis
h ) K

FDM

= K

T

FDM

p.d.

{ Konservativit

�

at.

{ M -Matrizeneigens
haft von K

FDM

(bzw. Monotonit

�

at des Di�erenzens
hemas)

kann au
h f

�

ur Konvektionsprobleme (b 6= 0) dur
h ges
hi
kte Upwind-Approxima-

tion erhalten werden (

?

Maximumprinzip; C

h

-C

h

{Stabilit

�

at; siehe Punkt 5.1.4).

{ Standarde Stabilit

�

atsresultate:

a) a(�; �) V

0

-elliptis
h und V

0

-bes
hr

�

ankt

?

W

1

2

(!

h

)-W

�1

2

(!

h

){Stabilit

�

at

b) W

1

2

(!)

"

,!\C(!)

?

C(!

h

)-W

�1

2

{

"

Stabilit

�

at\

{ Approximationsuntersu
hung:

Taylorreihente
hnik 7! Bramble-Hilbert-Lemma !

{ Fehlerabs
h

�

atzung in diskreten Normen f

�

ur L

�

osungen aus Sobolev-R

�

aumen:

u 2 W

1+�

2

(
) z.B. starke L

�

osung u 2 W

2

2

(
) oder u 2 PW

2

2

(
) und ni
ht

u 2 C

4

(

�


) !
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Standardliteratur: (siehe au
h Literaturliste: [4℄, [16℄, [18℄, [30℄).

1. Direkte Approximation der Bilanzglei
hungen: B. Heinri
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[18℄ Heinri
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themati
al Resear
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Kapitel 6

Au


�

osungsverfahren

Siehe au
h

� Praktikum

� Praktis
he Aspekte zur Implementierung und Bewertung von direkten und

iterativen Au


�

osungsverfahren in

[20℄ Jung M., Langer U.: Finite-Elemente-Methode. Vorlesungsskriptum,

S. 116 { 143.

� Lehrb

�

u
her: [2℄, [5℄, [14℄, [17℄.

6.1 Bewertung der klassis
hen direkten und iterativen

Au


�

osungsverfahren

Betra
hten lineares Glei
hungssystem der Form

(6.1) Gesu
ht u = u

h

2 IR

N

: Ku = f in IR

N

;

das dur
h Diskretisierung einer elliptis
hen RWA zweiter Ordnung mittels FEM (Kapitel

4) oder FDM (Kapitel 5) entstanden sei. Wir setzen voraus, da� die Systemmatrix K

symmetris
h und positiv de�nit sei (! s.p.d. Matrix). Weitere Eigens
haften von K

sind (verglei
he Punkt 4.3 f

�

ur FEM und Punkt 5.1.5.5 f

�

ur FDM):

1. GS ist typis
herweise gro�dimensioniert: N = dim K = O(h

�m

), wobei h - Diskre-

tisierungsparameter, m { Ortsdimension (
 � IR

m

);

2. GS ist s
hwa
h besetzt: NNE= O(h

�m

);

3. BW = O(h

�(m�1)

) (dur
hnumerierungsabh

�

angig !);

4. EW �(K) :


h

m




� �(K) �

�
h

m�2

FEM

�
h

�2

FDM

;

5. Konditionszahl: �(K) =

�

max

(K)

�

min

(K)

= O(h

�2

).

163



KAPITEL 6. AUFL

�

OSUNGSVERFAHREN 164

Folgerungen f

�

ur die Au


�

osung von (6.1):

1. Klassis
he direkte Verfahren:

Gau�-Elimination, L

T

DL-Zerlegung, Cholesky-Zerlegung, . . . :

M = Memory (

?

Fill-in !) � BW �N = O(h

�2m+1

),

Q = Anzahl der arithmetis
hen Operationen � (BW)

2

�N = O(h

�3m+2

),

s = Verlust an g

�

ultigen Zi�ern � lg�(K).

Situation: m = 1: M = O(h

�1

); Q = O(h

�1

)

?

(asymptotis
h) optimal !

m = 2; 3: Starkes Anwa
hsen von M und Q f

�

ur h& 0 !

(Optimal: M = O(h

�m

); Q = O(h

�m

) !)

m = 1; 2; 3: Bei einfa
her Genauigkeit kann Verlust der g

�

ultigen

Zi�ern s
hnell zu sinnlosen Resultaten f

�

uhren !

Fazit: Direkte Verfahren sollten nur f

�

ur diskrete 1D-Probleme und f

�

ur mo-

derate mehrdimensionale Probleme eingesetzt werden.

Die Vorteile der direkten Verfahren liegen si
herli
h in ihrer Robust{

heit au
h bei L

�

osung ni
htsymmetris
her Probleme (LU{, LDU{

Zerlegung) !

Bemerkung: Implementierungshinweise f

�

ur Cholesky-Verfahren (Pro�lerhal-

tung, Spei
herte
hniken et
.) und numeris
he Verglei
he siehe

[20℄ Punkt 5.1.

2. Klassis
he iterative Verfahren:

Ja
obi-Verfahren (GSV), Gau�-Seidel-Verfahren (ESV), Ri
hardson-Verfahren

([20℄ Punkt 5.2.1):

M � NNE = O(h

�m

),

I(") = Anzahl der Iterationen = O(�(K) ln "

�1

) = O(h

�2

ln "

�1

),

Q(") = I(")� Aufwand pro Iteration + eventueller Voraufwand

= O(h

�m�2

ln "

�1

),

wobei " 2 (0; 1) { relative Genauigkeit.

Situation:

� Spei
herplatzbedarf ist optimal, d.h., nur die NNE der Matrix K (+ Vektoren)

werden gespei
hert

?

Kompaktspei
herte
hniken !

� Aufwand pro Iterationss
hritt ist optimal, n

�

amli
h O(h

�m

) arithmetis
he Ope-

rationen !

	 Die Anzahl der Iterationen ist proportional zur Konditionszahl und w

�

a
hst

damit zu stark an !
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Auswege: (verglei
he au
h [26℄ Numerik I, Punkt 4.2.2)

1. Konvergenzbes
hleunigungste
hniken:

�

�

Uberrelaxation: SOR, SSOR,

� CG-Bes
hleunigung ([20℄ Punkt 5.2.2).

2. Vorkonditionierung C = C

T

p.d.: Ku = f 7! C

�1

Ku = C

�1

f :

� �(C

�1

K) � �(C

�0:5

KC

�0:5)

)� �(K),

� Aktion w = C

�1

d s
hnell ausf

�

uhrbar, d.h., Q(C

�1

d) = O(h

�m

).

C: SSOR [Praktikum℄, IC, MIC ([20℄ Punkt 5.2.3), . . . , BPX

3. Mehrgitter-Verfahren = Multigrid-Methoden (siehe [20℄, Punkt 5.2.4 und Vor-

lesung [25℄).

4. Nested Iteration: " = O(h

p

) = Diskretisierungsfehler mit optimalem Aufwand

Q = O(N):

z.B.: FMGM [25℄, Cas
adi
 CG.

6.2 Zur Vorkonditionierungsproblematik

L

�

osen (6.1) zun

�

a
hst dur
h das Verfahren der einfa
hen Iteration

(= Ri
hardson-Verfahren):

(6.2)

8

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

:

Anfangsn

�

aherung: u

0

2 IR

N

� geg.;

Iteration: j = 0; 1; : : :

u

j+1

�u

j

�

+Ku

j

= f

1: d

j

:= f �Ku

j

IF kd

j

k � "kd

0

k THEN Stop;

2: w

j

:= d

j

;

3: u

j+1

= u

j

+ �w

j

:

Die Konvergenzges
hwindigkeit des IV (6.2) ist von �(K) abh

�

angig bzw. von den

sogenannten Spektral

�

aquivalenzkonstanten 


1

und 


2

aus den Spektral

�

aquivalenzunglei-


hungen

(6.3) 


1

(v; v) � (Kv; v) � 


2

(v; v) 8v 2 IR

N




1

I � K � 


2

I




1

� �

min

(K) := min

v2IR

N

v 6=O

(Kv;v)

(v;v)

; 


2

� �

max

= max

v2IR

N

v 6=O

(Kv;v)

(v;v)

�(K) :=

�

max

(K)

�

min

(K)

�




2




1

?

�(K) = O(h

�2

) !;

wobei (�; �) das gew

�

ohnli
he Euklidis
he Skalarprodukt ist. Die Abs
h

�

atzungen 


1

und




2

von �

min

(K) und �

max

(K) sind ordnungsgem

�

a� s
harf. Damit verh

�

alt si
h �(K)

tats

�

a
hli
h wie O(h

�2

) !
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Bezei
hnen mit

z

j

= u� u

j

(u ist L

�

osung von (6.1))

den Fehler, dann ergeben si
h aus dem Fehlers
hema

z

j

= (I � �K)z

j�1

K

s

2

z

j

= K

s

2

(I � �K)K

�

s

2

K

s

2

z

j�1

= (I � �K)K

s

2

z

j�1

und aus der daraus folgenden Unglei
hung

kK

s=2

z

j

k = k(I � �K)K

s=2

z

j�1

k � kI � �Kk kK

s=2

z

j�1

k

die Fehlerabs
h

�

atzungen

kjz

j

kj

s

� q

j

kjz

0

kj

s

f

�

ur s = 0; 1; : : : (sogar 8s 2 IR)(6.4)

mit kjvkj

s

:= kvk

K

s

� (K

s

v; v)

0:5

;

kvk = kjvkj

0

= kvk

I

= (v; v)

0:5

;

%(I � �K)

| {z }

Spektralradius

= kI � �Kk = kjI � �Kkj

s

=

"

K=K

T

= max fj1� ��

min

(K)j; j1� ��

max

(K)jg �

� q := max fj1� �


1

j; j1� �


2

jg < 1 f

�

ur 0 < � < 2=


2

:

-

6

�

?

1

�

opt

1=


2

�

opt

2=


2

1=


1

�

� -

Betra
hten Fehlerabs
h

�

atzung (6.4) f

�

ur

s = 0: ku� u

j

k � q

j

ku� u

0

k

?

ni
ht praktis
h

�

uberpr

�

ufbar !

s = 1: ku� u

j

k

K

� q

j

ku� u

0

k

K

?

ni
ht praktis
h

�

uberpr

�

ufbar !

s = 2:

�

ku� u

j

k

K

2

� q

j

ku� u

0

k

K

2

kf �Ku

j

k � q

j

kf �Ku

0

k

?

praktis
h auswertbar !

! Defektnorm

F

�

ur die optimale Parameterwahl

�

opt

=

2




1

+ 


2

erhalten wir die bestm

�

ogli
he Konvergenzrate (verglei
he [26℄ Numerik I, Punkt 4.2.2)

q

opt

=




2

� 


1




2

+ 


1

=

1� �

1 + �

mit � =




1




2

�

=

1

�(K)

= O(h

2

)

"




1

�

= �

min

(K)

"

=\ beste




2

�

= �

max

(K) Information !
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Resultat:

1. I(") = Anzahl der Iterationen f

�

ur

�

q

I(")

� "

�

= [jln "

�1

= ln q

�1

j℄ =

Taylor

= O(�(K) ln "

�1

) = O(h

�2

ln "

�1

) 	

2. Q

it

= Aufwand pro Iterationss
hritt =

= Q(K � u

j

; d

j

= f �Ku

j

; u

j+1

= u

j

+ �!

j

) =

= O(h

�m

) � N �

3. Q(") = Gesamtaufwand = I(") �Q

it

= O(h

�m�2

ln "

�1

); 	

wobei [jxj℄ die kleinste ganze Zahl � x bezei
hnet.

Idee: Reduktion der Iterationszahlen dur
h Vorkonditionierung C = C

T

p.d.:

Betra
hten anstelle von (6.2) die vorkonditionierte Methode der einfa
hen Iteration (vor-

konditioniertes Ri
hardson{Verfahren)

C

u

j+1

� u

j

�

+Ku

j

= f

1: d

j

= f �K � u

j

2: w

j

= C

�1

� d

j

(Vorkonditionierung)

3: u

j+1

= u

j

+ �!

j

(6.5)

j = 0; 1; : : : ;

mit gegebener Startn

�

aherung u

0

2 IR

N

und Vorkonditionierung C = C

T

p.d.

Mit der Substitution

(6.6) u

j

= C

�0:5

v

j

wird (6.5)

�

aquivalent zum Iterationsverfahren

(6.7)

v

j+1

� v

j

�

+ C

�0:5

KC

�0:5

v

j

= C

�0:5

f .

Damit entspri
ht (6.7) dem Verfahren der einfa
hen Iteration (6.2) mit der vorkondi-

tionierten Matrix C

�0:5

KC

�0:5

anstelle K und der re
hten Seite C

�0:5

f anstelle f .

Folgli
h gelten au
h alle obengenannten Resultate in entspre
hend modi�zierter

Form:

1. I(") = O(�(C

�0:5

KC

�0:5

) ln "

�1

) = [jln "

�1

= ln q

�1

j℄

mit q = max fj1� �


1

j ; j1� �


2

jg und 


1

bzw. 


2

aus den Spektral

�

aquivalenz{

unglei
hungen (b= EWP: Kv = �Cv)




1

(v; v) � (C

�0:5

KC

�0:5

v; v) � 


2

(v; v) 8v 2 IR

N

;(6.8)




1

(Cv; v) � (Kv; v) � 


2

(Cv; v) 8v 2 IR

N

(


1

C � K � 


2

C):

2. Q

it

= Q(K � u

j

; d

j

= f �Ku

j

;w

j

= C

�1

� d

j

; u

j+1

= u

j

+ �w

j

) =

= O(h

�m

) +Q(w

j

= C

�1

d

j

):

3. Q(") = O

�

�(C

�0:5

KC

�0:5

) � ln "

�1

�Q

it

(: : :C

�1

� d

j

: : :)

�

.
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Fehlerabs
h

�

atzung (6.4) angewandt auf (6.7) unter Bea
htung von (6.6):

(6.9) ku� u

j

k

�

� q

j

ku� u

0

k

�

mit k � k

�

= k � k

C

0:5

(C

�0:5

KC

�0:5

)

s

C

0:5

:

s = 0: k � k

�

= k � k

C

?

ni
ht praktis
h verwendbar !

s = 1: k � k

�

= k � k

K

?

ni
ht praktis
h verwendbar !

s = 2: k � k

�

= k � k

KC

�1

K

:

(w

j

; d

j

) � "

2

(w

0

; d

0

)

?

praktis
h auswertbar !

Aus den oben dargelegten Resultaten ergeben si
h o�enbar folgende Forde-

rungen an die Wahl des Pr

�

akonditionierers C = C

T

p.d.:

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

1. Forderung: Die Vorkonditionierungsaktion

w

j

:= C

�1

� d

j

mu� s
hnell dur
hzuf

�

uhren sein, da sie in jedem Ite-

rationss
hritt ausgef

�

uhrt werden mu�:

Ziel: Q(w

j

= C

�1

� d

j

) = O(h

�m

) !

2. Forderung: �(C

�0:5

KC

�0:5

) � �(C

�1

K)� �(K):

Ziel: �(C

�0:5

KC

�0:5

) = O(1) !

Extremf

�

alle:

1. C = I: 1. Forderung optimal erf

�

ullt, aber 2. Forderung ni
ht !

2. C = K: 2. Forderung optimal erf

�

ullt (�(C

�0:5

KC

�0:5

) = 1

?

1 Iteration f

�

ur

� = 1), aber 1. Forderung ni
ht !

Gesu
ht: Kompromi� zwis
hen 1. und 2. Forderung:

I C K

(einfa
he Iteration) ? (direktes Verfahren)

#

Vorlesung

[25℄

#

Vorlesung

[27℄

�

9 z

1977 � 1970 � 1983 � 1985 � 1986 1986 1990

: : : IC : : :MIC : : : SSOR

| {z }

[20℄, [Praktikum℄

: : :MGM : : :DD : : :Multilevel (HB, BPX),. . . ) : : :ASM/MSM

| {z }

#

Punkt 6.3

Bemerkung:

Zus

�

atzli
he Forderungen an Pr

�

akonditionierer sind:

{ Unabh

�

angigkeit der Konditionszahl �(C

�1

K) von

"

s
hle
hten\ Parametern wie:

KoeÆzienspr

�

unge, Singularit

�

aten, Netzgraduierungen et
. !

{ Parallelisierbarkeit der Vorkonditionierungsaktion C

�1

� d

j

!
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Na
hteile des Ri
hardson{Verfahrens:

1. Zur Bestimmung von �

opt

ben

�

otigt man 


1

und 


2

explizit und m

�

ogli
hst nahe an

�

min

(C

�1

K) und �

max

(C

�1

K) !

2. I(") � �(C

�1

K) !

Auswege: ! Variationsiterationsverfahren (

?

ni
htlinearer Fehler

�

ubergangs-

operator)

1. Gradientenverfahren (GV): 


1

und 


2

werden ni
ht ben

�

otigt !

� = �

j+1

wird aus der Bedingung

J(u

j

+ �w

j

) :=

1

2

�

K(u

j

+ �w

j

); (u

j

+ �w

j

)

�

� (f; u

j

+ �w

j

)! min !

"

Ritzs
hes Energiefunktional

bestimmt, wobei die Su
hri
htung mit dem vorkonditionierten Defekt w

j

= C

�1

d

j

zusammenf

�

allt. Aus der hinrei
henden und notwendigen Minimumsbedingung

dJ(u

j

+ �w

j

)

d�

� (Kw

j

; u

j

) + �(Kw

j

; w

j

)� (f; w

j

) = 0

erhalten wir sofort

�

j+1

=

(f;w

j

)�(Ku

j

;w

j

)

(Kw

j

;w

j

)

=

(d

j

;w

j

)

(Kw

j

;w

j

)

Da

min

�

J(u

j

+ �w

j

) () min

�

ku� (u

j

+ �w

j

)k

K

(verglei
he [26℄ Numerik I,

�

U 4.5), kann die Konvergenz des GV ni
ht s
hle
hter

sein als die des Ri
hardson-Verfahrens (6.5):

ku� u

j+1

k

K

= min

�

ku� (u

j

+ �w

j

)k

K

� ku� (u

j

+ �w

j

)k

K

GV � qku� u

j

k

K

� : : : � q

j

ku� u

0

k

K

;

#

� 2 (0; 2=


2

); d.h.,

"

Ri
hardson-�\

?

I(") = O (�(C

�1

K) ln "

�1

) :

2. Konjungiertes Gradientenverfahren (CG):

In der Praxis wird zur Au


�

osung von (6.1) in allererster Linie das vorkonditionier-

te konjungierte Gradientenverfahren (PCG = Pre
onditioned Conjugate Gradient

Method) genutzt.

Das PCG-Verfahren

� beh

�

alt den Vorteil des GV (d.h., 


1

und 


2

werden zur Dur
hf

�

uhrung ni
ht

ben

�

otigt)

� und hat zus

�

atzli
h einen Konvergenzbes
hleunigungse�ekt:

I(") �

p

�(C

�1

K) ln "

�1

.
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Idee: Verwendung orthogonaler Su
hri
htungen s

j

anstelle des vorkonditio-

nierten Defekts w

j

!

Algorithmus:

1. Starts
hritt:

W

�

ahle Anfangsn

�

aherung: u

0

2 IR

N

:

a) u

0

= 0 bzw. u

0

= C

�1

f ,

b) u

0

� u

0

l

= I

l

l�1

u

j

l�1

l�1

(Nested Iteration: Cas
adi
 CG),

_

R


) u

0

{ anderweitig, z.B. aus vorhergehendem Zeits
hritt bei

instation

�

aren Problemen.

d

0

= f �Ku

0

w

0

= C

�1

d

0

{ vorkonditionierter Defekt

s

0

= w

0

2. Iteration: j = 0; 1; : : : ; j

�

= I

max

(")

Genauigkeitstest: 0 < " < 1; " { relative Genauigkeit:

(w

j

; d

j

) � "

2

(w

0

; d

0

)

kz

j

k

KC

�1

K

� "kz

0

k

KC

�1

K

; z

j

= u-u

j

-Fehler

�

j+1

=

(w

j

;d

j

)

(Ks

j

;s

j

)

u

j+1

= u

j

+ �

j+1

s

j

d

j+1

= d

j

� �

j+1

Ks

j

w

j+1

= C

�1

d

j+1

�

j+1

=

(w

j+1

;d

j+1

)

(w

j

;d

j

)

s

j+1

= w

j+1

+ �

j+1

s

j

� = �

j+1

: ku� (u

j

+ �s

j

)k

K

! min

�

m

J(u

j

+ �s

j

)! min

�

1)

d

j+1

= f �Ku

j+1

= f �K(u

j

+ �

j+1

s

j

)

= d

j

� �

j+1

Ks

j

Vorkonditionierungsglei
hung

(s

j+1

; s

j

)

K

= 0 !; d.h.,

� = �

j+1

: (w

j+1

+ �s

j

; s

j

)

K

= 0

2)

Bemerkung zum Algorithmus:

0

1) �

j+1

1)

=

(d

j

;s

j

)

(Ks

j

;s

j

)

=

(d

j

;w

j

)+�

j

(s

j

;s

j�1

)

(Ks

j

;s

j

)

=

(d

j

;w

j

)

(Ks

j

;s

j

)

:

" "

siehe 1. GV s

j

= w

j

+ �

j

s

j�1

2) �

j+1

2)

= �

(Kw

j+1

;s

j

)

(Ks

j

;s

j

)

=

(w

j+1

;d

j+1

)

(w

j

;d

j

)

:

"

mms
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Konvergenz des PCG-Verfahrens:

(6.11) ku� u

j

k

K

� q

j

ku� u

0

k

K

;

mit

q

j

=

2q

j

1 + q

2j

;

q =

1�

p

�

1 +

p

�

; � = 


1

=


2

�

"

=\

� 1=�(C

�1

K)

�

;

d.h.,

I(") = I(q

j

� ") =

"

�

�

�

�

�

ln("

�1

+

p

"

�2

+ 1)

ln q

�1

�

�

�

�

�

#

� O

�

p

�(C

�1

K) ln "

�1

�

:

Literatur: [5℄ Braess D.: Finite Elemente. Springer-Lehrbu
h, Berlin 1992.

Kapitel IV, S. 149 { 182.

6.3 Moderne Multilevel Pr

�

akonditionierer

6.3.1 S
hwarzs
he Methoden: MSM und ASM

� MSM = Multipli
ative S
hwarz Method

� ASM = Additive S
hwarz Method

Betra
hten symmetris
hes, V

0

-elliptis
hes und V

0

-bes
hr

�

anktes Variationspro-

blem

(6.12) Gesu
ht u 2 V

0

: a(u; v) =< F; v > 8v 2 V

0

und ein dazugeh

�

origes FE-S
hema

�

 ! FE-GS:

(6:12)

h

Gesu
ht u

6h

2 V = V

0h

: a(u

6h

; v

6h

) =< F; v

h

> 8v

6h

2 V

0h

;

x

?

?

?

y

 � = ['

(i)

℄

i2!

h

= ['

(1)

; : : : ; '

(N)

℄ : V = span �;

"

Knotenbasis\

(6:12)

h

u

6h

2 IR

N

6h

: K

6h

u

6h

= f

6h

;

wobei u = �u � ['

(1)

; : : : ; '

(N)

℄u :=

N

P

i=1

u

(i)

'

(i)

. Die Notation

"

6 h\ soll andeuten, da�

der Index h im weiteren au
h weggelassen wird.
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Sei nun

(6.13) V =

p

X

s=1

V

s

Bsp.

7�! V := IR

2

=

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

p = 2

?

�

p = 2 �

p = 3 +

als direkte Summe von p Unterr

�

aumen V

s

= span �V

s

� V (s = 1; p) darstellbar,

wobei V

s

{Basistransformationsmatrix der Dimension N � N

s

; N

s

= dim V

s

= rang

V

s

;

p

P

s=1

N

s

� N .

De�nieren Ritz{Projektor P

s

2 L (V;V

s

) � [V;V

s

℄:

(6.14) P

s

: V 7! V

s

{ Orthoprojektor bzgl. d. energ. Skalarproduktes a(�; �) :

a( P

s

u

|{z}

u

s

= �V

s

u

s

2 V

s

;

; v

s

) = a(u; v

s

) 8v

s

2 V

s

8u 2 V;

#

v

s

= �V

s

v

s

; u

s

; v

s

2 IR

N

s

;

a(�V

s

u

s

;�V

s

v

s

) = a(�u;�V

s

v

s

)

(KV

s

u

s

; V

s

v

s

) (Ku; V

s

v

s

)

V

T

s

KV

s

u

s

= V

T

s

Ku; d.h., u

s

= (V

T

s

KV

s

)

�1

V

T

s

Ku
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ASM = Additive S
hwarzs
he Methode f

�

ur das Raum-Splitting (6.13)

V =

p

P

s=1

V

s

:

Startn

�

aherung: u

0

= �u

0

2 V =

p

P

s=1

V

s

.

Iteration:

FOR n = 0 STEP 1 UNTIL Convergen
e DO

BEGIN FOR ALL s = 1; p DO IN PARALLEL

�V

s

v

s

w

n

s

= �V

s

w

n

s

2 V

s

: a(w

n

s

; v

s

) = < F; v

s

> � a(u

n

; v

s

)

| {z }

a(u� u

n

; v

s

)

8v

s

= �V

s

v

s

2 V

s

inexakte Lsg. !

?

?

?

y

b

s

(w

n

s

; v

s

)

Subspa
e-

x

?

?

?

?

y

Corre
tion

w

n

s

2 IR

N

s

: V

T

s

KV

s

w

n

s

= V

T

s

d

n

mit d

n

= f �Ku

n

=

# = K(u� u

n

);

C

s

(spd) u

n

$ u

n

= �u

n

:

END FOR

(6:15) u

n+1

= u

n

+ �

p

P

s=1

w

n

s

= u

n

+ �

p

X

s=1

P

s

| {z }

=:P

(u� u

n

)

| {z }

=: z

n

x

?

y

u

n+1

= u

n

+ �

p

P

s=1

V

s

w

n

s

.

Fehler

�

ubergangss
hema:

F

�

ur den Fehler z

n

= u� u

n

erhalten wir aus (6.15) unmittelbar das Iterationss
hema

(6.16) z

n+1

= (I � �

p

X

s=1

P

s

)z

n

;

aus dem sofort die Fehlerabs
h

�

atzung

(6.17) kz

n+1

k � kI � �

p

X

s=1

P

s

kkz

n

k

in der Energienorm k � k

2

= a(�; �) folgt.
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Matrix-Darstellung der ASM:

u

n+1

= u

n

+ �

p

X

s=1

V

s

w

n

s

(6.15)

#

w

n

s

= (V

T

s

KV

s

)

�1

V

T

s

=d

n

z }| {

K(u� u

n

)

u

n+1

= u

n

+ �

p

X

s=1

V

s

(V

T

s

KV

s

)

�1

V

T

s

K

| {z }

(u� u

n

)

	

�

-

u

n+1

= u

n

+ �

p

X

s=1

z}|{

P

s

| {z }

=:P

(u� u

n

)

u

n+1

= u

n

+ �

p

X

s=1

V

s

(V

T

s

KV

s

)

�1

V

T

s

| {z }

=:C

�1

K(u� u

n

)

| {z }

=d

n

=f�Ku

n

(6.15) C

u

n+1

�u

n

�

+Ku

n

= f ,

d.h., ASM = Ri
hardson{Verfahren (= Methode der einfa
hen Iteration)

mit dem ASM-Pr

�

akonditionierer C = C

T

p.d.:

(6.18) C

�1

=

p

P

s=1

V

s

(V

T

s

KV

s

)

�1

| {z }

#  inexakte Lsg.

C

�1

s

(spd)

V

T

s
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Bemerkung 6.1:

1. Aus Punkt 6.2 erhalten wir sofort das folgende Konvergenzresultat f

�

ur das

Ri
hardson{Verfahren:

(6.19) Vor.: 9 
; �
 = 
onst. > 0 : 
 C � K � �
 C:

Bh.: Dann gelten die Fehlerabs
h

�

atzungen:

ku� u

n+1

k

K

C

KC

�1

K

� q

n+1

ku� u

0

k

K

C

KC

�1

K

f

�

ur 0 < � < 2=�
;

0 � q

opt

= q(�

opt

) :=

�
�


�
+


� q = q(�) < 1;

"

�

opt

:=

2

�
+


q = q(�) := max

�

j1� �
j; j1� � �
j

	

;

KC

�1

K =

p

P

s=1

KV

s

(V

T

s

KV

s

)

�1

V

T

s

K:

2. Wir betra
hten die ASM als Methode zur Konstruktion von Pr

�

akonditionierern der

Form (6.18) und die ASM-Ma
hinary (siehe Punkt 6.3.2 und DD-Vorlesung [27℄)

als Te
hnik zur Analysis (d.h., zur Bestimmung von 
 und �
) !!

3. In der Praxis nutzt man nat

�

urli
h CG-Bes
hleunigung, d.h., PCG mit der

Pr

�

akonditionierung

(6.20) w

n

= C

�1

d

n

:=

p

P

s=1

V

s

(V

T

s

KV

s

)

�1

V

T

s

d

n

.
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�

U 6.1 Man zeige,

1. P :=

p

P

s=1

P

s

= P

�

p.d. (bez

�

ugli
h a(�; �)),

d.h., 9 P

�1

2 L(V;V). Hinweis: V =

P

V

s

;

P

N

s

� N .

2. Die folgenden Unglei
hungen sind

�

aquivalent:

(6:19) 
 C � K � �
 C;

(6:19

0

) 
 a(v; v) � a(Pv; v) � �
 a(v; v) 8v 2 V;

(6:19

00

) 
 a(P

�1

v; v) � a(v; v) � �
 a(P

�1

v; v) 8v 2 V:

3. Die L

�

osung des Variationsproblems

(6.12)

h

Ges. u 2 V � V

0h

: a(u; v) = < F; v > 8v 2 V

ist

�

aquivalent zur L

�

osung der Operatorglei
hung

(6:12)

0

h

Ges. u 2 V : Pu = g in V

mit g =

p

P

s=1

g

s

und

g

s

2 V

s

: a(g

s

; v

s

) = < F; v

s

> 8v

s

2 V

s

.

MSM = Multiplikative S
hwarzs
he Methode f

�

ur das Raum-Splitting

(6.13) V =

p

P

s=1

V

s

:

Startn

�

aherung: u

0

= �u

0

2 V =

p

P

s=1

V.

Iteration:

FOR n = 0 STEP 1 UNTIL Convergen
e DO

u

n+0

:= u

n

FOR s = 1 STEP 1 UNTIL p DO

w

n+s=p

s

2 V

s

: a(w

n+s=p

s

; v

s

) = < F; v

s

> � a(u

n+

s�1

p

; v

s

) �

inexakte Lsg. !# � a(u� u

n+

s�1

p

; v

s

) 8v

s

2 V

s

b

s

(w

n+s=p

s

; v

s

)

u

n+s=p

= u

n+

s�1

p

+ w

n+

s�1

p

s

� u

n+

s�1

p

+ P

s

(u� u

n+

s�1

p

)

END FOR

END FOR



KAPITEL 6. AUFL

�

OSUNGSVERFAHREN 177

Bemerkung 6.2:

1. u� u

n+s=p

= u� u

n+

s�1

p

� P

s

(u� u

n+

s�1

p

) =

= (I � P

s

)(u� u

n+

s�1

p

) = (I � P

s

)z

n+

s�1

p

=) z

n+1

= (I � P

p

)(I � P

p�1

) � : : : � (I � P

1

)z

n

=) kz

n+1

k := [a(z

n+1

; z

n+1

)℄

0:5

� k(I � P

p

) � : : : � (I � P

1

)k

| {z }

� q

MSM

< 1 !?

kz

n

k

2. Frage: a(�; �)

inexakte

 

Lsg.

b

s

(�; �) ?

3. Konvergenzanalysis: siehe [27℄ DD-Vorlesung: (q

MSM

� q

2

ASM

!!).

Ein erstes Beispiel:

V

s

= span

�

'

(s)

	

; s = 1; p; p = N = N

h

;

V

s

= span �V

s

mit V

s

= e

s

=

2

6

6

6

6

6

4

0

.

.

.

1

.

.

.

0

3

7

7

7

7

7

5

N�N

s

 � s-te Zeile (Element)

N

s

= dim V

s

= 1;

V

T

s

KV

s

= e

T

s

Ke

s

= K

ss

:

ASM = (ged

�

ampftes) JACOBI-Verfahren:

C

�1

=

N

P

s=1

e

s

K

�1

ss

e

T

s

=

N

P

s=1

2

6

6

6

6

4

0 O

0

K

�1

ss

0

O 0

3

7

7

7

7

5

= D

�1

mit D = diag K;

D

u

n+1

�u

n

�

+Ku

n

= f:

MSM = Gau�-Seidel-Verfahren:

u

n+s=p

= u

n+

s�1

p

+ V

s

w

n+s=p

s

#

w

n+s=p

s

= w

n+s=p

s

= (V

T

s

KV

s

)

�1

V

T

s

(f �Ku

n+

s�1

p

)

=

1

K

ss

(f

s

�

N

P

j=1

K

sj

u

n+

s�1

p

j

);

d.h., u

n+s=p

s

=

1

K

ss

(f

s

�

P

j 6=s

K

sj

u

n+

s�1

p

j

); wobei u

j

= u

(j)

:
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Bemerkung 6.3:

� Raum-Splitting V =

p

P

s=1

V

s

� Bilinearform(en)

a(�; �) bzw. b

s

(�; �) auf V

s

9

>

>

=

>

>

;

*

j

Def.

Def.

MSM,

ASM.

�

6.3.2 Te
hniken zur Abs
h

�

atzung der Spektral

�

aquivalenzkonstanten

f

�

ur die ASM{Pr

�

akonditionierer

6.3.2.1 Der exakte ASM{Pr

�

akonditionierer C

�1

=

P

s

V

s

(V

T

s

KV

s

)

�1

V

T

s

Ziel: Bestimmung der Spektral

�

aquivalenzkonstanten




�

"

= \ �

min

(C

�1

K) = �

min

(P ) und

�


�

"

= \ �

max

(C

�1

K) = �

max

(P ):

(6:19) 
 C � K � �
 C;

(6:19

0

) 
 a(v; v) � a(Pv; v) � �
 a(v; v) 8v 2 V;

(6:19

00

) 
 a(P

�1

v; v) � a(v; v) � �
 a(P

�1

v; v) 8v 2 V

und Untersu
hung ihrer Abh

�

angigkeit vom Diskretisierungsparameter h

und anderen

"

s
hle
hten\ Parametern, wie z.B. p (insbesondere bei der

Parallelisierung), KoeÆzientenspr

�

unge, Netzgraduierungen et
.

De�nieren zun

�

a
hst in V eine neue Norm dur
h

(6.21) kjukj

2

:= inf

u=

p

P

s=1

u

s

u

s

2V

s

p

X

s=1

a(u

s

; u

s

):

6

d.h., inf

�

uber alle Zerlegungen von u

�

U 6.2 Man zeige, da� dur
h (6.21) wirkli
h eine Norm kj � kj in V de�niert wird !

Satz 6.4: (Exakter ASM-Pr

�

akonditionierer)

�

min

(P ) = min

u2V

u6=O

a(u;u)

kjukj

2

und �

max

(P ) = max

u2V

u6=O

a(u;u)

kjukj

2
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Beweis:

� Zeigen:

(6.22) kjukj

2

= a(P

�1

u; u) 8u 2 V:

� Tats

�

a
hli
h, sei

u =

p

X

s=1

u

s

; u

s

2 V

s

(s = 1; p)

eine beliebige Subspa
e-Zerlegung von u 2 V. Dann gilt:

a(P

�1

u; u)

u =

P

s

u

s

#

=

p

X

s=1

a(

=:w

z }| {

P

�1

u; u

s

)

(6:14) a(w; v

s

) = a(P

s

w;v

s

) 8v

s

2 V

#

=

p

X

s=1

a(P

s

P

�1

u

| {z }

=:w

s

2V

s

; u

s

) �

2 � Cau
hy

#

�

(�)

 

p

X

s=1

a(w

s

; w

s

)

!

1

2

 

p

X

s=1

a(u

s

; u

s

)

!

1

2

=

a(P

s

P

�1

u

| {z }

=w

s

; v

s

) = a(P

�1

u; v

s

) 8v

s

2 V

# #

w

s

w

s

=

 

p

X

s=1

a(P

�1

u; w

s

)

!

1

2

 

p

X

s=1

a(u

s

; u

s

)

!

1

2

=

=

�

a(P

�1

u;

p

X

s=1

w

s

| {z }

=u

)

�

1

2

 

p

X

s=1

a(u

s

; u

s

)

!

1

2

=

=

�

a(P

�1

u; u)

�

1

2

 

p

X

s=1

a(u

s

; u

s

)

!

1

2

"

p

P

s=1

w

s

=

p

X

s=1

P

s

P

�1

u =

 

p

X

s=1

P

s

!

| {z }

=P

P

�1

u = P P

�1

u = u

?

mit Glei
hheit

"

=\ f

�

ur u

s

= w

s

, d.h., f

�

ur die Zerlegung u =

p

P

s=1

w

s

(

"

�\ 7�!

"

=\ (�)). q.e.d.
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Folgerung 6.5: (Lemma von P. L. Lions, 1987)

Vor.: 8u 2 V 9 Zerlegung u =

p

P

s=1

u

s

mit u

s

2 V

s

:

p

P

s=1

a(u

s

; u

s

) � 


2

L

a(u; u)

mit einer positiven Konstanten 


L

= 
onst. > 0.

Bh.: Dann gilt:

a(u; u) � 


2

L

a(Pu; u) 8u 2 V,

d.h., �

min

(P ) = min

u2V

a(Pu;u)

a(u;u)

�

1




2

L

.

Beweis:

a) direkt (mms bzw. siehe P. L. Lions [31℄).

b) folgt sofort aus Satz 6.4:

�

min

(P ) = min

u2V

a(u; u)

kjukj

2

= min

u2V

a(u; u)

inf

u=

P

v

s

v

s

2V

s

p

P

s=1

a(v

s

; v

s

)

�

1




2

L

:

"

inf

p

P

s=1

a(v

s

; v

s

) �

P

a(u

s

; u

s

) � 


2

L

a(u; u)

" "

9 u =

P

u

s

 � Vor.

q.e.d.

Folgerung 6.6:

Vor.: Sei � := [�

ij

℄

i;j=1;p

= �

T

: �

ij

2 [0; 1℄ :

ja(v

i

; v

j

)j � �

ij

(a(v

i

; v

i

))

1

2

(a(v

j

; v

j

))

1

2

8v

i

2 V

i

; 8v

j

2 V

j

(Vers
h

�

arfte Cau
hy-Unglei
hung); i; j = 1; p:

Bh.: Dann gilt:

�

max

(P ) = max

u2V

a(Pu;u)

a(u;u)

� %(�) := Spektralradius von �:
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Beweis: folgt aus Satz 6.4:

�

max

(P ) = max

u2V

a(u; u)

inf

u=

P

v

s

p

P

s=1

a(v

s

; v

s

)

= max

u2V

a(

=u

z }| {

p

X

i=1

u

i

;

=u

z }| {

p

X

j=1

u

j

)

inf

u=

P

v

s

p

P

s=1

a(v

s

; v

s

)

�

"

u=

P

u

s

sei Zerlegung: inf

u=

P

v

s

P

a(v

s

;v

s

)=

P

a(u

s

;u

s

)

� %(�)max

u2V

p

P

s=1

a(u

s

; u

s

)

inf

u=

p

P

s=1

v

s

p

P

s=1

a(v

s

; v

s

)

= %(�) � 1 = %(�):

"

0 � a(

P

u

i

;

P

u

j

) =

P

i;j

a(u

i

; u

j

) �

P

i;j

�

ij

(a(u

i

; u

i

))

1

2

(a(u

j

; u

j

))

1

2

�

� %(�)

p

P

s=1

a(u

s

; u

s

): q.e.d.

6.3.2.2 Der inexakte ASM{Pr

�

akonditionierer

~

C

�1

=

P

s

V

s

C

�1

s

V

T

s

Inexakte L

�

osung der Subspa
e-Probleme:

ASM: a(w

n

s

; v

s

) = < F; v

s

> � a(u

n

; v

s

) 8v

s

= �V

s

v

s

2 V

s

;

inexakte Lsg.!

?

?

y

V

T

s

KV

s

w

n

s

= V

T

s

d

n

; w

n

s

= �V

s

w

n

s

;

b

s

(w

n

s

; v

s

) = < F; v

s

> � a(u

n

; v

s

) 8v

s

= �V

s

v

s

2 V

s

;

C

s

w

n

s

= V

T

s

d

n

; w

n

s

= �V

s

w

n

s

;

wobei

(6.23) (C

s

w

s

; v

s

)

IR

N

s

:= b

s

(�V

s

w

s

| {z }

=w

s

;�V

s

v

s

| {z }

=v

s

) 8w

s

; v

s

2 IR

N

s

und die Bilinearformen b

s

(�; �) : V

s

� V

s

! IR

1

als symmetris
h, V

s

-elliptis
h und V

s

-

bes
hr

�

ankt vorausgesetzt werden, d.h.,

(6.24)

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

� symmetris
h : b

s

(u

s

; v

s

) = b

s

(v

s

; u

s

) 8u

s

; v

s

2 V

s

;

� V

s

-elliptis
h : �

s

kv

s

k

2

� b

s

(v

s

; v

s

) 8v

s

2 V

s

;

� V

s

-bes
hr

�

ankt : jb(u

s

; v

s

)j � ��

s

ku

s

kkv

s

k 8u

s

; v

s

2 V;

s = 1; p;

wobei hier k � k die von V

0

auf V � V

0h

und auf alle Teilr

�

aume V

s

induzierte Norm

bezei
hnet.
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Satz 6.7: (Inexakter ASM{Pr

�

akonditionierer)

Vor.: 1) Die Bilinearformen a(�; �) und b

s

(�; �) (s =

�

1; p) seien auf

V �V bzw. V

s

�V

s

(s =

�

1; p) symmetris
h, elliptis
h und

bes
hr

�

ankt.

2) 9 


s

; �


s

= 
onst. > 0:

(6.25)




s

C

s

� V

T

s

KV

s

� �


s

C

s

bzw.




s

b

s

(v

s

; v

s

) � a(v

s

; v

s

) � �


s

b

s

(v

s

; v

s

)8v

s

2 V

s

;

s =

�

1; p:

3) 9 
; �
 = 
onst. > 0 : (6.19) 
 C � K � �
 C.

Bh.: Dann gelten f

�

ur den inexakten ASM{Pr

�

akonditionierer

(6.26)

~

C

�1

=

p

X

s=1

V

s

C

�1

s

V

T

s

die Spektral

�

aquivalenzunglei
hungen

(6.27) Æ

~

C � K �

�

Æ

~

C

mit Æ = min

s=1;p

f


s

g 
 und

�

Æ = max

s=1;p

f�


s

g �
.

Beweis: mms.

Die Ergebnisse von Satz 6.4 und

�

U 6.1 kann man direkt auf den inexakten

Fall

b

s

(�; �) � a(�; �)j

V

s

8s = 1; p

�

ubertragen und vermeidet damit

"

Verluste\ dur
h Zwis
hens
haltung des exakten ASM{

Pr

�

akonditionierers wie im Satz 6.7 (vgl. au
h Pkt. 6.6.3, Pr

�

akonditionierer Nr. 1 und

Nr. 2). De�nieren dazu zun

�

a
hst die inexakten ASM{Projektoren

(6.28)

~

P

s

2 L(V;V

s

) :

b

s

(

~

P

s

u; v

s

) = a(u; v

s

) 8v

s

2 V

s

8u 2 V; s = 1; p;

und den inexakten ASM{Operator

(6.29)

~

P :=

p

X

s=1

~

P

s

2 L(V;V):

Dur
h die Beziehung

(6.30)

e

kju

e

kj

2

:= inf

u=

p

P

s=1

u

s

u

s

2V

s

p

X

s=1

b

s

(u

s

; u

s

)

wird in V wieder eine Norm de�niert.
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�

U 6.3 Man zeige, da� dur
h (6.30) tats

�

a
hli
h eine Norm

e

kj �

e

kj in V

de�niert wird !

Satz 6.8: (Inexakte ASM{Pr

�

akonditionierer)

Vor.: Die Bilinearformen a(�; �) bzw. b

s

(�; �) (s = 1; p) seien auf V�V bzw.

V

s

�V

s

(s = 1; p) symmetris
h, elliptis
h und bes
hr

�

ankt.

Bh.: Dann gelten die folgenden Aussagen:

1. Die L

�

osung des Variationsproblems (6:12)

h

� (6:12)

0

h

(vgl.

�

U 6.1)

ist

�

aquivalent zur L

�

osung der Operatorglei
hung

(

g

6:12)

0

h

Ges. u 2 V � V

0h

:

~

Pu = ~g in V

mit ~g =

p

P

s=1

~g

s

und

~g

s

2 V

s

: b

s

(~g

s

; v

s

) = < F; v

s

> 8v

s

2 V

s

.

2. Der inexakte ASM{Operator

~

P =

p

P

s=1

~

P

s

ist selbstadjungiert

(s.a.) und positiv de�nit (p.d.) bzgl. des energetis
hen Ska-

larproduktes a(�; �).

3. F

�

ur �

min

(

~

P ) � �

min

(

~

C

�1

K) und �

max

(

~

P ) � �

max

(

~

C

�1

K) gelten

die Darstellungen

�

min

(

~

P ) = min

u2V

u6=O

a(u;u)

e

kju

e

kj

2

und �

max

(

~

P ) = max

u2V

u6=O

a(u;u)

e

kju

e

kj

2

.

Beweis:

� 1. + 2. ist trivial !

� zu 3.: Analog zum Beweis von Satz 6.4 zeigt man

e

kju

e

kj

2

= a(

~

P

�1

u; u) !

q.e.d.
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6.3.3 Multilevel-ASM{Pr

�

akonditionierer

Betra
hten FE{Raum

V � V

l

:= span �

l

� V

0

:= fv 2 W

1

2

(
) : vj

�

1

= 0g � W

1

2

(
);

�

l

= ['

(i)

l

℄

i=1;:::;N

l

= ['

(i)

l

: i 2 !

l

℄ =

"

Knotenbasis\,

der dur
h sukzessive Verfeinerung eines Grobgitterraumes V

1

entstanden sei:

V

1

� V

2

� : : : � V

q

� : : : � V

l

"

Level{Index

1D

2D

-�

h

2

h

q

= h

q�1

=2 = 2

�(q�1)

h

1

; q = 2; l = Level{Index;

�

q

= ['

(i)

q

: i 2 !

q

℄ { Knotenbasis;

!

q

3 i$ x

(i)

2 !

q

{ Menge der Ni
htdiri
hlet{Punkte;

N

q

= dim V

q

= j!

q

j;

K

q

{ Stei�gkeitsmatrix bez

�

ugli
h der Knotenbasis:

(K

q

u

q

; v

q

) = a(u

q

; v

q

) 8u

q

= �

q

u

q

; v

q

= �

q

v

q

2 V

q

.

ASM{Pr

�

akonditionierer ist eindeutig de�niert dur
h

� Raumsplitting: V =

p

P

s=1

V

s

,

"

Splitting{Index

i.a.

6= Level{Index

� b

s

(�; �),

n

�

amli
h

~

Pu =

p

P

s=1

~

P

s

u =

p

P

s=1

�V

s

u

s

=

p

P

s=1

�V

s

C

�1

s

V

T

s

K

u = �u

l

u = �

p

P

s=1

V

s

C

�1

s

V

T

s

Ku

u

s

2 IR

N

s

: b

s

(�V

s

u

s

;�V

s

v

s

) = a(u;�V

s

v

s

) 8v

s

= �V

s

v

s

2 V

s

C

s

u

s

= V

T

s

Ku

#

v

s

2 IR

N

s

~

Pu =

p

P

s=1

V

s

C

�1

s

V

T

s

Ku:
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Satz 6.8 + Wissen

�

uber

stabile Zerle{

gung von

Sobolev/Besov{

R

�

aumen [33℄

?

Nr. Bez.

Splitting

V � V

l

=

p

P

s=1

V

s

b

s

(�; �) �(

~

P ) = �(C

�1

K) Q

it

1

Praktis
h

sinnlos !

V =

l

P

q=1

V

q

(p = l)

b

q

(�; �) := a(�; �) O(l) ?

2

Multilevel

L

2

-Projek.

V =

l

P

q=1

V

q

(p = l)

b

q

(�; �) := 2

2(q�1)

(�; �)

L

2

O(1) O(N

l

)

3

1990

BPX

[6℄

V =

l

P

q=1

P

i2!

q

V

q;i

(p =

P

N

q

)

b

q;i

(�; �) := 2

2(q�1)

(�; �)

L

2

O(1) O(N

l

)

4

1992

MDS

Zhang

V =

l

P

q=1

P

i2!

q

V

q;i

(p =

P

N

q

)

b

q;i

(�; �) := a(�; �) O(1) O(N

l

)

5

1986

HB

Yserentant

V =

l

P

q=1

P

i2!

q

n!

q�1

V

q;i

(p = N

l

)

b

q;i

(�; �) := 2

2(q�1)

(�; �)

L

2

O(1); m = 1

O(l

2

); m = 2

O(h

�1

l

); m = 3

O(N

l

)

.

.

. Wavelets

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

wobei V

q;i

:= span ['

(i)

q

℄ = span [�

l

V

q;i

℄; dimV

q;i

= 1; !

0

= ;,

"

N

l

� 1

BPX = Bramble + Pas
iak + Xu [6℄,

MDS = Multilevel Diagonal S
aling (Zhang [40℄),

HB = Hierar
hi
al Basis (Yserentant [39℄).
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�

U 6.4 Zeigen Sie, da� f

�

ur Nr. 1, d.h., V � V

l

=

l

P

q=1

V

q

�

p

P

s=1

V

s

(p = l; V

q

� V

s

) und b

q

(�; �) := a(�; �)j

V

q

(P

s

�

~

P

s

; P �

~

P ), gilt:

�

min

(P ) = 1 mit �

max

(P ) = l !

a) u =

l

P

q=1

u

q

2 V

l

mit u

q

2 V

q

, q = 1; l:

?

a(u; u) := k

P

u

q

k

2

� (

P

ku

q

k)

2

=

=

�

P

p

a(u

q

; u

q

)

�

2

�

� l

P

a(u

q

; u

q

)

"

"

= \ f

�

ur u

q

= u

1

2 V

1

� V

q

8q = 1; l;

d.h., u = l u

1

:

?

a(u; u) � l kjukj

2

ist s
harf !

?

�

max

(P ) = l #

b) Btr. spezielle Zerlegung: u

l

= u; u

q

= 0 8q = 1; l � 1.

?

kjukj

2

=

� a(u; u)

?

�

min

(P )

=

� 1=1 = 1 (Folgerung 6.5)

Bemerkung 6.9:

1. Nr. 1 (exakt) 7�! Nr. 2 (inexakt),

a(�; �)j

V

q

 b

s

(�; �) = 2

2(q�1)

(�; �)

L

2

(
)

j

V

q

,

O(l) 7�! O(1)

Vgl. au
h Satz 6.7 und Satz 6.8 !

2. F

�

ur Nr. 3 { 4 (dim V

q;i

= 1) gilt:

~

Pu =

l

P

q=1

P

i2!

q

�V

q;i

| {z }

=:'

(i)

q

a(u;�V

q;i

)

b

q;i

(�V

q;i

;�V

q;i

)

=

l

P

q=1

P

i2!

q

a(u; '

(i)

q

)

b

q;i

('

(i)

q

; '

(i)

q

)

'

(i)

q

;

�

x

?

?

?

y

~

Pu =

l

P

q=1

P

i2!

q

1

b

q;i

('

(i)

q

; '

(i)

q

)

V

q;i

V

T

q;i

Ku

|{z}

~

P (u� u

j

) #

d

j

:=f�Ku

j

(Pr

�

akonditionierungsglei
hung)

(V {Zyklus)

3. In Oswald [33℄ �ndet der Leser eine Zusammenstellung der wi
htigsten theoretis
hen

Resultate zur Multilevel-FE{Approximation.

4. M. Griebel entwi
kelte in [12℄ einen verbl

�

u�end einfa
hen Zugang zur Multilevel{

Pr

�

akonditionierung

�

uber die Betra
htung der

"

Multilevel{Basis\ als erzeugendes

System und gibt eine Reihe praktis
h wertvoller Hinweise zur Realisierung.
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