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Vorwort

Das vorliegende Vorlesungsskriptum entstand aus Vorlesungen, die der Autor im Sommersemester
1995 und im Sommersemester 1997 an der Johannes Kepler Universitdt Linz gehalten hat. Diese
Lehrveranstaltung ist eine Spezialvorlesung zur ,Numerischen Festkdrpermechanik®, die sich orga-
nisch an den Vorlesungszyklus zur ,H6heren Numerischen Mathematik* (Numerik I - III) und an die
Vorlesung ,Mathematische Methoden der Kontinuumsmechanik* anschlief3t.

Die Vorlesung ,,Numerik I* stellt das Handwerkszeug zur numerischen Behandlung linearer und nicht-
linearer Operatorgleichungen in Banach- bzw. Hilbert-Rdumen bereit und gibt eine Einfiihrung in
die Theorie moderner Funktionenrdume (Sobolev-Rdume, Rdume von Distributionen) [21]. In der
Vorlesung ,,Numerik [1“ [22] werden Randwertaufgaben (RWA) fiir partielle Differentialgleichungen
(PDgl.) und die wichtigsten Techniken (FEM, FDM, FVM) zu ihrer Diskretisierung betrachtet, sowie
ein Uberblick iiber moderne Verfahren zur Auflésung der bei der Diskretisierung entstehenden Glei-
chungssysteme gegeben (siehe auch Spezialvorlesung [20]). In der Vorlesung ,,Numerik I11* werden
Anfangswertaufgaben (AWA) und Anfangsrandwertaufgaben (ARWA) fiir gewShnliche und partielle
Differentialgleichungen und die wichtigsten Methoden zu ihrer numerischen Ldsung betrachtet. Die
Vorlesung ,Mathematische Methoden der Kontinuumsmechanik* [11] meines Kollegen, Herrn Engl,
vermittelt die wichtigsten Prinzipien in der Kontinuumsmechanik, entwickelt daraus die mathemati-
schen Modelle und fiihrt die Analysis dieser Modelle durch.

Die vorliegende Vorlesung setzt Kenntnisse aus den Grundvorlesungen zur linearen Algebra, zur Ana-
lysis und zur Numerischen Mathematik, sowie die in den Vorlesungen ,,Numerik 1 [21], ,,Numerik I1¢
[22] und ,Mathematische Methoden der Kontinuumsmechanik® [11] vermittelten Lehrinhalte voraus.
Lehrinhalte aus der Vorlesung ,,Numerik I1I“ werden nur am Rand benétigt, d.h. die Vorlesung ,,Nu-
merik III* wird fiir diese Vorlesung nicht vorausgesetzt. Das Hauptanliegen der Vorlesung ,,Numeri-
sche Festk6rpermechanik® besteht in der Konstruktion und Analysis spezieller numerischer Verfahren
fiir festkdrpermechanische Probleme, einschliellich strukturmechanischer Probleme. Im Kapitel 1 der
Vorlesung werden die wichtigsten, hier benétigten Lehrinhalte der Vorlesungen ,,Numerik [“ und ,,Nu-
merik I1* wiederholt. Die Kapitel 2 — 4 bzw. 3 und 5 benutzen zum groflen Teil Material aus den
Biichern ,Finite Elemente: Theorie, schnelle Ldser und Anwendungen in der Elastizitdtstheorie“ von
D. Braess [4] bzw. ,Approzimate Solution of Plastic Flow Theory Problems* von V. G. Korneev und
U. Langer [18]. Diese Lehrveranstaltung liefert Vorkenntnisse fiir nachfolgende Spezialvorlesungen zur
Numerischen und Angewandten Mathematik als auch zur Industriemathematik.

Das Skriptum wurde bewufit im Stile eines Vorlesungsmanuskriptes gehalten. Im Gegensatz zu vielen
Lehrbiichern wurde auf ,belletristische Ausschmiickungen verzichtet. Die Lehrinhalte sollen schnell
und kompakt erfalbar sein. Iis wird eine Vielzahl von Abkiirzungen eingefiihrt. Die Abkiirzungen
U x.x und (mms) bedeuten harte Arbeit an der Materie. Das Lisen von Ubungsaufgaben und das
»Mach-Mal-Selbst“ ist angesagt. Das vorliegende Skriptum ist ein Arbeitspapier, es ist kein Ersatz
fiir den Vorlesungsbesuch und auch kein Ersatz fiir ein Lehrbuch, aber eine gute Vorbereitung auf die
allféllige Priifung. Die jeweils aktualisierte Variante des Vorlesungsskriptums findet der interessierte
Leser im WWW: http://www.numa.uni-linz.ac.at.

Der Autor méchte an dieser Stelle Frau Doris Holzer fiir die Erstellung des [ATpX—Files und fiir die
umfangreichen technischen Uberarbeitungen recht herzlich danken.

Ulrich Langer
Linz, den 31. Dezember 1997
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Kapitel 1
Einleitung

1.1 Variationsformulierungen (Wh. Numerik I und II)

1.1.1 Primale Variationsformulierung und ihre FE-Approximation

m  Primale Variationsformulierung: (Nu I: Pkt. 2.3 [21]; Nu II: Pkt. 3.1 [22])

Ges.ueV, = Vta(u,v) = <fiv> Vvel
(1.1) 1

homogenisiert Au = f in V

m  Hauptresultat: Satz von Lax & Milgram (Satz 1.2.9 [21]):

Vor.. 0. Vi CV —abgeschlossener, nichttrivialer Unterraum des H-Raumes V', |-, (-, ).
1. feVs.
(1.2) 2. a(-):Vyx Vo IR' — Bilinearform:
' 2a) Vo — elliptisch : pq |[v||* < a(v,v) Vo eV,
2b) Vi — beschréankt : |a (u, v)| < pg ||ul] ||v]] Y u,v € V.
Bh.: dtueVy: (1.1) und Fixpunkt-lteration.
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Beispiele:
1. RWA fiir skalare elliptische PDgl. 2. Ordnung (Nu II, Pkt. 3.1.2.1 [22]):
V=WHQ) G ok.!
2. Lineares Elastizitdtsproblem (Nu I, Pkt. 3.1.2.2 [22]):
V=W ()] 1 siehe Kap. 3: Modellierung + Analysis + Numerik !

3. Kirchhoff-Platte (Nu II, Pkt. 3.1.2.3 [22]):
V=W2(Q) 1 siehe Kap. 4: Strukturmechanische Modelle !

FE—-Approximation: (Nu II, Kap. 4 [22])

(1-1)h Ges. up € Vo : a (uh,vh) =< fiop> VYoo, € Vo
Resultate: 1. Cea-Satz 1.4.3 (siehe [21])
2. Approximationssatz 11.4.5 (siehe [22])
3. Konvergenzsiitze 11.4.7 — 11.4.12 (H', Ly, Ls,) (siehe [22])
4. Schnelle Auflésungsverfahren (Nu I, Kap. 7 [22])

1.1.2 Gemischte Variationsformulierung und gemischte FE-Approximation

Gemischte Variationsformulierung: (Nu II, Pkt. 3.2.1 [22])

Ges. (u,\) e X x M
(1.3) a(u,v)+b(v,A) = <fiv> VeveX
b (u, p) = <g,p> YpeM

Hauptresultat: Satz von Brezzi (Satz 11.3.6 [22])
f} Kap. 2 (Beweis und Verallgemeinerungen)

Beispiele: (Nu II, Pkt. 3.2.2 [22])

1. Stokes—Problem f} (fast) inkompressibles Elastizititsproblem.
2. Plattengleichung 1} Kap. 4.
3. Poisson—Gleichung 4 Kap. 3 } lineares Elastizititsproblem.

Gemischte FE-Approximation: 1} Kap. 2.

Auflésung gemischter FE-Gleichungen: f} Kap. 2.
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1.1.3 Abstraktes Variationsproblem in gemischten Ridumen

m  Variationsproblem in gemischten Radumen:

e Seien
U — Hilbert-Raum, || - ||z, ()
V — Hilbert-Raum, || - ||v, (-, )v
und
(1.4) a(,):UxV — IR
eine stetige Bilinearform und f € V* geg.

e Btr. das folgende Variationsproblem

(1.5) Ges.uelU:a(u,v)=< fio> VveV

e Malls U=V =V, § (1.5) = (1.1 !
e Def. Operator A: U — V*:

(1.6) < Au,v> = a(u,v) VuelU VveV.

Dann ist (1.5) dquivalent zur Operatorgleichung

(1.7) Ges.,ueU:Au=finV*

e lIrage: Unter welchen Bedingungen ist A : U — V* ein Isomorphismus (bijektiv,
A und A~ stetig) ?
(& (1.7) ist korrekt gestellt !)

m  Hilfsmittel: = ”Closed Range Theorem” (Analysis 111 [9])
e Satz 1.1: (Closed Range Theorem)

Vor.: 1) X,Y - Banach-Ridume, reflexiv.
2) Ace[X,)Y]=L(X,Y),dh. A: X — Y - linear, stetig.

Bh.: Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:
(i) Das Bild A (X) ist abgeschlossen in Y.

(i) AX)=(kerA")? :={yeVY:<ly>=0 VIc€kerA® CY*}

|
im A = Polare von ker A* C Y.

¢ Beweis: siehe [4], S. 117.
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m  Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Babuska und Aziz (1972):

e Satz 1.2: (Babuska und Aziz, 1972)

Seien U,V — Hilbert-Riume.
Dann ist die lineare Abbildung A : U +~— V™ genau dann ein
Isomorphismus, wenn die zugehérige Bilinearform a (+,-) : U x V — IR

die folgenden Bedingungen erfiillt:
1) Stetigkeit, d.h. 3 p = const. > 0:

(1.8) la (u,v)| < po||ullo |lvllv YVuelU YveV

2) Inf-sup-Bedingung, d.h. 3 1y = const. > 0:

. a(u,v)
(1.9) inf sup ————— > u; = const. > 0.
wel yey llulvlvlv
uF O #0

3) Zu jedem v € V mit v # O gibt es ein u € U:

(1.10) a(u,v) #0.

Beweis:
a) < Hinldnglichkeit:

o (1.8) ((1:).6) A:Ur— V™ —stetig, d.h. Ae L(U V™) #

e A ist injektiv (eineindeutig). Tatsichlich,
Aup = Auy = a(uy,v) =a(ug,v) YveV

= a(ug —ug,v)=0 VoeV
a(uy — uz,v)

= 0= sup

> i ||ur — uzllo
vev bllv 3

(1.9)
= up=uy #
e AU AWU) NV 3A L AU)—U

T
eineindeutig
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e A7l A(U) U — stetig, tatsichlich

Auv=feAU)
a (u,v) <Au,v>¢
wlllo < sup = ap SAUY> D
A vEV ol wev iy
(1.9) <fio> A
= sup ————— =||flly», d.h.
vev vlv

w ||A fllo < [ fllve ¥V fe A(U), d.h. A7 ist stetig.

(mms)

e AU = AU), A7V A(U) — U-stetig § A(U) = A(U).

o Satz 1.1: § A(U)=A(U) = (ker A*)° = {0} = V*
kerA* ={veV:< A, u>pxpv=a(u,v)=0 VueclU}={0}CV
[ T
< Au, v >vexy (1.10) Vor. 3) #
b) = Notwendigkeit: (mms)
Zu zeigen: A € L (U,V*) — lsomorphismus = Vor. 1) - 3) #

e Folgerung 1.3:

Werden nur die Bedingungen
1) Stetigkeit: (1.8)
2) Inf-sup-Bedingung: (1.9)
des Satzes 1.2 vorausgesetzt, dann ist

(1.11) A:Ur—{veV:ia(u,v)=0 YucU}®=(ker A’ CV*
ein Isomorphismus und (1.9) = Inf-sup-Bedingung ist dquivalent zu

(1.12) | Aully~ > p ||ully Y u e U.

Beweis: folgt sofort aus Beweis von Satz 1.2. q.e.d.
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e Folgerung 1.4: (Lax & Milgram-Satz)

Vor.. 0) U=V - H-Raum, ||, (")
) la(u, o)l < poflul[ [l ¥ u,0eV
)

a(v,0) > p ol Voev

N =

Bh.: A:V — V*ist ein [somorphismus.

Beweis:

1) = (1.8).

2) = (1.9)  sup alu,v) > a(u,g) > ptq = const. > 0
vev ol =l

2) = (1.10) Wihleu=veU=V.

Abstrakter Konvergenzsatz (Verallgem. Cea—Lemma):

e Seien '
Uy :==span {p\¥) :icw,} C U
Vi i=span {¢) ricw,} CV

q.e.d.

endlichdimensionale Teilrdume von U und V. Dann kann man das zu (1.5) gehorige

Galerkin—Petrov—Schema wie folgt aufschreiben:

(1.13): (1-5)h Ges. up, € Up :a (uh,vh) =< fiop> Vo, €V

e Fiir die Ubertragung des Cea-Lemmas ist es jetzt erforderlich, daB die Riume Uj, und V,

wausbalanciert* (diskrete Inf-sup-Bed.) sind:

Satz 1.5: (Verallgemeinertes Cea—Lemma)

Vor.: 1) Die Bilinearform a: U x V — IR! erfiille die im Satz 1.2
genannten Bedingungen 1) —3) = (1.8) — (1.10).
2) Die Unterrdume U, C U und V), C V werden so gew#hlt, daf
a (up, vg)

(1.9) inf sup —————— > fiy = const. >0
up € Up vy e vy, unllo [Joallv

(diskrete ,,Inf-sup-Bed.*)
(1.10), Vop € Vi :ivp #0, Juy € Uyt a(up,vn) # 0.

Bh.: 3wy € Up: (1.13), und es gilt die Fehlerabschitzung

(1.14) [T <1+£) it |lu — wp|
K1/ wy € Uy
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Beweis:

e J!analog zu Satz 1.2 !

e (1.5) a(u,vp) = < fivp> Vo €V, CV
(1-5)h a (uh,vh) = < fiop> Vv, €V
a(u—wup,vy) = 0 Yo €V

e YV wy, € Uy erhilt man offenbar die Identitit a (u, — wp, vn) = a (u—wp,vy) Yoy € V3
N —’

el
e Aus (1.9), folgt:

i lJun — wnllo < sup afup = why v) _
o € Vi lvnllv

a(u— wp,vy) (18)

= sup < o fJu = will, .

vp, € Vh thHV

llun — wilo < % lu—whlly ¥ w, €U, CU.
1

e Daraus erhalten wir trivialerweise

lu —wllo < lu—willo + |[un — willo <
< (1+%)Hu—wh”U Vwh €Uy CU
1
3 =l < (1+’f—2) inf Jlu— wallo
K1/ wy € Uy

1.2 Nichtlineare Variationsprobleme

1.2.1 Nichtlineare Variationsprobleme mit monotonen und Lipschitz-stetigen
Operatoren

m  Nichtlineare Variationsprobleme im H—Raum

nichtlinear linear

(1.15) Ges. u € Vg : a@,v{: < f,v> Yvel
Aw) = f in Vg

mit A : Vo — Vi

(1.16) < Au),v>:=a(u,v) Yuvel
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®  Hauptresultat: (= Lax & Milgram: Nu I [21], ):
Vor.. 0. Vo CV —URdes H-Raumes V, || -], (-,)

1. feVy

2. A:Vop—= V{ sei

2a) stark monoton, d.h. 3 yy = const. > 0:

<Aw)—AWw),u—v>=a(u,u—v)—a(v,u—v)>
>y fju— vl Yu,ve Vy,
2b)  Lipschitz-stetig, d.h. 3 pg = const. > 0:

I|A (u) — A (v)||vs := sup <A -Al),w> -
Cwe v, [Jwl]

= sup
we Vo [[]]

<pzllu—=v|| YuveVy

Bh.: 3! u € Vi: (1.15) und Fixpunktiteration:

(1.17) Upy1 = U —pJ (A (u,) — f) — win Vp,

n—0oo

wobei J! € [V§ — Vo] — Riesz’scher Isomorphismus.

1.2.2 Variationsungleichungen als nichtlineare Fixpunktgleichung

m  Beispiel: Hindernisproblem

e Problemstellungsbeschreibung:

Ges. Auslenkung w (-) einer am Rand I' fixierten, durch eine Flichenkraft(dichte) f(-)
belasteten Membran iiber einem Hindernis ¢ (-):

hY

Hindernis freier Ranﬂ(i Kontakt—
gebiet
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e Modell: Restringiertes Minimumproblem
(MP) Ges.ueU:={veV =H' (Q):v(z)>g(x) VIli.zeQ}:
J(w)= inf J(v),
()= inf 7 (o)
mit  J (v) =% [|Vv|?dz — [ fode und geg.
Q Q
fela(),ge{ve H(Q):v(z) <0 VTIi. zel}.
e MP ist offenbar dquivalent zur Variationsungleichung (VU):
(VU) Ges.ucU: [VIuV(v—u)dz> [f(v—u) YveU.
Q Q

) Zeigen Sie, dafBl eine Losung u € UNH?*(Q2) des MP = VP dem folgenden

System von Differentialungleichungen geniigt:

{—Aqu,ng, (Au—l—f)(u—g):OinQ}

w=0aufl

m  Sei V (Vy) — Hilbert-Raum (|| - ||, (+,+)) und U C V eine Teilmenge von V:

a) U#0,

b) U = U - abgeschlossen,

c) U — konvex, d.h. mit u,v € U ist auch
Aut+(I-XNvelU VYAel0,1].

(1.18)

Desweiteren sei f € V* und a(-,+) : V x V — IR! eine V-elliptische und V-beschrinkte
Bilinearform.

m  Dann hat die Variationsungleichung

(1.19) Ges.uelU: a(u,v—u) > < fiv—u> Vvel,

Il B
< Au,v—u > Aec V= V¥

eine eindeutig bestimmte Losung v € U. Falls U ein Unterraum von V ist, dann ist (1.19)
offenbar dquivalent zu (1.1).

m  Falls die Bilinearform a (-,-) zusétzlich symmetrisch ist, dann ist das Varia—

tionsungleichungsproblem (1.19) Aquivalent zu folgendem restringierten

Minimumproblem

(1.20) Ges.ueU:J(u)= inf J(v)
velU

mit dem Ritzschen Energiefunktional J (v) = £a(v,v) — < f,v >.
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Bewels: mms mit dem Hinweis

(1.20) = J(u+t(v—u))>J(u) = (1.19)
T T
ok, Vtel0,1]] VvelU mms (vgl. Nu [ [21])

m  Der Existenz- und Eindeutigkeitsbeweis fiir (1.19) beruht darauf, daf} (1.19)
auf eine Fixpunktgleichung zuriickgefiihrt werden kann:

1. Definieren Projektor P :V — U:

(1.21) Jo(Pu) = inf Jo(v)
velU
mit Jo(v) == g [Jvl* = (u,v) = 3 [Jv = ul* = 5 [Jul|*.

2. Das Minimumproblem (1.21) ist offenbar dquivalent zur Variationsungleichung (mms)

(1.22) Ges. w=PueU: (Pu,v—Pu) > (u,v—Pu) VvelU, VueV
v

3. Das Minimumproblem

(1.23) Ges. w € U : Jo(w) = inf _ Jo(v)
vel

mit Jo(v) := L ||v — ul|? ist dquivalent zum MP (1.21)

4. Das MP (1.23) hat eine eindeutig bestimmte Losung w = Pu € U, und der (nichtlineare)
Operator P ist nichtexpansiv, d.h.

||Pu— Po|| <|lu—v|| VuveV
(Beweis siehe [13], Lemma 8.2).
5. Die Variationsungleichung (1.19) ist &quivalent zur nichtlinearen Fixpunktgleichung (mms)
(1.24) Ges.u€V:iu=B,u):=P[(I—-pJ ' AutpJ ™t flinV.

6. Fiir hinreichend kleine p € (0, po) ist der Operator B, : V +— V kontraktiv (vgl. Nu I [21]),
und folglich hat die Fixpunktgleichung (1.24) nach dem Banachschen Fixpunktsatz 1.6.1
(siche Nu I [21]) eine eindeutig bestimmte Loésung v € U C V, die durch die Fixpunktite-
ration w,41 = B, (u,) konstruktiv bestimmt werden kann.
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1.2.3 Nichtlineare Variationsprobleme in der Plastizitéitstheorie (siehe Kap. 5)

m  Elastisch—plastische Torsion eines Stabes (vgl. auch Courant—Problem:

Nu II, PA 4 [22]):

< elastisch

(1.25) Ges. Spannungsfkt. u € U :={v e Vo :=H'(Q): |[Vv| <K}
= plastisch

J (u) = ving J (v)

mit J (v) =1 [|Vo*da — [ fvda.
Q Q

(1.14) = (VU):  [VIuV(v—u)ds > [ f(v—u)dz YveU.
(1.19) “ “

m  Elastisch—plastische Fliefitheorie (Nu III, Bsp. 3.7 [23]):

Ges. u e C'(T,Vy), 0 € C(T,S5), ke C (T, H):

Ao (t),k () u(t)=F(t) in C(T,Vy)

(1.26)

mit den Evolutionsgleichungen
(t)y=De(u(t)) — Da(o(t),x(t),e (%)) in C(T,9)
(t)y=>b(c(t),k(t),e(u(t))in C (T, H)

Ze Qe

und den AB: » (0) =0, ¢ (0) =0,
wobei I € C' (T, V) geg. und £;; (v) :

Eine Zusammenstellung von Ergebnissen zur Analysis und Numerik der Anfangsrandwertauf-

gabe (1.26) findet der Leser im Kapitel 5.
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Kapitel 2

Analysis und Numerik gemischter
Variationsprobleme

2.1 Gemischte Variationsprobleme

2.1.1 Formulierungen und Voraussetzungen

m  Btr. reelle H-Raume
X7 HHX7 (7)X7 X*v HHX*7 Ty >X*xX: X*XX'_}B17
M7 HHM7 (7)M7 M*7 HHM*v <y DM*xM: M*XM'_}B17

wobei die Raumindizes auch gelegentlich weggelassen werden.

Seien desweiteren

(2.1) {a(-,-): Xx X — R

b(-,): X xM— R

zwei stetige Bilinearformen.

m  Btr. folgendes abstraktes gemischtes Variationsproblem (GV):

Ges. (u,A) € X X M :
(2.2) a(u,v)+b(v,\) = <fv> VvelX
b (u, p) = <gpu> YpeM

unter den folgenden Standardvoraussetzungen:

16
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1) feX* ge& M* geg.

2) Bilinearformen a (-,-) : X x X — IR! und
b(-,-): X x M — IR" seien stetig, d.h.
3 ay, 82 = const. >0:

|a (u,0)] < aqflullx [Jvllx Y u,ve X,
b (v, ) < B llvllx llullve YoeX Ve M.

3) LBB (Ladyshenskaja-Babuska—Brezzi)-Bedingung:
4 06; = const. >0:

b (v,
ap SOy Ve
(2.3) vex lvix
v#0
b

inf sup M > (1 = const. > 0,
peM pex olxllelv
p#O #0

(inf-sup-Bedingung)

4)  Vp-Elliptizitdt, d.h. 3 @y = const. > 0:
a(0,0)> ar ok Voe vy

wobel
VWw=V(0)={veX:b(v,u)=0 YpueM}

m  Bemerkung 2.1:

1. Anstelle der Voraussetzung 4) kann man auch fordern:

4a)  sup @ (u,v) > |lv|lx VwveVy,
LA
u#O

4b)  sup a(u, v) > ol |lullx YV ue V.
LA F
v#0

Falls @ (-, -) auf V, symmetrisch ist, dann folgt 4a) = 4b), und of = of.

2. In einigen, praktisch wichtigen Beispielen (z.B. Stokes-Problem) kann Voraussetzung
(2.3)4) auf ganz X (anstelle des UR V) gezeigt werden.



KAPITEL 2. GEMISCHTE VARIATIONSPROBLEME 18

3. In Nu II, Pkt. 3.2.2 [22] wurden bereits Beispiele gemischter Variationsprobleme vorgestellt:
e Pkt. 3.2.2.1: Stokes—Problem
e Pkt. 3.2.2.2: 1. biharmonisches RWP (gem. VF)
e Pkt. 3.2.2.3: Dirichlet-Problem fiir die Poisson-Gleichung (gem. VF)

m  Formulierung des GV (2.2) als Operatorgleichung:

e Def. die folgenden linearen Operatoren:
(2.4) A X —- X" < Au,v>=a(u,v) YuvelX,

(2.5) B: X — M :<Buu>:=b(u,p) VueX VpeM

Aufgrund der Stetigkeit der Bilinearformen a (-,-) und b (-, -) sind auch die Operatoren A
und B stetig, d.h. A € [X, X*] = L (X, X*), B = [X,M*] = L (X, M*).

e Der zu B adjungierte (duale) Operator B* : M = M** — X* (vgl. Nu I, Def. 1.2.9 und
Korollar 1.2.4 [21]) wird durch die Beziehung

(2.6) <B*Av>:=b(v,\) YVveX VieM
eindeutig definiert 1§ B* € L (M,X*), (mms).

e lolglich ist das GV (2.2) dquivalent zur Operatorgleichung:

Ges. (u,A) € X X M :
(2.7) Au+B*X = fin X~

Bu = gin M~
bzw. ﬂ

Ges.(u,/\)EXxM:L(K):(ﬁ)inX*xM*

A B

mitL::[B o

] X X M — X* x M* — linear, stetig.



KAPITEL 2. GEMISCHTE VARIATIONSPROBLEME

m  Zur LBB-Bedingung:

e Lemma 2.2

Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

L. 3 81 = const. > 0: (2.3)3), d.h.

b
(2.8) inf  sup bl > [3; = const. > 0.
peM yex llollx el

2. Der Operator B : Vg +— M* ist ein Isomorphismus, und es gilt:
(2.8) [Bollar > Brllvllx Vv e Vg,
wobei Vit :={u e X : (u,v)x =0 Vv e Vy=kerB}.

3. Der Operator B* : M +—— V§ = (ker B)’ C X* ist ein
Isomorphismus, und es gilt:

(2.8)” |1B*ullx+ > Bl V€ M,

wobei Vi = (V) die Polare von Vj ist, d.h.

Beweis:
a) 1.—= 3.
= Aussage von Folgerung 1.3! (mms)
< B*p,v>=b(v,p) =a(p,v), A=B*
b) 3. = 2.

e veVdCcX: weXr— (vyw)x € R':
(v,w)x =0 Ywel

gy VP C X" <gv,w>xexxi= (v,w)x
e B*: M — V7 ist wegen 3. Isomorphismus, d.h. 31X\ € M : gy = B*)\
G b(w,\)=<BAw>=<gy,w>=(v,w) VwelX

Vollollx = llgvllxs = 1B Mlx= = BillAllm
3.
N Fir w=ve€ Vj C X folgt:
Do) b)) (0,0)

||Bv||ars := sup > = > B1|vllx
pe M lellar [l [l

19
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e Folglich gelten fiir
B : Vgt = (ker Byt — M*
die Vor. 1) — 3) von Satz 1.2. = 2. Isomorphismus 4+ Ungleichung  #

¢) 2. = 1.
2. B:Vg — M* Isomorphismus, ||Bv|[a« > B1|Jv]lx Vv e Vit

Dann gilt fiir bel., fix. p € M:

lveVi:Bv=
<GB > 0 g

lellar = sup
gem gl
B b 1 b
— swp <Bv7u> e Eguu) <Ly ow
vevi Bl oy 1Bolae = By vl

. Man zeige, daf die inf-sup-Bedingung (2.8) dquivalent zur folgenden

Zerlegungseigenschaft ist:

YueX EIUEVOundwEVOJ-:

a) u=v+4w

1
b) [[wllx < == [ Bullm-
e

20
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2.1.2 Der Satz von Brezzi

Satz 2.3: (F. Brezzi, 1974)

Vor.: Es seien die Standardvor. 3) erfiillt, d.h.
1) feX* ge M* geg.
2) a(u )] < azllullx flollx ¥Vu,ve X
b (v, )| < Ballollx llplly YoeX VpeM
3) LBB-Bedingung (2.8):
inf sup M
weM e x lollx el
4)  Vo—Elliptizitit: a (v,v) > a1 ||v]|% Vv € Vo =kerB

> (1 = const. > 0

Bh.: Dann 3! (u,A) € X x M: (2.2), und es gelten die A-priori-Abschétzun-

gen:
1 1 o
lullx < = Wfllxe+ 5 (14 22) Tglare
(2.9) ai b ai
' 1 (85 (85 (85
A < 5 (14 22) e+ 53 (1 22) s,
I < 52 (14 52) Wil + 55 (1452 ) ol

d.h. der lineare Operator

A B* * *
L_lB o ].XXM—>X x M

ist ein Isomorphismus.

Beweis:

egecM* R V,=V(g):={uec X:Bu=g}#0,
da aus Lemma 2.2: 2) B : Vgt — M* Isomorphismus folgt:

e Jlu, eVg-CX:Bu, =y

(2.10) o lugllx < 67 IBugliare = 67" gl (2.8

e Mit dem Ansatz
w=1u—u,
ist (2.2) dquivalent zu

{a(w,v)—l—b(u,A) = < fio>—a(u,v) VoeX

2.11
(2.11) b(w, p) =0 VueM

21
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o Wegen Vor. 4), d.h. Vy—Elliptizitdt von a (-,-), gilt (Lax-Milgram):

e JlweVyra(wv)=< fv>—a(ug,v) Yvel

‘b(w,,u):O V,MEM‘

(212) o flwllx < ot ([[f]lxs + o2 llugllx)
/l\

Vor. 2)

e Die Gleichungen (2.11) sind erfiillt, falls
(M IXeM:b(v,\)=< fiv>—a(uyy+w,v) YveX

=<l,v>:
a)le X*
by <liv>=0VveVy,dhleVy

Lemma 2.2; 3): B* : M — V§ = (ker B)® C X* Isomorphismus
= e I'XeM :BA=[dh bv,\)=<lv> VwveX
(2.13) o [Mlar < BB Nxe = By llllxe <

< B IFlxe + az flug + wl))

o Resultat:
1.E|!ug€V0L,EI!w€V0,EI!AEM:
u:ug—l-wEX:VO@VOL7 AeM:
a(u,v)+b(v,\) = <fiv> VevelX
(w0 +b (0N = <J }@m

b (u, p) = <gpu> VYpeM
#
2. lullx = lug +wl[x <
(2.10),(2.12)
!
< lugllx +lwllx <

i B (2.10)
B lgllars + o (1 llxs + azllugllx) <

- - a2
5 Nollars+ o (1 + 5 o) =

IA

IA

L
5

1 o
e+ (1 22) ol #
aq 23]

!

(z13)
B (A llxex + ez ffullx) <

i () w5 (4 20)
— (142 et (142 :
5 (22 ) e+ 55 (1 52) Nl

3. [[Allm

IA

IA

q.e.d.

22
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u Zeigen Sie direkt, dafl die homogene gemischte Variationsgleichung

55 {a(u,v)—l—b(u,/\) = 0 Vve X
(2:2) b (u, p) = 0 VpeM

unter den Voraussetzungen von Satz 2.2 nur die triviale Lésung
(u,A) = (0,0) € X x M hat (d.h. Eindeutigkeit).

Lésung:
e Aus b(u,p)=0 YpeM § uelp
e Setzen in (2.2)g v =w und p = —A:

a(u,u)+b(u,A) = 0
+ | =b(u, ) 0
| a(u,u) = 0, uel

N 0=ua(uu)>a||ulk, dh. u=0

e 0=a(u,v)+b(v,\)=0 VvelX

inf-sup— Bedmgung liefert

| |
=

BulAllar < o =
H HX

2.1.3 Gemischte FE-Approximation

] Seien

X}, := span {p(i)lieth}CX, dim X, =ny,
My, == span {¢\) i€ wa, b C M, dim My, = my,

endlichdimensionale Teilrdume von X und M.
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Dann kann das zu (2.2) gehorige Galerkin—Schema (gFEM) offenbar wie folgt
aufgeschrieben werden:

(2.14) = (2.2);

Ges. (uh, /\h) € Xy, x My, :
a(uh,vh) —I—b(vh,/\h) =
b (uhmuh) =

<f,vh> Voo, € Xy,
< g pn > Yo € My

(2.14) = (2.2),

mit f, = {< f.ptk

D)

ny X np—Matrix

Es seien

iEWXh

= T a@p, A= T A@ )

ieth

kEWX

k,iEth

e R™, g, =[<g,q® >]|
h

= )

myp, X np—Matrix

keth ,ieth

1.6 n NG, .
Ges. u, = {u LEth € R"™, )\, = {A LEth € IR™r
Ah Bg Up, — ih
) >} € IR,

(2.15) { Vor = Vi(0) :={vp, € Xp b (vp,pn) =0 YV up € M} C X C X

Von =

die diskreten Analoga zu V= V(0) und V, = V(g).

Obwohl X C X gilt, hat man im allgemeinen

Vo & Vo, Vgu € V.

Man sagt, dafl die Gleichgewichtsbedingung erfiillt ist, wenn

(2.16)

d.h. wenn aus

‘/Oh C V07

b (v, pun) =0 Y pup € My, stets folgt
b(vp,pp)=0 VpeM!

Vh(g) ::{thXh:b(vh,,uh):<g,,uh> V,uhEMh}CXhCX
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m  Aus der stetigen LBB-Bedingung (2.3)s fiir b (-,-) folgt offenbar nicht das diskrete
Analogon, genauso wie aus der Vy—Elliptizitit (2.3)4) im allgemeinen nicht die Vg, —Elliptizitdt
folgen muf, da im allgemeinen Vo, ¢ Vi !

Diese Bedingungen miissen extra vorausgesetzt werden:

(2.17) e Diskrete LBB-Bedingung:
3y = const. > 0: 3y # Bl(h) und
b
sup (Vs o)
Up, & Xh thHX

H

b
inf sup —(U}“ )
i € My vy, € x;, lvnllx llealla

> B llnllve ¥ pn € My,

51 = const. > 0

v

(2.18) o g, Elliptizitdt von a (-, -):
J &y = const. > 0: a1 # ai(h) und

a (v, vp) > |lonllx Y on € Vop.

m Satz 2.4: (Diskreter Satz von Brezzi)

Vor.. (2.3);) feX*, geM~"
(23) (w0 < asllullx oy ¥uve X,
b (v, )| < Ballvllx llullar VoeX VypeM.
(2.17)  Diskrete LBB-Bedingung: ;.
(2.18) Vo Elliptizitét von a (-, ): ;.

Bh.: Dann 3! (up, Ap) € Xp X My: (2.14) = (2.2), und es gelten analog zu
(2.9) die A-priori-Abschétzungen:

1 1 (85

larllx < 5 17l + 5 (14 52) gl
1 b1 ol

(2.19)

1 () (%) (6%
Ml < = <1+—~) P+ = <1+—~) :
| Anllar < 3 G I fllx 5 a llgl[as

Beweis: analog zum Beweis von Satz 2.3 !

0 [Ah B,

. .
Bl © ] ist regulir !
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m  Satz 2.5: (Konvergenzsatz)

Vor.: 1. Es seien die Standardvor. (2.3) mit den Konstanten aq, ag, 1, 3y erfiillt.
2. Diskrete LBB-Bedingung (2.17): /3.
3. Vop—Elliptizitdt von a (-, -), d.h. (2.18): &;.

Bh.: Dann 3 Konstante ¢ = const. > 0, ¢ # ¢ (h):

2.20 — A— A < { inf — inf A — }
(2.20) |Ju — up||lx + || rllar < e o inf ||u Wh!\XJr%lth |A = vullm

Diskretisi fehl
iskretisierungsienier Approximationsfehler

Beweis:
o (2.2), —(2.2): a(up—u,vp)+b(vp, Ap—A) = 0 Vo, e X, CX,
b (up — w, pp) = 0 VYu,e M, CM.
e Daraus folgt offenbar fiir beliebige

wy € Xy, und vy, € Mj
die Identitat

=:<Fup >xkwXx

2.21) a(up — wp,op) + 0 (vp, A — 1) = alu—wp,vp) +b (v, A—v1) YVor € Xy,
' b (up — wp, pp) = b(u—wp,pun) Yu, €M
——

=:<Gun>pm* M

e Wenden Satz 2.4 auf (2.21) an und erhalten analog zu (2.19) die A-priori-Abschétzungen:

1 1 o
lan = willx < - 1Pl + = (1422 Gl <
ay B ay

1
< 5, (allu—wallx + B2 (1A = yallar) +

1 o
b (14 2) Baflu = wlx =
b a1

[8% [8%
= (~—2 + bz (1 + ~—2)) |lu — wnllx + @ |A — vallar
aq aq

ap [y
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1 (85 (85 (85
[An = vallar < ) & ) IFllx 5 &) Gl

(5 (42128 (o2 e (42 oo

Daraus folgt:

lu — unllx +[|A = Anllar <
<lu — wallx + lun — wil|x + [|A = yallar + |[An = vellar
<edllu —willx + A= vall} Vwn € X Voyn € My,

mit ¢ = c(d17517a2752)-

] Lemma 2.6:

Vor.: 1) Die Rédume X}, und My, erfiillen die diskrete LBB-Bedingung
(2.17): B1.
2) ge M.

3) 16 (0, < Baollx llly Yo e X Vpe M.
Bh.: Dann gilt fiir bel. uw € V, = V(g):

. _ B2 .
(2.22) Cinf o JJu—o,]] <2 (1 + = inf_ ||u— z]|.
O € Vg Bi) zn € Xy

Beweis:

e Btr. zu geg. u € V, restringiertes Minimumproblem (MP)

1
2.23 inf U — vl = inf {— Vp, Up) — (U, Up }
(229 T MR ETCR AR

9 (mms)
e Das MP (2.23) ist dquivalent zum VP (2.24) (mms bzw. Pkt. 2.2)

(2 24) { (Uh’ wh) +0 (wh7 /\h) = (u7 wh) v wy, € X3,
. b (Uh”uh) = < g, [h > v m € Mh

27
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e Dann gilt fiir beliebiges z, € X, offenbar:

(vh—zh,wh)—l—b(wh,/\h) = (u—zh,wh) Y wy € Xy
b(vr, — zn, i) = b(u—zp,pp) Y, €M,
N——_———

=:<g,tp>—=b (zh,1th)

e Nach Satz 2.4 (a(-,-) — (+,-)) gilt dann (2.19):
1 1
Jon =l < =2l + - (14 ) Ballu=all ¥ X0
1

da hier oy = é&; =1 und oy =1.

e Mit der Dreiecksungleichung erhalten wir fiir die Losung vj, € V, von (2.20):

inf o le—onl] = flu—onll <l = zall + lzn — onl] <

€ Vi

B2
< 1+1+ =2 Hu—zhH Yz, € Xy,
f
Resultat:
Cinf o JJu—o,]] <2 (1—|—@) inf_ ||u— z]|.
On € Vgh P1) zn € Xp

B Satz 2.7: (Der Fall Vo, C Vp)

Vor.: 1. Die Voraussetzungen von Satz 2.4 seien erfiillt.

2. Gleichgewichtsbedingung: Vo, C Vo (Y aq = ay).

Bh.: Dann gilt die Fehlerabschitzung

225) | w — up ||x <2 (1+%) (1+@) inf flu— oallx
M M a1 1) vh € Xy,
Vy Vah

Beweis:
o Sei vy, € V5. Dann gilt ¥V wy, € Vop:

a (up, — vy, wp) = a (up, wp) — a (u, wp) + a (u— vy, wy)

28
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+ | a(up,wp) +0(wp, An) = < f,w, > Ywy, € Von C Xy,
— | a (u,wp) + b (wp, A) = < fiwp > Vawy, €W CXp,CX
a(up,wp) —a(u,wp) = b(wp, A—Ap) Ywy € Wy
N—— ———
=0
daw,eW, CVo:={we X :b(w,u)=0VpueM}
= a(u— vp, wp) < g |lu—op| |lwsl-
Von Von
N N
e Setzen wp, = up, — vn €V, 0

ar [|up — vall* < flu— vpl [Jur — vnll,
[8%
Vllun = vall < = fluw—vill ¥ vn € V.
aq
o l[u—u < <1+%) inf = o]l < <1+%) 2(1+2) int = wl.
T « T a1 p

1/ vy €V 1) vp € Xy,
(Ju—un || <[Ju—vp||-[Jon—unl] Lemma 2.6 q.e.d.

m  Niitzlicher Hilfssatz zur Uberpriifung der diskreten Inf-sup-Bedingung:

Lemma 2.8:

Vor.: 1) Die Bilinearform b (-,-): X x M — IR" erfiille die Inf-Sup-Bedingung
(2.3)3): 1 und sei stetig (2.3)): fa.

2)  Zu den Unterrdumen X;, C X und M, C M existiere ,,Projektor*
[I, €L (X, Xh):

a) b(v—Tpv,pup) =0 Yup €My VoeX
b) T oy, < ¢ = const. # ¢ (h).

Bh.: Dann erfiillen auch die Rdume X} und M, die (diskrete) Inf-Sup-Bedingung
mit 3 = (3 /c.

Beweis:

Fiir bel. up € M), C M gilt:

1) b (v, 2)a b (ITyv,
Gillillar € sup Zlpn) o) b TIhv h)
vEX ||l x veX ||l x
b (11 b
S ¢ sup ( hvmuh) SC sup (Uhmuh)
ve x kvl o, € X, onllx

2)b) [[pollx <cllollx YveX
d.h. By = 1 /c. g.e.d.
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2.2 Formulierungen im Fall einer symmetrischen und positiven Bi-
linearform a (-, -)

m  Es seien die Voraussetzungen

e (23)) fe X", ge& M gegeben,
e (23)y a(), b(:,-)—stetig: ag, Ba,
e (23)y al(-)— Voelliptisch: ay,

=V(g)={veX:blv,u)=<g,u> YueM}#0

(2.26)

i

erfiillt, d.h (2.3) ohne LBB-Bedingung + V, # 0, und die Bilinearform a (-,-) : X x X — IR

sei symmetrisch und positiv, d.h.

(2.27) {’ a(u,v)=a(v,u) YVuvelX,

o a(v,v)>0 VveX:v#O.

m  Btr. nun folgendes restringiertes Minimumproblem (RMP)

(2.28) Ges.ueVy:J(u)= inf J(v)

\\\\\vi%

veX:ibvpu)=<g,u> VpeM

= Nebenbedingung in Gleichungsform

Ges.ue X: J(u)= inf_J(v)
veX

unter der Nebenbedingung
b(u,p)=<g,u> YueM

mit dem Energiefunktional

(2.29) J@o:%a@wy-<ﬁv>.

u Offenbar ist das RMP (2.28) Aquivalent zu dem folgenden restringierten
Variationsproblem (RVP):

(2.30) Ges.ueVy:a(u,v)=< fiv> Vwvel
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Dies folgt sofort aus Satz 1.2.10, da

e a(-,-) auf X stetig,

o a(-,-) auf Vi symmetrisch (sogar auf X) ist,

o a(-,-)auf Vo C X positiv (sogar elliptisch) ist,

e Vo C X — Unterraum, V, = w, + Vi — Hyperebene.

n U 2.3 Unter den Voraussetzungen (2.26) hat das RVP (2.30) eine eindeutig
bestimmte Losung v € V, (3!), und es gilt die A-priori-Abschétzung:

1 o
lulx < = 1Al + (14 22) lullx Vwev,
aq aq

Losung:
e Sei w € V, # () beliebig, aber fest gew&hlt:
—w+z2eV, VzelVy dab(,-)bilinear ist !
e Ansatz fiir v € V; (Homogenisieren):
w= w4+ z" mit fixiertem w € V, und ges. z* € Vp (3! 7):
= (2.30) & (2.30)p: Ges. 2" € Vpra(zX,v) =< fo > —a(w,v) Vvel

<fy>-—a (w,~)EVO*

— Lax-Milgram (Satz 1.2.9) @ 3!z* € V.

e A-priori-Abschitzung: v = 2* € Vy in (2.30)g 7

ay |25 < a(z27) < ([ fllxx + ez llwllx) 127 x

% 1 (85
= Jullx < Nl +1=7lx < o e+ (14 52) flwl.
1 ai
q.e.d.

m  Btr. das Lagrange—Funktional

(2.31)

{ L(): X xM— R,
L(u,A):=J (u)+[b(u,\)— < g,A>]

und das dazugehorige Sattelpunktproblem (SP):

Ges. (u,A) € X X M :
L(u,p)<L(u,AN)<L(v,A) VveX VYueM

() (r)

(2.32)

31
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] Satz 2.9:

Vor.: Es seien die Bedingungen (2.26) und (2.27) erfiillt.
Bh.:. 1. GVP (2.2) = SP (2.32)

2. (A eX xM: (22) = (232 =ueX: (230) = (2.28)
GVP Sp RVP RMP

Beweis:

a) | SP = GVP
RVP
RMP

e Sei (u,A) € X X M: (2.32) SP, d.h.
() fa(u,u)—<fiu>+bw)-<gA><la(v,v)-<fo>+
+[b(v,\) = <g,A>] VveX,
1) fa(uu)—<fiu>+[bup) —<gp><fauu) —<fu>+
+[b(u,A)—<g,A>] VpeM.

e () & bluyp)—<gp><bu,N)=—<g,A> YueM
& 0<b(u,A—p)—<g,A—pu> VueM
& 0<b(u,v)—<g,v> Vv=A—peM
B 0=b(u,v)— <g,v> VYveM

& ‘b(u,,u):<g,,u> VMEM‘@‘UEVQ‘

() = b(u,\)=<g,A>=0
I
1
o (e ja(uu) - < flu>+0< Sa(vw) =< o> 4B N - <gA>] Ve X

1) VX "t 2)
%a(u,u)—<f,u>§ %a(v,v)—<f,v> VveV,

) e ueV,

weVy: J(u) < J(v) YeveV,| & (2.28) = (2.30)
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2) %a(v,v)—<f,v>—|—[b(v,/\)—<g,/\>] _e_)>( min

Ta(v,v) =< fiv>+0b(v,\) _; min

veEX

— [Satz 1.2.10]

a(u,v) =< fio>-b(v,A) YVveX

weX:a(u,v)+b(v,\)=< fio> VveX

o Resultat:

(2.32) = (2.2)

(u,\) e X x M :
a(u,v)+b(v,\) = < fiv> VoveX
b (u, 1) = <gp> VYpeM

b) |GVP = SP| (folgt aus a), da ,&* !)

o b(u,v)—<g,v>=
>
b(u,\)— <g,A>>

|

fix. bel.
M M
W

0 Yv=A—peM

b(up)—<gp> YpeM

L(u,A) > L(u,p) VpeMe (1) #

e ueX: a(u,v)+b(v,\)=< fiv> VveX; AeM.

+— siehe a)

ue X : %a(u,u)—<f,u>—|— {b(u,A) —<g,/\>} <

g%a(v,v)—<f,v>—|—{b(v,/\)—<g,/\> VveX

L(u,A)<L(v,\) VveX & (r) # q.e.d.
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m  Aus der 3! der Lésung v € V, des RMP (2.28) = RVP (2.30) folgt nicht
notwendig 3! Lagrangescher Parameter A € M: (u,\) € X x M 15st eindeutig GVP
(2.2) = SP (2.32) !

= Gegenbeispiel:

a) Btr. RMP in X = IR?%: Ges. (}) € R? : (z* + y*) — min
NB:z+y=2

x2—|—(2—x)2:x2—|—4—4x—|—x2—>min

= Allsg.z=y=1"! < de—4=0:z=1y=2—2=1.
M= R!
NV
Lagrangesche Fkt.:L((;ﬁ)7 M) =22+ + A (z+y—-2)
—3J!SP2z=y=1, A= -2 (mms)
b) Btr. RMP in X = IR*: Ges. (;U) € R?: (2? + y?) — min
NB: z4+y=2
3x4+3y=256
= Jllsg.a=y=1! b((5),(2)):/\(ac—l—y)—l—,u(Sx—l—Sy)
Lagrangesche Fkt.: L ((;”),(2)) =@+ )+ A (z+y—2)+u 3z + 3y — 6)
M
M = R?

— SP 2 =y =1 und alle (2)EBQ:/\—I—S,u:Q(mms),d.h.EI/.

m  Falls jedoch zusitzlich die LBB—Bedingung erfiillt ist, d.h. falls die

e Standardvoraussetzungen (2.3) und die

e Zusatzvoraussetzungen (2.27)

erfiillt sind, dann sind alle Formulierungen Aquivalent:

=

(GVP)| = (SP) (RVP) = (RMP)

I N reM I
Al (u, A) e X x M tueV,

(I

>
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2.3 Gemischte Variationsprobleme mit Storterm (Strafterm)

m  Es seien

e M. C M - dichter Teilraum, d.h. MH'HM = M, und

o c(+): M. x M, — IR' — nichtneg., symmetrische Bilinearform, d.h.
c(py ) >0 YueM., c(p,v)=clv,p) YVuv,u€ M.
le (1, )] < (e (1, 1)) (e, v))°® (folgt aus obigen Beziehungen)

(2.33)

Btr. nun das folgende gemischte Variationsproblem (GVP(t)) mit Stérterm:

(2.34) Ges. (u,A) € X x M, :
a(u,v)+b(v,A) = <fiv> VvelX
bu,p) —t2c(Mp) = <g,pu> YpeM.

unter den Voraussetzungen (2.3) und (2.33), wobei ¢ > 0 ein ,kleiner” reeller Parameter ist.

m  Folgende Formulierungen sind offenbar zum GVP(t) (2.34) Aquivalent:

1. Variationsformulierung im Produktraum X x M.:

(2.35) | Ges. (u,\) € X x M. A(u, o, 0) =< fog;0o,u0> YV (v,u) € X X M,

wobei A (u, A\;v, 1) i= a (u,v) + b (v, A) + b (u, 1) — t2e (A, ),
< figioop> =< fo>+<g,pu>.

2. Operatorformulierung (M. = M):

(2.36) Ges. (u,\) € X x M.: Au+ B*A= fin X~
' Bu —t?*CX\ =g in M

(2.37) Ges. (u,\) € X x M. : L(}) = (/) in X* x M
. A B~ x *.

mltL.—[B _tQC].XxMcn—>X X MZ:

(2.38) <L (K), (Z)> = A(u, Ao,pn) YV (u,A), (v,pn) € X X M.
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Definieren Seminorm

(2.39) ule = /c(p, ), ¥V p €M,

auf M. und auf X x M, die Graphennorm

(2.40) 1 Cos Il == Nlollx + llpllne + ¢ ule.
Dann kann das folgende Lemma von Kirmse (1990) bewiesen werden:

Lemma 2.10: (Kirmse, 1990)

Vor.: 1) Es seien die Standardvoraussetzung (2.3) und die Voraussetzung
(2.33) bzgl. M. und ¢ (-,-) erfiillt, und a (v,v) >0 Vv € X.

2) Ferner 3a = const. > 0:a# a(t) fir 0 <t <1 und

afwuw) bl

(2.41) LA bt/
lellx e . Nl + il

>allullx YueX.

Bh.: Dann erfiillt die Bilinearform A (-,-) im Produktraum X x M, die inf-sup-
Bedingung

(2.42) inf sup A {w A v, )
) &% e (o, 2% o 2, T NI, 0T

>p>0

mit einer von ¢ unabhingigen Konstanten § = const. > 0 fiir ¢ € (0, 1].

Beweis:

Wir unterscheiden 3 Fille:

o Fall 1: (u,\) € X x M. : |jul|lx +|[M|m <7 )N (%),
wobei ¢ € (0, 1] spater noch fixiert wird.

36
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Dann gilt:
>0
A _ 2
Al X, =N) = a(u,0)+2e (AN >
()
1
> PRI >
> gt (Jullx +1Ma)? + 5 2 A2 >
> g {(lullx + lIAa)? + 2 [AZ} >
> et {llullx + 1IN + A = § 22 [[1(u, NI
/l\
(a+ b)2 < 2a® 4 2b*
Alu, Ay u, —A Alu, Ao, p
— |ty < AALIN o, AlAinn )y,
S [ [ ROV [P |
[, M=, = M)

o Fall 2.1: (u, \) € X x M.+ Jlullx + ||Mar > e~ ¢ [Me (+%)

B
< — A
lullx < 52> A (+)
Dann gilt:
B[l < sup b(v,2) = sup A (u, A\;v,0) — a(u,v)
1 vex Ivilx  oex [ollx
(2.3) LBB
A(u, As v,
S sup M + ay HUHX S
1 (v, 1) € X x M. (v, )]
(23)a
Au, Aso,p) B
G s T S
(Uhu) H|(U7H)H|

B
= 5 W< sup =
(v, 1) o
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Resultat:

11 M= [l x +lI A2+ [Ale (S) (1) (lullx +I1Allar) (S) (1+¢) (H%) [[Allar <
*ok + 2

<[oea (4 55) 7] o St

ﬁl 9 -1 < A(U7A;U,,u)
[(1+5) (1—|— E) —1] I (u, M) < (0.4 Zu§ « M. M, ]

o Fall 2.2: (u,\) € X x M. : |u|lx + |[M|ar > 7 E[Ae (x%)

)1
> —||A
ol 2 5= N ()
lullx + AL+ AL <
(4 ) lullx + X ) <

2oy ullx =671 |u
[uﬁe>(r+ﬁl)]uwx 5 ullx
51

o [l[(u M

IA

IA

(2.41)
a(u,u b (u,
o abllw Nl < lafully < G g, bwm
lullx e ar. Nl +

_alwmw) A (u, A0, ) + e (A, )

lullx e M. [l1ellar + ¢ {ul

A(uv/\;uv_/\)_l_ sup A(uvA;Owu)
[[ullx pe Ol

P 1 A (u, Adju,—A) L+ A (u, X;0, 1)
< - =1 sup  ——————
& Cws =M e a0, @]

[l 28 {]] (M|

1 A A;
< (1+5) sup Al Xivm)
(U ,U)GXXMC H|(U7H)H|

+t]Ale <

+t]Ale <
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2 oy o
ot < e (lully 4N <2 (14 552 Jullx < 5 ol
N— ————

N |2

(%) <

dh. e < &P __ ah
T2 B +2ar 201 +4ay

0/ (o, ) oIl
ad A (u, A; v,
— 0wl s ALBAA)
2(1_|_3) (U,IM)EXXMC H|(U7H)H|

wobei 67! = (1+4¢) (1 + Qﬂﬂ) .
1

0 < e < min {1,047&}.
N 201 +4ay

o Resultat: Falle 1 — 3:
A (u, Ay v,
W0 1) g TV () € X M

N S T

2

mit § = min {%, [(1—|—€) (1—|— %) %]_1,2(0147125)}.

Man zeige, daB die Bedingung (2.41) dquivalent ist zur Babugka-
Bedingung fiir die X-Komponente, d.h.

A .
(o,0) € X x M, ]l
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m  Satz 2.11: (¢ () f bagl ||| ¥ M. = M)

Vor.: 1) Es seien die Standardvoraussetzungen (2.3) erfiillt.
2) a(v,v) >0 Yove X und |a(u,v)| < (a(u,u)*a(v,0))/? Yu,ve X
Ja (u, )] < (az |lullx)"*(a (v, 0))"/?

3) () M xM— IR:
o c(up)>0 VyueM,
o c(p,v)=c(vpu) Yuv,pueM,
o le(un < lplelvle ¥ oue M,
o stetig (F): e (10)] < o llular Wl ¥ v € M.

Bh.: Dann wird durch (2.37) — (2.38) ein Isomorphismus L : X x M —— X* x M*
erklart (3!), und L™! ist fiir ¢ € [0, 1] gleichm#Big beschrinkt.

Beweis:

e Wenden Satz 1.2 von Babuska und Aziz auf das Problem (2.35) an:

Ges. (u,\ ) eU=V =X xM:

(2.35)
Alu, o, p) =< fygso,n0> Y(oop)eV=U=XxM
P —
Satz 1.2: L :U — V*-Isom. gdw. 1) A(:,-) stetig: o.k.
2) inf-sup: 3
VLT <1/

3) —daU=V

e Verbleibt zu zeigen:

- A (A5 v, )
inf  su > [ = const. > 0,
) (o T TG, =7 = comet = 0 2210

3)
lllx + (Mg < (G M= Nullx 4+ Az + A < (14 yA2) (ullx + 114 ][a)
=0 0<t<1

e Wegen Satz 2.2 von Brezzi ist L fiir ¢ = 0 ein Isomorphismus !

1) A(-) ¥
Folglich gilt nach Satz 1.2 von Babuska und Aziz (Isomorphismus gdw. 2) inf-sup. ) die
3) —
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inf-sup—Bedingung fiir ¢t = 0, d.h. 3 g = const. > 0 (u1 # 1 (£) 1):

a (u,0)+ b (v, A) + b (u, 1)
ol + Trallas

w1 (Jlullx + [ Allar) < sup
(v, 1)

fiir alle (u,A) € X x M. Fiir A = 0 erhalten wir speziell:

A=0 ' a(u,v)+ b(u,
a=mluly & sup CltlEobeld
o el + Tl
b
P Tl TRy Tl
1),2) b (u,
< Jaga(uww)]Y? + (14 .73) sup HH(T)H
< _l;_/ 4 weM M| M Hle
T c
3) el +#lple < (1+ y/72) llpllas
Stetigkeit
2
JJ% a<b+c :>a§b——|—20
a,b,c>0 a
1<3+¢ 1<(8) +2(8)
az a (1) b (1)
pa lullx < —= +2(1472) sup e
pa ullx pe M el + el
Folglich gilt Bedingung (2.41) aus Lemma 2.10 von Kirmse:
b
i k) S A (1) T
max{%ﬂ (1 —I—,/'yg)} [[ull x weM [lellar + ¢ gl
=a#a(t)

e Nach Lemma 2.10 gilt inf-sup-Bedingung (2.42) mit 3 # 3 (¢) fiir ¢t € [0, 1].

] U 2.5 Seien a, b, ¢ — positive reelle Zahlen.
Dann gilt:

2
a<b+c = a<—+2c
a
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2
Lésung: 1< é—|—E = 1< (é) _|_2<£)
— a a a

a

I1<a+y = 1<2?+2

z,y >0

m  Satz 2.12: (c(,-): M. x M. — IR' — nicht stetig, MH'HM = M)

42

Vor.: 1) Es seien die Standardvoraussetzungen (+ = And.)

(2.3)5 fex* geM:
2.3)2) a(--), b(,-) — stetig: agz, 2
)3y LBB-Bedingung:
)Z) a sei auf X elliptisch, d.h.
a(v,v) > ar|jv]]3A VveX

2) M. und ¢(-,+): M. x M, — IR erfiille die Voraussetzungen (2.33).

Bh.: Dann wird durch (2.37) — (2.38) ein Isomorphismus L : X XM, — X*x M

erklirt (31), und L1 ist fiir ¢ € [0, 1] gleichm&Big beschrénkt.

Beweis:

Wenden wieder Satz 1.2 von Babuska und Aziz auf das Problem (2.35) = (2.37) — (2.38)

an:
Satz 1.2:
P —
L:U=XxM.— V*=U* Isomorphismus gdw. 1) Af(,-) stetig
2) inf-sup: 3
IL7Y <1/

2 1) A () - stetigs |4 (u, v 0)] < oz Il (s DI ] 02k
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zu 2) inf-sup folgt wegen (2.3)2) sofort aus Lemma 2.10, da

a\u,u b u, a(u,u a1 2
H(UHX) Iuseu]?wc H,uH]\j +l?|u|c = H(UHX) = % a ||ullx
23);
>0
VueX,dh o=a. G,

2.4 Auflésung gemischter FE-Gleichungen

m  Gemischte FE-Schemata fiihren auf GS der Art (2.14):

2.44 cuy = [uld oA, = A0 mh
( ) Ges. uy, {u LEth € IR Ay { LEth e R
Ah Bg up — ih
B, O A 9,
mit (Apuy,v,) = al(up,vp) Yuy,v, < up,vn € Xp,
(Braup, Ap) = blup,An) Vo, <up € Xy, YA, & A, €My,

bzw. fiir gemischte Variationsprobleme mit Storterm erhalten wir:

(2.45) Ges. uj, € R"™, A, € R™ :
Ap qu; Yp | ih
B, =Cv || M| |y,

mit (Chahvﬁh) = c(/\h,,uh) Véh,ﬁh —— Ap, pn € M.

X
m  Falls A, = Af p.d. (< a(-,+) auf X, symmetrisch und elliptisch !), und
ker Bj, # IR™ (<« diskrete LBB), dann sind die GS (2.44) und (2.45) regulér
und

symmetrisch, aber indefinit |,

da C, =CF >0 (< c(-,-) auf M), C M, symmetrisch und nichtnegativ !).
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Btr. deshalb das GS (Index h wird weggelassen !)

(2.46)

Ges.u € IR", A€ IR™:

Schur-Komplement—Formulierung

5 " l5]-]

N
| I

uw=A"1(f - BT))

(BAT'BT + ) N=BA™lf —¢

unter den Voraussetzungen

(2.47)

B—(m,n)-Matrix

=m<n

A= AT pd., d.h.s.pd., rang B = min{m,n} - Vollrang,

C' =CT >0, d.h.symmetrisch und nichtnegativ, z.B. C' = O

(C = t2Ch) .

Man zeige:
BT
a) Unter den Vor. (2.47) ist die Systemmatrix B _C

des GS (2.46) symmetrisch, aber indefinit !

b) BAT!BT =] J,xm ist unter den Voraussetzungen (2.47) spd !

BT
-B C

¢) Unter den Vor. A und C' s.p.d. ist die Matrix [ A

positiv definit !

|

|

Losung: a)

(L5 e J =05 ) (3)

= (Au,u) + (BTA, u) + (Bu, A) — (CA Q) =

[> |

(Aw,u) > 0 fiir A =0 und u # 0,
(Au, u) — [2 o (Bu, Bu) + o? (CBu, Bu)] < 0

fiir A = —aBu # 0 und « hinreichend grof§ !

)=t

trivial

(RN
w(2)s0

[> |
[> |

[> |

)

2

>0

44
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2.4.1 Der Uzawa—Algorithmus und seine Varianten

m  Der klassische Uzawa—Algorithmus zur Lésung von (2.46):

(2.48) o Sei Mg € R™ geg.
e lteration: £ =0,1,...
Awpr = f = BT A, ) ' GS l6sen !
Akp1 = A + 7 (Buggr — CAp — g) (Druckiteration)

wobei 7 > 0 — geeignet gewihlter Relaxationsparameter !

m  Zur Analysis unter den Voraussetzungen (2.47):

(248) <= M1 =X —T(BAT'BT +C) N 47 (BAT f —g)
A —A
— S (BATBT 4+ C)N =BAT [y

<= Richardson—Verfahren fiir (BA_IBT +C)A=BA7 f — g

Schueromple?nent

m  Der vorkonditionierte Uzawa—Algorithmus:

Sei D = DT p.d.~Prikonditionierer fiir BA~!BT + ', d.h.
(2.49) v,D <BAT'BT+C <9, D,
dann ergibt sich aus dem vorkonditionierten Richardson—Verfahren
A1 — A
(2.50) D % +(BAT'BT + )\, =BA f—yg

sofort der vorkonditionierte Uzawa—Algorithmus:

(2.51) o Sei A\ € IR™ geg.
e [lteration: £ =0,1,2,...

Augyr = f— BT ), +— GS losen !
drp41 = Bugg1 —Crhp—yg
Dpnyr = dk-|—1

Ak41 = Mg+ ThEg
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] Satz 2.13:

Vor.:

Es seien die Voraussetzungen (2.47) und die Spektraldquivalenzungleichungen
(2.49) erfiillt.

Dann konvergiert der Uzawa—Algorithmus (2.51) bzw. (2.48) = (2.51)p=;
fiir einen bel., fix. Relaxationsparameter 7 € (0,2/73), und es gelten die
Fehlerabschitzungen

(2.52) 12 = Al < g" 1A = Aol

wobei x = D, BA™'BT + C, (BA™'BT 4-C) DY (BA!BT + C);
0 < gopt = ¢ (Topt) < ¢ =q(7) = max{[l = 77,[, [ = 79|} < 1,
Topt = 2/(7, +72)s Gopt = %7 §=7,/72 |-l = (M-, )%

Beweis: siehe [22] Numerik II, Pkt. 7.2 !

] Lemma 2.14:

Vor.: Es seien die Voraussetzungen von Satz 2.13 erfiillt: (2.47), (2.49).
Bh.:  Zusétzlich zur Fehlerabschdtzung (2.52) gilt auch die Abschidtzung:
(2.53)  |lu— wplla < 6" A= Qollpa-1Bric-
Falls C' = 0, dann gilt auch die Abschitzung
||lu — @k+1HA < f]k |l — uql|a-
Beweis:
o Au = f-pBT
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A(u— BT (A, — A
¢ — H@_@k-HHA = sup (A (u gk"‘l)’g) — sup ( (A —A),v)
- ve R vl ve R |||
v=A—054y
A_0'5BT A — A
i sup ( (—k _)72) _
w € R" ]|

= AT BT (A, = M) = (BATIBT (A — A), A — 1) =

= IA = Mllpa—1pr < J]A = Allpa-1pro <

c=CT>0
< ¢*IIA = Xl [Ba—1BT40 T " |lu— w4
=0
q.e.d.
] U 2.7 Oben wurde gezeigt, dafi der vorkonditionierte Uzawa—Algorithmus nichts

anderes ist als das vorkonditionierte Richardson—Verfahren angewandt auf
(2.46); (BAT'BT4+C) A= BA~! f—g. Anstelle des Richardson-Verfahrens
kann man natiirlich auch das Tschebyschev—Verfahren, das Gradienten—
Verfahren bzw. das CG—Verfahren mit dem Priakonditionierer D auf (2.46);
anwenden.

Schreiben Sie den vorkonditionierten

o Uzawa—Tschebyschev—Algorithmus,
e Uzawa—Gradienten—Algorithmus und

e Uzawa-CG—-Algorithmus

auf, und geben Sie analog zu (2.52) die lhnen bekannten Fehlerabschitzun-
gen an !

u U 2.8 Man zeige, da§ der vorkonditionierte Uzawa—Algorithmus (2.51) dquivalent
ist zum klassischen Uzawa—-Algorithmus angewandt auf das transformierte

System

A@‘F BTD_O'E)E: i
D_0'5Bg _ D_O'E)CD_O'E)E — D_0'52
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] Nachteil von Uzawa—Techniken:

= GS|Aupy = f— BT\, | muBl méglichst genau (Diskretisierungsfehler !) in jedem

Iterationsschritt gelost werden, da in Matrix % Vektor-Routine: vgl. (2.50) !

2.4.2 Der Arrow-Hurwicz—Algorithmus

m  Der vorkonditionierte Arrow-Hurwicz—Algorithmus zur Lésung von (2.46):

(2.54) o Seiugc R, A€ IR™:
e lteration: £k =0,1,...

Gk A+ BTN = S

A - A
—D%‘FBMHJ—C&CZQ

wobei die Prikonditionierer D = DT p.d. und G = G7T p.d. folgende Spektraliquivalenzunglei-
chungen erfiillen:

= —0.5 —0.5 =
(2.55) { 7,G < A<nG, v, I <GTPAGTY <l
<

v, D BGT'BT + C' <4, D.

] Mit den Substitutionen

(2.56) AL = D_O'E’Ek und uy, = G~%,
wird (2.54) dquivalent zum klassischen Arrow-Hurwicz fiir transformiertes System:
L +| G05AG05y, i G_0'5BTD_O'5,uk GO5f,
o lad L
(2.57) P
TR+l [ + D_O'5BG_O'5Qk+1 _ D_O'5CD_O'5,Mk — D_O'5g.
T ad g

m  Konvergenzratenabschitzungen und Bestimmung optimaler Relaxationspara-
meter w = w (y1,72) und 7 = 7 (71, 72) fir ¢ = O findet man in Queck W.: SIAM J. Num.
Analy., v. 26, Nr. 4, 1985, S. 1016 — 1030.
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2.4.3 Die Bramble-Pasciak—Transformation

m  Btr. skalierten Prikonditionierer Aq = Al p.d. fiir A:

(258) IOAO S A S :YO AO mit 10 > 17

d.h. insbesondere ist A — Ag spd, da wegen (2.58)

1 1
(2.59) 0<(1——)AgA—AOg<1——)A,
To 7o

z.B. liefert Ag = vG mit (2.55)

1 1
- 26 <A < - G
Y o~ Vo~
~—— 4, M~ A
o Yo
1
10:11.; = 1+4 = |y=7,/(1+8)| zufix.§>0.

m  Dann sind die folgenden GS offenbar dquivalent:

A BT ul| | f A
ew |n ] [3]-1E] 2

BA;' 7, — 7,

—1
H Ay 4 } Bramble-Pasciak—Transformation

(2,60 l Ag'A Agl_l?TT ] [g] _ l Agl_il ] A
r_| BAo A-B BA; B' +C A BAy f—-g Zy
BAG' (A — Ag)
¢ (A—Ag) 7, (Symmetrisieren) (A — Ag) Aj'A = AAZ'A - A

|

[> |=

(2.61) AAGTA - A (A — Ag) Ayt BT
TV go| BAZY(A—Ag) BAJ'BT +C
spd

_ (A—AO)A 1f
T BA'f-g

m  Fiihren im Faktorraum IR"™ X IR" das neue Skalarprodukt

o (2

[> |

)] = ((A—Ao)u,v) + (A, p) ein.

= I
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Dann gilt der folgende Satz von Bramble und Pasciak (1988):

Satz 2.15:

Vor.: 1) Es gelten die Voraussetzungen (2.47),

2) Spektraliquivalenzungleichung (2.58): v Ao < A < Y040, 7, > 1.
Bh.: 1. T =T* p.d. bzgl. [-,], d.h.

« [TX.Y]=[X,TY] ¥X=(¥, Y= () e R x R",

e TX, X]>0 VXeR"XIR":X=+#O0.
2. Es gelten die Spektraldquivalenzungleichungen

(2.63) v[TX,X]<[TX,X]<7[TX,X] YX€R"xRR™,

(2.64) 7(SX,X)<(SX,X)<7(SX,X) VXeR"xR"
mit den Prékonditionierern (Regularisatoren)

T:ll o} A — A o}

o} BA‘IBT+C]undSZ[ O BA'B4C

und den Spektraliquivalenzkonstanten

1- 1 1
\/577: +\/amita:1—7.
l-a 1l -« o

Y=

Beweis: Der Satz wurde erstmals von J.H. Bramble und J. Pasciak in [6] mit der nicht optimalen

1
unteren Schranke y = (1 + 5+ at aff) gezeigt (siehe auch Seminarbericht [24]).

W. Zulehner zeigt in [31] fiir den Fall ' = 0 die scharfe untere Schranke v = 11__;{?, die aber
auch fiir C' = CT > 0 gilt.

Es sei

(2.65)

W
Il

A—-4 O
0 D

mit D = DT p.d.:
(2.66) v, D < BAT'BT 4+ C <45 D.
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Dann gilt wegen (2.64) offenbar
(2.67) §S < S <3S
mit 6 = min {1,7,}~ und § = max {1,73} 7, d.h. S ist ein guter Prikonditionierer fiir S, falls Ao

bzw. D gute Prikonditionierer fiir A (skaliert !) und fiir das Schur—-Komplement BA~'BT + C
sind !

| U 2.9 Man schreibe das vorkonditionierte Richardson—Verfahren

- X — X, | (A=A AS'S
S - +S8SX,=F= BAT g

zur Losung des GS (2.61) ausfiihrlich (fiir uj, und A;) auf ! Welche Konver-
genzaussagen und Fehlerabschdtzungen sind Thnen bekannt 7 In welcher Be-
ziehung steht das Richardson—Verfahren (Ag = vG) zum Arrow-Hurwicz—
Algorithmus (2.54) 7

U 2.10 Schreiben Sie das mit S prikonditionierte CG-Verfahren zur Losung des
GS (2.61) S X = F ausfiihrlich (d.h. fiir Komponenten u; und A;) auf, und
geben Sie Fehlerabschdtzungen an !

— Bramble-Pasciak—CG !

. Bemerkung:

Einen Uberblick iiber iterative Methoden zur Lésung von symmetrischen und indefiniten Glei-
chungssystemen der Art (2.44), (2.45) bzw. (2.46) findet der interessierte Leser im Seminarre-
port [24]. Der an der Konvergenzanalysis dieser Verfahren interessierte Leser sei auf die Ori-
ginalarbeiten fiir spezielle Verfahren und auf die Originalarbeit von W. Zulehner [31], die eine
zusammenfassende Analysis gibt, verwiesen.



Kapitel 3

Modellierung, Analysis und Numerik
linearer Elastizitatsprobleme

3.1 Grundgleichungen der linearen Elastizitéitstheorie

3.1.1 Spannungszustand (Kinetik)

m  Btr. belasteten Korper (= t Gebiet) Q C IR® mit hinreichend glattem Rand I' = 9Q im
Gleichgewicht (in der linearen Theorie identifiziert man den undeformierten mit dem deformier-
ten Korper als Referenzkorper):

I'= n17n27n3)T7 |7_l\|:1
t(z) = pi(2)
3 p — Dichte
T2
Ty
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for [ /1) ]
f(z) = /hm 1] = fa(z) |, z € Q — Volumenkraft(dichte)
-0
x|€ }2/ cQ fs(x)
tr fi(@)
t(z) = /ﬁm K = ta(z) |, €Iy — Oberflichenkraft(dichte)
'l =0
x|€ IL’CFt B () )

m  Spannungszustand in einem Pkt. x € © und der Spannungstensor:

e Totale Spannung (™ (z) im Pkt. z mit der Normalen n:

t)(z) = t%n)(x) = _lim |11;//| =
II'| —0
zel’clh
= t%n)(x) = _lim L.
) =0 [
| e el CL.

,unabhiingig von I, aber abhingig

—A
von der Normalen n im Pkt. z“

actio = rTeactio
im Gleichgewicht

e Spannungszustand im Pkt. z € Q:

n n n T — —
) {10)@) = ({080 0) s e = (= () € B T )= 1}
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—

e Totale Spannungen fiir n =n= ey, €5, €3:

L3 7_1\: €3
+(3)
033 /
z
o3y 732 s +(2)
oz tM) /
x v o n= ey
012
o1 g 021
L2
7_7/\: €1
L1
tW(z) = @) = [o11(2),012(x), 013(2)]"
t@(z) = 1=2)(a) (791 (2), 022 (), 3(2)] "
tO(z) = =) (2) = [oa1(2),05(x), 033(2)]"
m  Krifte- und Momentengleichgewicht:
e Spannungstensor:
011 012 013 — (t(l))T
c=o(z) =0yl ;c13=| on 02 o; | tHT
o31 03 o33 | — (tONHT

o Es gilt:

3
(3.2) tgn)(w) =0n; = Z U]‘Z'(w) nj, nN= n9 enN
7=1

Einstein
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. Zeigen Sie (3.2), indem Sie das Kréftegleichgewicht an einem Tetraeder—

Element betrachten !

Hinweis:

—O'llAAl — UQlAAQ — O'31AA3 + t(ln)AA
FAVf =0
Aus AA; = AA-n; und AV/AA — 0, folgt

—011M1 — O21Ng — 031N3 + t(ln) =0 #

T3 7_1\
(") (z)
On
T
T2
Ty
(3.2)
(3 3) o, = (t(n)ﬂl):tgn)ni = oinin; = > Tjinin;
7,75=1
o= (IO = 02)" = () o2)

9\ 0.5
3 3 3 3
Z 2. 0jing (Z Ukmk) — E ojinin;
=1 \y=1 k=1 2,7=1

e Btr. ,Korper® © im Gleichgewicht, d.h. die resultierenden Kréfte und Momente sind Null:
VQ CQ:Q CQ, 0 hinreichend glatt, gilt:

(3.4) /fi(ac) dac—l—/ £ (@) ds =0, i=1,2,3,
Q an! H



KAPITEL 3. MODELLIERUNG, ANALYSIS UND NUMERIK

56

(3.5) / ex fa)de + [ @xt™(z)ds=0.

¢ Vektorprodukt gg

n

¢ ()
0%

Moment

e Aus (3.4) erhélt man durch partielle Integration:

[ file)da+ [ iaﬁdxzo v (1), d.h.
Q/ Q! dx

J

[ ojin;ds
o8
(3.4)
—U]‘i7]‘($) = fz(ac), i:m, Vze
5. 9ji(2) .
— = fi(x o
P fila)

—div o = f inQ
= Kriftegleichgewicht !

° Schneiden Sie virtuell einen ,kleinen“ Wiirfel

2

Azt = {xl—ﬂ $1+%} % {962_%79624_%} % {963_%79634_%

aus einem im Gleichgewicht befindlichen Ko&rper heraus, und schreiben Sie

das Kriftegleichgewicht (z.B. in z;-Richtung)

auf !

Hinweis: Az CQ

T 031 (9617 T2, T3+ %sza) AziAzy
Al’l
—011 ($1 - 9 T, $3) A$2A$3 ~]
T — 021 ($17$2+%79€3) AzyAws
A Az v T on (961 + LAy, 2, 963) AryAxs
o (xh Ty — 553, 903) AziAzs i
T3 —031 (9617 L2,T3 — %sza) Az Axy
A$2
9 A$1 —
0 f:(f17f27f3)T:Pf
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Damit ergibt das Kriftegleichgewicht in ;- Richtung:

[—au (xl — B gy, $3) + o013 (xl + 8L as, $3)} AzyAzs +
+ [—azl (xl,wg - A—;’Z,xg) + 091 (xl,wg - A—;’Z,xgﬂ Az Azs +
+ [—031 (wl,xg,xg - %) + o5 (xl,xQ,xg - %)} Az Azy +

+ f1A$1A$2A$3 =0 ‘ . m s A$17 A$27 A$3 — 0

doy dogy Jdosy .
e 8$1 ‘|‘ 8$2 ‘|‘ 8$3 ‘I’fl —0 (34)1

57

Im dynamischen Fall muf} die Tragheitskraft (Masse * Beschleunigung) beriicksichtigt

werden:

(3.4)75 pﬁi—U]‘i7]‘:fi($,t), i:m, xEQ, tET:[O,T]

e Aus dem Momentengleichgewicht (3.5) erhélt man ebenfalls durch partielle Integration:

023 — 032
Jax[fi(x)+ojjlde+ [ | o1 —013 | de=0 V.
Qf N Q o s
(354)0 12 21
Folglich muf} gelten:
(3.5) o = 05 Vi,j = 1,3,

d.h. der Spannungstensor ist symmetrisch !

m  Krifterandbedingungen: Aus (3.2) folgt

(3.6)




KAPITEL 3. MODELLIERUNG, ANALYSIS UND NUMERIK 58

m  Hauptspannungen und Invarianten des Spannungstensors:

e Fiir jeden Spannungszustand {t(”)(x)} oy in einem Pkt. 2 €  existieren offenbar 3

orthogonale Ebenen mit den Normalen n=n (z) = n( ) nO),

(3.7) 1 (2) =0, ()7 (V7 (2)=01).
Tatsdchlich, mit (3.2) ist (3.7) dquivalent zum EWP
(3.8) 03ji (ac) n; — A 5]’2' n; = (Uji (ac) —A 5]2) n; = 0.

Da [0y;]; ;_73 wegen (3.5) symmetrisch ist, existieren 3 nichtnotwendig verschiedene, reelle

Hauptspannungen
| |
EW: A\ = o > o3 > o3,
i}
EV: 7 = a0 n(?) n® o (00, 00) =5,
' Hauptrichtung
n(l)
n(3)
Hauptebene
n(2)
\ Hauptachsen
n(1
Offenbar gilt (Rayleigh-Quotient)
o3 = min o;;n;n; < 0, =00, n; < Max o N Ny = 0q
neN neN
In| =1 In| =1

e Invarianten des Spannungstensors:

Die Hauptspannungen oy, 0, o3 sind Wurzeln des charakteristischen Polynoms
(3.9) det [o;; — A&l = =N+ L1 (0) A\ = Iy (6) A+ I3 (o) = 0,
wobei die Koeffizienten (o;; = 0j;)
(3.10) Ii(o) = oy=011+02+033=01+402+ 03,
Iy(0) = 011022+ 022033 + 033011 — U%z - U%g - U§1
0102 + 0203+ 03071,

I3 (c) = det o] = 010203
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des charakteristischen Polynoms invariant gegeniiber orthogonalen Transformationen sind.

I (0), I, (0) und I35 (c) nennt man 1., 2. und 3. Invarianten des Spannungstensors.

Dann ist auch jede homogene, symmetrische Funktion wieder eine Invariante des Span-

nungstensors, z.B. werden

Ji(o) = Li(o)=o0y=01+0y+03,
2Jy(0) = I(0)—21(0) A 0%+ 02+ o2,
3J3(0) = I} (0)=31L(0)I2(0)—313(0) =

_ T L — 3 3 3
= 0ij0jk0k =07 + 05+ 03.

die lineare, quadratische und kubische Invarianten des Spannungstensors genannt.

Kugeltensor und Deviator:

e Die Invariante

1 1
(3.11) P=3 L (o) = 3 Tkk

heifit hydrostatische Spannung (Druck) bzw. Hauptnormalspannung. Offenbar kann jeder
Spannungstensor o = [o;;] eindeutig als Summe eines Kugeltensors und eines Deviators

dargestellt werden:

(3.12) o = Kugeltensor 4+ Deviator = og + s,
wobel oy = [p(sif]i,jzﬁ =p wij]i,j:ﬁv
s = o—09= [Sif]m:r = [o;; — 3 Tkk 5ij]z’,j:ﬁ'
e ——
=i =7

Fiir die Invarianten I4(s), I3(s) und I5(s) des Deviators gilt:
(3.13) L1 (s)=sy =0y — 2o 0 =0,

_ 2 2 2 _ _
I (5) = 511522 + 520833+ S33 511 — Ofg — 033 — 05 = ... =

= —tsijsy = (h(s) = & (sm)?) =
= 5182+ 8283+ 8351 = _%(5%‘|’5%+5%) =
= —é [(011 - 022)2 + (022 — 033)2 + (033 — 011)2 - U%g
=% l(o1 = 02)? + (02— 03)? + (03 — 01)%] = —J2 (s),
I5 (s) = det [si;] = s1 8283 = % (57 + 53 4 53) = J3 (s),
wobei s1, S9, s3 — Hauptdeviatorspannungen, d.h. EW des Deviators.

Die Invariante

(3.14) T = \/—12 (s) = \/J2 (s)

2
— 033 — 031

2

]

heiffit Schubspannungsintensitit (intensity of shear stresses), die in der Plastizitdt eine

wichtige Rolle spielt.
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m  Einige ausgezeichnete Ebenen des Spannungszustandes:
e In den Hauptachsen hat (3.3) die Form
o, = 01 n% —|—O'2n% +03n§,
n?—l—ng—l—ng:l
2 2 2 V
T, = Un1—|—02n2—|—03n3—0 =
= (02 — 03)* i ni + (03 — 01)? nini + (01 — 02)* ni nj
wobei
Op=0, 1 = = Normalspannung
n_n_ nl,ng,ng)T
n(3)
2) Tangentialspannung = Schubspannung
/ n
n()
e Fiir die folgenden, jeweils 4 Ebenen gilt:
1 1
10 iﬁ iﬁ
) = j:T . )= 0 . ) = j:% 7
+1 1 0
Vi Vi 0
_ . _ 9203 01— 03 01— 0
Tayy = T1 = 2 y Ta2) = T2 = 2 y Tae) = T3 = 2 ’
o 032403 o o1+t 03 o o1t oy
) — 2 ) 2 — 2 ) a3 — 2
Man kann nun zeigen, dafl die sogenannten Hauptschubspannungen 71, 7 und 73 Extre-
malwerte der Schubspannungen sind (—» Lag.-Fkt.: L (n, A) := 72+ X (| n |2 1)). Folglich
ist
01 — 03
Tmax = T2 = 5

die maximale Schubspannung.

e [Miir die 8 Ebenen mit den Normalen

7_1\: (n17n27n3)T : n? = 1/37 Z:m

des Oktaeders gilt wegen (3.3)
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Uoct:Un:Uin?:%(Ul‘l’UZ‘l’US) =P

1/2
_ (22 27305 (1 1 2 _
Toct = Tn = (07 0} — 07) —(gUz’Ui—g(fﬁ—l-Uz—l-US)) =

= % (3 (O‘%—I—O‘%—I—O‘%) — (gf—|-a§—|-a§+20102+20203+20103))1/2
= % (2 (0% 4 02+ 02) —2(0102+0203+0103))1/2 =
=1 (01— 02)* + (02— 03)2 + (05 — 01)%] " =
=31 =4/8 1=
=2 (=h(s) = /2 ha(s) =
=/271.
o (Geometrische llustration:
g3
o | 111
d > 11 ao<;1
T0 T2 i) II
<7£I\‘I I11 |
I
-~ o
T3 / T3 T.,(3) 2
g1 1
>~ 4
g3
Hauptrichtungen (principal directions)
g2

a1

I = Hauptebenen (principal planes)
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I Oktaederebenen (octahedral planes):

00 = Opct = %(Ul+02‘|’0—3) =P,

0= Toce = /2 (~ L2 (5) = /2 71,
71 = /—13 (s) — Schubspannungsintensitit (intensity of shear stresses)

Il = Ebenen der extremalen Schubspannungen:
09 — O3 o1 — 03 01 — 02

1= 5 ) T2 = 2 ) T3 = 2 )

o 02+ 03 o 01+ 03 o o1+ 0y

n(l) - 2 b n(2) - 2 b n(3) - 2 b

3.1.2 Verzerrungszustand (Kinematik)

Der Greensche Verzerrungstensor:

e Unter der Wirkung externer Kréfte bewegt sich ein materieller Punkt z eines deformier-

baren Kérpers € in eine andere Position z + u ()

T3

i

a1

mit dem Verschiebungsvektor

(3.15)

u(z) = (ug (), ug (), us (2))%, 2 e€Q.
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o Der Abstand ds des Punktes z zu einem benachbarten Punkt z + dz dndert sich durch die
Deformation zu ds’

T3 z+de+u(z+de)
u(z+ dz
z 4+ dzx
ds ds'
dz
: u(z)
z+ u(z)
T2
T ds = (dzy, dzy)"/?

du = u(z + dz) — u(x)

[l <«

(ds")? = |z +de +u(z+da) — 2 —u(z)]?
= |dz + dul? =
= drpdey + 2dxy dug + dug, duy,

Da

dup, = up,dxy,

erhalten wir fiir die Lingendnderung
(ds')? — (ds)? = 2 dug day + du; du; =
=2 Uk, ] drpdxy + Uj g dx; Ui k dxy =

= (2upg+ Ui uig) deydey =

1
=2 {5 (Wt + g + wig uzk)} drydz), =

=: ey
= 2epda;day.
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Der symmetrische Tensor der Ordnung 2

(3.16) e = [eply =73 mit e = 2 (ke 4w g+ i i g)

heifit Greenscher Verzerrungstensor.

e Zur geometrischen Interpretation der Komponenten des Greenschen Verzerrungstensors:

exk — beschreibt die relative Lingendnderung eines Linienelementes
ds— »dzi“|| xp—Achse !
Tatsdchlich,
|ds'|? = da? 4+ 2 ep dai = (1 + 2 exr) |ds|?, (5)
d.h. (0. B. d. Allg. |ds’| > |ds| !, d.h. exr > 0)
|ds'| — |ds]| B

=+1+4+2e¢, —1

X €Lk
dS

err klein !

erl — beschreibt die Winkeldnderung ¢ (kK # ) zwischen den Li-
nienelementen ,dz;“ und ,dz;“. Analog zu oben ergibt eine
direkte Rechnung (mms)

2 ek
\/1—|—26kk\/1—|—26”

sin g = (erk,en > 0),

d.h.
DOr & YR = 2 epy, falls e klein ist !

m  Der Cauchysche Verzerrungstensor:

e Im folgenden setzen wir voraus, daf3
Jug _
(3.17) — | =|urg| <1 VEkI1=1,3.
Jx;

Dann kénnen in (3.16) die quadratischen Terme vernachléssigt werden und

en _1<%+%)
MEER =9 \ o2y 0 )

Der symmetrische Tensor der Ordnung 2

(3.18) e = [ewly otz mit e = 5 (ung + wp)

heifit Cauchyscher Verzerrungstensor.
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Aus den obigen Betrachtungen folgt, dafi die Komponenten £5; von ¢ folgende Bedeutung
haben:

ekt — relative Lidngendnderung des Linienelements ,,da“.
Yei = 2€r; = Schubwinkel — Anderung der Winkel zwischen den
Linienelementen ,,dz;“ und ,dz;“ (k #1).

e Es gilt offenbar die Darstellung
j—g = [ug]l = +w,
wobei

w = [whil =13 Mit W =3 (uks — wr) = —wi

Dann gilt offenbar (mms)
e = ep + 3 (Sik + wik) (g0 + war),

d.h. ep & epy, falls 5, und wip ( u;;) klein sind !

e Hauptverzerrungen (= Hauptdehnungen) und Invarianten:

Btr. wieder EWP

(3.19) [8]‘2' (ac) - A 5]2] n; = 0.
Da [g;]; ;=13 symmetrisch ist, existieren wieder drei nichtnotwendig verschiedene, reelle
Hauptdehnungen
| |
EW: X = g > &2 > €3,

Die Hauptdehnungen sind Wurzeln des charakteristischen Polynoms
N+ L ()N =L () A+ I3(\) =0,
wobei die Koeffizienten
I () = iy =11+ 22+ €33 =1 + €2+ <3,
Iy (e) = 11622+ €22633 +€33611 — 5%2 - 5%3 - 5;251 =
= c1&2t 263+ e3¢€0,
I3 (e) = det [g;;] = 12263

wiederum Invarianten (1., 2. und 3.) sind.

e Analog zum Spannungstensor gilt die Zerlegung
¢ = Kugeltensor + Deviator = g9 + £
mit &g = [ééij]m:ﬁ, €= %8“' = %Il (8),

E=[Eglig=13, Gy =eij —edi.
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Fiir € kdnnen ebenfalls wieder die Invarianten aufgeschrieben werden:

LE)=T1(8)=0,12(5) = =J2(8) = (1), I3 (£) = J3 (£) = det [&;;].

3.1.3 Stoffgesetze: Lineare Spannungs-Verzerrungs—Beziehungen und das HOO-
KEsche Gesetz

m  Hyperelastisches Material:

e Falls die Spannungs-Verzerrungs—Beziehungen durch

- 0W(e)
(3.20) o = Je

gegeben sind, und das elastische Potential (Verzerrungsenergiedichte)
W: R :={c= [ei5] € IR?: €1 = Eji} — R!
bestimmte Bedingungen, z.B.
e positiv definit, d.h. W(e) >0 Ve #£O,

. aW(e) _ aW(e) Vij=1.3.
882']‘ 88]‘2'

erfiillt, dann nennt man das Material hyperelastisch.

] Linear elastisches Material:

e Das elastische Potential W (e) habe die Form

(3.21) Wi(e) == Dijricricijs

2

wobei die elastischen Koeffizienten D;;j; folgende Eigenschaften haben:

(3.22) Dijki = Dy,
D = Djirt = Dy

Aus (3.22) folgt, daf nur 21 Koeffizienten unabhingig voneinander gewihlt werden kénnen.
In Abh&ngigkeit von Symmetrieeigenschaften des Materials kann die Zahl der unabhingi-
gen Koeflizienten weiter reduziert werden, z.B. kann orthotropes Material durch 9 un-
abhingige elastische Koeffizienten beschrieben werden (siehe z.B. [17] Kikuchi N.: Finite
Element Methods in Mechanics, S. 187 ff).

Aus (3.20) und (3.21) folgt das Hookesche Gesetz:

(3.23) 0ij = Dijki k-

Man nennt das Material homogen, falls D;;5; # D;;ri(z), andernfalls inhomogen.
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e [lin Material wird isotrop, wenn die Eigenschaften des Materials nicht von der Richtung
abhingen. Ein Koérper ist isotrop, wenn in jedem Punkt des Kérpers das Material isotrop
ist.

Wenn ¢ = (21,29, 23) und 2’ = (2], 2}, 2%) zwei orthog. Koordinatensysteme sind, dann
miissen folglich zusétzlich zu (3.22) die Beziehungen

(3.24) ki a5 Dijmn Gnp @mg = Dyipg

gelten, wobei a;; = cos (24, 2%).
Damit bleiben 2 unabhingige Konstanten iibrig !

Das elastische Potential kann dann in der Form

1
(3.25) Wi(e) = 5 (AJT () +4pdz(2)
geschrieben werden, wobei
Al — Lamésche Konstanten: A, u > 0.
Ji(e) = &4 — lineare Invariante von ¢,
J2(e) = eijei; — quadratische Invariante von .

Setzt man die Beziehungen
le (8) = (8“')2 = (52']‘ 82']‘)2 = 525 5kl Eij €kl und
2Jy () = €56 =8k 051645 €mi

in (3.25) ein, erhélt man
1
(3.26) W(aS) = 5 [/\ 52’]’ O + u (5zk (S]‘l + 64 (S]k)] €5 €Kl-
= Diju
Folglich nimmt das Hookesche Gesetz (3.23) die Form

(3.27) oi; = (A0 8k 4w (8ik 050+ 0 bi1) ] €mi
= /\@52] —|—2,u€2']‘

an, wobei @ =3¢ =¢;; = I; (¢) — Volumendilatation.

Aus (3.25) und A, > 0 folgt
(3.28) W(aS) > WUE i

m Weitere Bemerkungen zu isotropem, linear elastischem Material:

e Elastische Konstanten im isotropen Fall:
Aus (3.26) folgt
(3.29) D = X0ij 01+ 1 (0ik 050 + 651 051)
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mit den Laméschen Konstanten A, > 0.

Neben den Laméschen Konstanten werden in der Ingenieurpraxis auch die folgenden Kon-
stanten verwendet:

A+2 K
FE = M =2(14+v)p= 9, A Youngscher Elastizititsmodul,
A4 p 3K+
1 A F 13K -2
V=S T, T el 1= 3 33[(4 — Poissonsche Querkontraktionszahl,
tu Th L€ (0,0.5).
(3.30) ¢ K=X+ g,u = ﬁ — Kompressionsmodul (bulk modulus),
G = —LfGl't dul (sh dulus)
_'M_Q(l—l—l/) eitmodul (shear modulus),
N = Ev _ 2Gv Kk gG.
(14+v)(1-2v) (1-2v) 3

Aus (3.27) und (3.29) folgen z.B. fiir K und G die Beziehungen

3p = 05 ={ A0k +2p 0 ducy=BA+2u)

Ekk
——’
=0

3A+2
Sij = aij—p&j:/\@&ﬂ-Qu%—ﬂ@%:
S _ - .
= 2#82']‘—2,11—3 O =2p (e —€8;) =2péy; =2GE;

q SiJZQGéijEQ,Uéij Q SZ']‘ZQG&]‘, 275]

e Zur Bestimmung der elastischen Konstanten (z.B. A, ) {iber einachsige Spannungs—

zustdnde (— Zugversuch etc., siche auch Pkt. 3.1.4.1):

Vor.:o;; =0 Vi,j bisauf o1 #0
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Aus (3.27) folgt dann:
011 = Aenn+ e tess)+2pen
{ 022 = 0 = A(ey1+¢e22+e33) +2pea

A
} G €22 T €33 = — 31,

€11

o33 = 0 = A(e11+¢e22+¢33) +2pess .

oy = 0=2pe;, Vi#j
Damit gilt:

A pBA+2p)

—>a:/\1———|—2]5: eyn=Fe¢

11 [ ( /\-I-,u) Kl €11 At 11 11

=F
=v
o
oy = g Moo oA 1% 1 A
22 = E33= 2 n¥ STELESY 1= 2 3+ n 11

o1+ 04+0=3Xe;;+2pe;; = BA+2p) ey

Resultat:

a) o1 = Feny
3.31
( ) b) €22 = £33 = Ve

} a) F ist folglich ein Ma8 fiir den elastischen Widerstand eines Materials unter
einachsigem Zug bzw. Druck !

b) v ist der absolute Wert des Verhiltnisses der transversalen Verzerrungen (2
bzw. £33) zu den longitudinalen Verzerrungen (£11) unter einachsigem Zug
bzw. Druck (entlang der z1-Achse).

f} Zugversuch zur Bestimmung von F und v !
Aus (3.30) lassen sich damit alle anderen Konstanten berechnen !

e Matrixdarstellungen der Spannungs-Verzerrungs—Beziehungen im isotropen Fall: 0 = De

1. o-e—Relation mit 9-komponentigen Vektoren:

_ T
0 = [0117 022,033,012,021,023,032,013, 031]

_ T
£= [51175227 £33,€12,€21,€23,£32, €13, 531]
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[ A+2pu X A

A A2 X

A A A+2p

2 p
D= 2
2 p
2 p
2 p

70

L 2p |

2. o-e-Relation mit 6-komponentigen Vektoren:

_ T
0 = [0117 022,033,012, 023, 031]

_ T _ _ _
€ = [e11,822, 33, Y12, Y23, Y31)" mit 19 = 219, Y23 = 223, Y31 = 231 !

i A2 A A T M 1—y v v
A A2 A v 1—-v v
D= A A A2 . B v v 1—-v
- i - (1+v)(1-2v) 1—22u
i 1—22u
i . i 1—22u |

m  Beriicksichtigung thermischer Einfliisse:

e Allgemein:

(3.32) 0ij = Dijriep — Bi; (T = To),
wobei T,Ty— Temperatur im def. bzw. nichtdef. Koérper,
Bi; = Bj; — Wiarmedehnzahlen.
e Isotrop:
(3.33) Bi; = K adg;,
wobei K — Kompressionsmodul,

o — Warmedehnzahl.

e Bemerkung: Fiir héhere Temperaturen 7' (mehrere Hundert °C 1} sieche Material-
tabellen) hidngen die elastischen Konstanten von T ab:
Diini = Dijw (T).
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3.1.4 Einige Spezialfidlle von Spannungs- und Verzerrungszustinden

3.1.4.1 Beispiel eines einachsigen Spannungszustandes

m  Btr. Stab der Linge I mit konstantem Querschnitt A

Q={reR?:0< 2 <, (21,22) € A}

unter einachsiger (21-Richtung) Zug- bzw. Druckbelastung:

T3
T2
A
_ I -F F s
[A] f/ [A]
t(—el) — 0 ‘( | I t(el) — 0
0 1 0

Fiir den einachsigen Spannungszustand gilt dann:
o11 =011 (21) = m, mit |A| = meas (A4),
o, =0 Yi=1,2,3 ¥j=23und
wi (z) = w; (z1), Vi=1,2,3 (Verschiebung).
Aus (3.31) erhalten wir dann
8%1 Aul
=F =F—=F
o cu 8$1 A$1
£992 = €33 = —lVE&11 und i = 0 Vl%j

71

Folglich kénnen E und v durch einen einachsigen Zugversuch experimentell

bestimmt werden:

O =011 =

< |t
)

.

- I = arctan ¢

c=Fe¢

£ = —€32, —€33

=11
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m  In der Praxis erhilt man bei einem Zugversuch allerdings ein o —e—Diagramm,
welches mit dem obigen Diagramm nur fiir —op < 0 < op, iibereinstimmt, wobei of, die

sogenannte AnfangsflieBspannung bezeichnet:

o
plastisches Flieflen
mit Verfestigung !
oF,
,Hooksche Gerade* — idealisiert
ap — experimentell
Hooksches Fenster*
9 T~ ™.
\
e? e=¢cP4¢° €

\ e’ \
| \

eP — plastische Deformation,

e® — elastische Deformation

BAUSCHINGER-Effekt

Falls |o| > o, wird, dann ist das Hookesche Gesetz nicht mehr giiltig, und es miissen fiir den

mehrachsigen Spannungszustand kompliziertere Stoffgesetze entwickelt werden

plastische FlieStheorie (Kap. 5).

1 Flastisch-
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3.1.4.2 Der ebene Verzerrungszustand (EVZ)

m  Btr. Deformationsproblem mit folgenden Eigenschaften:

e Der Kérper (Gebiet) K C IR® habe eine ausgezeichnete Dimension, z.B. in 23-Richtung,
die wesentlich ldnger ist als die anderen beiden, und konstanten Querschnitt £2:

K= {x: (ml,xz,xg)T IR’ 2= (21,29) €Q, —l<a3< —I-l}

mit [ > diam Q, Q C IR? — ,echtes* 2D-Gebiet.

e Die duBleren Krifte f und ¢ wirken in der Ebene | x3-Achse und sind unabhingig von zs,

d.h.
fi (21, 22) t (1, 22)
(334) f ($) = f2 ($1, $2) 3 t($> = 2 ($1, $2)
0 0

Beispiel: Damm einer Talsperre (Staudamm)

T2
Ty
f

T3

Folglich kann man voraussetzen, daf} folgende Beziehungen gelten:

dui .
(3.35) 8—2: 8—Z§:u3: (Vs = ui (w1, 22), i=1,2),

gii(z)=¢e4 (x1,29), 1,7 =1,2
(3.36) { i(2) = ij (o 22), 6 }d.h.EVZ

€i3:€3i:07 7/:17273
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m  Hookesches Gesetz (isotroper Fall) fiir den ebenen Verzerrungszustand

(EVZ):

e Aus dem Hookeschen Gesetz (3.27) 0;; = A© ;5 + 2 pe;; und den Beziehungen (3.36) des
EVZ folgt unmittelbar:

031 = 032=0,
o1 = Aenn+te2)+2uen
+ 022 = A(err+e22)+2ne

p ‘ o114+ 022 =2 (A + p) (611 + €22)

0 0
I | 1A
033 = A(e11+ €22+ €33) +2pess = A (11 +€22) = 23T 7 (011 4 022)
——
=v
e Damit erhalten wir das Stoffgesetz fiir den EVZ:
(3.30) l—v Ly
= A 2 =K
o1 (e11+¢€22) +2pen (1+v)(1-2v) fut (1+v)(1-2v) c22
(3.30) Ev l—v
~ 2 = E
022 (11 +222) + 2pe2 (1+v)(1-2p) et (I+v)(1-2v) o
(3.37)
o1 = 2 (3.30) E -
12 12 14v 12
A 3.30

033 = (011 4 022) (5:20) v(oi+022), 031 =03=0

1
2 A+ p

oder in der inversen Form:

- 1 (1 A ) A 1—1/2[ v ]
= — — gy — —————— 099 = o1 — o
11 2 20+ ) 11 0T ) 22 15 =02

€92 = M@z—#gllz L [022— ! 011]
Ap (A p) Ap (A p) E 1
1

€12 = ﬂfﬁz

e Matrixform: o= D¢

_ T _ T.
1. o= [011702270127021] , €= [511752275127521] :
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2. 0= [01170227012]T7 €= [51178227712]T mit yi2 = 2eq9:
1—-v v 0
F
D= v 1—-v 0
(1+V)(1_2V) 0 0 1-2v

2

m  Aus dem Kriftegleichgewicht (3.4), den geometrischen Beziehungen (3.18)
und den Beziehungen (3.34) — (3.36) des EVZ folgen

e die Kriftegleichgewichtsgleichungen (vgl. Pkt. 3.1.1):

2

= > 0 (T, @) = fi(zr,22), 1=1,2, v = (z1,22) € Q,
J=1

e die Verzerrungs—Verschiebungsbeziehungen (vgl. Pkt. 3.1.2):
eij = €ij (21, w2) = 5 [wij (21, 22) + wj (21, 22)], 6,5 =1,2,
die zusammen mit dem Stoffgesetz (3.37) und den Randbedingungen (I, UT; =T = 9§ Q), z.B.

o uy (21,232), ug (x1,x2) auf I'y geg., z.B. uy (z) =uz () =0 Va=(r,22) € Iy,

e

° oji (@1, 22) nj (2, 22) =t (21,22), 1=1,2 V (21,22) €T}y

1

J

eine vollstdndige Beschreibung des Deformationsproblems des EVZ als ebenes Elastizitdtspro-
blem geben (vgl. Pkt. 3.1.5 und 3.2).

3.1.4.3 Der ebene Spannungszustand (ESZ)

m  Btr. Deformationsproblem fiir eine Scheibe
K={z=(v1,29,23)7 € R?: 2= (21,79) €Q, —h <z3<h}

mit h < diam Q, Q C IR? — ,echtes” 2D-Gebiet:

z z
3 To PN 2

4— Q t

Fu f_l_ h—l t

K r=9Q="r,Ury
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unter Wirkung des z3-unabhéngigen Kréfteregimes:
o [=/[(21,22) = (fi(21,22), fa (21,22),0)T, & = (21,22) € Y,

(338) o (=1 ($17$2) = (tl ($17$2)7t2 ($17$2)70)T7 T = ($17$2) € Ft7
o t(xy,22,2h) =0 VYa=(z1,22) €

Hieraus ergibt sich, daf die folgenden Annahmen des EESZ mechanisch sinnvoll sind:

oij (x) = 035 (21, 22), 4,j=1,2

[13
~

9~

m  Hookesches Gesetz (isotroper Fall) fiir den ESZ:

76

e Aus dem Hookeschen Gesetz (3.27) 0;; = A0 4;;+2 pe;; bzw. (3.27)7! und den Beziehun-

gen (3.39) des ESZ folgt unmittelbar der Verzerrungszustand

1 1
11 = I3 (011 —vo92), €22 = I3 (022 —vog3) (mms)
1 (3.30) 14 v
€12 = 21 012 = E 012
£13 = £&93 = 0 (% 01i. S. O (h))
v v
€33 = 1_, (11 +¢€22) = 5 (011 4 022)
(3.40) T
NR: 0=o033=A(c11+€22+€33) +2 €33
A 3.30 v
€33 = — W (e11 + €22) ( = ) 1_, (e11 4 £22)
v
= “E (011 4 022)
f 1
e11t+e2=—=(1-v)(o11+ 022)

E
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und die ¢ — e-Beziehungen (v, F~Notation)

o1 = ) (e11 + vear)
F

099 = 1= .2 (22 +verr)

(3.41) "
= €
J12 1+v 12
033 = 0, 013=031 =03 =032~10
O(h)

e Matrixform: o= D¢
1. o= [011702270127021]T7 &= [511752275127521]T3
1 v O
F v 1
b= 1—12 1—-v 0 ’
O 0 1-v

_ X T : _ .
2. 0 =[011,02,012]", £=[c11,622,712] mit v =2e53:

F
D=
1 — 2

0
0

2

1—v

[ 1
14
0

o = R

3. Aus (3.38) — (3.41) folgt fiir die Verschiebungen

w (z) = u;(21,29), 1=1,2
(342) { Uus ($) = X3&33 ($17$2).

77

In den Verzerrungen 13 und €35 werden Terme der Ordnung O (x3) vernachléssigt.

m  Aus dem Kriftegleichgewicht (3.4), den geometrischen Beziehungen (3.18)
und den Beziehungen (3.38) — (3.42) des ESZ folgen die beschreibenden Glei-

chungen:

2
o Kriftegleichgewicht: — Y~ o5 (z) = fi (z), 1 =1,2, 2 = (21, 22) €
=

e ¢ — u—Beziehungen: £;; (z) = £ (ui; (v) + uj,; (v)), 2= (w1, 22) €

K
e 0 — ¢ Beziehung: (3.41) o, = (cii+vew), k=3—4, i=1,2

1—12
F
1+v

012 = €12
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z.B.

e Rbd.: wu;(z)=1u;(2) 0, i=1,2, z=(21,22) € 'y,

S oyt (@) ny (2) = £ (), i= 1,2, @ = (e1,22) € I'.

3.1.5 Die Laméschen Gleichungen und typische Randbedingungen

] Aus den Punkten

e 3.1.1 Spannungszustand (Kinetik)
e 3.1.2 Verzerrungszustand (Kinematik)

e 3.1.3 Stoffgesetz

ergeben sich die beschreibenden Gleichungen der linearen 3D Elastizitdtstheorie:
1. Kriftegleichgewicht (equilibrium equations):
(3.43) —ojii (@)= fi(x), i=1,3, z€Q;

2. Verzerrungs-Verschiebungs—Beziehungen:

(3.4 45 () = 5 (i () i (), 0,7 = T3

3. 0 — e Beziehungen (HOOKesches Gesetz):

(3.45) a) allgemein: oy () = Dijp (@) e (), 4,5j=1,3
b) isotrop: Dijkl = A 52’]’ Op1 + v (5zk (S]‘l + 6, (S]‘k),
ij () = A (@) epn () 6ij + 2 p (2) €45 ()

4. Randbedingungen ().
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m  Lamésche Gleichungen im isotropen, homogenen Fall:

e Substituieren (3.44) — (3.45), — (3.43):

Oji=Nepg 85i+2 peyg;

!
fi(x) = —oj; (2= [T Aepr — 2peji; =

_ o, 0 [aul 0 ug au3] 9 [au]'_l_ﬁui]

Du; |02, " 0wy O2a) " a; | 0w Oa;
= —(\+p) 88% [g—zj —u%, d.h.

(3.46) | —u :8;;? + 8;;%1 + 8;;%1: - a5 gzi + gzz + gzi h
|t G | o [ e ] =
| g | - e [ e ] =

A
o Kompakte Formen: Mit dem Vektorlaplace A= [ A | erhalten wir:

A

(3.46) a) —pAu—A+p)Vdivu=fin Q
b) —2pdive(u) —AVdivu=f in Q
€14
€2

€3¢
i-te Spalte

m  Typische Randbedingungen:

1. Reine Verschiebungsrandbedingungen (Dirichlet = 1. Art):
(3.47) w(z)=u(z), zel,=1I.
2. Reine Kréfterandbedingungen (Neumann = 2. Art):

(3.48) o (2)n;(z) =t (x), zely=1.

79
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3. Krifterandbedingung mit elastischem Widerstand (= 3. Art):
(3.49) aji () nj (x) 4 bij () uj (2) = ti (v), wel,

mit nichtnegativer 3 x 3-Matrix B (z) = [b;; (2)]; ;_73-

4. Gemischte Randbedingungen, z.B.
(a) 4. Art: ' =T, UT; mit meas (I',), meas (I';) > 0:

(3.50) {u@:ﬂx% wt

(b) Komponentenweise gemischte Rbd, z.B. durch Symmetrie:

Scheibe mit Loch

\J ............. \\F‘ 3

ESZ | L)

F1§U1:07 O']‘QTL]‘E—O'lgzo

FQ:U2:07 01Ny = —021 =0
2 .

Ug: > ojin; =0, i=1,2
J=1

F4§O']‘1n]‘EO'11:t17 O']‘QTL]‘EO'lQ:O
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3.2 Variationsprobleme der linearen 3D Elastizitéitstheorie

m  Btr. die klassische gemischte RWA der linearen 3D Elastizitéitstheorie mit homogenen

(0. B.d. A.!) Verschiebungsrbd. auf I', (meas I', > 0) und Krédfterbd. auf I'; im isotropen Falle
als Modellaufgabe:

(3.51) 1) Kriftegleichgewicht: —oy;; (2) = fi (z), 1=1,3, z € Q,
2) & — u-Beziehung: g =¢ci (u) = 0.5 (wi; +ujy), 4,7=1,3,
3) o — e-Beziehung: Oi; =AO 0 +2pne5; 1,7 =1,3, O =¢ep,
bzw.

oi; = Dijrien
mit Djirg = A ;s 8 + i (855 050 + 831 651)
4) Rbd.: u(z)=0, ze€l,,
oji (z)nj(z) =t; (x), i=1,3, v €Tl

. Bemerkungen:

e 1. RWA (Dirichlet): I'y, =T (1)
e 2. RWA (Neumann): I'y =" 1} fordert gesonderte Betrachtung !
e Alle anderen RWA, d.h. (3.49), (3.50);) etc. konnen analog zu (3.51) untersucht werden !

Bemerkung: Die klassische Formulierung der Aufgabe (3.51) wurde in [22] Nu II,
Pkt. 3.1.2.2 gegeben !

3.2.1 Die reine Verschiebungsmethode (= primale Variationsformulierung)

m  Herleitung der primalen Variationsformulierung;: (siche auch Nu II, Pkt. 3.1.2.2 [22])

L Vo= {U = (v1,v9,03)T €V = [W} (Q)]3 tv =0 auf Fu}

2. —f Ojij Uid$:ffivid$ YoveV,

3. fajivi7jdac—fajinjvids:ffividac Yvel
Q r Q

. oy . o — 1 oy ) —
NR: ojv; = 3 (0jivij+ 04 v:) =
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Joij(u)ey (w)yde — [ojn;-vids= [ fivide Yovelp
Q I Q

4. fon;-vids= [o;n;- Qi ds—l—faﬂn]vzds_ft v; ds
I

u t

5. Vy={veV:iv=1a auf I',} =V
/l\
o. B.d. A. a=0
(sonst: ae[H1/2(Fu)]3)

] Resultat: Primale Variationsformulierung
(Prinzip der virtuellen Verschiebungen = ... Arbeit)

(3.52) | Ges. ueVy= {v eV=[H" Q)] :v=0 auf Fu}:
a(u,v) =< Fv> Vwvelg,
wobei

< Fyv> = ffzvzdx—l—ftvzds_ffTvdac—l—ftTvds
a(u,v) = ({%()&J()dﬂﬁ—fff (u)e ()d90

HOOKE
= fDijklgkl( )82']‘( )dw:f& (u)Ds(v)dac
Q Q T
Matrix der elas-
tischen Konstanten

isotrop

NR

) = =
div u div v

:é{Amvudwu+2usT@0€@Hdw

1,5=1

mit

° Dijkl € LOO(Q) 10 < Amin (D) <A (D x)) < Amax

= Q{/\Zafkk 28“ ‘|‘2H Z 52]( )5ij (U)

o f=(f1,f2 )T €[L2(D], t=(tr,t2,t3)T € [L2(T)]* geg.,
( (D) ¥ fii. z € Q,
bzw. A\, 1t € Log(2) : 0 < A< A(2) <A, 0<p<p(z)<p VI zeQ.

NR: Dijpr e (u) €6 (0) = {A 855 61 + 1 (i 551 + 8 66) Y e () 35 (v) =
= Aepr (u) €ii (0) + p (5 (u) €65 () + 235 () €55 (v)  #

Bemerkung: Offenbar ist a (-, -) symmetrisch !

82



KAPITEL 3. MODELLIERUNG, ANALYSIS UND NUMERIK

m  Zugeordnetes Minimumproblem (a (-,+) sym. und a (v,v) > 0):

(3.53) Ges.u e Vp:J(u)= inf J(v),
v E Vo

1
mit J (v) = 5/0'2']‘ (v)ei; (v) de — /fZ v; dx—l—/ti v; ds
Q Q re

= Deformationsenergie = potentielle Energie der

(innere Energie) auBeren Kréfte

m  Der Satz von Lax-Milgram (Satz 1.2.9) liefert

A u € Vo (3.52) + Fixpunktiteration,

falls die beriihmten Standardvoraussetzungen erfiillt sind, d.h.

1. FeVy ok. (mms)
2. a(-): Vo x Vg — IR' — Bilinearform:
2a) Vo-elliptisch: a (v,v) > py [[v]|? Yo eVy ?

Zunichst erhalten wir nur
(3'54) e a (va) > mln( )f|€( )|2d$ =

Q
— mln 52] 52] d$ > ?
Q

e bzw. im isotropen, homogenen Fall:

(35010 a(0,0) > 2 [ =3 (0) iy (0) i > 2

Zum weiteren Abschitzen von [e;; (v)e;; (v) dz bendtigt man die sogenannte Kornsche

Q
Ungleichung (|) !

83
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2b) Vp-beschriankt: |a (u, v)| < pz||ull [|[v]i ¥V u,v eV
o.k. (mms)

o [0 (1, 0)] < Amax(D) (g; E <u>|2dw) | (g; E <v>|2dw)

0.5

NR: [le(u)fPde = [uide+2-%[(u1z+ug1)?de+...
Q Q ——
H 2(“?2"’“%1)
Jeu (weis ()

< ulf =X X S(uig)?de < lullf
=17=1Q

(3.55) bl (0] < Amax(D) lully f[o]l1, d-he p2 = Amax(D)

e isotrop, homogen:

35V la(wv) < 37 (fezkw)dx)' (fezm)dx) ot
Q Q
=y (f |e<u>|2dw) | (f |e<v>|2dx) |
Q Q
< B2l ol dh p=3A+24

luly |vly

m  Starrkorperverschiebungen (ker e (v)):

e Lemma 3.1:

84

Sei Q C IR® — ¥ Gebiet mit I € C%! und v € [H (Q)]°.

Dann gilt
c()=0 <= veP:={v(x)=axaz+b:abe R},
wobei
1 0 0 —xo 0 —x3
P = span o |, t|,[ o], o || —as |, 0 C[H*(Q))?
0 0 1 0 T2 1

der Unterraum der Starrkdrperverschiebungen ist.
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e Beweisskizze:
a) vEP= ¢ (v)=0 Vi,j=1,3 (trivial) #
b) g;(v) =0 Vi, j=1,3=veF:
e =00,
!

Vkij = Ejk,i + Ciky — €ij,k =0 in H™(Q)
(ki + Vkgi + Vs + Ukij — Uik — )
?
Vi,j=1,3 Vk=1,3 (bzw.v € C™ () + AbschlieBung )
— v(z) = Az +b (linear!) mit A — (3 x 3)-Matrix.
= [aijzj+ bi]

0 a1z 13
— £ (U) =0 Q ape = 0 (z) d.h. A= —AT = —ai12 0 ass

—a —a 0
Akl = —dai s o

gdw. v(z)=axaz+be P
q.e.d.

m  Die KORNschen Ungleichungen:

0 3
e Fiir den Raum Vj = [Hl (Q)] , d.h. 1. RWA:

Lemma 3.2: (1. KORNsche Ungleichung: 7} 1. RWA)

(A4
[N
Dy
S
&
S
&
L
&
<C
<
M
S
Il
—
o
—_
)
=
w

(3.56) f&]‘ (U) 82']‘ (U) dx
T N

le@llfa = cklvlig

Beweis:
Es geniigt offenbar, (3.56) fiir glatte Vektorfelder v € [Cooo (Q)]? zu beweisen (Abschlies-
sungsprinzip !). Fiir v € [C* (Q)]? gilt offenbar die Identitit
() ey (v) = 3 (Vi F o), =
Vj.gi

[ .
= 1 (vigj + vjij) = 5 (Ao + (div (v)),).
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Durch partielle Integration und unter Verwendung der Identitét («) erhalten wir

£ji (v)
l
51;% (v) eij (v) do = 3 f&]( v) (Vi +vji) de =

partielle
e Integr. v|p=0
= Jeij(Wvigde = = [ei(v)-vide+ 0 =
Q Q
(*) UZv]]
= %f[ Av; + (div (v)) ] vide =
Q
v|p=0 1 . 1

= 3 JTvigvig+ (div (v)’]de > 5 [ v da

part. Int. Q Q

e Fiir den Raum V = [H'(Q)]*:

Lemma 3.3: (KORNsche Ungleichung)

Es sei Q C IR? beschrinktes Gebiet mit ' =9 Q € C%1.
Dann existiert eine Konstante ¢, = ¢ (2) = const. > 0:

(3.57) Jig (v) iy (v) do+ [ollg > e [loll} VoV = [H(2)]".

Beweis: (= relativ kompliziert !)
— siehe Literatur:
[10] Duvaut G., Lions J.-L.:
Les Inéquations en Mécanique et en Physique.
Dunod, Paris 1972.

[25] Nitsche J. A.: On Korn’s Second Inequality.
RAIRO Anal. Numér., 1981, v. 15, 237 — 248.
#

Bemerkung: Die Ungleichung (3.57) bedeutet Normiquivalenz:

0.5
cx |lolls < Mlfolll == (le @G+ 110ll8)™" < llvlly, YeeV,

86
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e Fiir den Raum Vo ={v eV =[HY(Q)]?:v=0 auf [',}, d.h. kl. gem. RWA:
Lemma 3.4: (2. KORNsche Ungleichung: 1} gem. RWA)

Vor.: 1. QC IR?—* Gebiet mit ' =9Q € C91,
2. I'y CI't measy (I'y) > 0.

Bh.: I positive Konstante cx 3 = ¢ (Q,I',) = const. > 0:

3.58
(3.58) [eij (v) e () de > ey ol Vv eV
2 2

(|U|1,Q)

mit Vg = {v eV=[HQ]’:v=0 auf Fu}.

Beweis: (indirekt)
e Angenommen, die Ungleichung (3.58) sei falsch, d.h. 3 {v,} C Vi
[onlls =1
(3.59) I (o) |12 = /gij () £5i (0a) dze < — und ||y = L.
n
Q

Die Friedrichs—Ungleichung ||v||; < éplv]s Vv € Vy (sieche Nu I [21]) liefert sofort
lvalli < ér V¥V n.

o HY(Q) < L1(R) — kompakt eingebettet (— Nu I, Kap. 4 [21])

= 3 konvergente Teilfolge {v,/} C {v,} in [Lo(Q)]?!

Aus Lemma 3.3 folgt (n' — n)

e llon = vmllt < e (v = vm) I + llon = vl <
< 2]le (wa)llg + 2l (W) I§ + lvn = vm]l§ <
<ttmtllon—vals — 0

nym—00
Resultat: {v,} Lo-konvergent 1} {v,} Cauchy-Folge in H!
G Jug € Vp:v, = ug in H'

. (3.59)
= a) e (wo)llo= lim iz (va)llo " ="10
I Ih ‘ I
b) luo h= lim_|v, h=1
a) <= c(w) =0<=yw=axz+beP = uy=0 Mv b) q.e.d.
T T

Lemma 3.1 u0|ru =0
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m  Folgerung 3.5: (Vy-Elliptizitit)
Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.4 und den in (3.52) for-
mulierten Voraussetzungen {iber die elastischen Konstanten ist die
Bilinearform a (u,v) := [ ol (u) ¢ (v) dz Vo-elliptisch, d.h. es gilt
Q
die Ungleichung
(3.60) a(v,v) > py|v||f YoeVo= {v € [HI(Q)]3 :v =0 auf Fu},
. ) Amin(D) 9 allgemein
mit g = { 2 } K2 isotrop '’
o 3
wobei ¢, = 0.5 7% vl <eérlvl;y Yoe [H(Q)] .
Beweis: folgt unmittelbar aus (3.54) und Lemma 3.2 — 3.4, q.e.d.
m  Damit sind alle Voraussetzungen des Satzes von LAX-MILGRAM (Satz 1.2.9)
erfiillt:
Satz 3.6:
Vor.: 1. QC IR?® —* Gebiet mit I' € C%1;
2. I'y CI't measy (I'y) > 0;
3. [E[LDF, te[L(Ty)];
4 Dijkl € LOO(Q) 0 < /\min(D) <A (D (ac)) < /\maX(D)7 Vfii.z e
bzw. A\, 1t € Log(2) :0 <A< A(2) <A 0<p<p(z)<p, ViizeQ.
Bh.: 1. FlueVhia(u,v)=<Fo> VYoveW,
2. Die Losung u € Vy kann durch die Fixpunktiteration
(3.61)  (tnt1,v)1 = (un, )1 +7(< Fo> —a(uy,v)) YveW
bestimmt werden, und es gelten die Fehlerabschidtzungen aus Satz 1.2.9.
u U 3.3 Man zeige, daf die zweite RWA (I't = I') genau dann 1sbar ist, wenn

<Fv>=0 VYVveP

Falls diese Lésbarkeitsbedingung gilt, dann ist die Losung bis auf Starrkorper-
verschiebungen eindeutig bestimmt.

Hinweis: Fredholmsche Alternative (Nu I [21]) !
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m  FEM fiir lineares Elastizitatsproblem (3.52):

e Die FEM-Diskretisierung von (3.52)

(3.62) Ges. up € Vo, C Vo ¢ al(up,vy) = < Fo,> Yu, €V

Ges. uy, € RN D Kpuyy, = ih

148t sich genauso behandeln wie in Numerik II [22], da die Standardvoraussetzungen erfiillt

sind.
Insbesondere gelten:

— Cea—Satz (Satz 1.4.3):

P21 it Jju— o

u — up||p <
H H M1 | v, € Vg

— Konvergenzsitze: o Satz [1.4.7 : H'-Konvergenz,
e Satz 11.4.9 : Ly—Konvergenz,
e Satz 11.4.12 : L ,—Konvergenz.

— Spektralsatz (Satz 11.4.4):
K; = I(g p.d.: /\min(Krh) =0 (hd),
Amax(Kp) = O (h%72),

K (Kp) S % - const. - h72.

! Der Faktor Z—? beeinflufit sowohl die Qualitdt der FE-Ndherung wu; (insbesonders

»optisch® bei groberen Netzen !) als auch die Konditionszahl der Steifigkeitsmatrix K},

e Problem: = Schlechte Konditionierung der Ausgangsaufgabe (siehe [21]) in Verbin-
dung mit standarder FE-Approximation fithrt zu qualitativ schlechten
FE-Losungen (Locking (= Blockierungs-)Effekt).

d.h. bei gewissen Konstellationen der Ausgangsdaten (2, 'y, 's; A, p; £, t) liefert die stan-
darde FEE-Rechnung wesentlich kleinere Verschiebungen als erwartet, insbesondere
fiir grobe Netze:

f} FE-Modell Kj u;, = ih ist zu steif 1?7

» < “ Kondition (4) = HAH[V()—H/O*]HA_IH[VO*—H/o]
/l\
<Auw>:i=a (u,v)
» — “ & > 17
H1
/! N\
Vor.: py1, p2 — scharf 1) Cea (T)

2) Konvergenz
3) &k (Kn)

d.h. die Ausgangsaufgabe ist schlecht konditioniert !
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e Beispiele fiir schlechte Konditionierung und Locking:

1. Fast inkompressible Materialien, d.h.

Fv
Gxoa=2 ~ =

v 205 0 A=

Im isotropen, homogenen Fall gilt (siehe [4], S. 252):

At p 1

< > >

pn S g pe 2 A+ N jpe/in| 2 = — 0
i e i

— Material-Locking f} siehe Pkt. 3.2.4 !

2. Langer Kragarm:

_ EVZ
=22
3D bzw. ESZ
EVZ L s
ESZ a
Z =3 yil
r =T
L
2zy 2y 0 O
v=| —z2 [, e(¥)=| 0 0 O
0 0 0 0
4
- [l (L)
= cx = sup > O(—=]>1
B e, lle g i

—> Geometrie-Locking 1} Strukturmechanische Modelle
(Scherlocking) — siehe Kap. 4!

e Literatur: Braess [5] (2. Auflage), S. 267 ff.
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3.2.2 Die gemischte Methode nach Hellinger und Reisner

B Idee:
Ges. Verschiebungen u und die Spannungen o:
263 o—De(u)=0
(363) diveo=-f
+RB:u=u=0 auf I', und o n:= [0jin;] =1t auf L'y

Bemerkung: Analogie zum Dirichlet—Problem fiir Poisson-Gl. (Nu II, Pkt. 3.2.2.3 [22]):

c—Vu =0in Q
—Au= fin Q
v=/n 4':: div o = —fin Q
w = 0auf
+RB:u=0aufl', =T

®m  Gemischte Formulierung in L,(Q2) X H}(Q):

e Idee: 1.) Schwache Formulierung von D7 lo — & (u) =0

2.)  Schwache Formulierung von div o = — f

+ partielle Integration

e Sei X = {U = [Uij] 104, =05 € LQ(Q)} = LQ(Q)7
M=Vo={v=[v]:v, € HY(Q), v=0 auf [',} = H}(Q)

Dann erhélt man aus (3.63) direkt (1.) 4+ 2.)) die gem. Formulierung:

(D_IU7 T)O - (8 (u)vT)O =0 Vre LQ(Q)
(3.64) —(0,2 (v))o = —(f,v)o— [tTvds Yove HLQ)
Iy

e Offenbar gilt:

(3.52) = (3.64) } 0

(3.64) = (3.52) (3.52) = (3.64)!

!~
Satz 3.6
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e (3.64) kann als abstraktes gem. VP (2.2) geschrieben werden:

(3.64) Ges. (o,u) € X X M:
a(o,7)+b(r,u) =< F,7> VYreX
b(o,v) =<Gv> VveM
mit

X ={o=o4]:04 € Ly(Q) : 0,5 = 0;:} = L2(Q),
M=[Vo]={v=1[v]:v;, € H(Q), v=0 auf I',} = H3(Q),
a(o,7) = (D7lo, 1)
b(r,u) = —(e(u), 7)o
<F, 7> =0, dh F=0 ¢ X" geg.
<Gov>=—[fTvde— [tTvds, d.h. G € M* geg.

Q I':

e Der Satz 2.3 von Brezzi liefert Existenz-, Eindeutigkeit und A-priori-Abschitzungen,
falls die Standardvoraussetzungen erfiillt sind:

1) FeX* GeM* (mms) o.k.
2) af(,-), b(-,-)f (mms) o.k.
3) LBB-Bedingung (?): — Lemma 3.7 o.k.
4) Vo = ker B =ker b (-, -) — Elliptizitdt  o.k.
/l\
Doppelbez. !!

trivial, da a (-, -) sogar X-elliptisch ist !
0(0,0) = (D7'3,0) > Auinl DY) 0|3 = v ol ¥ o € M.
N———
= o

Damit gelten alle Aussagen von Satz 2.3 !
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e Lemma 3.7: (LBB-Bedingung)

Vor.: Es gelten die Voraussetzungen von Lemma 3.4
(2. KORNsche Ungleichung).

Bh.: Dann gilt die LBB-Bedingung

(3.65) b(r,v) (r,2 (v))o

= ap DT g,
Sex Tl L iy Tl

VveM=HNQ) mit 1 = cxo (Lemma 3.4).

Beweis:
Lemma 3.4, (3.58)

i}
(1,2 (v)) < Hg(U)H%:Has(v)Ho > CK’QHp]h7 Yove M.

sup -~
re Ly Il 5 ll= @l
T=e (v) €L (Q) flir ve H& Q)

q.e.d.

e Gemischte FE-Approximation:

Die Resultate des Satzes 2.4 (Diskreter Satz von Brezzi) und des Satzes 2.5 (Konvergenz-
satz) gelten fiir eine gemischte FE-Approximation

X, =span {p¥) :i e wx,} C X, M) =span {gW) 5 € WM,
falls die diskrete LBB-Bedingung gilt (Vo = X}, — Elliptizitat ist wegen X, C X trivial !):

2
Th, € (v e (v
3o6)  sup  asllo o B0 oS s unlly Voo e M
B Y S e H
e (M) C X, B
H
b1

o Interpretieren Sie die Bedingung (vgl. primale VF (3.52))
e (My) :=A{[es; (vn)] :vn € My} C X3 !
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m  Gemischte Formulierung in H(div,Q2) X L2(Q):

IR
e Idee: 1.) Schwache Formulierung von D7 lo — & (u) =0
+ partielle Integration.

2.)  Schwache Formulierung von div ¢ = —f.

e Definieren zunichst folgende Riume (bzw. lineare Mannigfaltigkeit):

X=H{div,Q) = {o=[oy]:0 =0y € Lx(Q), divo € (L(Q)’} =
aect Nu ?[21]
i {0 =[ou]: 05 = 0y € O (@) v,
wobei
(3.67) 1711 aiv ) = 17113 + i 7113,

Xo = {o€ X =H(div,Q) :0-n=0auf I} (})} C X,
X, = {UEX:U-Tz\:tauth L)} CcX,
M = Lx(Q) = (L)’ ={v=[v] 1 v; € L2(Q)}.
e Bemerkung: Fiir o € H (div,Q) ist die Spur o - n|r korrekt als H~'/2-Funktion
definiert, und es gilt:
HO’ . nHH—1/2(F) < CHUHH(div,Q) YoeH (le,Q)
Der Einbettungsoperator
v o€ H (div, Q) — H=2(T)

ist linear, stetig und surjektiv (siehe [7]) !

94

e Dann erhilt man aus (3.63) durch Anwendung der Ideen 1.) und 2.) die gemischte Formu-

lierung:
Xi
N\ T
0 = (Dlo,m)o—(e(u),m)o=
= (D7, 7)o+ (divru)o— [T n-uds=
r
(3.68) = (D7 lo,r)o+(divr,u)o— [7-n-uds— [17-n-uds
( Jo+( Jo F{v FJ;
=0 40 |
u=0
V7re Xy hier: wesentlich ! natiirlich !
(divo,v)o=—(f,v)o YveEM
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e Bemerkungen:

1. Die RB w = w auf Iy, wird zur natiirlichen RB, d.h. aus
(D™ lo, 1)+ (divr,u)o= [ 7-n-uds V7€ X folgti. F. ue [HY Q)
[y

(a) D7l —e(u) =0 in Ly(Q)
(b) w=a auf T, (i. S. HY/*(T,))

2. Die RB o+ n=t ist hier wesentliche RB, d.h. es wird ¢ € X explizit gefordert.

3. Zum Zwecke theoretischer Untersuchungen homogenisieren wir die ,, wesentliche* RB
o n=1 mit dem Ansatz

o =09+ 0y € H(Q,div)
og-n=0 Ut-ﬁ\:taufft

N (D7 Yoo, m)o+ (divr,u)g = —(D7toy, 7)o+ [(Tn)uds =:< F,7 >
Iy
(3-68)h0m. Vr1e Xo
(div og,v) = =(f,v)o — (divey,v) =< G, 7> Yve M

e Damit kann (3.68)pom. als abstraktes gemischtes VP (2.2) geschrieben werden (og — 0):

(3.68) Ges. (o,u) € Xo x M
a(o,7)+b(r,u) = <F,7> V71€X,
b(o,v) =<Gov> YVveM
mit

Xo={o € H(div,Q) : 0- n= 0 auf I'}}
M = Lo(9) = (L))",

a(o,7) = (D7 'o, 7)o, f:(())

b(r,u) = (div T, u)o, 1

<F1> 1= (D" ou7)o+ [(r-n)uds = 0
Iy

< Gyv> = —(f,v)o — (div oy, v)

e Standardvoraussetzungen (2.3):

1. Fe X5, Ge M~ (mms)
2. a('v')v b(v) 1 (mms)
3. LBB-Bedingung (?7): — Lemma 3.8.
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4. Vo=ker B:={r € Xg: (divr,v)g=0 Vv e M} — elliptisch:
Sei 7€ Vy } divr =0 in (L2(R))°. Folglich gilt:
a(r,7)=(D7'r,7) > Amin(D7 [I7]I§ =
= Amin(D7Y) (17113 + Il div 713)

= 041 H

0

o |Satz23 |—| 1. 3J!

2. A-priori-Abschitzungen.

e Lemma 3.8: (LBB-Bedingung)

Q
Iy

(3.69) sup = sup
7€ Xy HTHXO 7€ Xy HTHH(div,Q)

Vor.:. Q C IR? —* Gebiet mit [ = 9Q ¢ ¢! L
bzw.
Bh.: Dann gilt die LBB-Bedingung I =0
=
b(r,v) (div 7, v)

> B [lvllo Vo€ M= (Lo(2)°.

Beweis: (— [7] Mixed and Hybrid FEM, Springer, 1991)

o Konstr. Beweis fiir den Fall: I’
. ° 3
o Sei v € M bel. Da C*° () dicht ist in Lo(R2), Jw € [COO (Q)] :

1
(3.70) lv = wllo < 5 [lvllo.
Funktion w sei mit 0 auf IR\ Q fortgesetzt.
e Man setze & = inf{z; : © € Q} und
i (x) = lwizdt, zi=t, zij==x;, t#£]
(3.71) (z) é’; (2) J J #J
Tij(x) =0 Vi#j
Dann gilt offenbar:

(3.72) { 1) 7€ X ! (mms)

2) divr=[m;=Tii=w]=w

e Aus (3.71) erhalten wir analog zum Beweis der Friedrichs-Ungleichung

(3.73) I71I6 = /Tz’j(ﬂf) rij(x) do < c*|jw|[§  (mms).
Q T

Cauchy

96
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e Dann erhalten wir

w
(3.72) || -
(div o, v)g (div 7, v)g (3.73) (w,v)o
sup > 2 . iz 2 2\1/2
o e X, lollive) 1 (II7]I§ + ||div 7]|3 )"/ (1+ )12 [wllo
ey S BT BT
||wllg w
_ (v,0) = (v—w,v) |v]|? = |Jv — w|| |]]]
L4+ )2 wllo = (14 A)V2||wllo
(3.70) (1 _ l) Hsz
9 0 1
> _ M
= Tr e el - 3ateye Ml Yre
loll < lfo= (=)l <lell+llv—wll < G/Dlelle = B, q.e.d.

o Sei (o,u) € Xg x M Lésung von (3.68).

Man zeige, daf§ dann automatisch PV
w€ HI(Q) ={ve [H Q)P :v=0auf I',} = [V]
gilt, obwohl zunfchst nur u € M = [Ly(Q)]? gefordert
wird !

Lésung:

o (D7lo,T)o+ (divr,u)=0

Vre {T: [Tij] 1T = Ty ECOOO(Q)} C Xo

p %/( Ouw 8w)dx:—/ (Do) wda Vw:TZ’]‘:T]‘Z’EC.OO(Q)
Q

u; 8—% + P
ol
gij(u) € L2()
d.h. D7l = (u) € Ly(Q) nach Def. der verallg. Abl.

e Die KORNsche Ungleichung (Lemma 3.3) liefert (!)
00 > ||z (w)|[§ + [[ullg > <f flullf

N owe [HY )] (AbschlieBungsprinzip ).
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e Verbleibt zu zeigen: u = O auf I, !
0= (C7lo, 7)o+ (div 7, u)g =
\/

= [(t-n)uds V1€ Xo={re H(div,Q):7-n=0 auf [';}
Fu

<~ u=0aufl, q.e.d.

. Man zeige, dafl im Falle der 1. RWA (u = O auf I', = I') und homoge-

nen, isotropen Materials die Spannungen ¢ € X = H (div,2) im Raum

X 3
H (div, Q) :={r € H (div,Q) : [ > 7;dz = 0} liegen !
Q i=1

Losung: e (D7 lo,7)o+ (divryu)o=0 V7re{r={n}:nj="1i¢€ ce QrcXx

o= De(u)in Ly() wegen !

E
° spur odr = [o;de = /ehdx_
g{ g’; 1-2v
! E
= /dlvudw_ /u n ds=10 #
1-2v —2v
Q a8

e Gemischte FE-Approximation:

Die Resultate der Sitze 2.4 — 2.5 fiir eine gemischte FE-Approximation
(3.74)  Xop =span {p) :icwy,,} C Xo, My =span{¢?:jecwy}c M
gelten offenbar, falls

a) die diskrete LBB-Bedingung

Xon

hinreichend ) sup
h € Xop HThHH(div,Q)

div 73, vy, ~
AV 7,000 & 3 ollo ¥ v € My

»groff* sein !
b) die Von :={7m € Xop : (div 7, vn)0 = 0 YV vy, € My }-Elliptizitét
Xoh
nicht zu , grof3“ 1 a(Th,Th) = (D_lTh,Th) > leThH?J(div,Q) Y 1 € Vou
im Verh. zu My, T

lok, falls div Xon C Mn|  (Bsp.: TRo ¥ div Xon = My)

gelten: 1} nichttrivial ! (— siehe Literatur [7]).
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Bemerkung: a) + b) = Xqp, und M) miissen gut ausbalanciert sein !

Beispiel: fiir 2D-Elastizitdtsprobleme (EVZ, ESZ (1)) bzw. 2D-Poisson-Gleichung:

o5 — Elementepaar von Raviart und Thomas (1977):
= Ue; ~

"2 QCIR?, 1, = {6, : r € R"} — regulire Triangulation [22]
Xp = {m € (La(Q)? s mls, = (37) + Cr(ii)

e1 arvbrvcr € R! y The n |85ristetig } C X’
" My = {vy € La(Q) s onls, = a, 0 € R} C M

ac:fﬂ'h~n ds

e

3.2.3 Die gemischte Methode nach Hu-Washizu

m Idee:
Ges.  Verschiebungen u, . .
primale Variablen
Verzerrungen £,
Spannungen o : } duale Variablen
(3.75) De—-o = 0,

—div o = f,

—e4¢e(u) = 0,

+RB:u=u = O aufl, U-Tz\:taufft.

€ u o
m  Gemischte Formulierung in X = L,(22) X H}(Q) und M = Ly(9Q) :

e ldee: 1) schwache Formulierung von De — o = 0.
2) schwache Formulierung von —div o = f & partielle Integration

3) schwache Formulierung von —¢ +¢ (u) =0

e Sei X = L3(Q)x HIQ) mit
L2(9) = {e =[] e = =51 € La(@)}, [= M ()]
HYN Q) ={u=[w]:w € HY(Q), v =0 auf T',} = Vi,
M = Ly(Q) ={0=[oy]:0i =05 € L2(2)}.

Dann erhélt man aus (3.75) mit 1) — 3) direkt die gemischte Variationsformulierung:
(Deym)o —(,0)0 = 0 Ve La(9),

(3.76) (£ (v),0)0 (f:v)o +FJ; tTods, YVuveHj(Q),
“E T E @0 = Vr e In(@)
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o Offenbar gilt: (3.76) <= (3.64) —  (3.52) !
1. HR prim. VF

e (3.76) kann damit wieder in der Form eines abstrakten gemischten VP der Art (2.2) ge-
schrieben werden:

(3.76) Ges. (s,u) € X = L2(Q) x HY(Q) und 0 € M = L2(Q) :
a(e,u;n,v) + b(nvio) = < Finpuv> Y(nwv) € X,
b(e,u;T) = <G> Y71eM,
mit
a(s,uin,v) = (De,n)o,
b(n,vio) = —(n,0)o+ (¢(v),0)o,
<Fipuv> = 04 (f,v)o+ [tTvds
<Gyt > = 0 v

e Standardvoraussetzungen (2.3):

1. Fe X™, Ge M~ (mms) o.k.
2. a(+), b(--) ¥ (mms) o.k.
3. LBB-Bedingung;:
b(n,v;o —(n,0)0+ (¢ (v),0
sup (7 ) _ sup (n )20 ( (2 )1/2)0 >
oye x Tollx = et ms (IB+Tol)
o3
> 16T jofly ¥oen
A llolo

n=—-c€Lly,v=0€H, p

4. Vo = kerB={(n,v)e X :b(n,v;7)=0VreM}=
{(n,v) € Ly x Hg : =(1,7)o+ ((v), T)o=0 V7 €M =Ly}~
Ellipt. v. a (-, ) :

a(n,vin,0) = (Dnno=31(Dnno+ 3 (Dnﬂ?)oi
= 2(Dn,n)o+ 3 ((v),De(v))o >
> min 2 _I_ 8 U 2 >
(n:7)o = (£(0).)o ¥ € M= Ly > === {lnllg + lle (v)llg] >
8) n=e(®) > |2 min {1, 3 (Inll3 + [v)13]
b) r=Dne Ly — (n,Dn)o = (¢(v),Dn)o 2. KORN I :
= (=(v),D=(v))o beod ay V (n,v) € Vo = ker B.
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o [Satz 23| =| 1)3!((e,u),0) € X x M

2) A-priori-Abschédtzungen

. Schreiben Sie abstrakt die gemischte FE-Approximation von (3.76)
auf, und geben Sie analog zu die Bedingungen an, sodaf die
diskrete LBB-Bedingung und die Vi, —Elliptizitat von « (-, -) gilt, wo-
bei Vop := {(nn,vn) € Xp 1 b (npsop;7h) =0 V71 € My},

Stellen Sie Relationen zur primalen VFE her.

m  Gemischte Formulierung in X = L,(Q2) X (L2(©))® und M = H (div, Q):

e Idee: 1) schwache Formulierung von De — o =0,
2) schwache Formulierung von —div o = f,
3) schwache Formulierung von —¢ +¢ (u) =0

@ partielle Integration.

° Stellen Sie in Analogie zur gemischten Formulierung nach Hellinger
und Reisner in H (div, Q) X L9(Q2) die gemischte VF von (3.75) mit
den Ideen 1) — 3) auf, und untersuchen Sie das erhaltene gemischte
VP sowie deren gemischte FE-Approximation, d.h.

* Def. der Rdume bzw. lineare Mannigfaltigkeit !

* Gemischte Formulierung ableiten, RB diskutieren und evtl.
die wesentl. RB homogenisieren !

* Abstrakte Form (2.2) !
* Standardvoraussetzungen (2.3) ! (1} Satz 2.3)
* Gemischte FE-Approximation !

* a) diskrete LBB-Bed. 1. Satz 2.4
b) Von — Elliptizitat 2. Satz 2.5
. Bemerkung:in 3D
® primale VF : 3ges. Fkt. : wu < Standardmethode !
o Hellinger — Reisner : 9 ges. Fkt. : wu,o < o sind in der Praxis wichtig !

»  Hu—Washizu : 15 ges. Fkt. : w,e,0 <« wird praktisch nicht verwendet !
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3.2.4 Inkompressible und fast inkompressible Materialien

] Problematik:

Btr. primale VF (3.52) fiir homogenes, isotropes Material. Dann ist die dazugehérige Bilinear-
form
(3.77) a(u,v) = A (div u,div v)o+ 2 p (e (u),2 (v))o

Hy Hy
im Prinzip Vp—elliptisch und Vg —beschrankt, d.h. 3 pq, uo = const. > 0:

(3 78) { H1 HUH% S a (U,U) Vove Vo = {U c [HI(Q)]S ‘v =0 auf Fu}7
| <

la (u,v)] po llulli]|vlli ¥V u,v € Vy, (measy I'y > 0),

aber po/py — oo fiir v — 0.5 (@ A= (1-|-11)E(+2u) — c>o)7 d.h. primale VF (3.52) wird

schlecht konditioniert fiir fast inkompressible Materialien (vgl. Pkt. 3.2.2).

] Ausweg: Formulierung als gemischtes Variationsproblem mit Strafterm (vgl. abstrakte
Formulierung in Pkt. 2.3):

e Ausgangspunkt: Primale VI (3.52)

(3.52)  A(divu,divo)g+2u (s (u)ye (v))o=< F,o> VYove Vo= Hi(Q)
e Idee: I'iihren die neue Variable
(3.79) p=Adivu=Aegy;(u) (= hydrostatischer Druck)

in (3.52) ein. Dann ergibt das zusammen mit der schwachen Formulierung
von (3.79) die folgende gemischte VF mit Strafterm (meas; I'), > 0, aber

Iy #1):

(3.80) Ges. (u,p) € X x M = H} () x Ly(Q) :
2p (e (u),e(v))o+ (dive,plo = <Fuv> Vuve Hi(Q),
(div u, g)o — § (2, 9)o =0 Vg€ Ly(R).
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e Bemerkung zur 1. RWA (I', =1'):

Im Falle der 1. RWA (HJ(Q2) = [H' (R2)]*) folgt aus der 2. Gleichung von (3.80) fiir

qg=1¢€ Ly(Q):

+1 (p,1)o = (div u,l)ozgdiv wdr = —O—I—ffuw_l\ ds =0, d.h.
g

(3.81) /pdw =0 im Falle der 1. RWA

Q

— M = {pe L2(Q) :({pdw =(p,1)o= 0} = L3(Q)| g

/l\

mit [pllar = lpllo = inf_flp+ ello
ce R

e (3.80) kann als abstraktes Variationsproblem (2.34) mit Strafterm geschrieben werden
(measy (I'y) >0, I'y, # 1)

(3.80) Ges.u€ X = H}(Q)und pe M = M, = L»(Q) :
a(u,v) + b(v,p) = <F,v> VvelX,
b(u,q) — telpg) = <G,qg> VgeM,
mit
au) = 2l (e ()
b(v,p) = (div v, p)o
cpyg) = (P, £ =1/)
<Fv> = fI;fTvdav—I—fI;tTvds, <G, g>=0

e Voraussetzungen von Satz 2.11:

1. Standardvoraussetzungen (2.3):

o e X* GeM (mms) o.k.
e a(-), b(,-)* (mms) o.k.
e LBB-Bedingung: — nicht trivial ! o0.k.
div v,
ap B 5y vpe L)

ve i vl

f} Ist véllig identisch zur LBB-Bedingung fiir das Stokes—Problem (siehe
Vorlesung iiber ,, Numerische Methoden in der Stromungsmechanik®[30]
bzw. Standardliteratur [7], [12]) !
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e a(-,-)ist sogar X—elliptisch !

a(v,0)=2plle()]Z > 2uck | ol ¥oe HY(Q)
T [

Lemma 3.4: (3.58) | ay

2. a(v,v) >0 VoveX;
@ () < Jall Joll ¥ w0 € X mit Jull? = a (u, 0
la (u,v)] <@g flully o]l Yu,veX
— trivial ! o.k.
3.¢(): M x M — IR":
o clg,g) = |ldll§>0 VgeM o.k.

i C(q7p) = C(p7(]) Vp,qEM 0.k.
o lc(g,p)] < ldlelple=llqllollpllo Vp,ge M ok

* [Satz 2.11 |= 1. L=L(t):X x M+ X*XxX M* — Isomorphismus, d.h.

3! (u,p) € X x M: (3.80)

(3.82)
2. HL_I(t)H[X*xM*HXxM] < ¢ = const.
mit ¢ # ¢ (¢) fiir ¢ € [0, 1].

m DerFallt -0 (A — o0):

e Aus der Theorie der gemischten Variationsprobleme mit Strafterm (Pkt. 2.3) folgt

(3.83) (u(t).p (1) = L7101 (F.G) 2 (u(0).p(0)) := L70) (1)

t—=0

in X x M, wobei (u(0),p(0)) € X x M die Losung fiir den Fall inkompressibler Materialien

(v =1/2) ist:

(3.84) Ges.u=u(0)e X, p=p(0)e M :
2p (e (u),e (v))o+ (dive,plo = < Fo> Yve Hg(Q)
(div u, q)o =0 VgeL(Q)

. Beweisen Sie dieses Resultat, d.h. (3.83), unter Verwendung der Re-
sultate von Satz 2.11 !
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e Bemerkung: Inkompr. Elastizitdtsproblem (3.84)
(u);€ (v))o —

2p (e

Verschiebungen

105

+—  Stokes—Problem (Nu II [22])

(VU, vU)O

Geschwindigkeiten

m  FE-Diskretisierung und Analysis (} diskrete LBB-Bedingung !):

FE—-Analysis von
(3.80) und (3.84)

~

FE—-Analysis des
Stokes—Problems

Insbesondere kdnnen die aus der Stromungsmechanik bekannten stabilen Elementepaare fiir u
und p (& diskr. LBB mit 4 # 1 (h)!) zur FE-Diskretisierung von (3.80) bzw. (3.84) verwendet

werden:

SAN

Ph:

BN
I

Taylor-Hood

+ Bubble
(é1é2(1-&1-€2))

[N
N

Mini-Element



Kapitel 4

Strukturmechanische Modelle und ihre
FE-Approximation

4.1 Der Timoshenko—Balken

4.1.1 Balkenmodelle

m  Btr. Scheibe (ESZ: vgl. Pkt. 3.1.4.3)
2D

t t T2 Y
= I ——,+= ] C IR?
w X( 27—|—2)C

(|
(0.0) b a={ o
I + 0

(a,b) mit [=b—a

3

[N

Ty

P

Il
x

1t
Yo f z i

Tg12
013=0

unter den folgenden kinetischen und kinematischen Annahmen:

el K, txh
o f1=0, {1 =0;
Btr. der Einfachheit halber
« nur Volumenkrifte: fo (2,y) = f(2)
* y = £1/2: kriftefrei (d.h. auch ¢, = 0) [und z = 0, h: kriftefrei]

u1($7y) ] =0

* & = 0,[: homogene Verschiebungsrbd.: u (z,y) = [ (. )
2\
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e Verschiebungsansitze fiir

a) Timoshenko—Balken: - b) Bernoulli-Balken:
t—
ui(z,y) = —yo(z), ule,y) = —yu'(z),
(41) uz(ac,y) = w(ac), uz(x,y) = w(ac),
6 (z) — Verdrehung d.h. § = ' (Normalenhypothese)
schubweicher Balken schubstarrer Balken

d
u = g =yl [= —yw'(z) = b))
_ L (0w 0wy L gy =02 |
(4.2) f12 = <8x2+8$1)_2( 6+ w') [= 0= schubstarr!]
d
E22 = —822_0
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m  Energiefunktional (homogenes, isotropes Material):

(43) J(u) = %f(o-llgll+2012€12+022€22) d$1 d$2—ffTud$:
Scheibe ESZ o1 €11
(ESZ)  HOOKE (341) : | o9 | =753 | ez | + 15

012 €12

/ 0

y Il
= %({ 1511 [(e11 + (e11 +e22)) e +2e3, +

1—v

1 2
T—v 11 0

A

|
+ (€22 + 15 (en1 +€22))€22] deidey — [ f(z1)w(zy) dey day =

= 3/ [eh+2(0—v)ely] dudy — [ f(2) w(z) dedy=

€11+ €22
€11+ €22
0

l l
= 3] I [y202 +2(1-v) L (' - 0)?] dody =t [ fuwds=

{ {
= B+ L0 -t =02 de—t [ fuwds =
0 0

-2
I

I I
= 3 (Zr 1) [+ (60017 (0 =) do—t [ fude =

0 1-12 12
N ——
T T = const.

_ l%j[0/2+w]dx—ff-wdx] ( v i)

Biegeterm Scherterm

mit [ o= fo)= (e ) tf@) =1 B0,
= 6(1-v)t 2

HI !
]
|
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m  Betrachten deshalb folgende dquivalente mathematische Modelle des
Timoshenko—Balkens (i — t, f — f):

e Minimumproblem:

(4.4) Ges. w e H' (I) und 68 € H' (I):

J(w,0) = irgf J (v, 1)
vEHOI(I)
e H'(I)

mit [ = (0,/) und dem Energiefunktional (Ritzfunktional)

J (v, 9) = %bll" [(¥"(2))? + 172" (2) = ¢ (2)) ] do — ffvdw

0

e Variationsproblem:

(4.5) Ges. we H (I) und 8 € H*(I) :

a (w,0;0,0) = (fiv)o YveH(D), ¥eH (D),

wobei I =(0,1), (f,v)o=(f,v)or= Eff(ﬂﬁ) v(z)dz,
a(w,8;v,7)

JI0 0 4 12— 0) (of — )] da

0
(0/7 ¢/)O,I ‘|’ t_2(w/ - 07 U/ - 1#)0,[

Fiir den Bernoulli-Balken (4.1)},) erhélt man wegen 6 = w’ das Variationspro-
blem:

(4.6)

[} i i [}
Ges.w e H*(I): fw"v"de = [ fvde Yve H*(I)
0 0

welches offenbar der 1. RWA fiir eine Dgl. 4. Ordnung entspricht:

w(4)(96)

f(z), z€1=(0
RB: w(0) = w'(0) = 0
w(l) = w(l) 0

l)
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4.1.2 Verschiebungsansatz und reduzierte Integration

Ausgangspunkt: = Primale Variationsformulierung (4.5) in X = H'(I) x H*(I):

(4.5) Ges. (w,0) € X ta(w,0;v,9)=(f,v)o V (,v) € X.

Lemma 4.1:

Die in (4.5) definierte Bilinearform a (-,-) : X x X ~ IR ist symmetrisch,
X-elliptisch und X-beschriankt.
Insbesondere gelten fiir 0 < ¢ < 1 die Ungleichungen
{ a) a(v,v;v,1) pa (NG + N10'11) V(v,¥) € X,
by Ja (w, 80,6 < pall(w,O)llx [0, )llx Y (w,8), (0, 0) € X

mit ||(w, )|k = [[¢¥15 + IWI3, 11 = sy e =172

>
<

/l\
c=1421+10

Beweis: (mms)
o X Elliptizitit:

TG+ IS < 17118 + (" = @llo+ ¥ llo)* <
1913 + 210" = DlI§ + 2|1l <
1913 + 20" = Il + 22 ][¢'[13 <
1<t7? t Friedrichs-Ungl.: ||¢]lo < 1||[¥]l0 V¢ € HO1 (I)

< max{1+20%2) [[[¢/]]5 + ¢ ||v — ¥llg]
pyt a (v, ¥;v,1)

IN A

IA

o X —Beschrianktheit:

o (w, 60, ¢)] < (0, ¢)o+ 17w = 0,0 = )o| <
(Ilw'llo+1161l0) (I1v"llo+I%{l0)
< Nl 19"l + 7% lw” = Bllo [|v" = ¢ llo
L<t? = < e {[18lo 190 + llwllo [1llo + [16]lo [1v']lo +
+ lwllo 1]lo + (1610 lI41lo}
Friedrichs-Ungl. — < t72(1+ 21+ %) ||(w, 0)||x || (v, ¥)]|x

110
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] Satz 4.2:

Vor.: Seit € (0,1] und f € Ly(I) mit I = (0,1).
Bh.: 1. 3! (w,8) € X : (4.5).
2. Lsg. (w,0) € X laBt sich durch Fixpunktiteration bestimmen.

Beweis: folgt sofort aus Satz 1.2.9 von Lax & Milgram und Lemma 4.1.

m  Konditioniertheit der Ausgangsaufgabe (4.5):

e Aus Lemma 4.1 folgt
k (A) = Al o x A pxes x < % = const. 177,
wobei A € L (X, X*) : < A(w,0),(v,?) > :=a(w,8;v,1). Das 146t vermuten (7), daf das
VP (4.5) fiir ¢ — 0 immer schlechter konditioniert wird !

e Es gilt nun in der Tat
(4.7) K(A) = O(t™?) firt—0!

Tatsdchlich,
(O) (1) firv=2a?(l-2a)% v=0v" (¥

B =8 0 firv=0, b=al-2) (o
2 2= irv=0, v=z(l—=x k%
1T + 112 v=al
I l
(*) a(v,v5v,0) = [o"W"de=24 [vde =21
O (1
o3+ 1 = 0 Y
av,¥i0,9) NG+ 1YIG | 2
(**) = =1+t :O(t )\/
17115 + 11113 14113 14115
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m  Standarde FE-Approximation:

o Konforme FE-Teilrdume: X; C X

o (k) o (k) ° °

(4.8) Xn = SpoX SpoCX=H'I)x H' (1), k>2 (k>1)
i<k>
Sno = SPNHI(I) cCI)

RB Polynomgrad

112

OO
Diskretisierungs- Nu I
parameter Nu 11
zB.: k=2
e FE-Schema: (3! + Fixpunktiteration: o.k. (1))
(4.5)n  Ges. (wp, 0;) € X, : a (wr, O3 vn, Y1) = (fivn)o Y (v, ¥n) € Xp,
7
(4.5), Ges. (wy,,8,)" € RN» : K, (%:) = (%h) in RN
spd
o Cea—Satz 1.4.3 + Approximationssatz 11.4.5 liefern:
(4.9 Jw—willi+10=0ulli < = [ inf Jlw—ulli+ inf 10— tonls]
(u2/m1) o (k) (k)

(o]
Up € Sh0 Un € Sho
s<k

< earppn 20 ([wllors + 10]los1), falls w, 0 € H*1(1) (siehe [U 4.2]).

T ofirt<h zB. k=s=2 1 (h/t)? > 1, fallst < h'!

e Konditionszahl (siche Satz 11.4.4):

(4.10) k(Kp) = Ot 2h™?) 12
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m  Selektive reduzierte Integration:

e Ersetzen FE-Schema (4.5);

(4.5)n (04, ¥h)o + 172 (w), = On, v, — dn)o = (frvon)o Y (vn, ¥n) € Xiy
durch ein modifiziertes FlE-Schema mit abgeschwichtem Scherterm
(4.5) (0 D)o+ 72 (W [w), — 0n],0) — ¥n)o = (frivn)o ¥ (vns¥n) € X
M M
S}(Lk_l) S}(Lk)
wobei
(4.11) I, : Ly() — S}(Lk_l) — Ly — orthogonaler Projektor, d.h.

(I v,vp)0 = (v,vp)0 Y up € S}(Lk_l)

e Bemerkung: Den Term (IIj, [w), — 6}], v}, — ¥5)o kann man praktisch durch reduzierte
Integration realisieren ( 7} Integrationsformel, die exakt fiir Polynome
2 (k — 1)-ten Grades anstelle 2 k-ten Grades ist !)

e Resultat: Die Losungen (@, 65) € X3, von (4.5);, approximieren die Lsg. (w,6) € X
von (4.5) wesentlich besser und unabhéngig von ¢ (¢ — 0) als die standarden
FE-Lsg. (wy,,8;) € X, von (4.5)p !

e Strenge mathematische Begriindung dieses ,,Phdnomens® gelingt mit der Theorie der
gemischten FE-Ansitze (siehe Pkt. 4.1.3) !

4.1.3 Gemischte Variationsformulierung

m  Btr. primale Variationsformulierung
(4.5) (O, 0o+ 172 (' — 0, ' = o= (fv)o ¥ (v,0) € X
N— —
y=t—2 (w'—0) € Lo(I)
und fiithren den Scherterm
(4.12) vi=t"?(w' - 8) € Ly(I)

als neue Variable ein. Damit erhalten wir eine gemischte Variationsformulierung mit Storterm

(vgl. Pkt. 2.3):
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(4.13) | Ges. (,0) € X = HL(I) x H(I) und v € M = Ly(I) :
(0", ¢")o + (V' =¥,7)0 = (fiv)o V(v,9)eX
a((w,0);(v,¢)) + b((v,¥);v) = < fr(v,9) >
(w' =6, n)o — (v, = 0 VneM
b((w,6),m) - te(v,m) = <gm>

die offenbar zu (4.5) dquivalent ist (33!) ! (mms) #

m  Auf die gemischte Variationsformulierung (4.13) ist der Satz 2.11 anwendbar,
da die Bilinearform ¢ (-, ) := (+,*)o : La(I) x L2(I) — IR' (M x M — IR") offenbar stetig ist:

e Satz 4.3:

Durch die gemischte Variationsformulierung mit Stérterm

(413) { (0/7¢/)0+(U/_¢77)0 = <f17v>+<f27¢> V(U7¢)€X
' (@ = 8,mo—* (v, mo = (9,70 VipeM
wird ein Isomorphismus
DX x M=HU(I)?x Ly(I) — H-1(I)?x Ly(I)
(w7077) 'ﬁ (f17f27g)

definiert. Fiir 0 < ¢ < 1 sind L und L~! gleichm#Big in ¢ beschrinkt.

e Beweis: Zeigen, daf} die Vor. von Satz 2.11 erfiillt sind:

1. Standardvoraussetzungen (2.3):

o« (ff)€XT=HV(I2 geM =Lyl) ok

o a(--), b(--) ¥ (mms) o.k.
e [LBB-Bedingung;:
b((w,8), w — 6, !
sup b((w,0),) = su ( 7)o 77 2 Gilvllo Vv € La(1)

(w0 e x 1@Olx — g T+ 107

\—?V(ﬁx)'yELg J(w,0) e H' x H::y=w' -6 7
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Sei v € Lo(I) = L(0,1) bel., fix. 1} Setzen
l
Kooo= —1_347(5)%7

(4.14) 6(z) = H[wz(Sl—Qx)]’:HGx(l—x)EHOI,
w(z) = f’y(f)df—l—me(Sl—Qx) eH'.

Esgilt:'y:w’—0:'y(x)—|—m[ﬂ3fl/2x)]’—m[x2 =2z)]' =~

Setzen nun dieses Paar (w,6) € X in LBB-

(w' — 0,7)o (7,7)o 17113
e = > C( =) |y
O e [ 1 1 e [ PR AL
)

‘(4.14) (w, 6 'y:w’—H‘ -

N[ el = 0 de S 0l =172
19l < 1516110 - 2200 < ex(D) Il
lollo < llo+ 1516 1 (1= )0 < ex(d) Il
mit () = 60721 —22)|| =
o) = (1+61757) | (1- )0 =

o Vo=ker B={(w,8) € X :w' =6} — Elliptizitit von a(-,-):
Sei (w,0) € Vo, d.h.w' =60
1 1
a(w b0, 0) = (¢,6) =6l =5 I0'll3 + 5 [1€']]5

1 1
S 1915+ 5= 119113
2 2c%,

— IV

Olo < cr9lo ¥ 0 € H (1), cp =1

1 1 1 1
:_0/2 /2>_' 1 02
QH’b+ZgWMb_2mm{vg}vamx

Friedrichs-Ungl.: ’

2. Zusitzliche Vor. an a ((w, 8); (v, ) := (8, ¢")o: (mms)
o a(w,b;w,0)=||Z>0 V(w,0)eX o.k.
o |a(w,8;0,) <[00 ||Vl < [[(w, O)llx ¥l ok

3. Voraussetzungen an ¢ (-, ) := (-, *)o: L2 X Ly — R': (mms)
o c(y,M=1IhlG=0

o c(v,n)=c(n7)
o lc(v,m| <Ivllolnllo q.e.d.
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o Man zeige, daf die Losung (w (¢),8(t),v (t)) des festeingespannten Timo-
shenko—Balkens fiir ¢ — 0 gegen die Losung (w (0), 6 (0),~(0)) des festein-

gespannten Bernoulli-Balkens (gem. VF) in X x M= H'(I)? x Ly(I) kon-
vergiert, d.h.

<pw>=(fo)o | [ w(t) AN L, [ w© S
gt 6() | =170 £ | — | 60) | =270 1
” ¥ () g 7 (0) g
in X x M mit O (?).
Lésung;: Timoshenko Bernoulli
e Der Fehler i) i)
Auw (t) w (t) w (0)
Ay =] 6@) | —| 0(0) |eXxM
Ay (t) 7 (1) 7 (0)
(4.13) (4.13)1—0

geniigt offenbar der gemischten Variationsformulierung

(Aelv ¢/)0 —I' (U/ - ¢7 A’Y)o = 0 v (U7 ¢) € X7
(Aw' — A8, 7)o — = *(y(t),n)o YneM.
e Aus Satz 4.3 folgt
M=M*=Ly(I)
Aw (1) 0 {
Af (1) < IL7HO) e || o <
A0 ) |y MONA .
bil
< IO (L7 | f <
9 XM
bil o
< 2L L@l | £ =0,
ol * 9 7 N xxxnr
Aw (t)
d.h. || A8(t) = O (t?) fiir t — 0. #

Ay () | g
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m  Aquivalenz einer gemischten FE-Approximation von (4.13) zum modifizier—

ten FE-Schema (4.5), mit selektiver reduzierter Integration:

e Analog zur Herleitung der gemischten VF (4.13) aus (4.5) mit (4.12) fiihrt (4.5); mit dem
diskreten reduzierten Scherterm

(4.15) i 1= 2, (w), — 6,) € S)F Y
auf die gemischte FE-Approximation
— o(k)  olk) (k=1)
(4.13),, Ges. (wp,0,) € Xp,=Sp0 X Spo und v, € M, = S, :
(0, ¥1)o+ (v, = ¥r, o = (fion)o V (vn,¥n) € Xi
(wh, = Oh,mn)o — 2 (Vhaw)o = 0 Vo € My,

von (4.13) mit den speziell gewédhlten Raumen

o (k) o (k) _
(4.16) Xp=Sho X Spo und My =SF

Tatsdchlich, die schwache Formulierung von (4.15) ergibt

(4.11) (k—1)

2 (Yhy mn)o = (Hp(w), — 08),m1)0 (wy, = Ormn)o Vo €5,

die zweite Gleichung von (4.13)p,.

o Offenbar ist (4.13);, fquivalent zu (4.5), ! (mms)

m Vy,—Elliptizitit und diskrete LBB—Bedingung fiir die Raumwahl (4.16):

e Lemma 4.4:

V . . O(k) O(k) . (k—l)
or.: Xh—Sh70 X Sh707 Mh — SI’L 3 k 2 2

Bh.: Dann gilt:

1. Vo ={(vp,¥n) € Xp : b (vp, s mn) =0 Y g, € My }-Elliptizitét:
(4.17)  a(vn, ¥ns on, ) > én (| (on, 005V (0ny ¥n) € X,
mit & = 1 min {1, 5%}, ep=1.

2. Diskrete LBB-Bedingung:

3 By = const. > 0, [y # ﬁl(h):

(4.18) sup b (Vh, ¥ns 1n)

> B \lmnllar Y s € M.
(o, p) € X, 110 Un)|lx
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o Bewels:
zul: e (vp,tn) € Vou, d-he b ((vp,¥n);mn) =0 Vo € My,
| >
(v, = Yn,p)o=0 Vo € S;(Lk_l)
| >
(0hy o = (Y, mi)o ¥ € SOV
(4.11) — || >
of = ¢y, € S5
o |1 ¥nllo < ||%nllo, da I — Ly—Orthoprojektor
F-Ungl.
T B BT
b a(vh7¢h7vh7¢h) - H¢h”0 - 2 H¢h”0 + 9 H¢h”0 -
> WA + 5= lnl2 > = 411 + o (1L 113 =
s -2 26% -2 26%
1 1 1 . _
F-Ungl.: =5 17l + 57 03113 > 3 min {1, ¢} (|[5118 + 1[0 1[3)
[1¥nllo < crll¥gllo ‘r < __
cp=1 =& Y (v, ¥n) € Vou #
r_ [ _
zu 2: sup (V) = ¥n: h)o > Gullmnllo Vo € My, = Sf(Lk Y

(oninr e x, (EIE+TE113)72

a) Falls k> 3, dann ist die Konstruktion (4.14) direkt anwendbar:

N € S}(Lk_l) geg.
!

K=—17% [y (€) dE _y
0

¢h($):H[$2(3l—2$)]/:65$(1—$)Eg;kg (k> 2)

i) = @t rrt@i-2m ey (h23)
e 5
f} Beweis analog zu Satz 4.3! (mms)
b) k=2 (mme)
Hinweis: ¢ =z (| — 2) s op € 521())
Yp(z) >0 Yae(0)

}fﬁh de #0 q.e.d.
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e Bemerkung 4.5:

S}(Lk—2) ' Von-Elliptizitidt geht verloren ! ()

B ot [

o]
Die Paarung Xj =S5 X Sy o und M, = 5 ist genau ausgewogen !

] Satz 4.6:

l
S}(Lk) f} diskrete LBB-Bd. wird zerstort ! ()

Vor.:

felx(I), tel0,1] (te€(0,1]]undt=01)

[ U R
h=Sho X Shoy Mp=25," ", k=>2

3! (wh,eh;’yh) € Xy, x My, : (H3)h

Die diskreten Analoga Lj und L;l zu L und L~! sind gleichmiBig be-
schrénkt in ¢.

Es gilt die Diskretisierungsfehlerabschitzung

(4.19)  [lw = walls + 110 = Onlls + v = 7nllo <

<c ( inf |lw—wu|l1+ inf |0 — Yu|l1+

f
T\ eW , € Oy,

© ot rw-nhuo)
N, € My,

. O(k) O(k) (k—l)
mit Wp=Sp09, On==Sp0, Mn=25, und

c=const. >0, c=c(l,k),
c# c(h,t),solange 0 <t < 1.

Beweis: (mms)
zu 1. und 2.: analog zu Satz 4.3  #

zu 3.: analog zu Satz 2.5 (t = 0)
(! ohne Stérterm: 1§ fiir ¢ € (0, 1] sind Modifikationen notwendig !!).
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u U 4.2 Essei fe H /() mit s>0(s=01 fe HYI) T (fiv)o—< f,v>).

Man zeige, daB dann fiir die Losung w € H' (I), 0 € H' (I) und v € Ly(I)
von (4.13) die folgenden Regularititsaussagen gelten:

1) we HtNI), 0 € HTY(I), v e H*(]);
2) 3¢ =const. >0; c#c(l):
() lwllsr +10lls4r +lvlls < el flls—1

(4.13) { @ ot ()0 = (fv)o ¥ (nd)e X=H' x H'
(w' —8,n)o—t*(v,m)o = 0 VineM=L,

Losung:

e s=0:folgt (x) aus Satz 4.3: } ||[L7Y|<c#c(t)! #

es=1: fely : (413)74 (v, v)o=(f,v)o YveH'} 4= —f & Ly per Def.
=y eH und |lYllo < lIfllo| (i)
yeH' § ~v=t2(uw'-0)F v =0+>yec H' | w' =60 +1t*y €L,
we H* und Jlw”llo < [1'llo + % [lv'llo | (i)
(@, ¢) = (v,¥)o YOEeH'} 30"=—y€ L,y
Vo |0€ H? und [|07]o < |lyllo | (iii)
Aus und (i) — (iii) folgt sofort (x). #
s>2:(4.13) < Euler-Gl:| —'=f | i uw' -8 =7
= —0" — =0 —0" — t=2(w' — 6) = 0
y=t"2(w' - 0) w(0)=w()=0
g(0)=06()=0
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m  Folgerung 4.7:

Vor.. 1. feH Y I)mit1<s<k, tel0,1]
o(k)  ol(k) -
2. Xp=Sh0 X Spor My=5S1"", k>2
Bh.: Dann gilt die Diskretisierungsfehlerabschitzung

(4.20) |lw = wnlly + 1[0 = Onlls + |7 = ynllo < €h® ([ flls—1, € F# (8 h)

Beweis: folgt sofort aus Satz 4.6, und Approx.-Satz I1.4.5. q.e.d.

4.2 Plattenmodelle
4.2.1 Hypothesen von Mindlin—Reissner und Kirchhoff-Love

m  Btr. ,,diinne“ Platte

t ot
(4.21) Q=wx <—§,+§) C R®

aus homogenem und isotropem, linear elastischem Material mit konstanter Dicke ¢,
0 < t < diam (w), deren Mittelebene w C IR? mit der (z,y)-Ebene zusammenfillt.
Der Einfachheit halber betrachten wir nur den Fall, daff die Platte

a) fest eingespannt ist und
(4.22) b) nur durch vertikale (d.h. orthogonal zur Mittelebene) Volumenkrifte
belastet wird.



KAPITEL 4. STRUKTURMECHANISCHE MODELLE

4 T3

122

a1

Hypothesen von Mindlin und Reissner:

H 1: Linearitdtshypothese: /I/

Die Segmente auf jeder Normalen (zur Mittelebene) werden linear deformiert,
und ihre Bilder liegen auf Geraden.

H 2:  Die Verschiebung in z-Richtung h&ngt nicht von z ab.
H 3: Die ,,Punkte“ auf der Mittelebene werden nur in z-Richtung deformiert.

H 4: 0'33%0 (Q 0'33:0 '?)

e (H1)-(H3) f} Verschiebungsansitze:

us(x,y,z) = w(z,y)— transversale Verschiebung, Durchbiegung,
Normalverschiebung
(423) ui(xvyvz) = —zb; ($7y)7 1=1,2
!

6 = (61,0;) — Verdrehung
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e lllustration: 1 schubweiche Platte

123

01(x,y)%tan01:M 0y A tanfy = —2
z z
Z 4,73 —Uu =
€T T2
x t Y
Jw Jw
tanoy; = — tan g = ——
Ty 8$2

m  Hypothesen von Kirchhoff-Love (Kirchhoff-Platte):

H1-H4 (1)

+ H 5: Normalenhypothese:
Normale zur Mittelebene sind im deformierten Zustand wieder

Normale zur (deformierten) Mittelfliche.

e (4.23) + (H5) '} Verschiebungsansitze: § = Vw

U3($7y72) =w ($7y)

0
9w 1=1,2
ui(xvyvz) = —Z 8— (ac,y)

K3

e Illustration: f} schubstarre Platte
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Verzerrungszustand (fiir Mindlin = Reissner Platte):

e Aus Verschiebungsansatz (4.23) folgt

1 du; Ou; B - . -
g(u) = 5(8%4—8%) ¥ —ze500), i=1,2 [—zw, KL]

= —z60;, 1=1,2

ww = st =3 (550 ) =5\ -2 5 4o

0
- %(8@—@»), i=1,2 [=0 KL]

Aus (H 4),d.h. 033 £ 0, und dem HOOKEschen Gesetz (3.29) fiir homogenes und isotropes
Material ergibt sich:

F
0 ; 033 = (1—|—1/) (1_21/) [1/33‘11—|—I/€22—|—(1—1/)33‘33]7 d.h.
(426) £33 g — 11— [511 ‘|’€22]

divg, MR
633:1Zuz|:gii+gi§i|zliuz{ A KL
w7

Bemerkung: (?)
Die Beziehung

(4.26) €33 = — [£11 + £22] (H 4)

v
1-v
und die aus (4.23) folgende Beziehung

8 Uus 8 w
4.2 =— == H2 H
(4.27) =g = 9. =0 (H2 H3)
sind eigentlich nur dann konsistent, wenn €17 4+ €99 = 0 ist. In der Praxis wird zur Berech-
nung der inneren Energie der Ansatz (4.26) bzw. (4.27) mit verschiedenen , Korrekturfak-
toren® verwendet (77). F'iir unsere weitere Analysis ist das ohne Belangen !
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4.2.2 Primale Variationsformulierungen

Btr. Energiefunktional (3.53) fiir homogenes und isotropes Material:

[
(4.28) J (u) D l/U(u)es(u) dx — /fTudac—l—/tTuds =
* - 2 17 17 -
T Q Q I
(3.53) —
mnere Lnergle potentielle Energie
der dufleren Krifte
= ...
m  Berechnung der Terme im Energiefunktional fiir die MR—Platte:
e (Geometrie:
t/2
(4.21) Q=wx (-L,+%) N [...de= [ dzf...dady
Q iz w

b

e Verschiebungsrandbedingungen auf I', = dw X (—%7 +
=0 auf dw (4.29)\r

(4.22),  (4.23) w=0,
= (O ——

uq (2)
(4.29)  u= | ug(x)
U5 o (-.44)

(4.24) w =0, 2—3 =0aufdw (4.29)k1,

e Krifterandbedingungen auf I'y = w x {z = £+t/2}:

(4.22),
(4.30) t = O auf I}
o Volumenkrifte:
0
(4.31) fl@) = 0 YV ffu=faus = f(z,y)w(z,y)

(422)) | f(2.v)
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e Umschreibung des Arbeitstermes o e:
3
(4.32) UT€ = Uij(u) €Z'j(u) = Z 4045 =
1,5=1

2 2
= ) &ij0ij+2 ) 3503 =
J=1

1,5=1

HOOKE (3.29):

(4.26)

= £33

011 = 7(14_1,)?1_21,) {(1 —v)en +rep+ I/( - [e11 + £22] )}
_ E {(1—2V+l/2)611+l/(1—l/) 622—V2(611+622)}
- (4v)(1-2v) 1—v
_ E |:(1—21/)611-|—l/ (1—21/)622i|
(14v) (1-2v) 1—v
= 1511 {511 + 1% (e + 822)}
_ I v
022 = 11, {822 + 1% (en +€22)} (analog)
gi; = 1£y52]7 27]:173:i7£]
— E 22: 2 _I_ ( _I_ )2 _I_ 2 22: 2
- 1+v 52 ij 1—u €11 T €22 = €3j
_ B GRS Ev 2
= 1 Z €Zj+(1+y)(1_y) (11 +222)
2,7=1
(4,4)#(3,3)

L

=2
Ii{l_l_y ey

3
= 2p X eh+A
t,j=1

(4:0)#(3,3)

(4.25)

2 ,
= 2p )y el (0
1,5=1

L
T+ o) (- 7)

2 p
A+2u

(11 + 822)2

T

1 2
)+ Ve =62+ ) a

A42p

22 (div 9)2

126
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m  Aus (4.28) erhalten wir nun mit (4.21), (4.29) — (4.32) das Energie—
funktional fiir die MR—-Platte:

+t/2 +t/2

@39 J@) = 1 [ oTwe(de— | [f(0,y)w(ey)dedyds
Y_t/2 —t/2
25 +1 3 3
?_zzg(%) =1
i 1 2 2 2 ’/2\‘2 [T 2
= 35/ 2;15'2152»]4(0)—|—,ut|Vw—0| + A xiin 17 (dive)? | de dy—
w 1,]=

—tff-wdrdy=

t? 2 2p o )2
_ %[T/[2“Z€if(0)+AA+2 (div 8)? | do dy+

=1 .

Biegeanteil

—|—,ut/|Vw—0|2dxdy] —t [ fwdxdy=

Scherterm

= t3{% [a (0,0)+ put=2 [ |[Vw — 0)* doy dacg] — [t72 fwday d$2}

w

m Mit der Skalierung
.« o= (i~

° f~ = {72 f ~s f
fithrt das Energieminimierungsproblem

J (u) — min

iber der Menge der geometrisch zuldssigen Verschiebungen auf das folgende Minimumproblem
fiir die MR-Platte:
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(4-34)\p

[ o 2
Ges. w € H! (w) und 8 = (64, 02) € [Hl (w)] :

J (w,8) = inf J (v, )
ve H ()
p et (w)?

mit dem Energiefunktional
J(v,0) =1 [a (0, 0) +172 [ Vv — p|*day dacg] — [ fuday duay,

wobel

2
a(p,p) = %f [2/1 > 522]‘(99) + A /\-IQ-SM (div ¢)?

1,5=1

d$1 d$2

128

fiir die MR—Platte, das offenbar (mms) zu dem folgenden primalen Variationsproblem dquivalent

ist:

(4.30)vp

Ges. (w, ) € XzHol(w) X (ﬁl(w))Z:

0(0799)+t_2 (Vw—O,Vv—cp)o:(f,v)o V(U,QO)EX.
=:a(w,0;v,p) =< Fu,¢0>

Man zeige, daf§

1. die Voraussetzungen des Satzes 1.2.9 von Lax & Milgram erfiillt sind
("} 3!+ Fixpunktiteration) und

2. das Variationsproblem (4.34) dhnlich wie im Falle des Timoshenko—
Balkens fiir ¢ — 0 schlecht konditioniert wird, d.h. ps/p; — oo fiir
t—0.
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m  Standarde FE-Approximation der MR—Platte:

(o] Ie} 2
e Konforme FE-Teilriume X; C X=H! (w) x (Hl (w)) :

w ~ QC IR? (Mittelfliche)

o (k) o (k) 2 o
(4.35) Xp = Spo X (Sh,o) C X «—|2D C”Elemente

!
o) (k) 7 0
Sho = S, ()N H'(Q) CC(Q)
RB Polynomgrad 4 B
k Q,= U 6. CQ: regulire Triang. (Nu II [22]),
reRy dist (09, 09) = O (R*+1)
SM = (v € Ly() 1 vls, & vla C Qa Vre Ry} ¢ COR)
c° i)
Diskretisierungs- @a> B
parameter
2B: Qa=Pe [\, k=1

Qa =Qk: I:I k=1

e F'E-Schema: ( } 3!+ Fixpunktiteration: o.k.)

(4.34),  Ges. (wp,0,) € X, : a(wp, Onsvn, 1) = (fyvn)o ¥ (vn, 1) € Xi
7 7
(4.34);, Ges. (wy,,0;,)T € RN»: Kn(§r) = ({)h) in RN
spd

o Cea—Satz 1.4.3 + Approximationssatz 11.4.5 liefern:

IA

. W — W1 —Onlh s — in w — U1 in — ¥l
(436) = willi +110 =0l < B2 ind o —walli+ 0=
H1 o (k) o (k) 2
U € Sh0 ®n €| Sho

< (uafpn) B (ellsr + 1001ss1), falls w0 € H*1(Q), s < k

Zx o [oa)
\ =2

(4.37) K (Kp) =0 (ﬂ h‘2) =0 (r"h7?), h—=0, t=0!
H1 T

[0 43

e Konditionszahl (siche Satz 11.4.4):
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m  Primale Variationsformulierung fiir die fest eingespannte KL—Platte und

ihre FE—Approximation:

e Mit der Normalenhypothese (vgl. (4.24))
(4.38) 0= Vuw
ergibt sich das Energiefunktional (4.33) zu

(4.39) J(u) =t {% a(Vw, Vw) — / t=2f wdxy d$2}

e
=f~f
e Mit der Skalierung
f=t"2f ~ fund mit w ~ Q
fithrt das Energieminimierungsproblem
J (u) — min

iber der Menge der geometrisch zuldssigen Verschiebungen zum folgenden Minimum-—
problem fiir die KL—Platte:

(4.40) yip | Ges.w e H*(Q): J (w) = inf J(v), wobei

v e H*(Q)
1
J (v) = §a(Vv,Vv)—/fvdx1dx2,
a(Vu,Vw) = 12/ lQ,u D (Vo) g (Vw) +
1,5=1 y
Vi W
+ A div Vv div Vw] de =

Av Aw
dzx

1 p
= —2/[2u2v2]w”—|—/\A+2 Av Aw
Q

1,5=1

e Offenbar ist das Minimumproblem (4.41)pp dquivalent zum folgenden primalen
Variationsproblem fiir die KL—Platte:

(4.40)vp Ges. w € X=H?*(Q) :
a(Vo,Vw)=(f,v)g YveX
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e Lemma 4.8:

(4.41) a(Vo,Vw)=c [AwAvdzidzy Yv,we H*(Q)
Q
mit c= 5. At .
3 A+2pu
Beweis:

Aw Av} dry dasy
—_———

N

1
Vo, Vw) —/2 WiV + A
( 29 4 J 7] A_I_Qlu

a) AwAv = (w1 +w22) (V11 + v22) = W11 V11 + W11 V22 + W22V 11 + W22V 22

b) wi;vi; = wi1v11 FW12012 + W12 V12 + W22 V22

Nun gilt offenbar ¥V v, w € ce (9):

Pw 0% iz d PFPw v do dy 4+ J*w v p
_— €T = X - Ny ds =
b ozay dray J 9wray ay YT ] 9zoy ay
=0
9*w 0*v 9*w v J*w v
_g’;—x? ?dwdy— 927 D yds 9507 3 ng ds =
90
9*w 0*v
= our g
. 2 o
Wegen C () = H?(Q) folgt (4.41) sofort. q.e.d.

e Das primale Variationsproblem (4.40)yp fiir die fest eingespannte KL-Platte ist offenbar
dquivalent zur Variationsformulierung

(4.42) yp Ges. w € H*(Q): [AwAvdr = [ fodz Vove H?*(Q)
Q Q

des 1. biharmonischen RWPs (vgl. auch Nu 1I, Pkt. 3.1.2.3 [22])

(4.42)kF Alw = f in Q

o
E

= 0 auf 9Q

0
3
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mit geeignet gewdhler rechter Seite

3 A+2 3 A+ _
J=o SR = e
oA+ p A A+2p 1
(4.40) Volumenkraftdichte (1)

. Man zeige, dal 3 g, g = const. > 0:

a) a(Vo,Vo) = gullli Ve H2(Q),
b) la (Veo, Vo) < pia el llolla ¥ v.w € H2(Q)

und berechne p; =7
H2 = ? )

wobei [|v]|3 := |v]3 3255(”,211 + 2”,212 + U,222) dz dy.

Aus dem Satz 1.2.9 von Lax & Milgram folgt dann fiir geg. f € L3(Q2) bzw.
H=YQ):

L3l we H? (Q): (4.40) = (4.42)

2. Fixpunktiteration zur Bestimmung von w.

e FE-Approximationen:

1. Konforme FE-Approximationen:

— erfordern wegen X, C X = H*(Q)

—  Beispiele von klassischen C''~Elementen:

e Hermite—Element:

ulresf) = 8ﬁuh(x)
QD:Q?’DPS ﬁ:(ﬁl7ﬁ2)7 ﬁ2:071

d.h. w, ug, wy, gy

o Agyris—Element: 9
on
Qv = Fs T
Uy Ugey Uyyy Ugzgy Ugeyyy Uy
Y

—  FE-Schema: X}, = span {p"?) :i € wy,, f€DOF;} C X
(4.40)y, Ges. wy, € Xp @ a(Vwp, Vor) = (f,vn)o Yun € Xy

0 0 spd

(4.40), Ges. wy, € RN : Kj, w), = [, in RNn
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—  Resultate:

1) Cea— und ,Approximationssitze* liefern (mms !?)

Jw—wpls <52 it Jjw— oz < b 2wl 2< s <k,
M1 vy € Xy,

falls w € H2(Q) N H*(Q), Qa D P

2) k(Kp) =0(h" (vgl. Satz 11.4.4)

2. Nichtkonforme FE-Approximationen: X ¢ X !
(4'43)h Ges. wy, € Xy, @ ay, (wh, Uh) = (f, Uh)Oh Yo, € Xy

z.B.: — ADINI-Element I:T' w, Uz, uy '} O (h)
— DKT-Element (Discrete-Kirchhoff-Triangle) [4]

Erfordern spezielle Analysis (2. Strangsches Lemma, Aquivalenz zu gem. FE-Appro-
ximationen).

4.2.3 Gemischte Methoden fiir die Kirchhoff-Platte

m  Formale Ableitung einer gemischten Formulierung:

e Das Kirchhoffsche Plattenproblem (4.40) kann offenbar auch als Minimumproblem fiir den
Verdrehungsvektor # mit der Nebenbedingung # = Vw in Gleichungsform formuliert wer-

den:
(4.44) 1a(6,0)— (f,w)o — min unter der NB: § = Vw
wobei
1 2p .
(4.45) a(b, ) = E/ 2pe5(0) (@) + A T2 div 8 div ¢| dx; dxo
Q

eine symmetrische Bilinearform ist.

e Das MP (4.44) mit NB ist mathematisch exakt als restringiertes Minimumproblem (RMP)
der Form (2.28) formulierbar:

A% b((v,9),n)

g
(4.44) Ges. (w,0) € Vo ={(v,p)eX=7: (Vo—¢,n) =0VneM=71}:
J (w,8) = inf  J(v,9)
(U7g0) € VO

mit

J(v,0) =5 a(p,9)— (f,0)0
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e Dem restringierten Minimumproblem (4.44) ist das folgende gemischte Variationsproblem

(GVP) zugeordnet:

(4.46) Ges. (w,0) € X =7und y € M =7 (LagrangeFaktor):
a(,¢) + (Vv =9,7)0 = (fiv)o V(v,p) € X
a ((w,0);(v,9)) + b((v,0);7) = < fi(v,) > V(v,) € X
(Vw —6,1)o =0 VneM
b((w,8);m) =<g,n> VneM

wobei . )

@ (,0)5 (v,9)) = alb.9) = 1 [ [20s(0) 2 () + A s div o div | day,

Q R
b ((w,0);n) = < Vw—0,n1>pmu= (Vw—=60,1)
< fi(v,p) > =< fiv>, g=0.

e Fiir die fest eingespannte Kirchhoff-Platte gibt es die folgenden Moglichkeiten, die Rdume
X und M zu wihlen:

1) Kanonische Wahl:

W w w
w 0 v 7
M ok M m /

= U e
m  Zur Wahl 1): X= H2(Q) x [H' (), M = [HY(Q]:

0.5
.

o [[(w, 0)]lx = [llwll3 + 16117 [wlle = IVewllls = [[Jwl]]2,

16]1x = [IV6llo = [[6]]]1;

< @, >M*xM

I7llar = lnll-1 := sup
o [ llx

e H' (Q)?
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e Die Bilinearformen a (-, -) und b (-, ) sind offenbar stetig !

o la((w,8), (v,))[=la (8 ¢)] < fz 16111 [l < ez [[(w, ) |lx [[(v; ©)llx

az =7 (mms)

o |b((w,8),n)]=]<Vw—0n>]<|<Vwn>|+|<bn>]|=

| < Vw,n> | | <0,n7>|
=== — IVl + | —zm— 18l <
1[Vwllx 1191]]]1
<@,n> <@,n>
< osup 0 [[[Vwl[li + sup ———[[0]|[s =
° 1[4 ° 1ol |1
peH () p e H ()

= ([lwlla+ N0l 17l -1 < V2] [[(w,0)|Ix Inllae - #

I
B2

e Elliptizitdt von a (-, -) auf dem Kern
Voi={(v,9) € X :b((v,9);m) =< Vvo—p,n>=0VYneM=H1Q)?*
der Bilinearform b (-, ), d.h. fiir ¢ = Vo in H!(Q)%:

2p 1

@ ((0,0), (0, 9) = a (,9) 2 =5 |l ()13 > g 5 el =

‘Lemma 3.2: 1. KORNsche Ungl. ‘

I

. 1 2 1 21 23 2 2| _
= L LMol + 5 el = 2 [l + iell?] =

w
= ﬂ H(U7S«9)H§(7 d.h. oy = ,U/24 #

e [LBB-Bedingung;:

IV <l

b _
sup (v,0),m) <Vv—p,n>

= sup
(0,0 e x 10:2x (o) e x vl + N2l

— <>
> s ®, 1

o lellx
p € H' (Q)?

=lnll-x=lnllar, dh. =1 #

o.k.

135
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e Damit sind alle Voraussetzungen des Satzes 2.2 von Brezzi erfiillt. Folglich gilt:

Satz 4.9:

Vor. 1) X=H2(Q) x H(Q)?, M = H-1(Q)?
2) f e H-2(Q)

Bh.: Dann gilt:
1) 3! ((w,0),v) € X x M : (4.46)
2) A-priori-Abschitzung: 3 ¢ = const. > 0:
(447wl + {0l + [l < el ][

e Bemerkung;:
Blum & Rannacher [1980] zeigen unter den Voraussetzungen
1) € - konvex,
2) fe HY(Q)
das Regularitdtsresultat:
1) we H?(Q), 6§ € HX(Q)?, v € Ly(Q)*
ary {0 (@), 0€ QP 7€ Ly®)
2) lwlls +16ll2 + Ivllo < €l fll-1-

w 0
Y

o o 2
m Zur Wahl 2): X = H'(Q) x [Hl (Q)] LM = H\(div,Q):

0.5
o [[(w, 0)llx = [lwllf + 16F]7, lwlly = [[Vello = [[lwl]1,
161l = 11V8llo = 1l161[]1;

Hdiv, Q) = {776 :divnEH‘l(Q)}
|||| v
=[O
T o
80 e %! Konusbed. <wv,divp>=—- <Vu,n> VYveH!
2 2 /2
(4.49) 19llar = Nl zr-1 sy = (Il + lidiv nli?,)

e Die Bilinearformen a (-, -) und b (-, ) sind offenbar stetig !

o la((w,8),(v,9))=la (8, )| < fz 10111 el < azl(w, 0)|x [[(v, )]l x
ay =7 M #
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o |b((w,0),n)]=]<Vw—-0n>[<|<Vwn>|+|<b0n>]|<

— <Vu,n> <@, >

< sup —— ||Vw|lo+ sup ———||VO||o =
: ool IVelot sup S IVl
ve H (Q) o€ H' (Q)?
< v,divy > <, n>
= | sup SEEETZ )+ sup —2 T2 gy, <
o & o el
ve H' (Q) pe H' (Q)?
Tl
[div ]|y [
. 1/2 1/2
< (Idiv ll2, + Il )M ()2 +1612) " =

= 1l(w, O)lix llnllar ¥ (w,0) € X VypeM, dh =1 #

e [LBB-Bedingung;:

b((v,cp),n) _ <Vv—gp,n> .
P = sup 2 2105 —
(o) e x 1:Dlx (o 0y e x [lvl3+ ll¢l3]

< Vv—p,n> 1 < Vv—p,n>

1
5 sup 05 1T 5  Sup 2 2105 =
2 (v, ) € X ol + llellf] 2 (v, ) € x LIVl + el

- <pn> 1 + <Vu,n>
_>i- sup @ ——~ Yl
[v][x =

peH' (Q)? 2loe (@)

v

|

o
<
_'_

|

= [Inll-1 = ||div 7]|_

. 1 . 1/2
(ot + lldiv o) > 2 (1l -+ v oi2,)
a+b>+Va?+b* Ya,b>0

dhx%:% 4

N | —
— 1V

e Elliptizitdt von a (-, -) auf dem Kern
Vo={(v,p) € X:<Vo—p,n>=0VneM=Hdiv,Q)}
der Bilinearform b (-, -), d.h. ¢ = Vv in Ly(Q)%:

2 2p 1
aW@W@FwW@}%WM%%%§WW=

‘Lemma 3.2: 1. KORNsche Ungl. ‘
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1

I 2, 1 2} pofl 2 2
= — | = — > — —
= [2 el + 5 Ml > 5 5 WA+ 5o ol
FRIEDRICHS-Ungl.: [[¢llo <cr ¢l V¢ € HY(Q)?

¢=VveL(Q)?
R (G
12 | 2 22, = |2

= o
d.h. ay = 2,11_4 min {1, c%}.  #

e Damit sind wiederum alle Voraussetzungen des Satzes 2.2 von Brezzi erfiillt. Folglich gilt:

Satz 4.10:

Vor: 1) X=HL(Q)x H(Q)?, M= H-(div, Q)
2) fe HY(Q)
Bh.: Dann gilt:
1) 3! ((w,8),7y) € X x M : (4.46)
2) A-priori-Abschédtzung: 3 ¢ = const. > 0:
(4.50)  lwlly + W16l + Il a1 (@ivey < € llfll-1

e Bemerkung;:

Falls das Gebiet © konvex ist, dann gelten sogar die Regularitdtsaussagen (4.48) !

B Gemischte FE-Approximationen:

o Gemischte FEM fiir (4.46) mit der Réumewahl 1):

* Geben Sie FE-Raume Xj und M} an, sodafl

1. a(-,-) Vop—elliptisch ist,

2. die diskrete LBB—Bedingung erfiillt ist.

e Gemischte FEM fiir (4.46) mit der Réumewahl 2):

—> siehe Pkt. 4.2.4  Gemischte Methoden fiir die Mindlin—Reissner—Platte®,
z.B. MITC7 [4]

_ du p=Au +RB
du = Au=f
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4.2.4 Gemischte Methoden fiir die Mindlin—Reissner—Platte

m  Herleitung der gemischten Formulierung:

e Ausgangspunkt: = primale Variationsformulierung (4.34)vp:

Ges. (w, ) EX::ﬁl(Q)X ﬁl(Q)Q:
0(0799)+t_2 (VM—O,VU—QO)O: (fvv)o V(U,QO) € X.

—_——
=y

(4.34)vp

e Analog zum Timoshenko—Balken fithren wir den Scherterm
(4.51) =t (Vw —8) € Ly()* 7 (LBB (1))

als neue Variable ein. Damit erhalten wir eine gemischte Variationsformulierung mit
Storterm (vgl. Pkt. 2.3):

(4.52) | Ges. (w,0) e X:=H'(Q)x H'(2)? und
vEM.=Ly(Q)?* C M=H1(div,Q):

a(f,¢) + (Vv—¢,7)0 = (f,v)o V(v,0) € X
a((w,0),(v,9)) + b((v,9),y) = < fi;(v,0) > V(v,9) €X
(Vw —8,1)o — 2 (y,m)o =0 Ve M.
b((wve)an) - tzc(%n) = <g,n> VHEMC
wobei
a ((,0), (v,9) 1= a(0:¢) = 15 | [2102(0) 25(2) + A 52 div 0 div | day iy
b ((w,0),n) = <NVw—0,n>rxm= (Vw—60,7)
N’ "
L2(Q)2 0.K.
< fi(v,0) > = (f,v)o

g=0
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m  Zu den Riumen M = H™'(div,Q) und M* = ?:

o Definition

4.11: (Verallgemeinerte Rotation)

tion n € L

Q/p

Man schre

2(Q)?, falls
_ Ip 3#) o () L
-,udx_—9/<7728$1—7718$2 de YV pueCv(Q) =

ibt: p =rot n € Ly(Q).

Eine Funktion p € Lo(2) heifit (verallgemeinerte) Rotation einer Vektorfunk-

D(9).

o Definition

4.12: H(rot, ), IO{(rot,Q)

H(rot,Q) = {ne€ L(Q)?:rotn e Ly(Q)} C L2(Q)?
IO{(rot,Q) = {neH@rot,Q):n-Ti=mr+nm=0aufT =30}
- T |7 |=1
3 der Spur ! K r
(mms*)
1/2
Il onsy = (ol + lirot nlig)'!

« [0 4]

Man zeige, dafy
n=Vv—p¢E IO{(I’O‘L7 Q) C Ly(Q)?,

falls v € H* (Q) und ¢ € H1 ()% !

Loésung: e

n € Lz(Q2)?

rot Vo = 0 € Ly(Q2) !,

da nach Def. 4.10
ov 0 ov 0

—Q (8—362 8—51— — _,u) drqdzy =

e ( 0% B 0%

Q Oxy0x1 Oz 0x9

)dwl dxy;+0=0 o.k.

140
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° Man zeige, daf§

(f{(mt, Q))* — 1 Y(div, Q).

*

Hinweis: a) H~!(div,Q) C (IO{(rot,Q))
unter Benutzung der Helmholtz—Zerlegung (J)

b) (H (rot,Q))* c H™'(div,Q)

m  Probleme mit der gemischten VF (4.52) fiir die MR—Platte:

e Auf den ersten Blick scheint

gem. VF (4.52)
(Mindlin—Reissner—Platte)

behandelbar zu sein.
Dies ist aber wegen | L2(Q)? # H~!(div,Q) in 2D | nicht der Fall !

gem. VF (4.13)

analog zur (Timoshenko—Balken)

e Die LBB-Bedingung kann fiir M = L3(Q)? nicht gelten (siche auch Pkt. 4.2.3: Kirchhoff-

Platte) !
Tatsédchlich:
Wihlen
_9p
~ dx .
n=rot p=rot p:= [ 8_; ] € La()?, fiir p € HY(Q).
8$1

Dann gilt fiir bel. w € H'(Q) und § € H* ()%
b((w,0);n) = (Vw—8,n)o = (Vw,rot p)o — (8, 7)o
~————
=0
8$1 8$2
N N 1
w|r=aq =0

NR: (Vw,rotp)ozg(—a—w @—I—% %) deidezs = 0

=—(@no=—-<0,n>, <
(0, 1)o U] Q)2 X H-1 ()2

0.5
<10l llnll—2 < (ewllf + 1617) ™ linll

b a): .
o> sup W BEm s e B (div, @) = T
w,0) € X I|(w, 0)||x 0

Ac=const. >0: | — (mms)
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e Folglich mufi M mit einer schwicheren Norm als mit der L;—Norm versehen werden,
ndmlich mit der Norm des Raumes

(4.53) (H (rot, Q))* H-'(div,Q), d.h.

— |

U 4.7
. 1/2
-ty = (lnl2 + ldiv gl|2,) ",

e

o Es gilt offenbar:
a) M = H(div,Q) D L2(Q)% =: M.

by M = L@y e — =1(div, ) |
o Der Storterm

t2¢(v,m) :=t*(v,n)o = Diff ~Operator 0-ter Ordnung
,lebt* in der Topologie von H~!(div,Q), d.h. die MR-Platte ist ein singuliir gestértes VP !

e Situation:

L. a(-,+): X x X — IR ist nur auf V5 = ker b elliptisch, aber nicht auf X !

e Konsequenz:
Satz 2.11: ¢ (-, ) ¥, M = M,

Satz 2.12: a (-, -) auf X elliptisch
ist nicht (jedenfalls nicht direkt) anwendbar !

= Allgemeine Theorie aus Pkt. 2.3 <

B Auswege:

1. X-Elliptizitatstrick (Arnold & Brezzi, 1993, [1]):

(4.34)vp a(B,0)+ 172 (Vw—6,Vo—¢)o=(f,v)o V(v,p)€X

(4.30)yyp [a(8,¢)+ (Vw—0,Vv— )]+ f_z(Vw -0, Vo—9)o= (f,v)o

" =: v (neuer Scherterm) V(v,p)€X
- =0
d((w,@);(ucp)) 2=t -1 - &
=0

ist elliptisch auf X !

= gem. VI fiir MR-Platte, auf die der | Satz 2.12| anwendbar ist !
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2. Helmholtz—Zerlegung: H~!(div,Q) =V H!(Q) + rot Ly()| R

Zerlegen in der gem. VF (4.52) den Scherterm v und die entsprechende Testfunktion 7
nach Helmholtz:

L
(4.54) vy = Vr @2 rot p € Ly()? ~ € H l(div,Q)
Lo 1
HY(Q)  HY(Q)|R ~ L)k
N !
n = Vz @ rotgq € Ly(R)? ~ € H (div,Q)
Ly

Dann zerféllt (4.52) in

e Dirichlet—Problem fiir Poisson } r € HO1 ()
<‘o Verallgemeinertes Stokes—Problem 1} (6, p) € HO1 ()2 x HY(Q)|r
<‘o Dirichlet—Problem fiir Poisson } w € HO1 ()

Daraus erhdlt man: 4! und A-priori-Abschitzung !

Hinweise zur Wahl der finiten Elemente !

Der X—Elliptizitatstrick:

e Die modifizierte primale VF (4.34)yF fiihrt auf die gemischte VF mit Storterm:

(4.55) | Ges. (w,0) € X:=H'(Q)x H'(2)? und
vyE M. =Ly(Q)?CM=H1div,Q):

[a(8,) + (Vw =6, Vv—p)o] + (Vo—¢,7)0 = (f;0)0

V(v,p) € X
a ((w,0),(v,9)) + b((v,9),7) = < fy(v,0) >

YV (v,p) € X
(Vw —8,1)0 - Py,mo =0 VneM
b((w,0),n) - t?c(v,m) = <g,m>

Vne M,
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wobei

a((w,0),(v,9)) = a(b,9)+(Vw—10,Vv—9p)

b((v,),7) = <Vv—g,v>=(Vv—9¢,7)0

c(v,m) = (v:mo

< fy(v,) > = < fiv> ) )

g=0, i2=¢2_1 1 52:t_2_1:1it2§1, t<1/vV2 < 1;

e Gem. VF (4.55) erfiillt alle Voraussetzungen von Satz 2.12:

1. fe HY(Q),dh. fe X" ge M

2. Ja((w,0), (v,9)] = la(8,¢)+ (Vw—0,Vo—¢)| < az [[(w, )] x](v, )] x
!
ay = (mms)
(Vo=@ 7)o =[<Vv—p,7>][<
< Bl Dllx lIvllar Vvp)e X, VyeM

!
B2 = 1] (siche Pkt. 4.2.3 Kirchhoff-Platte)

16 (v, 0),7)]

3. LBB-Bedingung: analog zur Kirchhoff-Platte (Pkt. 4.2.3)

sup < Vv—p,n>
(0, ) € x U+ 1l

. 1/2
> (|[nlf2 + Ildiv g2,
1

4% a ((+-), (+,-)) ist auf ganz X elliptisch, d.h. 3 oy = const. > 0:
a((w,8), (w,0)) = a(8,0) +|[Vw = 6][§ > ar (|Jwl[} +[10]]7)
!
a; = 7| (mms)
Hinweis: Pkt. 4.1.2
Timoshenko-Balken

6||? wl||? = ||V Vwl|? <
618 + llwlf = O3+ IVulgs

< IIVOI + /(= 6) 40 < 1o er ¥4

< IVOIIE+ 211V - 6]Ig + 21011 <
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Kornsche-Ungl.
lle (9)[15 > 5 1IVell
Lemma 3.2
!

(L+2¢k) [[VOII§ + 2|V — 0I5 <

IA

IA

2(1+2c) |l= (0)]15 +2[[Vw - 0lI <

IA

12
2(1+2cf) ﬂa<070>+2Ww—0H3 <

12 (1 + 2 ¢2
max{%,?} (a(8,0) + |[Vw — 0]2),

2
b ot :mx{wﬂ}_
i

5. Voraussetzung (2.33) an M, und ¢ (-,+): M. x M, — IR':
o M. c M, MMM = pr ok fiir M, = Ly(Q)? und M = H~'(div, Q)
e c(mm=nll§>0 VneM. ok
o c(un)=c(pp) VuneM. ok
o Je(uym| < (e (p 1) (e ()" = |lullo lInllo ¥ psn € Me

e Satz 4.13:

Vor.. 1) 9QeC%
2) A p=const. >0
3) feHYQ)

Bh.: Dann gilt fiir £ € [0,1], d.h. t € [0,1/V/2]:

) 3! (w,0) e X=H"(Q)x H' (Q)* und v € M. = L2(Q)*  (4.55)
2) Je=const. >0, c#c(l):

(4.56) w4 1100l + 1Y r-1(aiv,y + 8 [7]lo < ][ fll-1

fiir £ € [0,1], d.h. t € [0,1/V/2]. /

Beweis: folgt sofort aus Satz 2.12. q.e.d.
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Man zeige, dal die Losung (w(t),0(t),v(t)) der fest einge-
spannten Mindlin-Reissner-Platte (4.55) fiir ¢ — 0 gegen die
74 Losung (w (0),6(0),v(0)) der fest (zingespannten Kirchhoff-Platte

Timoshenko (4‘55)7?:0 _ (4.46)2) in XxM = (Hl (Q)x Ht (9)2) X H‘l(div, Q)

+ konvergiert.
Bernoulli

™
(et
D] s
Nl

. Helmholtz—Zerlegung:

e Lemma 4.14: H'(div,Q) =V H'(Q) + rot (L2(Q)|R)

1. Jede Funktion n € H~!(div, ) ist eindeutig darstellbar als
oz Bq
(4.57) n=Vz+rotqg= [ 8;; + aax; ]
dxy EEn
mit z € H1(Q) und g € L2(Q)|r-
2. Auflerdem sind die Normen
N 1/2
(4.58) 19/l -1caiv.cy 22 (12113 + llall?)
dquivalent, wobei fiir ¢ der Reprisentant (¢,1)o = 0 einzusetzen
ist.

Beweis: siehe [4], S. 282 — 283.

° L
e Lemma 4.15: L,(Q)2=V H'(Q) & rot (HY(Q)|r)

Falls n € Lo()? C H™'(div,Q), dann gilt fiir die Zerlegung (4.57)
n=Vz+4rotq:

o qc HY ()R
e qc HYQ)|R ist Lsg. des Neumann—Problems:

(rot ¢, ot p)o = (div (n — Vz),p)o ¥ p € H'(Q).

(4.59) o L= VH(Q) £ rot (H(Q)]n)
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Beweis:

e Setzen nun Helmholtz—Zerlegung (4.54) des

e Scherterms v = Vr @rot p
I I
aQ  H (Q)Ir
t t
o Testfkt. n = Vz $rot ¢
in (4.52) ein:
=7
—N—
x a(l,0)+ (Vo—p,Vrd rot plo=(f,v)o V(v,9)€X
rl (o]
L. (Vo,Vr)o+ (Vu,rotp)o = (f,v)o Vv e H(Q)
N— ———

*

=0
2. a(8,¢)— (p,rotplo = (Vr,p)o ¥VeeH (Q)?
= —(rot ¢, p)o

1
Vw—6,Vz @ rotg)o—t*(Vr @ rotp,Vz & rot¢)o =0

3. (Vw — 8,10t q) — t* (Vr & rot p,rot ¢)o =0

—(@ot q) — t* (rot p,rot ¢)o = 0

4. (Vw,Vz)g— (0,V2)g— t3(Vr,Vz)o— t* (rot p, Vz)g = 0
N———

=0
e Resultat:
(4.60) Ges. r€e R=H'(Q), 6 € ©=H'(Q)?, pe P= HYQ)|R,
we W=H"Q);
< 1) (Vr,Vu)o= (f,v)o 2 VoeH (Q)
Verallg. 7
Sgljesg 1,12 a(8,¢)+ (rot ¢, p)o = (Vr,p)o Vo€ H(Q)?
et =(17) < 3) (rot 6, q)o—t*(rot p,rot ¢)g = 0 Vge H(Q)|R
g6+
4y (Vw,Vz)o= (0,V2) +t3(f, 2)o VzeH Y (Q)

147
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e Das Problem
Ges. 8 € H1 (Q)? und p € HY(Q)|R:
2)
3)
wird mit der Setzung
o ot = (—p2,01) € HY()? 10t ¢ = div ¢+
6 —s 0+ = (—0s,6,) € ot (9)2
zu einem Stokes—Problem mit Storterm:
a0t o) 4 (divetpo = (Vreh) Vet e H'(Q)?
(div 0+, ¢)o — *(rot p,rot g)o = 0 Vge Q)R

e Mit Satz 2.11 erhalten wir:
131 (4.60) = (4.52)
2. A-priori-Abschitzungen fiir (4.60) 1} (4.52) analog zu Satz 4.13

3. Hinweise zur Elementewahl

m  Stabile FE-Approximationen: siche [4] S. 285 fT.
z.B.: MITC-Elemente 1 MITC 7
~+ Selektive reduzierte Integration in der primalen VF (4.34) !



Kapitel 5

Analysis und Numerik von
Anfangsrandwertaufgaben der
elastisch—plastischen Flief3theorie

In diesem Kapitel werden die wichtigsten Ergebnisse, die vom Autor in der Monographie [18] (mit
V.G. Korneev) zu Problemen der elastisch—plastischen Flietheorie erzielt wurden, kurz zusammenge-
stellt. Eine ausfiihrliche Darstellung sowie die Beweise der entsprechenden Sdtze und Lemmata findet
der Leser in [18]. Zusitzlich zu den bereits eingefiihrten Notationen werden auch Bezeichnungen aus
der angegebenen Monographie [18], in einigen offensichtlichen Fillen ohne nihere Erliuterung, be-
nutzt. Im Punkt 5.1 geben wir das vom Autor vorgeschlagene regularisierte mathematische Modell
zur Beschreibung elastisch—plastischer Deformationsvorgidnge an. In den Punkten 5.2 und 5.3 stellen
wir entsprechend die analytischen und numerischen Resultate fiir dieses Modell zusammen. In den
Abschnitten 5.4.1 und 5.4.2 geben wir einen kurzen Uberblick iiber die Ergebnisse zu den Auflésungs-
verfahren fiir die auf jedem Inkrementschritt entstehenden nichtlinearen Gleichungssysteme. Im ab-
schlieBenden Abschnitt 5.4.3 wird ein inkrementelles "nested” Iterationsschema fiir die Aufgaben der
elastisch—plastischen Flieftheorie vorgeschlagen und theoretisch begriindet.

5.1 Ein mathematisches Modell zur Beschreibung von Aufgaben
der elastisch—plastischen Fliefitheorie

Grundlegend fiir die Formulierung des (quasistatischen) Anfangsrandwertproblems der elastisch—
plastischen Fliefitheorie ist das Materialgesetz. Im elastischen Fall gilt das bekannte HOOKIEsche
Gesetz: 0 = De, wobei 0 = [0y;]; j=1,2,3 der Spannungstensor, e = [e;;]; j=1,2,3 der Verzerrungstensor
und D = [Dj;ili jki=12,3 die Matrix der elastischen Konstante D;;z; sind.

Im plastischen Bereich kann der quasistatische Deformationsprozef fiir sich verfestigende Materiali-
en durch ein differentielles Deformationsgesetz beschrieben werden. Von H. Bergander wurde in [3]
folgende Standardformulierung vorgeschlagen:

149
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(5.) ) D¢ , falls f (o,x) < 0 oder ¢"¢ <0,
. g =
Dé—q'DéDq, falls f(o,x) =0 und ¢'5 > 0,
0 , falls f(0,%) < 0 oder ¢7¢ <0,
B g'Dépr , falls f(0,x) =0 und ¢76 > 0,
wobei Kk = (K1, K2, .. .,HL)T — der Vektor der Verfestigungsparameter,
f=1Ff(o,rK) — die FlieBfunktion (in [18] "loading function”),
qg=0f/0o — der Gradient auf der Flieifliche,
r=r(o,kK) — die Verfestigungsfunktion und

Vv=2v(o,r5)=(¢"Dq+U)"Y, U= —p'r, p=0f/0r weitere GroBen sind
(siche auch [18], Chapter 2).

Die Ableitung nach dem Quasizeitparameter ¢ wird durch einen Punkt iiber der entsprechenden Gréfie
ausgedriickt, z.B. ¢ = d o /0t.

Aus (5.1) ist ersichtlich, daf neue plastische Deformationen nur im sogenannten aktiven Belastungsfall
(f(0,k) =0 und ¢75 > 0) entstehen kdnnen. Dabei erfolgt ein ,scharfer Ubergang vom elastischen
zum plastischen Materialverhalten im Falle einer erneuten Belastung nach (elastischer) Entlastung.
Spiter werden wir das obige Modell so modifizieren, daf}, wie in der Praxis beobachtet wird (siehe
2.B. [26], S. 199), dieser Ubergang ,,weich“ und glatt erfolgt.

Zunichst fiihren wir jedoch eine Reihe von Hilfsfunktionen ein, die es gestatten werden, die Beziehung

(5.1) kompakt aufzuschreiben:

0, falls Y < 0,

(5.2 oY) =0.(Y) = { 1, falls Y > 0

6 (v) = 0, falls Y <0,
- ] 1, falls Y >0,
FY) =Y B(Y) =Y O_(Y),

p(Y), falls Y <1,
(Y) =
1 , fallsY > 1,

@ ((0+ f(o,K))/0)¢(o,k), falls § > 0,

¢5:¢5(U7H):{ 0(f(0-7m))¢(0'7/{) , falls 6 = 0.

Fiir solche ¢, é, 0 und &, die durch die erste Beziehung in (5.1) verbunden sind, gilt die sogenannte
Signum-Relation (siehe [18], Lemma 2.1, S. 89 — 90)

(5.3) sign ¢7¢ = sign ¢" Dé.
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Unter Beachtung von (5.2) und (5.3) kénnen wir nun (5.1) folgendermafien kompakt aufschreiben:

(5.4) 6 = Dé—Das(o,k,€),

k = bs(o,k,é),

wobei in (5.4) § = 0 zu setzen ist und as(0, K, €) und bs(o, k, €) fiir beliebiges, fixiertes § > 0 durch
die Beziehungen

as(a,k,¢) = ¢ (¢ D é)s(o, k) q(o, k) und

bs(o,k,¢) = ¢ (g7 Dé)Ys(o,k)r(o, k)

definiert sind. Einen glatten Ubergang vom elastischen zum plastischen Materialverhalten erhilt man
nun fiir beliebiges, fixiertes, hinreichend kleines 6 > 0 (siehe [18], Punkt 2.5.5, S. 93 — 97). Die Grofle
§ kann experimentell bestimmt werden. Diese Modifikation des Materialgesetzes wurde vom Autor
erstmals in [19] vorgeschlagen. Die Materialgesetze (5.1) und (5.4) fithren auf Differentialoperatoren
mit unbeschridnkten Nichtlinearitdten (vgl. [27] und siehe [18], Punkt 2.7.2, S. 119 — 122). Um diese
unbeschrdnkten Nichtlinearitdten zu beseitigen, fithren wir eine weitere Modifikation von (5.4) durch.
Diese Modifikation basiert auf der von V. J. Rivkind und N. N. Uralzeva in [27] vorgeschlagenen
Abschneidetechnik und wird nur fiir hinreichend grofie Deformationen wirksam. Dazu fiihren wir eine
stetig differenzierbare Funktion 7 (y) € C1(IR') ein, sodaf

1, falls y <1,
n(y) =4 ny), falls 1 <y <2,
0 , falls y > 2.

Die Funktion 7 (y) kann dabei so gewadhlt werden, daf die Ungleichung

(5.5) L—won(y)+c(1—7(y))+ 2w (y) y > iy = const., Vy e [l,2],

mit einer gewissen positiven Konstante ¢ > vy/4, die iy > 0 garantiert, gilt, wobei 1y die Konstante

aus der Ungleichung
(5.6) 0 < bs(o, k) q* (0,k) Dg (o, k) < vo = const. < 1

ist (sieche Punkt 5.2.1, Voraussetzung (Al)). Diese Ungleichung besagt mechanisch, daf sich das
betrachtete Material ,streng® verfestigt. In [18], S. 120, sind Funktionen 7 (y) angegeben, sodaf (5.5)
erfiillt ist. Wir erhalten nun das endgiiltige Materialgesetz in der Form

(5.7) 6 = Dé—Da"(o,k,¢é),
ko= b(W)(U,.%,é)7
mit
.T . .T .
(o, k,6) =7 (6 De) as(o, K, €) — ¢ (1 -7 (6 De)) é
v v

b (o, k,8) = 7 (
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Die Zahl « ist dabei ein beliebiger, aber fixierter positiver Regularisierungsparameter. Fiir v = oo wird
17 (éTD ¢é/7) formal gleich 1 gesetzt, sodaB a(*) (o, k, &) = as(0, &, ¢) und b (o, K, €) = bs(a, K, €).

Wir kommen nun zur Formulierung der Anfangsrandwertaufgabe (ARWA) der elastisch—plastischen
FlieBtheorie. Dazu fiihren wir die Hilbert—R&ume V', S und H der geometrisch zuldssigen Ver-
schiebungsvektoren u = (uy,uz,u3)’, der Spannungsvektoren o = [045]i j=1,2,3 und der Vektoren
K = (K1,K2,. - .,HL)T der Verfestigungsparameter ein. Folglich sind V', S und H entsprechend Un-
terrdume der Raume [W%(Q)]S, [L2(Q)]° und [L2(Q)]*, wobei das vom betrachteten dreidimensiona-
len Kérper eingenommene Gebiet Q (2 C IR?) als beschrinkt und hinreichend regulér (zunichst
0Q € C%) vorausgesetzt wird. Im weiteren betrachten wir der Einfachheit halber fiir die Ver-
schiebungen homogene Dirichletbedingungen auf dem gesamten Rand J€2 von 2 und setzen deshalb

V= [Wzl (Q)] (andere Randbedingungen siehe [18]). Wir fithren nun in V', S und H die folgenden

Skalarprodukte und Normen ein:

[u, 0]y = (e (u),e (v))pa= [ el (u) De (v) de, |uly = [u, u]);

=
Q
[0,7]s = (0,7)p-10 = [ 0" D™ 7 dz, |o]s = [0, 0]

Q
[k, Alg = (k,AN)10=(kA)g= fHT/\ de, |klg = [I{,H]?f),
Q

wobei e (v) = [e;(v)]ij=1,23 €;(v) = 0.5(v;; + vj;) und v;; = dv;/0x; fiir beliebige v € V.
Die Verschiebungsgeschwindigkeitsvektoren @ = (g, 1, it3)” konnen ebenfalls als Elemente von V
betrachtet werden. Entsprechend konnen die Vektoren &, e und é als Elemente von S und £ als
Elemente von H betrachtet werden. Mit V™ bezeichnen wir im folgenden den zu V dualen Raum
und mit < - >: V* x V — R! das Dualitétsprodukt. Fiir gegebenes F (t) € V*, t € T = [0,T]
(= Quasizeitintervall) kann nun die ARWA (A(W)) der elastisch-plastischen Flieltheorie wie folgt
formuliert werden:

(A(W)) Gesucht sind Vektorfunktionen u, ¢ und &, sodaf

(i) das verallgemeinerte Kriftegleichgewicht
[oTe(v)de =< Fv> VYoecV,teT=]0,T],
Q

(ii) die differentiellen Spannungs—Verzerrungsbeziehungen
6=Dé—Da"(o,k,é),

(iii) die Evolutionsgleichung
k= b(W)(U7 K, €),

fiir die Verfestigungsparameter,

(iv) die geometrischen Beziehungen
¢ =¢(u) = [é(W]ij=25  (€ij(uw) = 0.5 (@i + d54))

(v) und die Anfangsbedingungen
w(z,00=0, o(z,00)=0, £(z,0)=0, z €,

erfiillt werden.
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Im nédchsten Punkt werden wir zeigen, dafl unter geeigneten Voraussetzungen und bei gegebenen
F € C(T,V”) eine eindeutig bestimmte Losung v € C'(T,V), o € CY(T,S), x € C'(T, H) existiert.
Unter der etwas schwicheren Voraussetzung F' € L., (T, V*) kann immer noch gezeigt werden, daf
i € Loo(T,V), 6 € Loo(T,S) und & € Loo(T, H). Die Rdume C (T, V*), C'(T,V) ete. werden z.B.
n [18], Punkt 1.5.3, S. 44 — 46, definiert.

In [29] werden, ausgehend vom hier betrachteten dreidimensionalen Modell, strukturmechanische Mo-
delle untersucht und entsprechende analytische und numerische Resultate bewiesen. Folglich bleiben
prinzipiell die in der vorliegenden Arbeit fiir das 3D-Modell formulierten Resultate auch fiir verschie-
dene Scheiben—,; Platten— und Schalenmodelle richtig.

5.2 Existenz—, Eindeutigkeits— und Regularititsresultate

Die Resultate der funktionalanalytischen Untersuchung zur Existenz, Eindeutigkeit und Regularitét
der Losung der Aufgabe (A(W)) sind ausfiihrlich im Kapitel 3 der Monographie [18] dargelegt.

5.2.1 Zusammenstellung der Voraussetzungen
Zur Herleitung der theoretischen Resultate werden die folgenden drei Voraussetzungen (in [18] 7A-
properties” genannt) bendtigt:

(A1) 0 < ¢s(o, k) qT(Uv k) Dq(o,k) <
qT(U7 k) Dgq(o,rK)

< < yg = const. < 1,
q"(0,5) Dq (o, k) = pT(o, k) r(0,K)
(A2) H - as(o, K, e) —as(o,r,e)|| < uvi|lellp,
D
J
(A3) (o,k,€)|, PR bs(o,r,e)|| < vz |lellp,
Kk

0 < ¥s5(0,#) [lg (o, 8)l[plr (0, )] < va

fiir alle 0 € IR, = {0 = [Uij]i,j:1,2,3 € IR : 0 = U]‘i}, keEM,e€ Ry 0,7 =1,23;k=1,2,....L;
und fiir fixiertes § > 0, wobei ||z||% = 2T Da, ||2]|* = 2Tz, M C IR" die Menge der zuldssigen Vekto-
ren K = (K1, Ka, .. .,HL)T der Verfestigungsparameter ist und vg, vy, vy und v3 gewisse nichtnegative
Konstanten mit vy < 1 sind. In [18], Punkt 2.6.1 und 2.6.2, S. 98 — 105, wurden die Voraussetzungen
(A1) — (A3) unter anderem fiir die FlieSbedingung von R. v. Mises im Falle isotroper Verfestigung
und bei assoziiertem Fliefigesetz iiberpriift und die Konstanten vg, vy, v und vz explizit bestimmt
(siche Theorem 2.1 in [18]). Die Voraussetzungen (A1) — (A3) implizieren, daB die FlieSfunktion
f(o,r) und die Verfestigungsfunktion r (o, k) entsprechend nach o;; und rj differenzierbar sind. In
den meisten praktischen Fillen ist dies erfiillt. Eine Ausnahme bilden die in der Bodenmechanik iibli-
chen Flieffunktionen vom Coulombschen Typ. Diese Flieifunktionen sind in gewissen Punkten nicht
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differenzierbar und erfordern deshalb eine gesonderte Betrachtung (siehe [18], Punkte 2.6.3 und 2.6.4,
S. 105 - 116).

5.2.2 Eindeutigkeit der Lésung

Satz 5.1:

Es seien die Voraussetzungen (Al) — (A3) und (5.5) erfiillt. Desweiteren sei v € (0,00) fixiert und
F e L (T,V*). Dann hat das Problem (A(W)) nicht mehr als eine Losung (u, o, k) mit @ € Lo (T, V),
€ Lo(T,S)und i € Lo (T, H).

Beweis:
Siehe [18], Beweis des Theorems 3.4, S. 146 — 147. n

5.2.3 Existenzsatz

Satz 4.2:
Es seien die Voraussetzungen (Al) — (A3) und (5.5) erfiillt. Desweiteren sei v € (0,00) fixiert und
F € C(T, V). Dann existiert fiir das Problem (A(W)) eine eindeutig bestimmte Lésung v € C''(T, V),

oe CYT,S) und x € CY(T, H).

Beweis:
Siehe [18], Beweis des Theorems 3.6, S. 151 — 153. n

Bemerkung 5.1:

1. Der Beweis des Existenzsatzes ist konstruktiv. Es wird eine stetige Variante der Methode der
verinderlichen Steifigkeitsparameter benutzt. Bei beliebig gegebenen u® € CY(T,V), o° €
CYT,S) und x° € C'(T, H) wird eine Folge u" € C*(T,V), " € CY(T,S), " € C'(T, H)
gemif den Beziehungen

Jle"Te(w)de =< F,o> YveV, teT=1[0,T],
Q

6" =Dé" — Da" (0"t gL ey,
F7 = b0 (gt kT ey,

et =e(u"),

u"(0) =0, ¢"(0) =0, " =0,
n=12,...,

n n—1 n—1
3

konstruiert und gezeigt, dal u™, ¢" und k™ bei gegebenen u o und "1 eindeutig
existieren und daf «" in C*(T, V) gegen u, 0" in C*(T, S) gegen o und " in C'(T, H) gegen x
konvergiert. Dariiber hinaus kénnen Konvergenzgeschwindigkeitsabschdtzungen erzielt werden
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(siche Teil 2 der Aussagen des Theorems 3.6 in [18], S. 151). Die Konvergenzrate 1afit sich mit
¢~ /(n — 1)! abschiitzen, wobei ¢ eine gewisse positive Konstante ist.

. Unter der etwas schwicheren Voraussetzung F € L. (T, V*) kann die Existenz der Losung der
Aufgabe (A(W)) ebenfalls gezeigt werden. In diesem Falle gilt @ € L (T,V), ¢ € Loo(T,S) und

i€ Lo (T, H).

5.2.4 Lipschitzstetigkeit beziiglich des Quasizeitparameters

Satz 5.3:

Es seien die Voraussetzungen (Al) — (A3) und (5.5) erfiillt. Desweiteren sei v € (0,00) fixiert und
F e Lo (T,V*). Dann gelten fiir fast alle ¢;,¢; € [0,7] die Abschétzungen

() — ey < ML LFro et

H1 1-— IZ0) ﬁ |F|L®(T7V*)|t2 B t1| + M1_1|F(t2) - F(t1)|V*7

14+vo+cy+ w3

- VA FlL o vnlta = ta] + po p7HF (t2) — F(ty) v,

6(t2) — (1) < (1 4 %) iy

Jeyk 1+ vo+cy +v "
m ) T VA Lyl = il ke pF (t2) = F()|ve,

e(t2) — () < (T thy) T
wobei (u, 0, ) die Lésung von (A(W)) ist und
= m>in0{1— vor(y) +e(l—n(y)+ Q—in(y)y}

yz

Uy = ymg%{l —von(y)+c(l—=ny)—2(c+wr)n(y)y},

ey =c (v € (0, 00) fixiert),
ki =1 ymza% {n(y) /y} max {3 VA2(D), \/f},
ha = v max {2n'(y)y+ 1Y)},
y20
kg—l/zymaX {77 \/_} maX{S\/AQ \/_}

A2(D) ist der grofite Eigenwert der Elastizitdtsmatrix D.

Beweis:
Siehe [18], Beweis des Theorems 3.5, S. 148 — 149. n
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Folgerung 5.1:

Es sei zusiitzlich zu den Voraussetzungen des Satzes 5.3 F € C%Y(T,V*), d.h., es existiert eine
nichtnegative Konstante Lip (F'), sodaf

|F (t3) — F (t1)]v= < Lip (F) [ta — t1] ¥t1,t2 € [0, T].

Dann gelten fiir alle t;,t5 € T = [0, 7] die folgenden Abschéitzungen

[ (t2) — @ (tr)]v < ks |tz =t
|6 (t2) — 0 (t1)]s < keltz —tl,
|Fi (t2) — A (L)l < krlta =t
. kl 1‘|‘V0—|—C —|—I/3 _ .
wobei kg = — 7 max |Flys + u7t Li ),
ST 1wy Vgl e e ()

1%} 14+vg+cy+uv3 H2 .
k:(l—l——)k max |Fly+ + — Lip (F),
6 m 1 - ﬁt€T| lv 4 p (F)

o — <k1k2+k3) 1+wv+ce,+rvs
H1 1 -

ks
max |F|y++ — Lip (F).
ﬁtGTI | o (£)

Folglich gilt in diesem Falle fiir die Losung von (A(W)), daB v € CLYT, V), 0 € CHY(T,S) und
k€ CY(T, H).

5.2.5 Wj—Regularitit

Satz 5.4: (lokale W7-Regularitit)

Es seien die Voraussetzungen des Satzes 5.1 erfiillt. Dariiber hinaus gelte
F € Loo(T, [L3(G2:)]’),

wobei Giy. eine 2e-Umgebung einer beliebigen, in Q enthaltenen Kugel G ist, sodaff Ga. C Q fiir
fixiertes, hinreichend kleines, positives ¢.

Dann gelten fiir die Losung der Aufgabe (A(W)) die lokalen Regularitdtsaussagen

i€ Lo (T, W3(@))
¢ € Loo (T, [WH(@)]),
i€ Loo (T, WH(G)]Y)

und die Abschitzungen
lallzcs Nlollna, [[Flhe < = const. < oo,

wobei ¢ eine von D (4,7, k01 = 1,2,3), v, (p = 0,1,2,3), ¢, /7, &, ess sup_ |[F|lo,c. und
t e |0,

ess sup |F|y« abhingige, nichtnegative Konstante ist.
tel0,T]
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Beweis:

Der Beweis dieses Satzes wurde erstmalig vom Autor in [19] fiir einen Spezialfall der Aufgabe (A(W))
gefiihrt. Den Beweis fiir den hier betrachteten allgemeinen Fall findet der Leser in [18], S. 155 — 159.

Die im Satz 5.4 angefiihrten Resultate bleiben natiirlich auch fiir jedes streng innere Teilgebiet Q' von
Q2 mit hinreichend glattem Rand 9 €' richtig. Mit einer #hnlichen Beweistechnik wurde von A. Tamme

0 3
in [29] fiir die erste Anfangsrandwertaufgabe (V = [W21 (Q)] ) der folgende globale Regularititssatz

bewiesen.

Satz 5.5: (globale W7—Regularitit)

o 3
Es seien die Voraussetzungen des Satzes 5.1 erfiillt, und es sei V' = [Wzl (Q)] . Dariiber hinaus gelte
F € Loo(T,[L2(2)]%) und 99 € C2.

Dann gelten fiir die Losung der Aufgabe (A(W)) die globalen Regularitdtsaussagen

%€ Loo(T, [W22(Q)]3)7
6 € Loo(T, [Wzl (Q)]g)v
i € Loo (T, [W3H()])

und die Abschitzungen
lallzq, I6llia, IF]le < €= const. < oo,

wobei ¢ eine von D;j (4,7, k,1=1,2,3),v, (p =0,1,2,3),¢,,/7, Qund ess sup |[F]|o,n abhdngige,
te[o,
nichtnegative Konstante ist.

5.3 Einige Resultate zur numerischen Untersuchung der Aufgabe
(A('V)) der elastisch—plastischen Fliefitheorie

In diesem Punkt betrachten wir die sogenannte inkrementelle Methode zur Quasizeitintegration und
kombinieren sie dann mit der Methode der finiten Elemente zur Approximation der Ortskoordina-
te. Die inkrementelle Methode entspricht dem Eulerschen Polygonenzugverfahren und hat somit erste
Genauigkeitsordnung beziiglich des Zeitschrittes At. Die ausfiihrliche Darstellung dieser Untersuchun-
gen findet der Leser im Kapitel 4 der Monographie [18]. Von V.G. Korneev wurde eine Klasse von
Zeitintegrationsmethoden zweiter Genauigkeitsordnung vorgestellt. Diese Klasse enthélt das Runge—
Kutta—Verfahren zweiter Ordnung (siehe [18], Punkt 4.1.3, S. 168 — 178, und Punkt 4.2.6, S. 201
209).
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5.3.1 Untersuchung der inkrementellen Methode
5.3.1.1 Die inkrementelle Methode

Wir unterteilen zunéchst das Quasizeitintervall T = [0,77] durch die Punkte t, = n At, At = T/N,

n=0,1,...,N,in N gleiche Teile und ersetzen die Ableitungen 1, é, 7, £ in (A(W)) durch vorwirtige

Differenzen, die wir hier mit wy, e, oy, £y und fiir t = ¢, mit uy, e}, o7, xi bezeichnen wollen, z.B.
(tpy1) —u(ty)  w"™h—u™ Ay

U
u? = ut(tn) = = =

At At At

Damit erhalten wir folgendes Schema (Ag)):
(AD) e VS [etup) —aion e ()] De(w)de=< Fft),o> VoeV,
u"t =" + Au", Au" = uPAt,
"t =" + Ae”, Ae” = el At, el = e (u}),
o™l = o™+ Aog”, Ao™ = [D ¢ (up) = DaM (0" w7 e (u?))} Al
= ) AR, AR = 0 (0™, K™ e (ul)) At
n=01,...,N—1,

wW=u(0)=0, 0c°=0(0)=0, kK*=x(0)=0.

Dabei kann F.(t,) € V* in Abhingigkeit von den Glattheitseigenschaften von I’ wie folgt gew#hlt
werden:

tng1
(5.8) Fulty) = é / F(t)dt oder F.(ty) = F (t, + 5 At)
tn

mit einem gewissen 3 € [0, 1].

Die obige Integralidentitdt stellt die verallgemeinerte Formulierung eines nichtlinearen, elliptischen
Differentialgleichungssystems zur Bestimmung von uf € V dar. Damit ist auf jedem Inkrementschritt
n ein derartiges nichtlineares, elliptisches Differentialgleichungssystem zu 16sen, das wir auch in der
Form der Operatorgleichung

(5.9) A (o™ k™) ult = Fo(t,)

aufschreiben kinnen, wobei u € V, F.(t,) € V* und der Operator A (6", k™) : V — V* durch die
Identitdt

(5.10) <A(W)(U”7 k") u, v> = / {e (u) — a (6", 5", e (u))}TDe (v)dz VuveV
Q

definiert wird.
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Satz 5.6:

Es seien die Voraussetzungen (Al) — (A3) und (5.5) erfiillt. Desweiteren sei v € (0,00) fixiert und
F € Lo (T,V*). Dann existiert fiir jedes n =10, 1,..., N —1 eine eindeutig bestimmte Vektorfunktion

up € V, die die Integralidentitdt des Schemas (Ag)) erfiillt und die folglich durch die oben angegebene
inkrementelle Methode eindeutig bestimmt werden kann.

Beweis:
Siehe [18], erster Teil des Theorems 4.1 und Aussagen des Theorems 3.2. ®

5.3.1.2 Die Konvergenz der inkrementellen Methode

Satz 5.7:

Es seien die Voraussetzungen (Al) — (A3) und (5.5) erfiillt. Desweiteren sei v € (0, 00) fixiert, F' €
COY(T,V*) und F.(t,) sei durch eine der Beziehungen (5.8) definiert. Dann konvergieren {u"}, {o"}

und {k"} gegen die Lésung u, o, k der Aufgabe (A(W)), und es gelten die Konvergenzabschitzungen

kic

1 €2 (602’5 - 1) ﬁ] A,

|6 (2, t) = of (2)|s + |~ (2,8) = 67 (2) g < (ke + k7 + c1 e') At,
Vi€ [ty tugr), YR=0,1,...,N—1,

i (2,t) — uf (z)|v < [ufl Lip (F) + (14 p7 ) ks +

wobei ¢y = k¢ + k7 + {Hl_l Lip (I) + (1 —pit Mz) k5} (p2 + k2),
cy = (kl + ks + ,ul_llﬁ (p2 + kz)) V-

Die Konstanten i1, pia, k1, k2 und ks wurden im Satz 5.3 definiert; die Konstanten k5, kg und k7 sind
in Folgerung 5.1 angegeben.

Beweis:
Siehe [18], Punkt 4.1.2, S. 163 — 168. m

5.3.2 Die Kombination der inkrementellen Methode mit der Methode der finiten
Elemente

5.3.2.1 Das numerische Schema der inkrementellen Finiten—Elemente—Methode

Wir approximieren jetzt das nichtlineare Differentialgleichungssystem (5.9) mit Hilfe der finiten Ele-
mente. Es sei nun Vj, (V, C V) eine Finite-Elemente-Approximation (kurz: FE-Approximation) von
V und Ej der zu Vj isomorphe Raum der Vektoren der Knotenparameter. Die Elemente von V},
bezeichnen wir mit uy, vy etc.; die zugehdrigen Vektoren aus Fj mit wuy, vy, ete.:

(5.11) Vi o up up € Ey.
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Somit gilt die bekannte Darstellung

M(h)

up = Z u(i)cpgf)(x), Up = [U(i)}izl 2,..,M(h)’
o 20

wobei {c,ogf) 1= 1,2,...,M(h)} die FE-Basis von V}, ist (siehe [18], Punkt 4.2.1, S. 179 — 182).
Aufgrund der Regularitdtsaussagen aus Punkt 5.2.5 der vorliegenden Arbeit beschridnken wir uns im
weiteren auf lineare, simpliziale Elemente. Es sei also Q, wie in [18], S. 182 — 190, beschrieben, durch
Tetraeder reguldr trianguliert, und die Elemente aus V), seien stiickweise lineare (linear iiber jedem

Tetraeder), stetige Vektorfunktionen. Dann gilt fiir v € V' N [WQZ(Q)]S (vgl. Satz 5.5) die bekannte
Approximationsabschidtzung (siehe Vorlesung Numerik II, Satz 4.5 [22] bzw. FE-Standardliteratur,
z.B. [8]).
(5.12) Ep(uw) = inf |lu—vp|l1,0 < a2k |u)l20,

v, €V

wobei h ein iiblicher, ,eindimensionaler” Gitterparameter und a2 eine von & und w unabhéngige
Konstante ist. Damit ergibt sich die folgende FE-Approximation (Ag)h) des Schemas (Ag)):

(Ag)h) upy, € Vy :g’; {6 (U?,h) —a (0275276 (“Zh))}TDe (vn) do =< Fu(tn),on > Vop €V,
Pttt =l + Auf, Auf = uy At
et = e + Aef, Ael =€l AL, €y, = e (uf)),
oi*! =i+ Adf, Aofi= D e () - o (o wfe (up) )| A
KT = k7 4+ AR, AkE = b0 (‘727 Ky € (u?,h)) A,
—0,1,...,N—1,

0 _ 0 _ 0 _
up; =0, o =0, K, =0.

3

Aus den Aussagen des Theorems 3.2 in [18] folgt wiederum, dafl unter den Voraussetzungen des Satzes
5.6 die Folgen {u?h}, {u}}, {07} und {x} } eindeutig bestimmt werden kdnnen (siehe auch [18], Punkt

4.2.4).
Aufgrund des sogenannten FEM-Isomorphismus (5.11) ist die Integralidentitit zur Bestimmung von
uy'), € Vp, dquivalent zur Losung des folgenden nichtlinearen Gleichungssystems:

(5.13) upy € By Af (uiy) = EF,

wobei F} € Ej und der nichtlineare Steifigkeitsoperator A} (-) : £ — L), durch die folgenden
Beziehungen definiert werden:

(5.14) (EZ,Q;L) =< F*(tn),vh > Y, & vy €V,
AR (v) = Acpvy, — AD) (o, K, 00 v, Yoy, € By,
(Ae,hvghvwh) — feT(Uh) De (wh) d$,
& T
(AP0 (i en) v 0n) = [ [a©) (of wh e (0))] D (wn) do

Voo, wy € By, vy, wp, <3 vp, wy, € Vi,
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Hierbei bezeichnen (-, -) das gewd6hnliche euklidische Skalarprodukt in Ej, A, } die zum entsprechen-

den linearen Elastizitdtsproblem gehdrende Steifigkeitsmatrix und AZ()W})L = AZ()W})L (o, Kk}, vy) die FE-

Plastizitdtsmatrix, die vom unbekannten Vektor v, und den aus dem vorhergegangenen Zeitschritt
bekannten o} und x} abhdngt. Aus (5.9), (5.10) und (5.14) folgt sofort die Beziehung

(5.15) (Af(a), ) = (AD) (of, k7) vny wr)
Vo, wy € Ep, vp,wy, ¢ vp,wp € Vi

Im Punkt 5.4 geben wir einen kurzen Uberblick iiber iterative Verfahren zur Auflésung des in jedem
Inkrementschritt entstehenden nichtlinearen Gleichungssystems (5.13).

5.3.2.2 Die Konvergenz der inkrementellen Finite-Elemente—Methode

Satz 5.8:

Es seien die Voraussetzungen der Sitze 5.5 und 5.7 erfiillt, und es gelte die Approximations-
abschétzung (5.12). Dann konvergiert {u}}, {o'}, {s}'} gegen die Losung u, o, x der Aufgabe (A(W)),
und es gelten die Konvergenzabschitzungen

li(z,t) — uﬁh(x)|v < c16At + 2¢17(2p + XN)%Pag oh ess sup  |Ja(t)]]2.0,
te [tnv tn-l-l]

|o(x,t) — O'Qh($)|5 + |Gz, t) — th(w)HH < 18 At + 2¢19(2p + A)*Pay ok eTs sup : @ (t)]]2.0
t e tnvtn—l—l

Vi€ [tuitngr), Yn=01,...,N—1,

wobei p und A die Laméschen Konstanten und ¢yg, ¢17, €18, €19 von h, At und » unabhingige, positive
Konstanten sind.

Beweis:
Siehe [18], Punkt 4.2.5, S. 194 — 200. =

5.4 Uberblick iiber einige iterative Verfahren zur Auflésung der auf
jedem Inkrementschritt entstehenden nichtlinearen Gleichungs-
systeme

5.4.1 Zweischichtige Iterationsverfahren

Zur Losung des nichtlinearen Gleichungssystems (5.13) kénnen zweischichtige Iterationsverfahren ver-
wendet werden. Als Startn&herung kann dabei die im vorhergegangenen Inkrementschritt gefundene
Lésung g?gl dienen. Wir setzen nun v, = uy, und lassen bei den iibrigen Gréfien den Inkrementzéhler
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n (oberer Index) weg. Dann kénnen wir das zweischichtige Iterationsverfahren in der folgenden kano-
nischen Form schreiben

(5.16) By 22— Lh A, (f)y = FE k=0,1,...,

wobei v° die Anfangsniherung (z.B. die im vorhergegangenen Inkrementschritt gefundene Lésung)
und 7 ein noch zu bestimmender Iterationsparameter ist.
Fiir Ap(-) = A%(-) gilt nun die Beziehung

(5.17) Ap(up) — Ap(uy) = Tolup, v)(uy, — ) Vg, v, € By,

wobei der lineare Operator Th[uy, vy,] : Ep, — Fj durch die Identitit

(5.18) (Thlup, vy) 25, wy) = f’; 611"{6 (zn) =1 (y) 0_(¢" D eg) ¢" D e (21) vsq +
+ 20 efDe (1) o gD ) s+ = e/ ) el D ) o=

—c(l—n) ez} De(wy,) df dzx

vghvwh € Eh7 Zpy Wy, &> Zp, Wh € th

fiir gegebene wu;, v, < up, vy € Vj eindeutig definiert wird. Hierbei bezeichnen y = eé,TD eg /v und
eo = € (vn + 0 (up, — vp,)). Die Vektorfunktion ¢ = ¢ (op, /) und die Funktion s = 1s(op, kp) sind
fir o, = o} und K, = K} (n ist der Inkrementzihler) definiert (siehe auch [18], S. 114 — 115). Wir
bezeichnen nun die Steifigkeitsmatrix des zugehodrenden linearen Elastizitdtsproblems mit Kp. Aus

(5.14) und (5.18) folgt, daB

(5.19) K, = A&h =T [0, 0]
und
(5.20) (Kpuy,vp,) = [up,vply - Yy, v, «— up, v € V.

Desweiteren gelten die Ungleichungen

(5.21) pn (K 2y, 2,) < (Tplug, vi) 25, 2,) < po(Kpzp,2,) Yz, € By,

|(Thlws, vp) 2 wp)| < p2(Kh 2y, 2) 2 (K wy, w,)*° Y 2y, wy, € E),

fiir beliebige, fixierte uy,v), € Ej, mit den positiven Konstanten pq und pg aus Satz 5.3 (siehe auch
[18], Ungleichung (5.3) und die auf (5.16) folgenden Ungleichung). Wir fordern nun, daf positive
Konstanten 47 und v, existieren, sodafl die Ungleichungen

(5.22) Y1(Bh wp, up) < (Kpup,w) < y2(Brauy, ) Yu, € By

gelten.

Unter Beachtung von Lemma 3.7 aus [18] und den oben angefiihrten Beziehungen (5.17) — (5.22) folgt,
daf alle Voraussetzungen des Punktes 3.1 erfiillt sind und somit der Satz 3.1 gilt (siehe auch Theorem
5.1 aus [18]), d.h., das Iterationsverfahren (5.16) konvergiert fiir fixiertes 7 € (0,2/72) und fiir eine
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beliebige Startniherung v9 € E} gegen die eindeutig existierende Lésung v, = u?, von (5.13). Fiir
den Fehler gg = Qg — v;, gilt die Abschitzung

(5.23) o7 — wallB, < P" ek — willB,s

wobel |luyllp, = (Brwp,wy) Yau, € Enyp = p(1) = (1= 77112 = 772)%% m1 = myn und
Yo = ui¥2/u1. Der kleinste Konvergenzfaktor pg = po(m) = /1 — & wird fiir 7 = 79 = 1/7; er-
reicht, wobei & = v1/72 = (11/12)* (Y1/72)-

Aus diesen Ergebnissen folgt qualitativ, dafi jeder fiir das lineare Elastizitdtsproblem geeignete Vor-
konditionierungsoperator auch fiir die hier betrachteten nichtlinearen Probleme erfolgreich verwendet
werden kann, ohne daf} sich der asymptotische Aufwand an arithmetischen Operationen verschlechtert.
In [18], S. 218 — 220 und S. 231 — 232, sind Méglichkeiten zur Wahl von B}, angegeben. Eine praktisch
einfach realisierbare Variante besteht darin, B als modifizierte unvollstdndige Cholesky—Zerlegung
von Kj, (oder auch von A, — ﬁAg})L(U}Z,HZ,uZ#) mit fixiertem § € (0,1]) zu wahlen (siche [18],
S. 232). In diesem Fall erhilt man (dank der Tatsache, daB & nur linear von & = 4, /4, abhiingt) ent-
sprechend fiir die Anzahl an notwendigen Iterationen bzw. arithmetischen Operationen entsprechend
die Beziehungen I (¢) = O (A" Ine™") und Q () = O (h™*Ine™!) (fiir den hier betrachteten dreidi-
mensionalen Fall). Vorkonditionierungsoperatoren By, die auf asymptotisch fast optimale Verfahren
filhren (d.h. £ =0 (1),1(g) = O (Ine™Hund Q (¢) = O (A 2Ine~) bzw. O (A3 In h=! In 71)), lassen
sich fiir die hier betrachteten nichtlinearen Aufgaben z.B. mit Multilevel-Techniken (siehe Vorlesung
Numerik 1T [22] und die dort zitierte Literatur sowie Arbeiten aus dem Sonderband ,,Plasticity“ der
Zeitschrift ,Numerical Linear Algebra with Applications, v.4, Nr. 3, 1997) konstruieren.

In der Praxis wird oft B, = K, gesetzt, sodaB 41 = 3 = 1 und folglich & = v1/v2 = (u1/p2)? gilt.
Damit ist 7 (¢) = O (Ine~') von h unabhéingig. Die elastische Steifigkeitsmatrix K} wird im Preproces-
sing faktorisiert, und auf jedem Iterationsschritt wird nur noch ein Vorwirts— und Riickwirtseinset-
zen durchgefiihrt. Die Faktorisierung benstigt im 3D-Falle O (h~7) arithmetische Operationen; das
Vorwirts— und Riickwirtseinsetzen immerhin noch O (h~%) arithmetische Operationen. Damit blei-
ben diese Verfahren weit hinter dem Optimum zuriick; sie sind allerdings allgemein anwendbar. Eine
andere, wesentlich effektivere Variante besteht darin, die Gleichungssysteme

(5.24) Kpwf =rf (mitrf = F), — Ap(vf) und wf = (5™ - vf)/7)

nur ndherungsweise iterativ zu 16sen. Dies fiihrt auf die sogenannten zweistufigen Iterationsverfahren
(Inner-Outer—Iterations).

5.4.2 Zweistufige Iterationsverfahren

Wir wihlen wiederum By, = K, (folglich ist 41 = 92 = 1) und l6sen das auf jedem Iterationsschritt des
Iterationsverfahrens (5.16) entstehende Gleichungssystem (5.24) erneut mit einem lterationsverfahren
(genannt inneres Iterationsverfahren) nur niherungsweise, sodaff wir anstelle von w? eine fehlerbe-
haftete Korrektur wi’é erhalten:

(5.25) k= w?| < &b,

Ky
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. . . o ~ . . . . k,0
mit einem gewissen positiven £, wobei als Startnidherung des inneren Iterationsprozesses w,” = O
verwendet wird.
Als innerer Iterationsprozefl kénnen z.B. folgende Verfahren verwendet werden:

a) zweischichtige Iterationsverfahren mit Vorkonditionierung (z.B. Verfahren der einfachen Ite-
ration, Tschebyschev—Verfahren, Gradientenverfahren; siehe Vorlesung Numerik 11 [22] bzw.
Standardliteratur, z.B. [2], [28]):

WP R
n -4 - k,l

By, = et Ky =1
Ti4+1

- kvo . — ~.
[=0,1,....om—1; w;” =0; w,” =w,";

b) dreischichtige Iterationsverfahren mit Vorkonditionierung (z.B. das konjugierte Gradientenver-
fahren; siehe Vorlesung Numerik Il [22] bzw. Standardliteratur, z.B. [2], [28]):

= R+l - SN R = k-1 k
B, w," = oy (B, — i Kp) wy” + (1 — ayyr) Bpw)” ™ + oy miga 1y

. k,0 k& k.,
[=0,1,...,m—1; w,” =0; ay=1; w,” =w,™;

¢) Multigrid—Verfahren (siehe Vorlesung Multigrid-Methoden [20] bzw. Standardliteratur, z.B.
[15], [4]).

Es gelten offenbar die Aussagen von Satz 3.2 aus Punkt 3.1.5. Demnach 148t sich im hier betrachteten
Fall fiir den gest6rten Konvergenzfaktor die Beziehung

pE)=p+THae

aufschreiben. Fiir fixiertes 7 € (0,2/72) und fiir fixiertes £ < (1 — p)/(7 pz2) ist p(€) < 1 unabhingig
von h. Entsprechend 148t sich der gestorte Konvergenzfaktor fiir 7o = 1/v2 aufschreiben (siehe Satz
3.2) bzw. bei fixiertem £ optimieren (sieche Bemerkung 3.2). In [18] wurde die Anzahl 7 der inneren
Iterationen so optimiert, daf die Gesamtanzahl an arithmetischen Operationen bei gegebenen B mi-
nimal wird (siehe [18], S. 227 — 229).

In hinreichend allgemeinen Féllen kénnen zur Lésung des diskreten linearen Elastizitdtsproblems
(5.24) Multigrid—Verfahren verwendet werden, sodafl zum Erreichen der Abschdtzung (5.25) nicht
mehr als O (h=3(In£71)) arithmetische Operationen benétigt werden (siehe Vorlesung Multigrid—
Methoden [20] bzw. Standardliteratur, z.B. [15], [4]). Somit ben&tigt das zweistufige Verfahren zur
Lésung von (5.13) nicht mehr als Q (¢) = O (k™2 Ine™1), wobei ¢ die gewiinschte relative Genauig-
keit ist. Damit kann das Gesamtproblem (Ag,)h) mit @ (¢) = O (A2 Ine~'(At)~!) arithmetischen
Operationen aufgeltst werden.

5.4.3 Ein inkrementelles "nested” Iterationsschema

Wir konstruieren nun zur Losung der Aufgabe (A(W)) ein inkrementelles "nested” Iterationssche-

ma auf einer Folge von Gittern und zeigen, dafi unter Verwendung von Multigrid—Prozeduren eine
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diskrete Losung mit einem Fehler in der GréBenordnung des Diskretisierungsfehlers O (h + At) mit
O (h~™(At)™") arithmetischen Operationen gefunden werden kann.

Dazu betrachten wir eine Hierarchie von reguldren Triangulationen des Gebietes Q (2 C IR™ mit
m = 2,3), die wir mit einer Folge {4} _77 (b1 > hy > ... > Iy) von Diskretisierungsparame-
tern verbinden wollen. Wir setzen im weiteren den Standardfall h, = h,_1/2 (¢ = 2,1) voraus. Wie
im Abs. 5.3.2.1 der vorliegenden Arbeit bzw. in den Punkten 4.2.1 — 4.2.3 von [18] erzeugen wir
auf der Basis dieser Triangulationen mit linearen Dreieckselementen eine Folge {th}qzl_,l von F'E-
Approximationen des Raumes V', sodall V},, C V fiir alle ¢ = 1,1 gilt. Desweiteren setzen wir voraus,
daf} die iiblichen Approximations— und Stabilitdtsbedingungen erfiillt sind (siehe z.B. [18], S. 179 —
190). Fiir den zweidimensionalen Fall (m = 2) werden entsprechende Konstruktionen in [18], S. 233
— 242, durchgefiihrt. Fiir diese Konstruktionen der Rdume {th}qzl_,l gilt im Falle beliebiger Gebiete
i. allg. nicht die sogenannte Einbettungsbedingung V), _, C Vj,, (¢ = 2,1). Wir werden im folgen-
den die Einbettungsbedingung nicht explizit voraussetzen. Im weiteren schreiben wir der Einfachheit
halber anstelle des Indexes ,,h,* einfach ,¢%, z.B. V, = V},_ etc. Der Index ¢ zeigt also stets den
Triangulationslevel an, zu dem die indizierte Grofle gehort. Eine Verwechslung mit dem Gradienten
q =0 f/0 o auf der Fliefifliche ist ausgeschlossen.

In dem im folgenden betrachteten inkrementellen ”nested” Iterationsschema (Ag%) approximieren
Uy Tq's Xq etc. entsprechend die exakten Losungen uf, , oy, 7 etc. des fiir die en:céprechende Trian-
gulation ,,/,“ aufgeschriebenen inkrementellen FEM-Schemas (Ag,)hq)' Bevor wir das inkrementelle

"nested” Iterationsschema aufschreiben, fithren wir noch einige Bezeichnungen ein:

1. S)=8:V, =V, — sci ein iterativer (z.B. MG-) Solver des lincaren Elastizititsproblems:

(5.26) u), eV, :S{eT(ugq) De(vy)de =< Fi(tg),vy> Vv, €V

@?41 € by K, @?41 = Eg?
sodaf fiir beliebige ﬁgq € V, die Abschdtzung
0 0 0 _ =0
(5.27) |ut,q - Ut,q|V < pe |ut,q - Ut,q|V

mit v), = SP(¢f,) und p. = const. (0 < p. < 1) gilt, d.h., SY hat den Konvergenzfaktor p..
Sy ist 1. allg. ein nichtlinearer (z.B. affine-linearer) Operator. In (5.26) bezeichnet K, = A die
elastische Steifigkeitsmatrix. Fiir ¢ = 1 sei SS = SY ein beliebiger direkter oder iterativer Solver
des linearen FE-Elastizitdtsproblems (5.26) auf dem grobsten Gitter.

2,57 =87 [r)xg] s Vg — V, — sei ein iterativer (z.B. NMG-) Solver des nichtlinearen, zeitdiskre-

tisierten I'E-Plastizitétsproblems bei gegebenen 7> € S und xy € H (n=1,N —1):

(5.28) wy, €V, :g{[e(w,ﬁq) — a(W)(Tg,X@;, e(wﬁq))]TDe(vq) de =< F(t,),v, > Yov, €V,
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wobei A7 (-) = Ac, -—qu)(rg, Xy ) - der diskrete elastisch—plastische Operator, A. , = K, = Ag

die elastische und Az(ﬁq)(rg, Xy, ) die plastischen Steifigkeitsmatrizen sind. Der Iterationsprozef}

habe unabhéngig von 7,/ und xj die Kontraktionskonstante p,, d.h.

(5.29) [, = ot

< ‘w —ﬁ”‘
V_Pp t,q taly

fiir beliebige o7, € V, mit vy, = S [77', x7] (ﬁﬁq), wobei p, = const. mit 0 < p, < 1. Fiir¢g =1

sei Sy = ST ein beliebiger iterativer Solver des fiir n > 11i. allg. nichtlinearen Grobgitterproblems

mit der Konvergenzrate p; (0 < p1 < 1):

(5.30) ‘w% - UZLH‘ <p1 ‘wt,l - 7721‘

1% 1%

fiir beliebige o € Vi mit vy = ST, X7] (1721).

3. 00, ¢ Vyor — V, — sei der (lineare) FEM-Interpolationsoperator (siehe z.B. Vorlesung
Multigrid-Methoden [20] bzw.[18]). Dann existiert eine universelle (d.h. im folgenden stets ein
von [ (h;), N (At), ¢ und n unabhingige), positive Konstante by = const. > 0, sodaf fiir alle

q = 2,1 die Ungleichung

Iq_ Vg—1
(531) ‘15—1 = sup M S bl
[Vg—1—Vq] Vg1 € Vq—l |Uq—1|V
Vg—1 7£ (0]

gilt [20]. Falls die Einbettungsbedingung V,_; C V, gilt, fillt [7_; mit dem trivialen Einbet-

tungsoperator I zusammen, und by = 1.

4. Wir bemerken, da8 zwar a(?) (0,0, ¢) = O fiir alle ¢ € IR,, aber i. allg. «()(0,x,¢) # O und

ebenfalls a(") (7,0, ¢) # O.

Mit diesen Bezeichnungen und Vereinbarungen kénnen wir nun das inkrementelle "nested” Iterati-
onsschema (A(W)—) unter Benutzung einer PSEUDO-Transkription (siehe auch [18]) wie folgt auf-

AT
schreiben:

(Ag%) Das inkrementelle "nested” Iterationsschema

n=0 (to = 0: Anfangszeitschritt)

v :=0; 70 :=0; ¥ := O; Anfangsbedingungen auf dem 1. Level);

vf; 1= direkte oder iterative Losung (mit S7) des linearen Elastizitétsproblems (5.26) auf dem
1. Level (¢ =1);

{Av? = vglAt; v% = v? + Avy = Av?;r)

= De(v)); Arp =0 At 1l =10 + AP = AT

Xiq = 03 Ax§ =05 xi:=0;

for ¢ := 2 step 1 until { do

begin
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vg = 0; TO = 0; XS := O; (Anfangsbedingungen auf dem g¢-ten Level);

of, =11_ vf,_1; (Interpolation der (¢ — 1)~Level-Lsung);

for j ;=1 step 1 until j, do ﬁt,q = SS (ﬁt,q);

0 ~0 .
Ut,q . Ut ,q°?
0 0 1 0 0 0.1%
{Avq = Al vy =g + Avy = Avq,}

T, = De(v)); Aty =710 At; T,

1q t,q

ng = 0 AYY := O; X; =0

for n := 1 step 1 until N — 1 do
begin
Oy =gy T
for 7 := 1 step 1 until ¢; do o7y == ST [7{*, XT] (1721) ;
v,ﬁl = 17,21;
{A?ﬂf 1= vy AL ot =P + Avl}
= De(vfy) = Da (e xEre (vy); A=Al = A
Xip = 0O (P g e (o) AXT = xfa AL T =+ AT
for ¢ := 2 step 1 until / do
begin
{ﬁgq =AYy (Q?q—l) s Ugo1 U € Vq—lr*)
o, =yt I (vt g—1~ Uty 11) ; (Extrapolation);
for & := 1 step 1 until k. do v, := S7 {T;,X?} (ﬁﬁq) ;
Uiy = Uiy
{Avg = vﬁth; U;H-l = vg + Avﬂ*)
Th
Xt 1= B0t i e (0))5 AN = i Al X = G + AxG
end
end

=De (v;fq) - D a(W)(T;7 Xy € (qu)) AT; = T(;tAt; T;-H =T+ AT;;

167
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Bemerkungen zum Algorithmus:

%) Das Mitrechnen der Verschiebungen wird vom Algorithmus nicht explizit gefordert
und nur dann durchgefiihrt, wenn die Verschiebungen bzw. die Deformationen von
praktischem Interesse sind.

#x) Der Vektor rj_; wird nur dann berechnet, wenn als S¢' {T;, Xﬂ (n=1,N—-1;¢9=2,])
die nichtlineare Multigrid—Prozedur von W. Hackbusch (siehe [16], S. 210 — 218)
verwendet wird.

Satz 5.9:

Es seien die Voraussetzungen der Sitze 5.5 und 5.7 erfiillt, und es gelte die Approximations-
abschitzung (5.12). Desweiteren seien die Konvergenzraten p. und p, der Iterationsprozesse mit den
Iterationsoperatoren SY und S (n = 1, N — 1) unabhingig von [ (h;), N (At), ¢ und n kleiner als 1
und p; € (0,1) fixiert. AuBerdem gelte fiir alle ¢ = 2,1 die Ungleichung

(5.32) heoy < byhy

mit einer universellen, positiven Konstante by (fiir den hier betrachteten Standardfall h,_y = 2h,
ist by = 2). Dann existieren universelle (d.h. von [ (h;), N (At), ¢ und n unabhingige), positive
Iterationszahlen j,, k, und i, sodaB fiir alle ¢ = 1,/ und n = 0, N — 1 die Abschitzungen

(5.33)

uy, — U’Zq‘v < a (At + hy),

s T

Uz‘fq o Tl??q "{Zq o XZ!J‘H <o (At + hq)

mit einer universellen, positiven Konstante o (o hdngt von der exakten Losung u der Aufgabe (A(W))
: . [ n n n . .

ab !) gelten, wobei {ut7q}n:07N_1, {Ut’q}n:O,N—l’ {mt7q}n:07N_1 die exakten Losungen des Schemas

(Ag,)hq) (¢ = 1,1) und {vﬁq}, {T{?q}, {X?,q} die durch das inkrementelle ”"nested” Iterationsschema

Agﬁ produzierten Loésungen sind.

Beweis:

Da uy', € Vi, =V, die exakte Losung des inkrementellen FEM—-Schemas (Ag,)hq) ist, gilt

(5.34) <A(W) (U” H”) uﬁq,vq> = (Fi(tn),vy) Yuv, €V,

70"
und u, ist Fixpunkt des Iterationsoperators .S¢' {O‘Z;, H”}, d.h.
(5.35) up, =S¢ on ] (ur,)-

Es sei nun wi, € V, die Lésung der Gleichung

(5.36) <A(”) (T;,XZ) wﬁq,vq> = (Fi(tn),vy) Vo, eV,
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und folglich Fixpunkt von S7 {T;, Xﬂ, d.h.

(5.37) wi, =857 [roxg] (wh,)-

Es kann nun vorausgesetzt werden, dafl die Abschitzungen (5.33) fiir n = 0 und ¢ = 1 gelten. Wir
bemerken, daf im Falle der direkten Losung des linearen Elastizitdtsproblems (5.26) auf dem grobsten
Gitter im Anfangszeitschritt die linken Seiten der Ungleichungen (5.33) identisch Null werden.

Wir fiihren nun den Beweis induktiv in den folgenden drei Etappen:

1. Induktion beziiglich ¢ zum Anfangszeitschritt (n = 0);
2. Induktion beziiglich n auf dem grébsten Gitter (¢ = 1);

3. Diagonalinduktion, d.h. Beweis der Abschitzungen (5.33) fiir das Indexpaar (¢, n) bei voraus-
gesetzter Richtigkeit der Abschitzungen (5.33) fiir die Indexpaare (¢ — 1,n), (¢ — 1,7 — 1) und

(Q7n_ 1)'

Zu 1.) Diese Induktion entspricht der Standardinduktion fiir die Full-Multigrid-Methode (FMGM)
zur Losung linearer, elliptischer Aufgaben (siehe Vorlesung Multigrid—-Methoden [20] bzw. Standard-
literatur, z.B. [15]).

Zu 2.) Sei also ¢ = 1 und n > 1. Wir setzen voraus, da§ die Abschédtzungen (5.33) fiir n — 1 gelten
und wollen sie fiir n zeigen. Wegen (5.30) gelten zun#chst die Abschidtzungen

5.38 ‘v” —up ‘ < ‘v” — wl ‘ + ‘w” —u¥ ‘ <
( ) .1 61y > Vi t1]y, t,1 tly, =
il Ty n n n
< py Utl_wtl‘ —I_‘wtl_utl <
il il V il il V
< il(ﬁ” —u”‘ —I—‘u” —w”‘)—l—‘w”—u” <
>0 t,1 61y t,1 61|y t,1 iy =
il ~m n il e e
<p Utl_utl‘ —I'(l—l'pl)‘wtl_utl‘ )
il il V il il V
wobel hier
~n n—1
(5.39) Vi1 = Ysa

die Anfangsnéherung fiir den Iterationsprozefl ST [r{", x7] und vy, das Resultat nach i, Iterationen
ist. Fiir den ersten Term ‘17{?71 - u?’l‘v erhalten wir wegen (5.39) und unter Beriicksichtigung der

Induktionsvoraussetzung (fiir n — 1) und des Satzes 5.8, sowie der Folgerung 5.1 die Abschitzung

n—1 n—1

n—1
Vg1 — Uz

e
Ut 1 _um‘ <

v +

(5.40)  |opy — iy, =

s

_I_

ap = i ()| L () = )y i (t) = | <

wobei u (t) die exakte Lésung von (A(W)) und b3 = const. > 0 eine universelle, positive Konstante

ist. Wir schétzen nun den zweiten Term ‘wﬁl — u?’l‘v von (5.38) ab. Aus (5.34) und (5.36) erhalten
wir durch Differenzbildung die Beziehung

(5.41) <A(7) (1", xT) wy'y — A (o7, KY) uyy, v1> =0 Vv eW.
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Hieraus folgt die Identitdt

(5.42) (AD) (20 xp) wiy = AD (7 ) iy, vr) =
= <A(W) (o7, KY) upy — AD) (7, xT) uyy, v1> Yo €.
Unter Beriicksichtigung von Lemma 3.2 und Lemma 3.7 aus [18] (vgl. auch Ungleichung (3.62) in

[18]) erhalten wir fiir vy = w}; — uf, aus (5.42) die Abschitzung

(5.43) ‘wﬁl —uyy

)

kl n n n ¥
VS_W(|U1 — ' |s + KT = XT1g) -
M1

Analog wie in [18], S. 146 — 147, folgt aus den Beziehungen

(5.44) opy = De (uﬁl) - Da” (0711, K], e (uﬁl)) ,

die Abschitzung

(5.45) lof = 7

no o .n < k ‘ no_ n‘
—I_‘Ht,l Xt,l‘H_(NZ‘I' 2) |ty Ut,1V‘|‘

+ (k1 +ks) 7 (Jof = 71l + KT = XT ) -

S

Aus (5.38), (5.40) und (5.45) erhalten wir die Ungleichung

(5.46)  |of, - rgjl‘s + kg, - X?’I‘H < (s + k2) pit b (AL + ha) +
(2 + ) (1491 ) [wfy = w4+ (br =+ ks) /7 (lof = 7L + 65 = X7 )

Aus (5.43) und (5.46) folgt die Abschitzung

(5.47) o7, - rgjl‘s + kg, - X;;I‘H < (g + ka) pit by (AL + hy) +
+ba /7 (lof = s + 157 = X ly)

mit by = (p2 + k2) (1 + pi) k1 ,ul_l + (k1 + k3). Es selen nun &y, 71, A1 etc. die stiickweise lineare
Fortsetzung von {07}, s, {7{'},,—5v+ 1K1},—ov etc. beziiglich ¢, z.B.

01 = 5’1(t> = 0'711 + 0'21 (t — tn)7 t € [tn7tn+1)7 n=0,N-1.
Folglich gilt &, (t) = opy fiir t € [t,, tut1). Aus (5.47) erhalten wir fiir ¢ € [t,,,{,4.1) mit

01— T1

)=

sT ‘Hl _XI‘H
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die Ungleichungen

(5.48) [

IA

. t
(2 + k2) b3 pi' (At +hy) +ba /7 [ (1) dt <
0

IA

(112 + k2) ba pit (At + hy) + b4x/§bléf (r) dr.

Unter Benutzung der integralen Form des Gronwallschen Lemmas ([18], Lemma 3.6) erhalten wir aus
(5.48) die Abschdtzungen

(5.49) 0 < [ (1) < (uz+ ko) by py (AL + hy) VT,
oder '
(5.50) o7, - rgjl‘s + kg - ngl‘H < (s + ko) by pit VT (AL £ By) <

< (2 + ko) b pit VT (AL + hy) = bs pi (At + In)
mit by = (ug + k) bz e® V7T, Wir setzen nun (5.49) in (5.43) ein und erhalten so die Abschitzungen

tn
k
(5.51) wy — ], < SV [ rayas
0
tn

2 .
< u_iﬁ(uz-l'kz) 53P§1/€b4ﬁtdt (Al +hy) =

0
k b »
= — (2 + k) = (€b4ﬁt" - 1) pit (At +hy) <
H1 by
< kg (2 4 ko) ba by VTP (AL + hy).
SchlieBlich erhalten wir aus (5.38), (5.40) und (5.51) die endgiiltige Abschitzung

(5:52)  Jopy —ufa|, <ol

B = ], (4 )

no_ .n
Wi 1 ut,1‘V§

. ok b .

<P b (At hu) + (L4 py') o o + ) 2 VT py! (At o h) =
1 4

= {53 + (L4 p) kgt (p2 + ko) bs byt eb“ﬁT} pi (AL + hy) =

= bs py! (At + hi),

<2

wobei bg = b (14 (14 pi' ke i7" (2 + k2) b3 exp (ba (/7 T)).
Setzen by = max {bs, b} und fordern, daf

(5.53) brplt < a
Aus (5.53) folgt, daB fiir
(5.54) iv = [In (br/a)/ In p7"]

die Abschétzungen (5.33) im Falle ¢ = 1 nun auch fiir den Index n gelten.
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Zu 3.) Véllig analog kann man nun zeigen, daf fiir

(5.55) ke = {ln (b7/a)/1n ,0;1}

die Abschitzungen (5.33) fiir das Indexpaar (q,n) gelten, falls sie fiir die Indexpaare (¢ — 1,n),
(¢g—1,n—1) und (¢, n—1) als richtig vorausgesetzt wurden. Der einzige Unterschied zu der unter 2.)
dargelegten Abschitzungstechnik besteht in den Ungleichungen (5.40), da fiir ¢ € {2,3,...,!} und
n€{1,2,..., N — 1} eine kompliziertere Anfangsnéherung o7, nach der Formel

~n __ .n—1 q n n—1
(5.56) Uty = Uty T 1y (”t,q—l - ”t,q—l)

extrapoliert wird (vgl. (5.39)). Anstelle von (5.40) erhalten wir folglich die Abschitzung
6:57) [ty = wif, = [{ui7" = by = 150 (W7 - wtn)  +
+ {orgt =iy = 1 [t — it = ok =i}, <

n—1 _ noo_ q n—1 _ n
S gt — Uiy~ I (“t,q—l “t,q—l)‘v+

_I_

n—1 _ ,n—1 q
Ut,q U ‘V + ‘Iq—l

SR R Fom], )
v —-u + (vt = uy .
[Vq—1—>Vq]{ t,9—1 t,g—1 v t,9—1 t,g—1 v

Die letzten drei Terme werden mit (5.33) iiber die Induktionsvoraussetzung und unter Benutzung
der Ungleichungen (5.31) und (5.32) durch die GréBe (o + 2 by by o) (Al + hy) abgeschitzt. Fiir den
ersten Term erhalten wir unter Benutzung des Satzes 5.8 und der Folgerung 5.1 folgende grobe (vgl.
Bemerkung 5.2) Abschitzung

(5.58)

n—1 _ _n _ 74 n—1 _ _n
Utq Ut g Iq—l (ut,q—l um_l)‘vﬁ

< lupgt = (tamn)|, i (tamn) = i)y + Ji (1) = u,

.

Wt = (b)) = )y [ () = g ) <

mit einer universellen, positiven Konstante b3 = const. > 0. Folglich gilt wiederum die Ungleichung

n
t,q

(5.59)

Oy — . < bs (At + hy),

natiirlich jetzt mit einer anderen universellen, positiven Konstante b3 = const. > 0. Da auch hier b7
eine universelle, positive Konstante ist und p, € (0,1) ebenfalls von ¢, [, n und N unabhingig ist, gilt
dies auch fiir die Iterationszahl k.. Wir bemerken, dafi b; stets gréfier als « ist. Damit ist der Satz
bewiesen. ]
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Folgerung 5.2:

Falls S? (¢ = 2,1) durch eine lineare Multigrid-Prozedur fiir das lineare Elastizititsproblem (siehe
[18], S. 233 — 242) und S} (¢ = 2,0; n =1, N — 1) durch eine nichtlineare Multigrid—Prozedur (siehe
Vorlesung Multigrid-Methoden [20] bzw. Standardliteratur, z.B. [15]) bzw. durch ein zweistufiges Ite-
rationsverfahren, das als inneren Iterationsprozef ein lineares Multigrid—Verfahren benutzt (siehe Abs.

5.4.2), realisiert wird, dann produziert das inkrementelle "nested” Iterationsschema (Ag%) Lésungen

{vfl} -, {Tfl} und {X?l} mit einem Fehler in der Grélenordnung des Diskreti-
»J)n=0,N—-1 »J)n=0,N—-1 »Jn=0,N—-1

sierungsfehlers O (h; + At) mit O (h;™ (At)™!) arithmetischen Operationen. Der Speicherplatzbedarf

fiir das inkrementelle "nested” Iterationsschema (Ag%) ist offenbar von der Grélenordnung O (A=)

abhingig. Damit ist mit dem in diesem Abschnitt vorgeschlagenen inkrementellen ”nested” Iterati-
onsschema (Ag%) zur Losung der Aufgabe (A(W)) der elastisch—plastischen Fliefitheorie sowohl
beziiglich der K(Srhplexitéit als auch des Speicherplatzbedarfes ein asymptotisch optimales Verfahren

konstruiert.

Bemerkung 5.2:

Die Wahl der Anfangsndherung o7, entsprechend (5.56) entspricht folgendem Extrapolationsgedan-
ken. Wir nehmen an, daB die Einbettungsbedingung V,_y C V, (¢ = 2,[) erfiillt sei und daf
vy = vy (t, h) eine hinreichend glatte Funktion von ¢ und h sei mit v?, = v, (t,, hy) fiir n = 0, N — 1
und ¢ = 1,[. Es seien nun fiir fixierte n € {1,2,...,N — 1} und ¢ € {2,3,...,{} die Werte

OF 1 = U (tn, hg—1), vgq__ll = ¢ (tn-1,hy—1) und vﬁq_l = v (tp—1, hy) bekannt. Dann gilt fiir alle
(t,h) € [tn, tug1] X [hg, hy—1] nach der Taylor-Formel die Beziehung
Jdv
(5.60) v (t,h) = vt (tp_1, hg1) + 8—"‘ (t —to_y)+
t (tn—1,hg—1)
g
8?]75

— (h — hy—1) + O (At Ah + At + Ah?)
dh (tn—1,hg-1)

mit At = ¢, —t,—q und Ah = h,_; — h,. Ersetzt man in (5.60) die Ableitungen durch vorwirtige
bzw. riickwirtige Differenzen, so erhidlt man

n—1 n—1 n—1

b=l g ) et ey O (ALAR AL 4 AR?).

Ah

n
Ut,q—l — U

vt h) = vgq__ll + Y

Daraus folgt
oy = Uity hy) = o2t + (0 oy — oihy) = (oih = oit) + O (A Ah+ A + AR?) =

- Uz‘fq_l + (U?,q—1 - qu__ll) + O (At Ah+ A2 + Ah?).

Damit gilt
o, = or o (ufms — uRh ) = oy + O (AL AR+ AP 4 AR),

2
d.h., die gewdhlte Anfangsniherung liefert unter den oben gemachten Hypothesen bereits eine gute
Approximation der gesuchten Néherung v, (vgl. auch [14]). Allerdings kann angenommen werden,
daf} diese Hypothesen, insbesondere die Glattheitshypothese, beziiglich der Funktion v, (¢, k) fiir die

hier betrachtete Aufgabenklasse nicht erfiillt sind (vgl. diesbeziiglich Folgerung 5.1).



Literaturverzeichnis

[1] D.N. Arnold and F. Brezzi. Some new elements for the Reisner-Mindlin plate model. In Boundary
Value Problems for Partial Differential Fquations and Applications (J.-L. Lions and C. Baiocchi,
eds. ), pages 287-292, Paris, 1993. Masson.

[2] O. Axelsson. [terative Solution Methods. Cambridge University Press, Cambridge, 1994.

[3] H. Bergander. Plastische Deformationsgesetze in differentieller Standardformulierung. ZAMM,
60:509-519, 1980.

[4] D. Braess. Finite Elemente. Springer-Verlag, Berlin - Heidelberg, 1992.
[5] D. Braess. Finite Elemente. Springer-Verlag, Berlin - Heidelberg, 1997. 2. Auflage.

[6] J. H. Bramble and J. E. Pasciak. A preconditioning technique for indefinite systems resulting
from mixed approximation of elliptic problems. Math. Comput., 50(181):1-17, 1988.

[7] F. Brezzi and M. Fortin. Mized and hybrid finite elemente methods. Springer-Verlag, New York
- Berlin - Heidelberg, 1991.

[8] P. Ciarlet. The finite element method for elliptic problems. North-Holland Publishing Company,
Amsterdam - New York - Oxford, 1978.

[9] J. B. Cooper and W. Schachermayer. Skriptum zur Vorlesung ANALYSIS III. Johannes Kepler
Universitidt, Institut fiir Mathematik, Linz, 1993.

[10] G. Duvaut and J.-L. Lions. Les Inéquations en Méchanique et en Physique. Dunod, Paris, 1972.

[11] H. Engl. Skriptum zur Vorlesung ,Mathematische Methoden der Kontinuumsmechanik®. Johan-
nes Kepler Universitdt, Institut fiir Mathematik, Linz, 1992.

[12] V. Girault and P.-A. Raviart. Finite Flement Methods for Navier-Stokes Equations. Springer-
Verlag, Berlin, 1986.

[13] C. GroBmann and H.-G. Roos. Numerik partieller Differentialgleichungen. B.G. Teubner, Stutt-
gart, 1992.

[14] W. Hackbusch. Multigrid solution of continuation problems. Berichte des Instituts fiir Informatik
und praktische Mathematik 8206, Christian-Albrechts-Universitdt Kiel, 1982.

[15] W. Hackbusch. Multigrid Methods and Applications. Springer—Verlag, Berlin, 1985.

174



KAPITEL 5. ANFANGSRANDWERTAUFGABEN 175

[16] W. Hackbusch and U. Trottenberg, editors. Multigrid Methods, Berlin, 1982. Springer-Verlag.
Lecture Notes in Mathematics, Nr. 960.

[17] N. Kikuchi. Finite Flement Method in Mechanics. Cambridge University Press, Cambridge,
1986.

[18] V. G. Korneev and U. Langer. Approxzimate Solution of Plastic Flow Theory Problems. B.G.
Teubner, Leipzig, 1984.

[19] V. G. Korneev and U. Langer. On the regularity of the solution of plastic flow theory problems
(in Russian). Diff. Urav., 20(4):667-676, 1984.

[20] U. Langer. Skriptum zur Vorlesung MULTIGRID-METHODEN. Johannes Kepler Universitit,
Institut fiir Mathematik, Linz, 1996.

[21] U. Langer. Skriptum zur Vorlesung NUMERIK I (Operatorgleichungen). Johannes Kepler Uni-
versitdt, Institut fiir Mathematik, Linz, 1996.

[22] U. Langer. Skriptum zur Vorlesung NUMERIK 11 (RWA). Johannes Kepler Universitét, Institut
fiir Mathematik, Linz, 1996.

[23] U. Langer. Skriptum zur Vorlesung NUMERIK 111 (AWA, ARWA). Johannes Kepler Universitit,
Institut fiir Mathematik, Linz, 1997.

[24] U. Langer and W. Zulehner. Sattelpunktprobleme. Seminarberichte 98-1, Johannes Kepler
Universitit, Institut fiir Analysis und Numerik, 1998.

[25] J. A. Nitsche. On Korn’s second inequality. RAIRO Anal. Numér., 15:237-248, 1981.

[26] W. Olszak, C. Massonnet, and A. Phillips. Plasticity in Structural Engineering: Foundamentals
and Applications. Springer-Verlag, Wien - New York, 1979.

[27] V. J. Rivkind and N. N. Uralzeva. Variational difference schemes for quasilinear elliptic and
parabolic equations (in Russian). Vestnik LG'U, Ser. Matem., Mechan., Astron., 19:66-70, 1972.

[28] A. A. Samarski and E. S. Nikolaev. Numerical methods for grid equations. Vol. II : Iterative
Methods. Birkhduser-Verlag, Basel - Boston - Berlin, 1989.

[29] A. Tamme. Mathematische Untersuchung einer Klasse strukturmechanischer Grundmodelle der
elastisch-plastischen Fliefitheorie. PhD thesis, TH Karl-Marx-Stadt, 1986.

[30] W. Zulehner. Skriptum zur Vorlesung ,Numerische Methoden in der Stromungsmechanik®. Jo-
hannes Kepler Universitit, Institut fiir Mathematik, Linz, 1997.

[31] W. Zulehner. Analysis of iterative methods for saddle point problems: A unified approach.
Institutsbericht 538, Johannes Kepler Universitdt, 1998.



