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y £��,�=�Ïï����ªð�z= i���0¬%ðW¹Ã�w���ª¬¥¡ª����¡ ���w�Ï¬¥£=ðp���¹�9�W�%�� i¡��ª���¬�ð��=�°¹ºð�� ¬�£=� �ð����)¬¥¡�ðW�¶ðW¹9���¡�
�ª¡<z�¬�¡ª¢�z���ð�ù=�ª�� i�9¡ª�r¢�ðW�=�=��¢Ï¬¥¡ªð��X� ¡ª¬�£�÷Æ����~ y £=�£z=��ðp¢������ ¡ª�9�;z=�ª¡ª¬9��z�¡ª��¬�ð°�� iðpðW¬�£=¡����� �������=¢�¬�¡�ð��iðW¹Ñ£=¡���£`� ¹º�������=���0¬4�����ð��8¢�ð� �z+ð��=���0¬¥�'�8�W��� ¢�ð0�W��������¡��d¢�ð������¢�¬�¡�ðW� � �����=�=¢-�
¡ª�=���ªð��
�Ã¹º�����p������¬L¢�ð� �z+ðW�=���0¬¥�¯�-~ y £�� ùø����¡�¢d��������ª¬¥� ð�� �w���ª¬¥¡ª����¡ �¶�W��i��= i ,�W�¡������
¡ª�Ô¬¥£��v  ðW�=ð������?z=£=�Æ� ��¡ª¬¬¥����ùu�XÂ]��¢ ��ù=����¢�£tp(�!�!qÂö × �¥��  ù=����p ü<qO�W����ùN� × �¥�W  ù����k�W���
¤'£=�W�=�+p/�!q�~

� l�^Ùa�]db%�TbcSViÃa�l��JbÁa�lP^`b7�ób<�
• ÷?¡����Q¬{�u�¶�=����� ¬�ð`�W�=�W���p���¼� £ø��¬w¢�ðW�=�=¡ª¬�¡�ð�����ð���¬�£=�g��ð��=��¡ª�=���W�Xzø�W�¥��  �Ï¬¥��� ν �W���
�-���W¢�¬����r�=�����=���w¹ºð��D�ð��ªï��Wù=¡��ª¡ ¬��,�W�=�w�?zkz=��¡ª¢��Wù=¡ª� ¡ ¬��,ð�¹������D¬¥ðW�)� �� i��¬�£=ðp�)~

• «p��¢�ðW�=�=�¡��öÆ¬¥£=�Ô��ð��=��¡ª�=�����¹zø�W���W i��¬¥���%£ø���%¬¥ðtù+�r�?z�z���ð��)¡ª ,��¬����F�?z�z���ð�z=�¡ ��¬����¡��~n¸g�
� ¡ª���'�=�� ¬¥£��L�����=�ª¬��D¹º��ð� �pu	4	@q�~

• y £��{�w�=� ¬¥¡��W��¡ª�¢�������D¬¥ðW�¢���w�Ï¬¥£=ðp�g£ø�W�Ë¬¥ðsù+�,¢�ð��0¬¥�ð����ª���g ið��¬%��� ¢�¡�����¬�����ö.¡�� ����¢ £��
�u����¬¥£ø��¬Y�=ðW¬Y¬�ðpð,  �W�u�n�w�=�ª¬�¡����¡ª��¢��p¢������k�W��¹z+���Q¹ºð��� i��� ö+ù=�)¬]¬�£=�Ë��ðp¢��������ø�W�=����¬¥¡ª¢
¢�ð���ï����������=¢��%¡ª��z=���������Qï����)~

÷øð��]���W¢ £nðW¹8¬�£=����¦z+ð�¡��0¬¥��öÑ¬�£=����°¡��k�,�¬¥�ð��=�r¢�ð��=�=��¢�¬�¡�ð��t¬¥ð × ~)Â���¡ª����� �s�³ð������Ips�!*)ö���)@qÆð��
¬¥£=�,�ð��ª��¬¥¡ªð��gðW¹D ,�����=��¬�¡�¢c�ø������z=��ðWù=����  ��~{¸ �,�-�kz+��¢�¬ ¬¥ðs¡� �z=��ð;ï��i��ð� i�,ð�¹D¬�£=�,�������=� ¬¥��ö
�?~��k~��u���W�W���=¡ª�=�i¬�£=�Úz=������¡ª  ¡ �ø�W�¡ª���9ðW¹?¬�£=�L�W�ø�W�¡�p��¡��D�W�=��¬¥£��L���= i���¡�¢����  i��¬¥£�ðp�=� �=����¡ªï����)~
� l�^ZSVU�gV]d_��N8u]ka��óSD_¾SViÃa�l��JbÁa�l�^¢b%�Jb<�
• �u£=�?z�¬¥���]ú�|X����ðWù=���� �÷øðW��  �=����¬�¡ªðW���W�=� ¸ �ø�W�¡�)�¡���Ø
«�¬��W�¬�¡��=�]¹º��ð� ¦¬¥£=��z=£N�p��¡ª¢��W�=  ðp������¹ºðW��  �W���=�Ï¬¥ð��Q¬���¬�¡�¢���ö�¡�~���~N�s���`�u�����=�����ø��¬�¡�ð��=��ö0¬¥£��
  ��¬�£=��  ��¬¥¡ª¢��W�'¹ºð���  �=����¬�¡ªðW��¡ª���=����¡ªï���� ö+�ø�W i�����Ô¬�£=�Ëù+ð��=���ø�W���rï��W�ª�=��z=��ð�ù����� �¹ºð��Y�
��ð��=��¡ª�=���������]�Ã~
y £�� ¸ �ø�W���p�¡��L�=���W���Ú� ¡ ¬¥£g��ðW�ªï���ù=¡��ª¡ ¬��tðW¹u¬¥£�¡��¹���k� �W�=��z=��ð�z+���¬�¡����LðW¹u¬¥£����Y���D¬¥ð��
ð?z+���¥��¬¥ð��
� £�¡�¢�£w�W��v�=�����=���w¡��Ô¹º�=�Q¬¥£=��� ¢�£ø�?z�¬������~ ¸ ¬D¬¥£=�v�¥�W i�k¬¥¡ª i�Wö�¢�ð��=�=¡ ¬¥¡ªð��=�9ð��
¬�£=� �=ð��=�ª¡��=���W�
zø���¥�W i��¬���� �W�� �=����¡ªï����)~
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• �u£=�?z�¬¥���b	¹|X�]¡ª��¢�����¬�¡�����¬¥¡ªð�� Ø
����¡ª�=�i������=�ª¬�� ¹º��ð� �p.	4	@qÂöd�u��z=���������¬k�W���w���p¬¥���=�t�i i��¬�£=ðp��¹ºð����?zkz=��ð���¡ª ,��¬¥¡ª�=� ¬¥£��
  ��¬�����¡��W�Ezø�W�¥��  �Ï¬¥����ö�¬����p¡ª�=�d¡ª��¬¥ðd�W¢�¢�ð��=�0¬�¬�£=� ¢�ðW�=�=¡ª¬�¡�ð����D�=����¡ªïW���)~
¸ ¹ ¬¥���%�w�£=ð��¬Ë¡���¬���ðp�=��¢�¬¥¡ªð��¶ð��g¬�£=�,÷.¡ª�=¡ª¬��i������  ����¬Ø�w�Ï¬¥£=ðp� �

h � ï������¡ªð��V�Ïö?÷Æ��� ¡ª�
��z�z=��¡ª���t¬¥ðr¬¥£��°ï��W�¡ ��¬�¡�ð��=�W�ß¹ºð�� °��� ��¬¥¡ ð��tðW¹³¬�£=�cz=�ð�ù=����  �=�¡��=���ª¡��=���W���uðW�=�¥�W�0¬ ¬¥�¡¡�
���=��������~G¸g�k¡��0ï����Q¬¥¡ª�0��¬¥��¬¥£��k�=¡ª��¢�����¬�¡�����¬¥¡ªð��,�����ð���ö)¡���¢�ð���z+ð��¥��¬�¡��=� ¬¥£=�k�?z�z=�ð��)¡�  ��¬�¡ªð��
ð�¹?¬¥£��L  ��¬�����¡��W�Ezø�W���W  �Ï¬¥����~

• �u£=�?z�¬¥����üÁ|{�w���ª¬¥¡ª����¡ �¢�7�����D¬�ð�� Ø
÷ø�=���ø�W i���0¬��W�ª�rð�¹Ø�����D¬¥ðW�)� �� i��¬�£=ðp���W�=� ¤v��ðW  �Ï¬¥��¡ª¢¼�w�=� ¬¥¡ª����¡ª�U�W��\��£�ð��¬����6�=¡ª���
¢��=������)~f�uð��0ï���������=¢��F¬�£=��ð�����¹ºðW��¬�£=� �-�=��¢�¬n�W�=� ¡��������W¢�¬Z�����D¬¥ðW�� i��¬�£=ðp���W���
�w���ª¬¥¡ª���¡ª� ¹ºðW�u�=ðW�¢�¾�=���¬¥�������¡��=�u�W�=�,ï��W���p¡��=�%¹ºðW�� i�9�W��]�¬¥���=¡���� ö������ ��¬�¡��=�L¬�ð�p/�pö;�!*!q�~
÷?¡��ø�W�ª� � ¬¥£��Á���=�ª¬�¡����¡ª�¢���Y���D¬¥ð��¢� ¸ �ª�Wð��¡ ¬�£=  ¹ºðW�Dð��=�D�;z+��¢�¡��ø¢Úz=��ð�ù����� H¡���z=����������¬¥���)~

• �u£=�?z�¬¥���z��|X���=  ����¡ª¢��W�)¿������=� ¬¥��Ø
y £��9¬�£=��ðW����¬�¡�¢��W�)��������ª¬¥�Æ�W��u�=�����d¡ª� ���= i����¡ª¢��W�p�Q¬¥�=��¡�����ö?� £=¡�¢�£°�£=ð���¬¥£��9���i¢�¡����=¢��%ðW¹
¬�£=�v�=�Ïï����ªð�z+���Ù���=�ª¬�¡����¡ª�¢���Y���D¬¥ð��Ô¡ª¬�������¬¥¡ªð�� ö�¬¥���¬¥����ð����iú��"�¾ iðp�=���Ñ¹ºð��D�   �W������¬¥¡ª¢
ï��W�ªï���~

• �u£=�?z�¬¥���b)¹|m�uð���¢�������¡�ðW�=��Ø
¸g�L����    �W�¡����]¬¥£=�L��������ª¬¥���W�=�w¢�ð��=¢����=���Ú� ¡ª¬¥£��ð�  � ���  �W�������Wù+ð���¬"z+ð����¡�ù���� ¢�ð��¢�
¬�¡����ø��¬¥¡ªð��)~



� dfehg Õ�Ñji �

� i�Í�� Ð)ÑqÔ � ÍhiÙÔ n Ð e ÕMo)Í¬Ë e Ë Ò È Ë e Ð�� ×�oT×

y £=¡ª� ¢ £=�?z�¬¥����¡ª�Dð����0���=¡��������W�D¹ºðW���ªð�� ��Ø
�¾�n«)��¢Ï¬¥¡ªð��nú¢~(��öd�u�%¢�ð��=�¡��=����¬¥£=�¹z=£u�)�¡�¢��W�ß  ðp�����O¹ºð���  �W���=�Ï¬¥ð��Q¬���¬�¡�¢���ö �ª���W�=¡ª�=�d¬¥ð,�i����¬]ðW¹
�=¡¡·'�������0¬¥¡��W�4�����ø��¬¥¡ªð��=�Ë¹ºð��Ë���Ïï������W�uï���¢�¬�ð��Á�ø�����=�%¡���	��%öP� £������,¬¥£��Ô�=ðW�=��¡ª�=���W�¡ ¬7�\�?z�z+�������
¡���¬�£=�� ,��¬¥���¡ �W�5� �=��z+���=�=����¬ ����ª�=¢�¬�¡ªïp¡ª¬�� ν öÆ� £=¡�¢�£h¡��d¢���ð�����¡��¢�ð����=��¢Ï¬¥���`¬�ð¶¬�£=����ð�� ¢����������
B � H � ¢��=�Qï��?~�¾�°«)��¢Ï¬¥¡ªð��°ú`~ ú)ö��³�u�=¡ª��¢��=���?¬�£=�Æz=��ðWù=���� � ,��¬¥£=�� ,��¬�¡ª¢��W� �¡�+Øß«p��¢�¬�¡�ð�� ú¢~ ú¢~(�u�����W�ª�P� ¡ ¬¥£Ë�����¬¥�¡�¢-�
¬¥¡ªð��°¬¥ðË�vùÑðW�=�=�=���,�=ðW ,��¡�� ö�¡ª�,«)��¢�¬�¡�ð��,ú¢~ ú¢~ ús�u�Y��������  ���W�=�i��£=ð��U������  ����¬������Øz=��ð�z+���¬�¡����
ðW¹+¬¥£=�D�������=¢Ï¬¥¡ªïp¡ ¬7�?~ y £=�������¹ ¬����8¬�£=�Ãz=�ð�ù=�ª�� �¡ª�������=�=¢����i¬¥ðËú?�oùu�°��ðW  �D�¡� �z=��¡ �ø¢���¬�¡ªð�����ö����-�
���=� ¬¥¡ª�=�Y¡��%�Yù+ð��=�=�ø�����Lï������=�Æz=�ð�ù=�ª�� �¹ºðW�.�Y�=ð��=�ª¡��=���W�ß�����ª¡�z�¬¥¡ª¢�zø�W�Q¬¥¡��W����¡�·Ñ��������¬�¡ �W�������ø��¬�¡�ð��
�W�=��¡ ¬¥�D¢�ð�������;z+ðW�=�=¡����dï��W��¡���¬¥¡ªð��=�W�+¹ºð���  �=����¬�¡ªðW� � «p��¢�¬�¡�ð����Yú¢~ ú`~/	d�W���sú¢~ ú`~ üN�-~
«)��¢�¬¥¡ªð��tú¢~.	�z���ðGïW����¬¥£ø��¬�¬¥£=��¬�¬�£=�Ë��ð��=�ª¡��=���W��ú?� z=��ð�ù����� ¼¡ª�����=¡<���=�����r��ð�� ï��Wù=�ª� �=�=������¬¥£��
�W����= �z�¬¥¡ªð��=�D¡��0¬¥��ðp���=¢�����¡��w«)��¢�¬�¡�ð��wú¢~ ú`~
�¾�r«)��¢�¬¥¡ªð��Ôú¢~ ü=ö�¬¥£����Y���D¬¥ð��,ð�z+������¬¥ðW�4¢�ðW�������;z+ð��=��¡��=�Ë¬�ðL¬¥£=���=ð��=�ª¡��=���W��ï��W��¡���¬¥¡ªð��ø����¹ºð���  �¢�
� ��¬¥¡ªð��w�W�=�s¡ª¬¥�"z=��ð�z+���¬�¡����]�W��%�-�kz+ðW������~ y £=¡ª�]¡ª�Y�=ð��=�Ëù+��¢����=���Á�u�%�=��¦�����D¬¥ðW�)� �k i�Ï¬¥£=ðp�
¬¥ðd£ø�W���=���k¬¥£=� �=ðW�=��¡ª�=������¡ ¬7� ¡��+�u£ø�?z�¬�����ük~
÷.¡ª�ø�W�ª�¡�Wök«)��¢�¬�¡�ð�� ú`~3�F¡��0¬¥��ðp���=¢����w��  ¡ª�=¡ª i¡ ����¬�¡ªð��hz=��ð�ù�����  � £�¡�¢�£�¡ª�������=¡ªï��W������¬�¬�ð�¬¥£��
ï��W�¡ ��¬�¡�ðW�ø�W� ¹ºð���  �=����¬�¡ªðW�rð�¹ß¬¥£=�v ,�����=��¬�ð��¬¥��¬¥¡ª¢sz���ð�ù=�ª�� �~G¸g�£� ¡��ª�Ñ�=���v¬¥£=¡ª�D���p��¡ªï���������¢�� ¡ª�
�u£ø�?z)¬¥��� üd¬�ðpð�~

ü



Fwvbxzy H�J�{��[} y { G���� J³Ò � G {YÒ ���¡x Hß» G Ê x Ê ~�x Ê x��£¢ K)»,K �
¤¦¥¨§ ©?ª�«¬¡®¨¯�°²±´³ µ·¶�¸�±
¹�º¼»Pº,» ½ «Tº«)v�wP¾I¿m¾7«TxDt`v[ÀÆ©¬w�°��«�t2Á7r¢©
������¢�¬¥�ð�  �W���=�Ï¬¥¡�¢{z=£=����ð�  ���ø�F�W���w�=���¢���¡ªù+���Uùu� á}þ7Â�ý è�ê@êÄÃ ô}èÄÅ�ë�þ?çóé�ù�ìkô � ú¢~(����| � ú¢~ üu�-~�÷øð��
�=�Ï¬��W¡ª�����r���¢z=���W�ø��¬�¡�ð����
�u�L���¹º��� �?~���~�¬¥ð+p(��-)ö+úÆ��ö����@q�~

∇×H = J+
∂D

∂t
,

� ú¢~'���

∇×E = −∂B
∂t

,
� ú¢~ ú?�

∇ ·B = 0,
� ú¢~.	u�

∇ ·D = ρ.
� ú¢~ üN�

y £=�����ø����¬¥¡ ¬¥¡ª���D¡��0ï�ð�� ï������W���
• ¬�£=�IÇ þ�í?ì�è�çJé�õwÈ
è�ê¡ú ð���Ç þ�í?ì�è�çóé�õØè¼Â¢õ�é@ç�þ?çJé�ù�ì

H
ö

• ¬�£=�IÇ þ�í?ì�è�çJé�õ£é@ìDú?ëVõ�çóé�ù�ì ð���Ç þ�í?ì�è�çJé�õwÉ ë
Â{ú`è�ìkô�é@ç^Ê
B
ö

• ¬�£=� è�ê<è¯õ�çJð-é�õËÈ
è�ê¡ú
E
ö

• ¬�£=� è�ê<è¯õ�çJð-é�õËÉÆë<Â{ú`è�ìkô�é@ç^Ê ð�� è�ê<è¯õ�çJð-é�õÚé@ìDú?ëVõ�çóé�ù�ì
D
ö

• ¬�£=� ÿJô�ë`ð,î�þ`õ¯èÌ�Äõ�ë`ð-ð¯è�ìdç ú`è�ìkô�é@çNÊ
J
���=�{�ø�ø�W�ª���

• ¬�£=� ÿÎÍ?ù�ê5ë Ç èÌ��õ¯ökþ?ð�í`è�ú`è�ìkô�é@ç^Ê ρ ~
y £=�%ù+ð��ª��¹Õ�W¢��Ë�ª��¬¬¥����Y�=���=ðW¬¥�L¬¥£=������ �=¡ª  ���=��¡ªð��ø�W� ï���¢�¬¥ðW�º�ø���ª�=��~ ¸ �������ø�W�0¬¥¡ ¬¥¡������=��z+���=�nð��
z+ð���¡ ¬¥¡ªð��F¡��F�;zø��¢��

x = (x1, x2, x3)
�W�=��ð���¬�¡� i� t ~��u���Q¬��W¡ª�â�=�������d�W���Ô����� ��¬����F¬¥ðn���W¢ £

ðW¬�£=���Dïp¡�� ¬¥£=�IÇ þ?ç7è�ð-éóþ?êfèÄÅ�ëkþ?çJé�ù�ìkô

B = µH ,
� ú¢~/���

D = εE,
� ú¢~.)u�

J = σE,
� ú¢~/*��

¡��0ï�ð��ªïp¡ª�=�
• ¬�£=�IÇ þ�í?ì�è�çJé�õ ødè�ð Ç è'þuæ�é@ê5é@çNÊ µ ö
• ¬�£=� è�ê<è¯õ�çJð-é�õ
ødè�ð Ç é@çJçóéÏÍ�é@ç^Ê ε �W�=�
• ¬�£=� è�ê<è¯õ�çJð-é�õØõ¯ù�ìDú?ëVõ�çóéÏÍ�é@çNÊ σ ~

�¾�Ë�����=�����W�Ãö;¬¥£=�����u�W��8�=ð��=�ª¡��=���W� ¬����=�ð����ßðW¹��¥���=� ú)ö��=��z+���=�=¡����Yð��L¬�£=��z+ð��¡ª¬�¡�ð��v¡�� �;zø�W¢��u�W���
¬¥£=�Ú�ø���ª�=�

E
�W�=�

H
~
�¾�w¬�£=¡����uð���+öV�u�Ë¢�ð��=�¡��=���Yð��=�¡�r¡���ð�¬¥��ð?z=¡�¢v ,��¬¥����¡ ���ª� �W�=�s��¡�������0�����

¬¥£=�w��·'��¢�¬¥�,ðW¹k£N�p�¬���������¡�� � ¢Ï¹7~bps��-
q���~¥¸o¡ ¬¥£ ¬¥£������t�W����= �z�¬¥¡ªð��=��öu¬¥£=�w¢�ðp���i¢�¡ª����¬��,¢��W�`ù+�



Fwvbxzy H�J�{��[} y { G���� J³Ò � G {YÒ ���¡x Hß» G Ê x Ê ~�x Ê x��£¢ K)»,K )
�W����= i���s¬¥ð ù+�%��¢��W���W��öÑ���=�t ið����ð;ï�����öV�u�%¢��W�t���z=�������0¬k¬¥£=�¹z+���� i����ù=¡��ª¡ ¬����W�]�i¹º�=�=¢Ï¬¥¡ªð��
ðW¹ß¬¥£=�   �W���=�Ï¬¥¡ª¢s�=������¡��0¬¥���=��¡ ¬7�Ô��=¢�£w¬�£ø��¬

B = µ(|H|)H ,
� ú`~/-u�

� £=¡ª¢ £� i���W���D¬¥£ø��¬
H

�W�=�
B

�W��L�W�¡�9���)��zø�W�¥�����ª���J~ÑÐ¸ �=�=¡ª¬�¡�ð��=�W�ª�¡�Wö��u�³¡ª��¬¥�ðp�=�=¢��³�W�=ðW¬�£=���ß¢�ðp���i¢�¡ª���0¬.¢���ðW�������v����� ��¬����L¬�ð µ ö��=�W  �����]¬¥£=�=Ç þ�í?ì�è�çJé�õð'è�ê5ëVõ�çóéÏÍ�é@ç^Ê
ν ö=¬¥£��L i���W�=¡����dð�¹f� £=¡ª¢ £�ù+��¢�ð� i��� ¢��ª���W����D¡��w«)��¢�¬�¡�ð��sú`~ ú`~ ú)Ø

H = ν(|B|)B,
� ú¢~.�u�

¬¥£��=� ν(|B|) = 1/µ(|H|) £=ð��ª�=��~ y £=�³¡ª�=���0¬¥¡ ¬¥¡���� � ú¢~.-u�O�W��� � ú¢~.�u� �=����¢���¡�ù+�8¬¥£=�4�¥��  �8����� ��¬�¡�ð��ù+��¬��u�����
B

�W�=�
H

�W�=�w�����v¬�£=�����¹ºð���L¡ª��¬����¢ £ø���=������ù=����~
«)¡ª�=¢��

B
¡��D��¡ªï���������=¢��-� ¹º�����Wöd�³�L¢������=�=�s� Í?è¯õ�ç7ù�ð ødù�ç7è�ìdçóéóþ?ê

A
��=¢ £�¬�£ø��¬

B = ∇×A.
� ú`~'�;û��

A
¡����=�=¡<���=� ��zi¬�ðË� �����W�=¡ª����¬Ç�=���ª�)~P0k�=� ¢��W�i��£=ð�� � ¢�¹7~�ps���)öpú2�¨q@�.¬�£ø��¬

J
�;z=�ª¡ª¬¥���kz ¡��0¬¥ð ðW�=�

¬¥����  ¬¥£ø��¬u¢�ðGï������ é Ç øDð'è¯ô¯ô�è;ú�õ�ë`ð-ð¯è�ìdç@ô �W��� ô�ù�ë`ð¯õ¯è�õ�ë`ð-ð¯è�ìdç@ô ö��W�=�Ô�W�=ðW¬�£=���4¬¥���� "�=����¢��¡�ù=¡ª�=�
¬¥£=� è;úuú<ÊXõ�ë`ð-ð'è�ìdç,ô%Ò

J = Js + Je
� ¡ª¬�£

Js = −σ∇φ, Je = −σ∂A
∂t

,

� ¡ª¬�£�¬�£=� ¡��0¬¥���W�¥��¬�¡�ðW�r¢�ðW�=�¬¥�W��¬ ∇φ ~
¹�º¼»PºÓ¹ ÔÖÕ «Ø× w�°��«�t2À�rNt¢w�t2Á7xÚÙZ«TxVt[ÀÇvÜÛ+À�t¢«TÆt2Á7w�¾�Ý=À�v�© ¨ ¾7w�t2ÁÞÀ�
�uð��=�¡��=����¡ª�=� ¬¥£��t�ªð��
� ¹º������=���=¢��Wö���ð�� ¢����������q���ø�W�¡¡� �¬���¬�¡�¢w¢��W���tð�¹ ������¢�¬���ð�  �W���=�Ï¬¥¡ª�� �ö9�=¡ª���
z=���W¢���  ����¬³¢��=�������¬��9�W��Y�=������¡ª��¡ªù=� � ¡��i¢�ð� �zø�W�¡��ð��c� ¡ª¬¥£i¬�£=�Y¡� �z=���������,¢��=��������¬��9�W�=�,���=�k�
¢�����������¬�� � ¢�¹7~¡p(��-)ö ú2�¨q@�ÏØ

∣∣∣∣
∂D

∂t

∣∣∣∣¿ |J|.
¸ �ª��ð=ö0¡ª¹+¬¥£=�Ã�ø�����=�

H
ö
B
ö
J
�W��� ¢�ðW�=�����p������¬¥�¡�

A
�������W����=  ��� ¬�ðËù+��¡ª�=�=��z+���=�=����¬uð�¹'¬�¡� i�

t ö)¡J~��?~��¬¥��¬¥¡ª¢Wö�¬�£=�]���=�k� ¢��=�������¬��uï��W�=¡ª��£)~8«)ð¹�u�]���  �W¡��c� ¡ª¬�£ ¬¥£��Y¹ºð��ª�ªð�� ¡ª���L�����=�=¢����r���Ï¬9ðW¹�����ø��¬¥¡�ðW�=��ö=¬�£=�  ,�����=�Ï¬¥ð��Q¬���¬¥¡ª¢]¹ºð�� °��� ��¬¥¡ªðW� Ø
∇×H = J,

∇ ·B = 0,
� ú`~'�4���

H = ν(|B|)B.

�¾��ð��=� �?z�z=�ª¡�¢���¬¥¡ªðW�=�u¬¥£=�£�ø�����
J
¡ª� ���=ð�� �s�cz���¡�ðW��¡�~uß

àÌá�âäãÓåçæ�è�å�å,é!êÞë/ì@í�å�î<å¼ï^ð�ñäò@å,ò¨ã�ð�ñçóçò!å,ã^ô3ê�ð�ñCã^å¼ï^ô3ñäë3õ¼ö�÷�ã^ø@å,ïÓù¡ô/õ^å
B
ô/õ�î@ñäïÎñäë/ë/å,ë$ãÓâ

H + H0 ú ù¡ø!å,ïÓå
−H0

ô3õûã^ø@åËð�ñçóçò!å,ã^ô3ê�ü@å,ë3í ú ù¡ø!å¼ï^å�ãÓø!åËô.ò
í�ì@êÌãÓô.â¨ò B ý ñäò@ô/õ^ø!å¼õ¼öþ,ÿwò@â ù¡ô/ò!ó�ã^ø@ñäã
J = Js ú â¨ò!åwõ^ô.ð�î!ë � ò!å¼å¼í!õûãÓâ�ð�â�í�å¼ë4ã^ø!åËô.ò ý âçë ý å¼íbêÞâ¨ô.ë3õ ú ù¡ø@ñäã¡ô/õ�ïÓå,ë3ñCã^ô ý å,ë � å¼ñ¨õ � ö�÷�ò@åóçå,ãÓõûñ�ï^å¼ë/ñäã^ô/âçò��<åÞã9ù;å,å¼ò�ãÓø!å��7ò!âCù¡ò=ê,âçô/ë<î@ñäïÎñäð�åÞãÓå,ïÎõ��'êÞâçò@í!ì@êÌãÓô.â¨òbêÞì!ïÓï^å¼ò¨ã

I ú ù¡ô/ò@í�ô/ò!ó�ò7ì!ð��<å,ï ú åÞãÎêäö
	�ñäò@íãÓø!åPí�å¼õ^ô.ïÓå¼í=ü@å,ë3í
J
ö



Fwvbxzy H�J�{��[} y { G���� J³Ò � G {YÒ ���¡x Hß» G Ê x Ê ~�x Ê x��£¢ K)»,K *
�G�¢z=��������¡����

H
�W���

B
¡ª�s¬¥���� i�]ðW¹

A
öE�u�°�W���¡ªï��%��¬]¬�£=�   �W���=�Ï¬¥ð��Q¬���¬�¡�¢ ï���¢�¬�ð��sz+ðW¬¥����¬�¡ �W�

¹ºð�� °��� ��¬¥¡ªðW� ö
∇×

[
ν(|∇ ×A|)∇×A

]
= J.

� ú¢~(�Gú?�
«p¬����¬¥¡ª�=� ¹º�ð�  � ú`~'�Gú?� ök�u� �=ð�� z+���¹ºð�� H¹º�=�¬�£=���D��¡ª �z=��¡ �ø¢���¬�¡ªð����u¬�ðdù+�L��ù=���]¬¥ð° ,��¬¥£=�� ,��¬��
¡�¢��W���¡�,�W�=�W���p���k¬¥£=�Úz=�ð�ù=�ª�� ¼�W���w�ð��ªïW� ¡ª¬D�p�= i���¡�¢��W���¡�?~

¤¦¥Ä¤ ³ °���ª�¸� °��£®¨¯�°�±r³ µ¦¶�¸�±
¹�ºÎ¹�º,» � À ¨ ���«����ÚÀÆ©¬wPÁ7 w��� � À ¨ ���wÇv���� À���bÁjt[ÁÞÀ��r
÷.¡ª���¬4ðW¹O�W���Âö��u�Y�����¬¥�¡�¢Ï¬³¬�£=�Y�����ø��¬�¡�ð����4¬¥ð%�Ëù+ðW�=�=�=���Ô�=ð�  �W¡�� Ω ⊂ R

3 ~ ¸ �ª� ������Ïï��W�0¬ z�£N�p���
¡�¢��W�'ðWù����¢�¬���öø��=¢ £w�W�9¢�ð�¡ª����ö)¡ª��ð��Ô¢�ð������öø�W��  ��¬¥��������ö���¬¥¢�~ªö=��£=ðW�=���rù+� ¡ª�=��¡ª�=� Ω ök� £=��������� ¬�£=����=���ð����=�=¡���� �W¡ª�8¡��4¢��)¬uùN� �Lù+ð��=�=�=¡ª�=�Ëù+ð��ið��4ùø�W���Âö0¡�� ��=¢ £r�Ú�9���d¬¥£ø��¬4¬�£=�"�ø���ª�,¡ª��¬¥���=��¡ ¬7�
ð���¬���¡ª�=�i¬¥£=�,ù+ð�� ¡ª�Ë�=������¡ª��¡ªù=�ª��~ y £=��� ö�ð�¹ ¢�ð��=����Wö��?z�z=�ð�z=�¡ ��¬�� ù+ðW�=�=�ø�W���g¢�ð��=�=¡ ¬¥¡�ðW�=�Ë�W���
�=�����=���)~�0k�=�v¢�������¡ª¬�£=���u¹ºðW��¢��]¬¥£=�v��ð���  �W�Ñ¢�ðW �z+ð������0¬ ðW¹

B
¬¥ð ï����=¡��£ ö=ð��u¬�£=�k¬����=�����0¬¥¡��W�

¢�ðW �z+ð�������¬ ðW¹
H

� ¢�¹7~£p ú2�¨q@�-~
ÂY���=¢���öø�ª��¬ Ω ⊂ R

3 ù+�v� ù+ð����=�=���r�=ð�  �W¡���� ¡ª¬¥£r�%���k�i¢�¡ª���0¬¥�¡�,�� iðpðW¬�£Ôù+ð��=�=�ø����� Γ = ∂Ω¢�ðW�=��¡ª�¬¥¡ª�=� ð�¹Æ¬��uð�zø�W�¬�� ΓB
���=� ΓH

���=¢�£s¬¥£=��¬ ΓB ∪ ΓH = Γ �W�=� ΓB ∩ ΓH = ∅ öÑ�W���s���Ï¬
~n = ~n(x) �=���=ð�¬¥�v¬¥£=� ð���¬���� ���=¡ª¬ �=ðW��  �W�Ñï���¢Ï¬¥ð��D¬¥ð Γ ��¬

x ∈ Γ öø¢�¹7~ø÷.¡��W�=��� ú¢~(��~

Ω

ΓH

ΓB

##

##

÷.¡��W�=��� ú¢~(��Ø y £=��z=�¡��=¢�¡<zø��� �Q¬¥��=¢�¬��=���LðW¹ß¬¥£��L��ð� ,��¡��)~
y £=�L����� z=��ðWù=���� ��������=�

∇×
[
ν(|∇ ×A|)∇×A

]
= J, ¡�� Ω,

� ú`~'�7	u�
B · ~n = 0, ð�� ΓB,

� ú¢~(��üN�
H × ~n = 0, ð�� ΓH .

� ú¢~(�!���
× ðW¬�£�ù+ð��=�=�=�W���r¢�ð����=¡ª¬�¡�ð����D¢��W��ù+�Ú� �¡ª¬¬¥����¡ª�r¬¥���  �DðW¹

A
� ¢Ï¹7~£p úÆ�%q���~��uð��=�¡��=����¡ª�=� � ú¢~(��üN�

�u� ����¬
0 = B · ~n = (∇×A) · ~n, ð�� ΓB.y £=¡ª� ù+ð��=�=�ø�����r¢�ðW�=�=¡ ¬¥¡�ðW��¡ª�DðW¹ ¬¥��������z=� ��¢�����ùu�Ô¬¥£=� �Q¬¥��ðW�=����� ¢�ð��=�=¡ ¬¥¡ªð��

~n×A = 0, ðW� ΓB.
� ú¢~(��)u�

y £=� ¹ºðW���ªð�� ¡ª���°�ª�� i ,�%�£=ð�� �Ã� £N�Ô¬¥£�¡��D¢��W��ù+� �=ð��=��~



Fwvbxzy H�J�{��[} y { G���� J³Ò � G {YÒ ���¡x Hß» G Ê x Ê ~�x Ê x��£¢ K)»,K -
a�^¢W�W�] ���^��� Þ�è�ç

Ω
æ�è¼þ¾æ�ù�ë¢ìDú`è;ú\ú`ù Ç þ?é@ì³ýÇé@ç@ö

Γ ⊂ ∂Ω � � ödè�ì ç@ödèØî�ù�ê@ê<ù�ýÇé@ì`íâçóý ù
æ�ù�ë¢ìDúuþ?ðäÊ�õ-ù�ìDú?é@çóé�ù�ìkôXþ?ð'èÙèÄÅ�ë`éÏÍ�þ?ê<è�ìdçGî�ù�ð�ô�ë"!¥õ�é�è�ìdçJêÑÊÙô Ç ù�ù�ç@ö Γ

þ?ìDúZô�ë"!¥õ�é�è�ìdçJêÑÊÙô Ç ù�ù�ç@öî-ë`ì�õ�çJé�ù�ìkô
A, ~α, η

Ò
(∇×A) · ~n = −η, ù�ì

Γ,

~n×A = ~α,
ù�ì

Γ,

ýÇé@ç,önú?éÏÍ
Γ~α = η �ú?éÏÍ

Γ
ú`è�ì�ù�ç7è¯ôÚç@ödè�çóð�þ`õ-è¹ú?éÏÍ?è�ðJí`è�ì�õ¯èÁù¯ødè�ð;þ?ç�ù�ðÚýGö`é�õ¯ösî-ë¢ê ÈÇê@ê1ô�ç@ödè�éóú`è�ìdçóé@ç^Ê

ú?éÏÍ
Γ(u|Γ × ~n) = (∇× u)|Γ · ~n.

Æð¯ù�ù7î � «`�p °ù+ðW��¡�¢��W�ª� ��öÑ¬¥£=�cz���ðpðW¹³¡ª�v¢��ª������~°÷øð��v�r�=���=�=¡ª¬�¡�ð��nðW¹³�=¡ ï
Γ
���=�¼� £=��¬L�;z=�W¢����Ë�W���

¡��0ï�ð��ªïW��� ö=�����·p.)@q�~
¸g�L���� ¬�£ø��¬D¬¥£=� ¢�£=ð�¡ª¢�� ðW¹ ~α �W�ª��ð�� �D��=�¹Õ��¢���#=ð�� ��ð�¹

A
~Ç�¾�wðW���=���D¬¥ði�;ï�ðW¡��r¬¥£��� �ö��³�L���Ï¬

~α = 0,

¹ºð�� η = 0
� ¢�¹7~£p ú2�¨q���~

y £=�Lð�¬¥£=��� ¢�ð����=¡ª¬�¡�ð�� � ú¢~'�����u¢�£ø�W�=�W��� ¬¥ð
0 = H × ~n = ν(|B|)B × ~n =

[
ν(|∇ ×A|)∇×A

]
× ~n, ð�� ΓH .

«)�= i  �W��¡ª��¡ª���=ö`�u�L£=�;ï��
∇×

[
ν(|∇ ×A|)∇×A

]
= J

¡�� Ω,
� ú`~'�!*?�

~n×A = 0 ð�� ΓB,
� ú¢~(��-u�

[
ν(|∇ ×A|)∇×A

]
× ~n = 0 ð�� ΓH .

� ú¢~(���u�
�Y�-�p¬�ö��u�°¹ºðp¢��=� ð�� ν(·) öß��� ¡ª¬k¬¥�=��=� ð���¬v¬¥ð�ù+�°¬¥£=�d¢�ðW���dðW¹4¬¥£=�cz���ð�ù=�ª��  ¢�ð���¬¥�W¡���¡��=�Ô¬�£=�
�=ð�����¡������W�¡ª¬��?~
¹�ºÎ¹�ºÓ¹

ν(·) $ t Õ « B % H % � ¨ v�&�« w���Ìt Õ «¡Á�vÜÛ Õ �
r2Á7x�wP¾IÛZvXÀ('¹«)v¢t2Á7«Tr
y £=�   ��¬¥����¡ ���Æ¡���#ø�=����¢��,�?z�z+���W���Ë¡ª�¶¹ºðW��  ðW¹u¬¥£�� �������=¢Ï¬¥¡ ï)¡ ¬7� ν ~�¸g� ¢���� �=¡ ïp¡��=�d¡��0¬¥ð�¬¥£��
¢������vðW¹ß�ª¡��=���W�³ ,��¬¥���¡ �W� ��öN� £=���� ν ¡��D�%¢�ð��=�Q¬��W�0¬�öø���=�r¬�£=�v ið���k�W���=���¥�W�'¢������vðW¹ß�=ðW�=��¡ª�=�����  ��¬¥����¡ ���ª��~G�¾�Ô¬¥£=�k������ðW¹í¬�£=¡��u����¢�¬¥¡ªð��Ä�u� �W�ª��ðÁ�ø�����Á�9��� ¬¥ð°�����W�E� ¡ ¬¥£r���ï����¥�W�  ,��¬¥����¡ ���ª��~
a��J_�^`]kU> ]¢a�^NU
�,]$�ób*),+�]X�����PW ]�_fe#"��óU
� ¬�¡ª���³���ª�O���=ð�� ��¬¥£ø��¬ Í�þ`õ�ë`ë Ç¼ù+��£ø��ï����Y�ª¡��=���W���¡�Wö��ø��  �����

µ ≡ µ0, ν ≡ 1/µ0 =: ν0,

� £=������ùu� µ0 = 4π · 10−7 �=���=ðW¬¥���,¬¥£=�nzÑ���� i����ù=¡��ª¡ ¬7��ðW¹kï���¢��=�= �~ ÷øð�� ������¢�¬¥�ð�  �W���=�Ï¬¥¡�¢
z=��ðWù=����  ��ö.¡ª¬%¡ª� �w¢�ð� i  ðW�F�W��������W�ð��ø�Wù����,�¡� �z=��¡ �ø¢���¬¥¡ªðW�¶¬¥ðn��������  � ¬¥£ø��¬ þ?é@ð ù+��£ø��ï����
��=�¬��ª¡��W�]ï��W¢��=�= �~



Fwvbxzy H�J�{��[} y { G���� J³Ò � G {YÒ ���¡x Hß» G Ê x Ê ~�x Ê x��£¢ K)»,K �
BnSD_��^�ó_P^N]�U·> ]ka�^NU@�ó]X�Jb
¸ �L  ����¬�¡�ð��=��� ��ù+ðGï��WöP�u� �������ª��¢Ï¬ ���=¡��ðW¬¥�ð�z=¡����L�W��� £u�)�Q¬¥�������¡ª�%��·'��¢�¬¥��~X�È�¶¬¥£=¡ª�L¢��W����ö

H�W�=�
B

�W��L�W�¡�9���p��zø�W�¥�����ª��� ���=�w�dù=¡
���¢Ï¬¥¡ ï��   �?z�z�¡��=� f : R
+
0 → R

+
0
�-�)¡��Q¬¥����=¢�£w¬�£ø��¬

|B| = f(|H|). � ú¢~ úWûu�
�¾�h¬�£=��¹ºð��ª�ªð�� ¡ª���}�u�w�=��w¬�£=�w��ðW¬���¬�¡�ð���� B = |B| �W�=� H = |H| ¹ºð��d¬�£=�-#=�¢�h�=���=��¡ ¬7�
�W�=� ¬¥£=�Y  �W���=�Ï¬¥¡�¢��ø���ª�,¡��0¬¥������¡ª¬��d�����;z+��¢Ï¬¥¡ ï������?~/. f ¡ª�³¢���������� B à H à;õ�ë¢ðäÍ?è ðW�bÇ þ�í?ì�è�çJé¡û�þ�çóé�ù�ìõ�ë`ðçÍ?è � ¢Ï¹7~p÷?¡���������ú¢~ ú���~ õ ¡��W� ¡ ¬8¡��8�=ðW�=��¡��d ,���N�Øz=£N�p��¡ª¢����   ðp�=������öu�³�Y�W����=  ���  ðpð�¬¥£=�=�����
ðW¹8¬¥£=�°¢��=�ï���~Ø� ¬ ¡ª�k���=ð�� �\¬�£ø��¬ �W�u�t  ��¬¥����¡ ���.�� �z���¡¡�ø���]¬�£=�°����� ��¬�¡�ð��sù+��¬��u����� B ���=� H¡��¶¢�ð� �zø�W�¡���ðW�¶¬�ð�ï��W¢��=�=  �kzg¬¥ðs�w¢����Q¬��W¡ª� �ª��ï�����~r÷øð��L���W���W�°ï��W�ª�=���Ëð�¹ H ¬�£=� �=���W����� ðW¹
�W �z=��¡ �ø¢���¬�¡ªð��iù+��£ø�;ïW���D�W�0��¡�� �ª¡��W� ¡��iï��W¢��=�= ¬|°¬�£=�]  ��¬�����¡��W�ø¡ª�4¬�£=���,�¥�W¡ª� ¬¥ðËù+� ô�þ?çóë¢ð�þ?ç�è'ú �y £=�����¹z=£u�p��¡�¢��W�Tz=��ð?z+���¬�¡������W���v���= i  �W��¡ª������¡��r¬�£=�v¹ºð����ªð�� ¡ª�=�°�W����= �z�¬¥¡ªð��)~
"Xb�b7�PW�[�a!�óSD_ ��� � �Y��¬¥���¥�W�T��£N�p�¡�¢����P����ð?z+���¬�¡���� ðW¹ B � H �¾¢��=�ï����¯�¸ �u� B � H �¾¢��=�ï��

f : R
+
0 → R

+
0�=����¢��¡�ù=¡ª�=�°¬¥£=� ����� ��¬¥¡�ðW� B = f(H) ¹º�����ø�ª�ª�u¬¥£=�v¹ºð��ª�ªð�� ¡ª���°¢�ð��=�=¡ ¬¥¡�ðW�=��Ø

� ¸ ��� f ¡��D¢�ð���¬�¡����=ð��=����Ô�=¡¡·'��������¬¥¡��Wù=�ª� � ¡ª�{zø�W�Q¬¥¡�¢��=���W� f ¡��D¢�ð���¬�¡��p��ð��=�����=� |f ′(0)| <∞ �Ïö
� ¸ ú�� f(0) = 0 ö
� ¸ 	u� f ′(s) ≥ µ0, ∀s ≥ 0 ö
� ¸ üN� f ′(s)

s→∞−→ µ0
~

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 1.4

 1.6

 1.8

 0  2000  4000  6000  8000  10000  12000  14000

B
 in

 T

H in A/m

B-H-curve

 0

 1000

 2000

 3000
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 6000

 7000
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 9000

 10000

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1  1.2  1.4  1.6  1.8

nu
 =

 H
/B

B in T

reluctivity

÷.¡ª���=��� ú`~ ú)Ø ¸ ¬��¢z�¡�¢���� B � H �¾¢��=�ï�� �W�=�¶¬¥£�� ¢�ð�������;z+ð��=��¡��=�w�����ª�=¢�¬�¡ªïp¡ ¬7�t¢��=�Qï��,ðW¹D��¹º������ð��
  �W���=�Ï¬¥¡�¢k  ��¬�����¡��W�J~
021�ø@åbð�ñäó¨ò!åÞãÓô/ê�ü@å¼ë/í¦ô.ò%ã^å,ò
õNô.ã � H = |H |

ô/õ�ð�å¼ñçõ^ì!ïÓå¼í�ô/ò43�ð�î<å¼ï^å65 ð�åÞãÓå,ï7�8395 ð�	 ú ã^ø@å;:
ì�é¦í�å,ò@õ^ô.ã �
B = |B|

ô.ò�12å¼õ^ë/ñ7�81<	Þö



Fwvbxzy H�J�{��[} y { G���� J³Ò � G {YÒ ���¡x Hß» G Ê x Ê ~�x Ê x��£¢ K)»,K �;û
y £=�L����ª�=¢�¬�¡ªïp¡ª¬�� ν ¡��D����� ��¬����r¬¥ð f ïp¡��

ν(s) =
f−1(s)

s
.

� ú¢~ ú2���
y £=�ð��=��£t¬�£=¡��"�uð���� öE�u� �=�����\���ï����¥�W�Gz=��ð�z+���¬�¡����]ðW¹ f �W�=� ν ¬¥£ø��¬k�W���%¡� i i���=¡���¬��Ë¢�ð��=����
���=����¢����YðW¹ ¸ ����= �z�¬¥¡ªð�� �L�W�=����  ù=�¥�W¢�����¡��r¬�£=�v¹ºð��ª��ð�� ¡ª�=� ¢�ð��ð������W����~
]¹SDU�S��N�ó]kU�Y ��� ��� �{é@ç@ö

f
î-ë¢ê È�ê@ê5é@ì`íØå�ô¯ô�ë Ç øDçJé�ù�ì>=�ä�ç@ödè�î�ù�ê@ê<ù�ýÇé@ì`í¦ô�ç�þ?ç7è Ç è�ìdç@ô£ödù�ê¡ú�Ò

= � f é<ôsô�çJð'ù�ì`í?êÑÊ Ç ù�ì�ù�ç7ù�ì�è@?ÁýÇé@ç,ö Ç ù�ìEù�ç�ù�ìdé�õ�é@çNÊXõ¯ù�ìkô�ç�þ?ìdç µ0

ä�é � è �
(
f(s)− f(t)

)
(s− t) ≥ µ0(s− t)2, ∀s, t ∈ R

+
0

A � f ′ é<ôØõ-ù�ìdçóé@ìdëdù�ëNôØù�ì
R

+
0

ýÇé@ç,ö

0 < µ0 ≤ f ′(s) ≤ L := sup
s∈R

+
0

f ′(s) <∞, ∀s ∈ R
+
0 ,

B � f é<ôsÞGé1ødô�õ¯ö`é@ç<ûcõ¯ù�ìdçJé@ìdëdù�ëuô�ýÇé@ç@öXÞfé1ødô�õ¯ö`é@ç<ûcõ¯ù�ìkô�çjþ?ìdç
L
ä

C � R(f) = R
+
0

þ?ìDú ∃f−1 : R
+
0 → R

+
0

ä
D � f−1 é<ô¦õ¯ù�ìdçóé@ìdëVù�ëuô�êÑÊ�ú?é Esè�ð'è�ìdçJéóþuæ�ê<è£ýÇé@ç@ö

0 < m := 1/L ≤
(
f−1

)′
(s) ≤ ν0 := 1/µ0 <∞, ∀s ∈ R

+
0 ,

F � ν(s) := f−1(s)
s

é<ôÚý è�ê@ê5à�ú`è9È�ì�è;ú�ä
ν ∈ C(R+

0 )
ýÇé@ç@ö

m ≤ ν(s) ≤ ν0,

þ?ìDú
ν(s)

s→∞−→ ν0

ä
G � ν(·)· = f−1 é<ô�ô�çóð'ù�ì`í?êÑÊ Ç ù�ì�ù�ç7ù�ì�è�ýÇé@ç@ö Ç ù�ì�ù�ç7ù�ìdé�õ�é@çNÊ¶õ¯ù�ìkô�çjþ?ìdç m þ?ìDúÙÞfé1ødô�õ¯ö`é@ç<û
õ¯ù�ìdçóé@ìdëVù�ëuôÚýÇé@ç,öÄÞGé1ødô�õ¯ö`é@ç<ûcõ¯ù�ìkô�ç�þ?ìdç

ν0

ä
H � ν é<ôØõ¯ù�ì�çJé@ìdëdù�ëNô�êÑÊ�ú?é Esè�ð'è�ìdçóéóþuæ�ê<èÁù�ì (0,∞)

þ?ìDú
ν ′(s)

s→∞−→ 0 �
Æð¯ù�ù7î � �?~�¸g�L�£=ð��

∀s, t ∈ R
+
0 :
(
f(s)− f(t)

)
(s− t) ≥ µ0(s− t)2,

����¡����d¬¥£��L i���W��ï��W�����v¬¥£���ð����  � �{± y �ÏØ
(
f(s)− f(t)

)
= f ′(ξ)︸︷︷︸

≥µ0

(s− t) ¹ºð��D��ðW  � ξ ∈ (s, t).

I á�âäãÓå�ãÓø!å=í�ôKJ<å,ïÓå,ò
êÞåMLsïÓâçðONQPSRQT8U2PSV/W�ð�âçò!âçã^â¨ò!å ú ô'ö^åçö (f(s) − f(t)
)
(s − t) > 0, ∀s 6= t ∈ R

+
0 ú ù¡ø!ô/êÎøù;â¨ì!ë3í��<åwù;åÄñ"�çå¼ï¼ö



Fwvbxzy H�J�{��[} y { G���� J³Ò � G {YÒ ���¡x Hß» G Ê x Ê ~�x Ê x��£¢ K)»,K �4�
ú¢~�÷ø�ð�  f ′(s) ≥ µ0

ö f ′(s)
s→∞−→ µ0

���=�6¬�£=�t¢�ð���¬�¡����=¡ª¬�� ðW¹ f ′ �³�n���=ð�� ¬�£ø��¬ f ′ ¡ª�
ù+ðW�=�=�=��� öø¬¥£��=� L = sups∈R

+
0
f ′(s) <∞ ~

	k~Y«p¡��=¢�� f ′(s) > 0 ö L ¡ª�9¬¥£=� ù+���Q¬ � ����ð�ù=�W��� õ ¡�z=��¢�£=¡ ¬¥�v¢�ðW�=�¬¥�W��¬�Ø
∣∣f(s)− f(t)

∣∣ XZY\[= |f ′(ξ)|︸ ︷︷ ︸
≤L

|s− t| ¹ºðW�D��ð� i� ξ ∈ (s, t).

ü�~�÷?¡����Q¬�ö¢�u�L���=ð�� ¬¥£ø��¬ f(0) = 0 ~4÷øð�� s > 0 �u�L¢��W���=���¡ªï��

f(s) =
1

s

(
f(s)− f(0)

)
(s− 0)

1.

≥ µ0 s,

¢�ð��=������=����¬����Wö f   ���¬Lù+�d�=��ù+ð��=�=�����)~c¸o¡ª¬�£\¬�£=�d¡��0¬¥���� i���=¡���¬¥�%ï��W�����°¬¥£���ð����  �u�
¡ª   i���=¡���¬����¡� ���Ï¬ R(f) = R

+
0
~

«p��¢�ðW�=�=���Wö=¬¥£=� �¬���ð����i  ðW�=ðW¬¥ðW�=¡�¢�¡ ¬��,¡ª �z=�ª¡ ���u¬¥£=� �-�)¡��¬����=¢��Ëð�¹ f−1 : R(f)→ R
+
0
~

�¢~�÷ø�ð� ¦¬¥£=�D���)¡��Q¬¥����¢���ðW¹ f−1 �W�=� f ′ > 0 öu�³� �0�W¡ª� ¬¥£=� �-�)¡��Q¬¥����¢���ðW¹ (f−1)′ � £=¡ª¢ £d °���¬������ð°ù+�L¢�ð���¬�¡����=ð��=��~��¾��zø�W�¬�¡�¢��=� ���
(
f−1

)′
(s) =

1

f ′(f−1)(s)

ß^]
=⇒

(
f−1

)′
(s) ∈

[ 1

L︸︷︷︸
=m

,
1

µ0︸︷︷︸
=ν0

]
.

)k~ ν(s) ¡��
�³����� �¾�=���ø�=����¹ºð�� s > 0 ~Ç�¾�w¢��W��� ðW¹ s = 0 �³�L£ø��ï��

lim
s→0

f−1(s)

s
= lim

s→0

f−1(s)−
=0︷ ︸︸ ︷

f−1(0)

s− 0
=
(
f−1

)′
(0),

¡J~��?~T� ¡ ¬¥£¶¬¥£�� �=���ø��¡ª¬¥¡ªð�� ν(0) :=
(
f−1

)′
(0) öf�³�,�0��¡��¶¢�ð��0¬¥¡ª�p�=¡ ¬7�nð�¹ ν ð��

R
+
0
~�÷øð��

s > 0 Ø

ν(s) =
f−1(s)− f−1(0)

s− 0
XZY\[=

(
f−1

)′
(ξ) ∈ [m, ν0]

¹ºðW�D��ð� i� ξ ∈ (0, s),

¢�ð��=������=����¬���� ν ∈ C(R+
0 → [m, ν0])

~4÷.¡ª�ø�W�ª�¡� �=� ��� ÂYðW�;z=¡ ¬��W�E�p¡ª���ª�=�

lim
s→∞

ν(s) = lim
s→∞

f−1(s)

s
=

_ ∞ `
∞ = lim

s→∞

(
f−1

)′
(s) = ν0.

*¢~ y £�� õ ¡<z=�¢ £�¡ª¬¥�t¢�ð���¬�¡����=¡ª¬��h¢�����ù+�n�£=ð�� �����ø�W��ðW��ð��=�����¬¥ð´	k~2«p¡� i¡ª������� ��ö��³�\�0��¡��
 ið��=ð�¬¥ð��=¡ª¢�¡ ¬��+Ø

(
f−1(s)− f−1(t)

)
(s− t) XZY\[=

(
f−1

)′
(ξ)︸ ︷︷ ︸

≥m

(s− t)2 ¹ºðW� �ð� i� ξ ∈ (s, t).



Fwvbxzy H�J�{��[} y { G���� J³Ò � G {YÒ ���¡x Hß» G Ê x Ê ~�x Ê x��£¢ K)»,K �Gú
-k~�÷?¡����Q¬�ö)¬¥£=� �=����¡ ï���¬¥¡ ï��

ν ′(s) =

(
f−1

)′
(s)s− f−1(s)

s2

¡ª���u���ª�¡� �=���ø�����s�W���w¢�ð��0¬¥¡ª�p�=ð���� ¹ºð�� s > 0 ~D«p��¢�ð��=�=�¡��öd�u�Ë���=ð���¹º��ð� �¬�£=�L�=���ø�=¡ª¬�¡�ð��
ð�¹ ν ¬¥£ø��¬

ν ′(s) =

(
f−1

)′
(s)s− f−1(s)

s2
=

(
f−1

)′
(s)

s
− ν(s)

s
.

(
f−1

)′
(s) �W��� ν(s) ����� ù+ð����=�=���'öø¬¥£��=� ν ′(s) s→∞−→ 0 ~

OÄ^`W�]�U!� ���'5�� = � ν é<ô£ç,ödèÇî-ë`ì�õ�çóé�ù�ìÙç@ökþ?ç Ç þ�ødô s ç�ù�ç@ödèsô�ê<ù¯ødèÁù7îsç,ödèsô�è¯õ;þ?ìdç�æ�è�çóý è¯è�ì 0þ?ìDú
f−1(s)

ù�ðØèÄÅ�ë¢éÏÍ�þ?ê<è�ìdçóêÑÊ�ç@ödè�é@ì$Í?è�ð'ô�èsô�ê<ù¯ødèØù7î£ç@ödè£ô�è¯õ;þ?ìdç æ�è�çóý è¯è�ì
0
þ�ìVú

f(s) �
A ��a ìdç7è�ð'è¯ô�çóé@ì`í?êÑÊ�ä ν é<ô¹þ�øDð-é�ù�ðäÊ�ì�ù�ç
ú?é Esè�ð'è�ìdçóéóþuæ�ê<èÚé@ì 0 �4� ö`é<ô�é<ôsô�ù Ç è¯ödù�ýhð'è Ç þ?ð'ò?þuæ�ê<è¯äô�é@ì�õ¯è¹ç@öVè Ç þ�øuøDé@ì`í p 7→ ν(|p|) é@ì R

2 ý ù�ë¢ê¡úÄì�èçÍ?è�ðØæ�è¦ú?é Esè�ð'è�ìdçJéóþuæ�ê<è�é@ì p = 0
èçÍ?è�ì

é î
ν ′(0)

è¼Â�é<ô�ç�è;ú �ba ìdc)è¯õ�çJé�ù�ì A � C ý èÄõ¯ù Ç è�þ`õ�ð¯ù�ô¯ô¦ç,ö`é<ô�ú`è�ð-éÏÍ�þ?çJéÏÍ?è¯ä¡È�ìDú?é@ì`í�ç,ökþ?ç"ç@ödèú?é Esè�ð'è�ìdçóéóþuæ�é@ê5é@ç^Ê{ù7îÁþ?ì�ù�ç@ödè�ð Ç þ�øuøDé@ì`í p 7→ ν(|p|)p e ýGö`é�õ¯öné@ìDú`è¯è;ú�è¼Â�é<ô�ç@ô e ô�ë"!¥õ¯è¯ô
î�ù�ðÁù�ë¢ð
øDë`ð�ødù�ô�è¯ô �
B ��a î f ′′(0)

è¼Â�é<ô�ç@ô¯ä�ù�ì�èØõ;þ?ìnô¯ödù�ýhç@ökþ?ç
ν ′(0)

è¼Â�é<ô�ç,ô¹þ?ìDú�ç,ökþ?ç

ν ′(0) =
1

2
(f−1)′′(0) = − f ′′(0)

2[f ′(0)]2
.

� ú¢~ ú�ú��
ßÃæ%Í�é�ù�ëuô�êÑÊ�ä

ν ′(0)
é<ôÚë¢ìDæ�ù�ë`ìDú`è;ú�é î¹þ?ìDú{ù�ìdêÑÊ�é î

f ′′(0)
é<ô�ë`ìDæ�ù�ë`ìDú`è;ú �

C � ÛEð¯ù Ç ν ′(s) =
[(
f−1

)′
(s) − ν(s)

]
/s

þ?ìDú � ú¢~ ú�ú�� äÃý èÁô�è¯èØç@ökþ?çÃç,ödè
î-ë`ì�õ�çóé�ù�ì ν é@ç,ô�è�ê î
Ç ëuô�ç�ì�ù�ç�ì�è¯õ¯è¯ô¯ô�þ?ð-é@êÑÊZæ�è Ç ù�ì�ù�ç�ù�ì�ènÿ�õ,î � Û�é¡í?ë`ð¯è A � A � � c�ödù�ë¢ê¡ú f ′′(0)

ökþ�øNødè�ìâç�ù}æ�è
ô�çóð-é�õ�çJêÑÊÚødù�ô�é@çóéÏÍ?è¯ä

ν ′ Ç ëuô�ç
æ�èÚì�è�íuþ?çJéÏÍ?è£é@ì¶þ�ô Ç þ?ê�ê)é@ìdç7è�ðäÍ�þ?ê [0, s0) �
� ¬d£ø�W� ¬¥ð\ù+�Xz+ð�¡��0¬¥����ð���¬°¬�£ø��¬°¹ºðW�°�=ðW�=��¡ª�=�����   ��¬¥����¡��W�ª��öÆ¬¥£=� B � H � ¢��=�Qï���¡ª� ì�ù�ç ��¬°ð��=��=¡ª�;z+ð��¥��� ¡ª���W�ø�W�¡��¬¥¡�¢��W�+¹ºðW�� �~��¾�=�¬����W�'ö=¬¥£=�v¢����ï�� £ø�W�9¬�ðdù+�v��ð� i��£�ð�������¢�ð��=�Q¬¥��=¢�¬�����¹º��ð� 
�s� ,�����8���¬ ðW¹  i�������=����� � �W�=� ¬�£p�=�%  ��¬¥£=��  ��¬¥¡ª¢����ª� �\¡ª�=�����W¢Ï¬-�L�ø��¬��nz+ð�¡��0¬¥��~ ¸ ���=¡ ¬��Wù����
 i��¬¥£�ðp�{� £=¡ª¢ £�z=�������ï���� � ¸ ~(���j| � ¸ ~ üN�u¡ª�Ãz���������0¬¥���t¡ª�w«)��¢�¬¥¡ªð��M	¢~'��~
> ]ka�^NU@�ó]X� 6 �ób�a�U@�9����a��,SD_
¸ �4  ����¬�¡�ð������ �Wù+ðGï���ö)  ��¬�����¡��W�=¢�ðp���i¢�¡ª���0¬¥�³�=��z+���=�Ôð��i¬�£=�ºz+ðW��¡ª¬�¡�ðW�i¡ª� ��zø�W¢��k�����³���ª��~Æ÷øð��
�%  ðW  ����¬�ö`�u��� �¡ª¬¥� ν = ν(x, |B|) ¡��ÔðW���=���u¬�ð°�� �z�£ø�W��¡ª���Y¬¥£=¡ª�u¡ª�����=��~4÷øðW�u��¡ª �z=��¡ �ø¢���¬�¡ªð��'ö�u�L�W����=  �L�Ø�ø�=¡ ¬¥�v�p�=  ù+��� ðW¹.  ��¬����¡ �W�ª�Æ� £=¡�¢�£�£ø�;ïW�L�=�=¡ ¹ºð��� Hù+��£ø�;ïp¡�ðW��Ø

Ω =
⋃

i∈I

Ωi
� ¡ ¬¥£ Ωi

ð?z+���w�W�=��zø�W¡ª��� ¡ª���v�=¡ª�f�ð�¡ª��¬ ,
ν(x, |B|) = ν(i)(|B|) ¹ºð��

x ∈ Ωi,



Fwvbxzy H�J�{��[} y { G���� J³Ò � G {YÒ ���¡x Hß» G Ê x Ê ~�x Ê x��£¢ K)»,K ��	
¹ºð��k��ð� i� ¹º�=��¢�¬¥¡ªð��=� ν(i) : R

+
0 → R

+
0
� £=¡�¢�£¶������¢���¡ªù+�°¬¥£=�°ù+��£ø��ïp¡�ð��kðW¹4¬¥£��d  ��¬¥����¡��W�P� ¡ ¬¥£

¡����=��� i ∈ I öø����¢ £�¬�£ø��¬ �=ð�� ν ¡ª�D�=���=�=����¹ºð�� �W�� ið��Q¬D��ï������
x ∈ Ω ~�8�W¢�£ ν(i) ¢�ð�������;z+ðW�=�=�]¬�ð,� B � H � ¢��=�Qï�� f (i) � £=¡ª¢ £w¹º�=�¡�ø���ª� ¸ ����= �z�¬¥¡ªð�� ��~ y £=������¹ºðW���Wö'�W�ª�

¬¥£=� �Q¬���¬��� i���0¬¥� ðW¹Ë�uðW��ð��ª� �W���rú`~ ú £=ð��ª���W�=��¡ª�{zø�W�Q¬¥¡�¢��=� ����ö)ùN�
Lν := max

i∈I
sup
s∈R

+
0

(
f (i)
)′

(s) <∞,

mν := 1/Lν > 0,

� ú¢~ ú<	u�

�u� ð�ù�¬���¡��d��~���~�¬�£ø��¬�¬¥£=�   �?z�z=¡ª�=� s 7→ ν(x, s)s ¡����¬���ð��=�W���  ið��=ð�¬¥ð��=� � ¡ª¬¥£d ið��=ðW¬�ð��=¡�¢�¡ ¬��¢�ðW�=�¬¥�W��¬ mν
öø¡ª�=�=��z+���=�=����¬YðW¹

x ∈ Ω ~�uð��=¢����=��¡��=�=öp�W���ø¡��������ø�W�ª¡ª¬¥¡ ���8¡���uð���ðW�����W���dú¢~ úL£=ð��ª�i¹ºð��8¬¥£=ð���]���ªð�ùø�W�ø¢�ð��=�Q¬��W�0¬¥� ν0,mν , Lν
ö

�W�=��¹ºð��D����ðWùø�W�'¢�ð��=�¡��=���¥��¬�¡�ðW�=� ¡ ¬  ,���W������ð ��¡�·Ñ�������=¢��Ú� £=��¬�£=���Ã�u�Ë�W����= i�Lð��=�¡�Ôð��=�  ,���
¬¥����¡��W� ðW�����w�W��ù�¡ª¬¥���W���,ù���¬Ã�ø�=¡ ¬¥�v�p�=  ù+����~
¹�ºÎ¹�ºhg i «�� ¨ xVt[ÁÞÀ� t2À ¹ �
y £=�ð��=��£=ðW��¬8¬�£=¡��G�uð����¹�u� ¢�ð��=��¡ª�=���8�v ,�����=�Ï¬¥¡�¢Æ�ø���ª�cz=��ð�ù����� �¡�� ¬¥£=� x1

� x2
�jz=� �W���?~ y £=������

¹ºð���Wö ����¬ Ω ⊂ R
2 ù+�d�rù+ðW�=�=�=���¶�=ð�  �W¡��n� ¡ª¬�£¶�Ô���¢� ¢�¡�����¬¥�¡�t�  ðpðW¬�£nù+ð��=���ø�W��� Γ = ∂Ω¢�ðW�=��¡ª�¬¥¡ª�=� ð�¹Æ¬��uð�zø�W�¬�� ΓB

���=� ΓH
���=¢�£s¬¥£=��¬ ΓB ∪ ΓH = Γ �W�=� ΓB ∩ ΓH = ∅ öÑ�W���s���Ï¬

~n = ~n(x1, x2)
�=���=ð�¬¥�v¬¥£=� ð���¬���� ���=¡ª¬ ��ð���  �W�Ñï���¢Ï¬¥ð��D¬¥ð Γ ö=�=���ø�=���wð�� Γ ~¸g�D�=��  �W���°¬�£ø��¬Æ¬¥£��D¢�����������¬8�=���=��¡ ¬7�

J
¡ª��z+���;z+�����=¡�¢��=� �W�.¬�ðk¬¥£=�9 ,�����=��¬�¡�¢Æ�=���ª�

H
ö?� £=¡�¢�£

��£=ðW�=������¡ª�k¡��r¬¥£�� x1
� x2
��z=���W�=��ö=¡J~��?~

J =




0
0

J3(x1, x2)


 , H =




H1(x1, x2)
H2(x1, x2)

0


 .

� ú¢~ ú�üN�

�Yð�¬¥�v¬¥£=��¬ ¡��r¬¥£�¡��D¢��W��
J
¡�� ���jz=��¡ªð���¡Ñ�=¡ªï����������=¢���� ¹º�����~

÷ø��ð�  ¬¥£=� B � H � ����� ��¬�¡ªðW� � ú`~/-u�Æ�³�L¡ª   i���=¡���¬����¡� ����¬

B =




B1(x1, x2)
B2(x1, x2)

0


 .

� ú¢~ ú4���

«)¡ª�=¢��v¬�£=�v¬¥£=¡ª����¢�ðpð����=¡ª�ø��¬��kï��W��¡���£����Y�W���
B = ∇×A

ök�u�£�ø�=��¬¥£ø��¬
(∇×A)3 = ∂2A1 − ∂1A2 = 0,

� ú¢~ ú<)��
� £ø��¬��W¡ªï����D��¡���v¹ºðW�9¬¥£=�v¹ºð��ª��ð�� ¡ª�=�°�W�=����¬¥� ���z=���������¬�¡��=�d¬¥£=�vï���¢�¬¥ðW�"z+ðW¬¥����¬�¡ �W�ÂØ

A = A(x1, x2) =




0
0

A3(x1, x2)


 . j � ú¢~ ú4*��



Fwvbxzy H�J�{��[} y { G���� J³Ò � G {YÒ ���¡x Hß» G Ê x Ê ~�x Ê x��£¢ K)»,K ��ü
¸g�L¢�ð��=¢����=���

B = ∇×A =




∂2A3

−∂1A3

0


 .

�¾��¬¥£=�v¹ºð��ª�ªð�� ¡ª�=�Á�u� �=���L���������Ï¬�¬¥�����
u := A3

�W�=� f := J3, k � ú¢~ ú<-u�
�W�=��ïp¡ª����¬¥£=�� ���D¹º�=�=¢Ï¬¥¡�ðW�=� ¡ª� Ω ⊂ R

2 → R
� £ø��¬��¡� �z=��¡ �ø���

|∇ ×A| = |∇u|,

∇×
[
ν(|∇ ×A|)∇×A

]
=




0
0

−∇ · [ν(|∇u|)∇u]


 .

�¾��ï����¬�¡��0��¬�¡��=� ¬¥£=� ù+ð��=���ø�W���r¢�ð��=�=¡ ¬¥¡ªð��=�9�������=�D¬�ði�¡� �z=��¡ �ø¢���¬¥¡ªðW�=�u¬¥ðpð=Ø

ΓB : 0 = ~n×A =




0
−n1 u
n2 u


 ⇐⇒ u = 0.

ΓH : 0 =
[
ν(|∇u|)∇×A

]
× ~n = ν(|∇u|)




∂2u
−∂1u

0


× ~n =

=




0
0

ν(|∇u|)(∂2un2 + ∂1un1)


 .

¸ zkzø�W������¬����Wöp¬¥£��k���=�¥��¬�� � ú¢~ ú4*���¡ª�4¢�ð�����¡��Q¬¥����¬D���=���ø�ø������� �������=¢����u¬¥£=�ºz=�ð�ù=�ª��  ¢�ðW �z=�ª��¬����¡�
¬¥ð ú?�Á~+«p�= i  ¡ª�=�°�kz��³�L£ø��ï��WØ

−∇ · (ν(|∇u|)∇u) = f ¡�� Ω ⊂ R
2,

u = 0 ð�� ΓB,[
ν(|∇u|)∇u

]
· ~n = 0 ð�� ΓH ,

� ú¢~ ú<�u�

� £=¡ª¢ £�¡��D�°�=ð�����¡������W�u����¢�ð����wð���=����zø�W�Q¬¥¡��W�Ñ�=¡�·Ñ������0¬¥¡ ���'���p�=��¬¥¡ªð�� � ���k��� � ¡ ¬¥£��c�Y¡���¡ª¢ £�����¬
ù+ð��=�=�=�W���r¢�ð��=�=¡ ¬¥¡ªð��rð�� ΓB

�W���w���Y���=  �W�=��ù+ð����=�ø�W���r¢�ð��=��¡ª¬¥¡ªð��rð�� ΓH
~y £=�£�ø�����=�

B
�W�=�

H
ök� £=¡�¢�£X�u�L�W��vð���¡ª��¡ª�ø�W� �¡�i��ðpð���¡����%¹ºð���ö�¢��������W��¡ª���,ù+�v���Ï¬¥��¡ª��ï�����¹º��ðW 

u �=�¡��=�°¬¥£��L�������¬¥¡ªð��=�

B =




∂2u
−∂1u

0


 �W���

H = ν(|∇u|)




∂2u
−∂1u

0


 .

� ú¢~.	�ûu�

lÞè�ô.ã^ø�ã^ø!ô3õ£õ^åÞãNãÓô.ò@ó ú A Lsì@ëuü@ë/ë3õ�ã^ø@åPõNânm ê¼ñäë/ë.åÄíporq6VtsvuxwZy{z6s|U~}�� ú ô'öNå¨ö ∇ ·A = 0
ö

�Þè�ø@åÞã^ø!å¼ï
f
í!å,ò!âçã^å¼õ�ã^ø!å

B
m
H
mÏêÞì!ï ý å�âçï J3

ô3õ¡ñçë.ù�ñ � õ�êÞë/å¼ñçï�LsïÓâçðjêÞâ¨ò¨ã^å,é7ã¼ö



Fwvbxzy H�J�{��[} y { G���� J³Ò � G {YÒ ���¡x Hß» G Ê x Ê ~�x Ê x��£¢ K)»,K �!�

Ω̃× {ε}
ΓB × {ε}

Γ̃H × {ε}""

""

ε
ε

Ω -J

` `

÷?¡����=��Lú`~/	)Ø��¾�0¬¥���;z=���¬���¬¥¡�ðW��ðW¹ß¬¥£=� ����=��¢�¬¥¡ªð���¬�ð,ú?�Ëöø�����¹¿��� ,�W��rú¢~ ü�~
OÄ^`W�]�U!� ��� & � � ödèºð'è;ú?ëdõ¯è;ú Ç þ�í?ì�è�ç7ù�ô�ç�þ?çóé�õ�øDð'ù?æ�ê<è Ç é@ì A ãsä�õ;þ?ìnæ�èºé@ìdç�è�ðjøDð¯è�ç�è;úØé@ì{ç,ödèPî�ù�ê5à
ê<ù�ýÇé@ì`íÚý�þ<Ê<ÒI��è�õ¯ù�ìkô�éóú`è�ðÆç,ödè)î�þ Ç é@êÑÊ¹ù7î�ú`ù Ç þ?é@ìkô Ωε = Ω̃×(−ε, ε) ä�ýÇé@ç@ö Ω̃ ⊂ R

2 æ�ù�ë¢ìDú`è;úýÇé@ç,önô�ë"!¥õ�é�è�ìdçJêÑÊ�ô Ç ù�ù�ç,ö}æ�ù�ë¢ìDúuþ?ðäÊ Γ̃
ýÇé@ç@öZé@ç,ôcú?é<ôf��ù�é@ìdçføkþ?ð-ç,ô

Γ̃ � ä Γ̃ � ÿ�õ,î � Û�é¡í?ë`ð'è A � B ù�ìç,ödèÚê<è,î-çs� �
a î£ý èsô�çjþ?ç�è�ç@ödè�øDð¯ù?æ�ê<è Ç

B3 = 0,
ù�ì

Ω̃× {−ε, ε},
B · ~n = 0,

ù�ì
Γ̃ � × (−ε, ε),

H × ~n = 0,
ù�ì

Γ̃ � × (−ε, ε),

� ú¢~.	[���

ÿjì�ù�ç�è¯ä�ç@ökþ?ç
n3 = 0

ù�ì
∂Ω̃× (−ε, ε) ��þ?ìDúcô�è�ìDú ε −→ 0

ä�ý èºí`è�ç�ç,ödè£ô�è�çóçóé@ì`í � ú¢~ ú<�u� �ß
ì�ç@ödè�ù�ç,ödè�ðÆökþ?ìDú�ä�ç@ödè�õ-ù�ìDú?é@çóé�ù�ì
B3 = 0

é<ô Ç è;þ?ìdé@ì`í�î-ë¢ê`é î
ý è ökþ<Í?èÃþÁú`ù Ç þ?é@ìXù7î
ç,ödè)î�ù�ð Ç
Ω× (−`, `) ýÇé@ç@ö `À ú?éóþ Ç Ω

ýÇé@ç@ö�þ¦ôçÊ Ç�Ç è�çóð-é�õ�æ�è¯ökþ<Í�é�ù�ð�ù7î�ç,ödè�ô�ù�ê5ë`çJé�ù�ì ÿ�õ,î � Û�é¡í?ë`ð¯è A � Bù�ìZç,ödè�ð-é¡í�ö`çÑ� �
¸g�Ô�=ð��  iðGï��i¬¥ðs¬�£=�,ï��W��¡���¬¥¡ªð��ø����¹ºðW��  �=� ��¬¥¡ ð��gð�¹ � ú¢~ ú<�u� öÆ�¡��=¢��,¬�£=¡��Ë¡��L¬¥£��r�?zkz=��ð�z���¡ ��¬¥�
�9���s¹ºð��v���ø�W���p��¡��=�Ô�=��¡<���=�°��ðW�ªï���ù=¡��ª¡ ¬���~��wð�����ðGï���� ¡ ¬v��¡�����¢�¬����w�����W�=�]¬¥ðÔ¬¥£��Ø�ø�=¡ ¬¥� ���ª�� i���0¬
�=¡ª��¢����¬�¡�����¬¥¡�ðW�)~
¹�ºÎ¹�ºf� ÔÖÕ « ÙÙw�v[Á7wÇt2ÁÞÀ��wP¾IÝbÀÇvd© ¨ ¾7w�t[ÁÞÀ�
�¾��¬¥£=�vï�����¡ ��¬¥¡�ðW�ø�W�Ñ���¬�¬�¡��=�dðW¹ � ú¢~ ú<�u� ök�u�L�ªðpð��i¹ºð�� �°��ð��ª��¬¥¡ªð��r¡��r¬�£=�Ë«)ð�ù+ð��ª��ïÔ�;z=�W¢��{�

V0 := {v ∈ W 1
2 (Ω) : v = 0 ð�� ΓB},

� ú¢~.	0ú��
� ¡ª¬�£�¡ ¬¥�D¡ª�=�=����z=�ðp�=�=¢�¬

(u, v)V0 :=

∫

Ω

∇u · ∇v � x, � ú`~/	4	��

�2� âçï£ñ�êÞâ¨ð�î!ï^å¼ø!å,ò
õNô ý å�ô/ò¨ã^ïÓâ�í�ì@êÞã^ô/âçòzâ¨ò7��ân�<âçë/å ý õ^î@ñçê,å¼õ¡õNå¼åwåçöNó
ö����n� ú �@�



Fwvbxzy H�J�{��[} y { G���� J³Ò � G {YÒ ���¡x Hß» G Ê x Ê ~�x Ê x��£¢ K)»,K ��)
�W�=��¬�£=� ¢�ð�������;z+ð��=��¡��=�i�=ðW�� 

‖u‖V0 := (u, u)
1/2
V0

=

(∫

Ω

|∇u|2 � x
)1/2

.
� ú¢~.	WüN�

y £=�ð��=��£=ðW��¬ ¬¥£=¡ª�
�uð���� ö��u�L�W����=  �L�c�]¡��¡�¢�£=���Ï¬Dù+ð��=���ø�W��� ΓB
� ¡ ¬¥£

  ���W�
1(ΓB) > 0,

� ú`~/	��?�
���=¢�£h¬¥£ø��¬d¬¥£=�w÷ø��¡ª���=�¡�¢�£ ¡��=�����ø�W�ª¡ª¬��F���=��=�����,¬�£=�w�����=¡ªï��W�����=¢��wð�¹ ‖ · ‖V0

¬�ð¶¬�£=�wð��¡���¡ª�ø���
W 1

2
�¾�=ðW��  � ¢�¹7~£ps�4�¨q��n�ø����Ë�W�ª��ð�¿ ��  �W��rú¢~/�¢~

�w�=� ¬¥¡�z=���p¡ª�=�Ë¬¥£=�v����¹ ¬9£ø�W�=����¡ª�=�vðW¹ß¬�£=�����k�`¡ª� � ú¢~ ú<�u��� ¡ ¬¥£����w����ù=¡ ¬¥�¥�����i¹º�=�=¢Ï¬¥¡�ðW� v ∈ V0�W�=��¡ª��¬���������¬¥¡ª�=�°ð;ï����D¬¥£�� �=ð�  �W¡��Ä�p¡ª���ª�=�

−
∫

Ω

∇ ·
[
ν(|∇u|)∇u

]
v � x =

∫

Ω

ν(|∇u|)∇u · ∇v � x−
∫

∂Ω

ν(|∇u|)(∇u · ~n)v ��� x.

«)¡ª�=¢�� v ï��W�=¡��£=���DðW� ΓB

� �]¡ª��¡�¢�£=�ª��¬uù+ð����=�ø�W�����u�W�=� ν(|∇u|)∇u · ~n ï��W��¡���£����Dð�� ΓH

� �����¢�
  �W�=��ù+ð��=�=�=�W���k�Ïö=¬�£=� ù+ð��=�=�ø�����r¡��0¬¥�����¥�W�Ñï����=¡��£=��� ¬�ðpð�~y £=¡ª� �����W�=�D¬�ðd¬�£=� �=ð��=�ª¡������W�uï��W��¡���¬¥¡ªð��ø���Ñ¹ºðW��  �=� ��¬¥¡ ð��'Ø

÷.¡ª�=� u ∈ V0 : a(u;u, v) = 〈F, v〉, ∀v ∈ V0,
� ú¢~.	4)u�

� ¡ª¬�£

a(w;u, v) :=

∫

Ω

ν(|∇w|)∇u · ∇v � x, � ú¢~.	�*��

〈F, v〉 :=

∫

Ω

f v � x. � ú`~/	4-��

y £=�Ëï�����¡ ��¬¥¡�ðW�ø�W� �����ø��¬�¡�ð�� � ú¢~.	4)u�D¢��W�sù+�%���� ��¡ ¬�¬����t�W�]�W�sð�z+������¬¥ð��������ø��¬�¡�ðW�s¡���¬¥£=�Ë�=�ø�W�
�;zø��¢��

A(u) = F ¡�� V ∗
0 ,

� ú¢~.	4�u�
� ¡ª¬�£�¬�£=� �=ð��=�ª¡������W�9ð�z+���¥��¬�ð�� A : V0 → V ∗

0
�=���ø�=���wùN�Ô¬�£=� ����� ��¬�¡�ð��

〈A(u), v〉 = a(u;u, v).
� ú¢~ ü0û��

�¾�gð����=��� ¬¥ð����=��=���i¬¥£ø��¬L¬�£=�i¡���¬��������W���vðp¢�¢��=���¡ª�=�w¡ª� � ú¢~.	�*��k�W�=� � ú¢~.	4-��v�W���¦�u���ª�¡�¾�����ø����� ö
�u� �=�����
• ν ∈ L∞(R+

0 ) | ¬¥£=¡ª�D¡��9¬¥��=� �=�=�v¬¥ð |ν(s)| ≤ ν0

� ������uðW��ð��ª� �W���rú`~ ú ð���z�~¡�;ûu��|Ô�W�=�
• f ∈ L2(Ω) ö=ð�� ��¬ �����W�¬ F ∈ V ∗

0
~�¿���¢��W�ª�'¬¥£ø��¬ f = J3

~



Fwvbxzy H�J�{��[} y { G���� J³Ò � G {YÒ ���¡x Hß» G Ê x Ê ~�x Ê x��£¢ K)»,K �!*
OÄ^`W�]�U!� ���'L�� ÿ^Æë`ð¯è���è�ë Ç þ?ìdì Æð'ù?æ�ê<è Ç ôÌ�
a ìhç,ödè}õ;þ�ô�è

ΓB = ∅ ä¦é � è � ΓH = ∂Ω
ä¦ý è�ý ù�ë`ê¡ú¶ökþ<Í?ènþnøDë`ð'è���è�ë Ç þ?ìdì�øDð¯ù?æ�ê<è Ç äÁç@ödèõ¯ù�ìkô�éóú`è�ð�þ?çJé�ù�ì¾ù7î�ýGö`é�õ¯ö�é<ôcô�ê5é¡í�ö`çóêÑÊ}ú?é Esè�ð'è�ìdç@äºô�é@ì�õ¯è

u
é<ô�ì�ù�ç�ë`ìdéNÅ�ëVè�êÑÊ}ú`è�ç�è�ð Ç é@ì�è;ú � ß
ì�èí`ù�ù�úcô�çóð;þ?ç�è�í<Ê�é<ôØõ¯ödù�ù�ô�é@ì`í�ç,ödèÁú?é Esè�ð'è�ìdçPÍ�þ?ð�éóþ?çóé�ù�ìDþ?ê�î�ù�ð Ç ë`ê¡þ?çJé�ù�ì

a � (u;u, v) = 〈F, v〉, ∀v ∈ V, � ú`~ üX���
ýÇé@ç,ö

a � (w;u, v) :=

∫

Ω

ν(|∇w|)∇u · ∇v ú x +

∫

Ω

u
ú
x

∫

Ω

v
ú
x.

�cè£ô�è�ç
V = W 1

2 (Ω)
ä�èÄÅ�ë`é1øuødè;ú�ýÇé@ç@ö�ç@ödè�é@ìdì�è�ð øDð'ù�ú?ëdõ�ç

(u, v)V :=

∫

Ω

∇u · ∇v ú x +

∫

Ω

u
ú
x

∫

Ω

v
ú
x,

ç,ödè�é@ìDú?ëdõ¯è;úØì�ù�ð Ç ù7îºýGö`é�õ¯ö�é<ô£þ�íuþ?é@ìZèÄÅ�ë¢éÏÍ�þ?ê<è�ì�çGç7ùÁç,ödè
W 1

2

à�ì�ù�ð Ç ÿ7ú?ëVè�ç�ù�c)ù?æ�ù�ê<èçÍûÃ ô"ì�ù�ð Çç,ödè¯ù�ð'è Ç � ��a ç�õ;þ?ìnæ�è"ô¯ödù�ýÇì{ç@ökþ?ç�é î ∫
Ω
f
ú
x = 0

ÿjç@ödè"ô�ù�à;õ;þ?ê@ê<è;ú�õ¯ù Ç ø�þ?çóéóæ�é@ê5é@çNÊ�õ¯ù�ìDú?é@çóé�ù�ì<��ä�þô�ù�ê5ë`çJé�ù�ì
u
ù7î � ú¢~ üX��� î-ë¢ê È�ê�ê1ô
ç,ödè
ì�ù�ð Ç þ?ê5é¡û�þ?çóé�ù�ì ∫

Ω
u
ú
x = 0

þ?ìDú£ç,ö`ëuôÆô�þ?çJé<ô9È
è¯ô ç@ödèºù�ð�é¡í?é@ìVþ�ê
î�ù�ð Ç ë¢ê¡þ?çóé�ù�ì � ú`~/	4)�� ��cè Ç è�ìdçóé�ù�ìkäTç,ökþ?çTç,ödè�è¼Â�é<ô�ç�è�ì�õ¯èºù7î�þ�ë`ìdéNÅ�ëVèÆô�ù�ê5ë¢çóé�ù�ì�ù7î � ú¢~ üX��� õ;þ�ìÄæ�èÆô¯ödù�ýÇìÄþ?ìDþ?ê<ù;í`ù�ëuô�êÑÊç7ù�c)è¯õ�çóé�ù�ì A � B ä ô�é@ì�õ¯è¦é@çÃé<ô�æ¯þ�ô�è;úZù�ì Ç ù�ì�ù�ç�ù�ìdé�õ�é@ç^Ê¼ÿjð'è�ê¡þ?ç�è;ú�ç�ùZè�ê@ê5é1øDçóé�õ�é@ç^ÊC��þ?ìDúXÞfé1ødô�õ¯ö`é@ç<ûõ¯ù�ìdçJé@ìdë`é@çNÊ�ä
þ?ìDú�ç,ödè�ê5é@ì�è;þ?ðÚç7è�ð Ç ∫

Ω
u
ú
x
∫
Ω
v
ú
x
þ�øuødè;þ?ð'ôÚé@ì¶æ�ù�ç@ö�ç,ödèÁæ�é î�ù�ð Ç a � þ?ìDú�ç@ödèé@ìdì�è�ð øDð¯ù�ú?ëdõ�ç

(·, ·)V
ä

«)�= i  �W��¡ª��¡ª���v¬¥£=¡ª�4���¢�¬�¡�ð��'öN�u�Y£ø��ï��Y�=ð��o�  ,��¬�£=��  ��¬�¡�¢��W� ú��� iðp�=���øðW¹'¬�£=�Y����W�Vz=�ð�ù=�ª�� �ö
�ø�ø�������s��¡ ï����¶¡ª�g�rï��W��¡���¬¥¡ªð��ø���?¹ºð��  �=� ��¬¥¡ ð��\�W�=�g��¢���ð�������t¢�ð��=�=��¢�¬���� ð�z+������¬¥ðW� �����ø��¬¥¡�ðW�)~
�Y�-�p¬�öE�u�¹�uð������s��¡ª�W� ¬¥ð,���=��=���%¬�£ø��¬Y¬¥£��%  ðp�����ß¡ª�Y¢�ð������¢�¬¥�¡��z+ð������ ö'¡�~���~ ¬¥£��%���)¡��Q¬¥����¢�� ðW¹
�d���=¡<���=� ��ðW����¬�¡�ð�� u∗ ¡ª� V0

~

¤¦¥2� ��� ®¨¬��£¸x�+¯�¸ °*�m¶ ����®{� ��¸��m¸�¬£¬¢¡¤£¥��ª�¸ ¦ ¡�±§���£®§¡��
¹�º¨g�º,» ÔÖÕ�©«ª À�¬b¾ÞÁ2¬ ©�(®°¯±9² % × ÁÞ¾@³ ®\�´ ÔÖÕ�© À ®\©<´
µ�¶¸·�¹"º¼»S½¿¾^¹ �\À ¹ �W�¼Á�Â=� »SÃ Â ¹ � ¹§½^½<ÄÅ¹ Â ½^¹ � ¾ÇÆ¼¹{¶¸·¿¹{ÈÊÉ\·^¶vË¸¹ Á¤Ì�Í�Î � · �W� ¾^¶ � ¹ �ª� ¶�Ï À§Ð@Ñ4pKÒÔÓ¼Õ Ë¸¶ �¨Ñ{Ö¿Ö2×ÔØ�ÕÉ\É ÑÚÙÚÛ¸Ò
qÝÜnÕ Ä�Æ\» À Æ�»S½ �W� ½¿¶;Þ � ¶vÄ � � ½<¾ÇÆ¼¹ � ¶ �=� » � ¹ � ·<ß � ºáà2âã» �åä · � Èæ¾^Æ\¹{¶¸·¿¹{ÈçÏ ÀnÐ@ÑÆp/Ò�èéÕ É\É Ñáê�èÚë<qÝÜnÑ
� l<ìáíïî�ìéð ñ �Sò���óõô�öÔ÷¿öÔø�ù@ú|ø�ûnüýüåúvþ =�ÿ F����
� ûnù

(V, (·, ·)V , ‖ · ‖V ) � û�ö��	�ýü � ûn÷"ù�
�¼ö��6û6þ F ∈ V ∗ öÔø�� A : V → V ∗ ö ø�ú|ø�ü��ýø�ûÇöÔ÷7ú���ûn÷^öÔùQú|÷Çþ��� ü È üýü��ýø��4ù���û � ú|üÝüåú����ýø����6ú|ø����ýù��õú|ø 
 Ò
= � A �!
"
nùh÷Çú|ø��Ôü Ê Ç ú|ø�ú|ùQú|ø�û$#

∃ cA1 =
�6ú|ø 
nù

> 0 : 〈A(u)− A(v), u− v〉 ≥ cA1 ‖u− v‖2V , ∀u, v ∈ V, Ï&% ÑKë % Ü
',á�âäãÓå�ãÓø!åPí�ôKJ<å¼ï^å¼ò@êÞå9Lsï^â¨ð�NQPåRQT)(@PåVtW�ð�â¨ò!âäãÓâçò!å ú ô'ö^åçö 〈A(u)−A(v), u, v)〉 > 0, ∀u, v ∈ V, u 6= v ú ù¡ø!ô3êÎøù;â¨ì!ë3í��<åËñ�ù;åÄñ"�çå¼ï¡ñçõÓõNì!ð�î�ãÓô.â¨òEö
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R�S
A

�!
 � �T�U
V�����ýù!WX�6ú|ø�ù&�ýø � ú � 

∃ cA2 =

�6ú|ø 
nù
> 0 : ‖A(u)− A(v)‖V ∗ ≤ cA2 ‖u− v‖V , ∀u, v ∈ V. Ï&% ÑKë¸Ò�Ü

Y ��ûnø ùZ��û ú���ûn÷¿öÔù@ú|÷�û\[ � öÔù��õú|ø
A(u) = F

Ï&% ÑKëÔëáÜ
�¼ö�
*ö � øU��[ � ûnü�]^�éûnùQûn÷I_`�ýø�û\�`
vú|ü � ù&�õú|ø

u∗ ∈ V S
a � ¾ÇÆ\¶ Â\ä Æ±¾^Æ\»å½9»S½ � ½¿¾ �W�\Áø� · Á ¾ÇÆ\¹§¶¸·¿¹{È Õ ÄÅ¹ ä »SËÔ¹M¾^Æ\¹xÉ\·^¶é¶ Ð Ì ¹ À��ÔÂ ½^¹;»8¾ À ¶ � ¾ � » � ½ �W� »8¾Ç¹{· � ¾Ç»S¶ �½ À Æ\¹§È4¹ À ¶ � ½¿¾^· Â\À ¾Ç» �\ä u∗ Ñcb ¶Ô¾^¹±¾^Æ � ¾ Ð ¶¸·�¶ Â ·7É¼·^¶ Ì=� ¹{È Ïd% Ñ�Òfe¸Ü"Õ V = V0

Õ A(u) = a(u;u, ·)�W�\Á F � ·^¹ Á ¹hg � ¹ Át�ÔÀ§À ¶Ô· Á » �\ä ¾Ç¶ãÏd% ÑKÒ�è¸Ü"Õ Ïd% Ñ�Ò¸Ó¸Ü"Õ Ï&% Ñ/ë�Û�Ü"Ñ
i ÷6úvú � S ß<»SÞÔ¹�» � ¾ÇÆ\¹ � » � ¹ � · À�� ½^¹ Õ ¾ÇÆ\¹�É¼·^¶é¶ Ð »å½ Ìø� ½^¹ Á ¶ �ãØ9�W�ø�ÚÀ ÆkjK½;g�º¼¹ Á Éï¶¸» � ¾x¾ÇÆ¼¹{¶¸·¿¹{È ÑµZ»S·^½¿¾ Õ Ä�¹¤É Â ¾�Ï&% Ñ/ë¸ëáÜ » � ¾^¶ ¾ÇÆ¼¹"g¼º�¹ Á Éï¶¸» � ¾ Ð ¶¸·¿È

u = u− τJ [A(u)− F ] =: Kτ (u),
Ïd% ÑKëáÙÔÜ

Ä�Æ\¹§·^¹ Ì�Í J Á ¹ � ¶Ô¾^¹{½.l�»å¹{½nm�j/½;»S½^¶¸È ¶¸·¿É\Æ\»S½^È
J : V ∗ → V,

(JF, v)V := 〈F, v〉, ∀F ∈ V ∗, ∀v ∈ V,
‖J ‖V ∗→V = 1.

b ¶vÄÊÄ�¹¤½^¹ � · À Æ Ð ¶¸·x½¿¶¸È ¹ τ > 0
½ Â¼À Æ-¾ÇÆ � ¾ Kτ

»S½ �pÀ ¶ � ¾^· �ÔÀ ¾Ç»å¶ �po
‖Kτ (u)−Kτ (v)‖2V =

= ‖u− v‖2V − 2τ (JA(u)− JA(v), u− v)V + τ 2‖JA(u)− JA(v)‖2V ≤
≤ ‖u− v‖2V − 2τ〈A(u)− A(v), u− v〉+ τ 2‖A(u)− A(v)‖2V ∗ .q�½¿» �\ä Ï&% Ñ/ë % Ü9���\Á Ïd% Ñ/ë�Ò�Ü6Õ ÄÅ¹�»åÈ È ¹ Á » � ¾Ç¹ �8Íbä ¹§¾�¾^Æ\¹¤ß�»åÉ\½ À Æ\»8¾rm À ¶ � ½¿¾ �W� ¾;¶ Ð Kτ

Õ
‖Kτ (u)−Kτ (v)‖2V ≤ (1− 2τcA1 + τ 2cA2 )︸ ︷︷ ︸

=:(Lτ )2

‖u− v‖2V .
Ïd% Ñ/ë�s�Ü

a � ¹ � ¹{È ¹ � ¾ � · Í�Á »S½ À{Â ½^½^»S¶ � ½^Æ\¶vÄ�½�¾ÇÆ � ¾

Lτ < 1 ⇐⇒ τ ∈
(
0, 2

cA1
(cA2 )2

)
.

Ïd% Ñ/ëáè¸Ü

txÆ\¹¤¶ÔÉ¼¾Ç»SÈ �W� Ë ���åÂ ¹�»å½ τ uvnw =
cA
1

(cA
2 )2

Ä�»8¾ÇÆ
L uv\w =

√
1−

(
cA
1

cA
2

)2 Ñ
a ½ � ·^¹§½ Â=� ¾ ¶ Ð*Ø9���ø�ÔÀ Æpj/½xg¼º�¹ Á Éï¶¸» � ¾4¾ÇÆ\¹§¶¸·^¹§È ÄÅ¹ ä ¹§¾�¹nº�»S½¿¾Ç¹ �\À ¹ �W�¼Á�Â=� »SÃ Â ¹ � ¹§½^½�¶ ÐL�½^¶ �åÂ ¾^»å¶ � u∗ ∈ V ¶ Ð ¾ÇÆ\¹�¶¸Éï¹§· � ¾^¶¸·x¹{Ã Âø� ¾^»å¶ � Ïd% ÑKÒfe¸Ü"Ña Á\Á »S¾^»å¶ �=�W�ª�8Í`y » Ð τ »å½x» � ¾ÇÆ\¹�·¿» ä Æ�¾�» � ¾^¹{·2Ë �W��y ¾^Æ\¹"g¼º�¹ Á Éï¶¸» � ¾�»8¾Ç¹§· � ¾^»å¶ �

uk+1 = Kτ (u
k) := uk − τJ [A(uk)− F ], k ∈ N0,

Ïd% Ñ/ë�Ó�Ü
À ¶ � Ë¸¹{· ä ¹§½ Ð ¶¸·x¹ �ÔÀ Æ u0 ∈ V ¾Ç¶ ¾ÇÆ\¹�½^¶ �åÂ ¾^»å¶ � u∗ Õ=� » � ¹ � · �8Í Ä�»8¾ÇÆ ¾ÇÆ\¹�· � ¾Ç¹ Lτ

o
‖uk − u∗‖V ≤ (Lτ )

k‖u0 − u∗‖V .
Ïd% Ñ/ë�e�Ü
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z�ìéð|{\î~} ñp�����^Y ��û��ýù@ûn÷¿öÔù&�õú|ø�
V����ûI_bû"���Z�Ôûnø��ýødùZ��û±ü8ö�
nù��ï÷6úvú � �Åú|÷r�V
N��ûn÷ � û��nù¨ü�]x�ýø ù���û6ú|÷�]�þ
����ûn÷ÇûÇö�
��ýø��ï÷^ö��nù��d�^öÔü � 
vûpùZ�rûx�6ú|ø 
nùõöÔø�ù

cA1
_X�)���éù � û�
vúx
I_ öÔüÝü öÔø��

cA2

vúx� � �éûpùZ�¼öÔù�ûI�Ôûnø

L �Z��� �!
��Ôûn÷I]��nüåúV
vû�ù@ú|� S�� �����ýù��õú|øïöÔüýü�]vþ��ýø|�ï÷¿ö��nù��d�"û�ùZ��û��C�õû�
\W ú���ûn÷¿öÔù@ú|÷ J ÷6û\[ � �ý÷Çû�
-ùZ��û
vú|ü � ù&�õú|ødú � ùZ��û i ú��!
�
vú|ødû\[ � öÔù&�õú|ø¼þ��6ú|øk�n÷Çûnù@ûnü�]
� �ýø��

wk ∈ V0 : (wk, v)V0 = −τk〈A(uk)− F, v〉, ∀v ∈ V ∗
0 ,

⇐⇒ −∆wk = τk
[
f +∇ ·

(
ν(|∇uk|)∇uk

) ]
,

ù@ú\�éûnùZ��ûn÷����ýùZ�-ùZ��û`�6ú|÷"÷6û�
��ú|ø����ýø�� � ú � ø���öÔ÷�]��6ú|ø����ýù��õú|ø 
 S
� »S¾^Æ ¾^Æ\»å½ �ÔÌ ½¿¾^· �ÔÀ ¾ ¾^Æ\¹{¶¸· Í » � Æ �W�\Á ½ Õ ÄÅ¹ � ¶�Ä » � Ë¸¹§½¿¾^» ä0� ¾^¹�Ä�Æ\¹§¾^Æ\¹{·4»8¾p»å½ � É\É � » À��ÔÌ=� ¹b¾Ç¶¶ Â · É\·^¶ Ì=� ¹§È Õ » Ñ ¹ Ñ9Â=�\Á ¹§·pÄ�Æ\» À Æ À ¶ �\Á »8¾Ç»å¶ � ½±¾^Æ\¹�¶¸Éï¹{· � ¾Ç¶¸· A(u) = a(u;u, ·) »å½ ½¿¾^·^¶ �¼ä��SÍÈ ¶ � ¶Ô¾^¶ � ¹ �W�¼Á ß�»åÉ\½ À Æ\»8¾rm À ¶ � ¾^» �éÂ ¶ Â ½ Ñ
���&�;�d� ��� ¬	�	� �Q� � ¬	¡ � ¬¢�Q£ ©¥¤°©F¦¨§.© �Q�ªC���«

ν
¬ ì�ð ð|{ ñp�!¢®°¯)±³² ´µ~��¶ �

ν(·)· : R
+
0 → R

+
0

�!
�
nù¨÷Çú|ø��Ôü�]�_bú|ø�ú|ùQú|ø�û·���ýù��E_bú|ø�ú|ù@ú|øU�d�I�ýù�]
�6ú|ø 
nù~öÔø�ù

m > 0
þ3� S û S

(
ν(s)s− ν(t)t

)
(s− t) ≥ m(s− t)2, ∀s, t ≥ 0,

ù���ûnøpùZ��ûÅø�ú|ø�ü��ýø�û^öÔ÷Mú���ûn÷¿öÔù@ú|÷
A

�éû�¸ ø�û\� � ] Ïd% ÑKë�Û¸Ü �!
8
nùh÷6ú|ø��Ôü�]	_bú|ø�ú|ùQú|ø�û3���ýù��c_bú|ø�ú|ùQú|øU�d�I�ýù&]�6ú|ø 
nù~öÔø�ù
m
þ8� S û S

〈
A(u)− A(v), u− v

〉
≥ m‖u− v‖2V0

, ∀u, v ∈ V0.i ÷6úvú � S µZ»å·¿½¿¾ Õ Ä�¹*½^Æ¼¶�Ä«¾ÇÆ � ¾;¾^Æ\¹¤È � É¼É\» �\ä ν(| · |)· : R
2 → R

2 »S½;½2¾Ç·¿¶ �\ä��8Í È4¶ � ¶Ô¾Ç¶ � ¹ Ñ ß�¹§¾
Ì ¹ p, q ∈ R

2 Õ ¾ÇÆ¼¹ �
[ν(|p|)p− ν(|q|)q] · (p− q) =

= m|p− q|2 +
[
(ν(|p|)−m)p− (ν(|q|)−m)q

]
· (p− q) =

= m|p− q|2 + (ν(|p|)−m︸ ︷︷ ︸
≥0

)(|p|2 − p · q︸ ︷︷ ︸
≥|p|(|p|−|q|)

)− (ν(|q|)−m︸ ︷︷ ︸
≥0

)(p · q − |q|2︸ ︷︷ ︸
≤|q|(|p|−|q|)

) ≥

≥ m|p− q|2 +
(
ν(|p|)|p| − ν(|q|)|q|

)
(|p| − |q|)︸ ︷︷ ︸

≥m(|p|−|q|)2

−m(|p| − |q|)2 ≥

≥ m|p− q|2.�d¹ À ¶ Â=�SÁ��W� ½¿¶ ½ � Í ¾ÇÆ � ¾ p 7→ ν(|p|)p − mp
»å½�È ¶ � ¶Ô¾^¶ � ¹ �W�\Á ν(|p|)p Õ(Ì ¹§» �\ä ¾^Æ\¹�½ Â È¶ Ðu� È4¶ � ¶Ô¾Ç¶ � ¹±È � É\É\» �\är�W�\Á ¾ÇÆ\¹ ½¿¾^·^¶ �¼ä��SÍ È ¶ � ¶Ú¾Ç¶ � ¹±È � É\É¼» �\ä p 7→ mp Õ »å½7¹§ËÔ¹ � ¾ Âø�W�ª�SÍ½¿¾^·^¶ �\äW�SÍ È ¶ � ¶Ú¾Ç¶ � ¹ Ñ¹ ¹n¾^¾Ç» �\ä p := ∇u, q := ∇v ���\Á » � ¾Ç¹ ä · � ¾^» �\ä ÄÅ¹ ä ¹§¾

〈A(u)− A(v), u− v〉 =

∫

Ω

(
ν(|∇u|)∇u− ν(|∇v|)∇v

)
· (∇u−∇v) Á x ≥

≥
∫

Ω

m|∇u−∇v|2 Á x = m‖u− v‖2V0
.
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¬ ì�ð ð|{bñp�º²»®°¯)±³² ´µ~��¶ �

ν(·)· : R
+
0 → R

+
0

�!
 � �T�U
V�����ýù!W	�6ú|ø�ù&�ýø � ú � 
=���ýù�� � �T�U
V�����ýù�W.�6ú|ø 
nù~öÔø�ù
L > 0

þ
∣∣ν(s)s− ν(t)t

∣∣ ≤ L|s− t|, ∀s, t ≥ 0,
ù���ûnø ùZ��û�ø�ú|ø�ü��ýø�û^öÔ÷¤ú���ûn÷^öÔùQú|÷

A
�éû�¸ ø�û\� � ] Ï&% Ñ/ë�Û�Ü �!
 � �T�U
V�����ýù!W`�6ú|ø�ù&�ýø � ú � 
����ýùZ� � �T�U
V�����ýù!W

�6ú|ø 
nù~öÔø�ù
3L
þ3� S û S

‖A(u)− A(v)‖V ∗

0
≤ 3L‖u− v‖V0 , ∀u, v ∈ V0.

i ÷6úvú � S µZ»å·¿½¿¾ Õ ¶ � ¹ ·¿¹ ��� »!m§¹{½p¾ÇÆ � ¾4¾^Æ\¹ ß�»åÉ¼½ À Æ\»S¾\m À ¶ � ½¿¾ ��� ¾ L »å½ �W�°Â É\Éï¹{· Ì ¶ Â=�¼Á°Ð ¶¸· ¾ÇÆ¼¹� ¶ ��� ¹ ä0� ¾Ç»SË¸¹ ÐfÂ=�\À ¾Ç»å¶ � ν(·) o
ν(s)s = |ν(s)s− ν(0)0| ≤ L|s− 0| = Ls,

=⇒ ν(s) ≤ L.
ß�¹§¾ � ¶vÄ Ì ¹ p, q ∈ R

2 o
∣∣ν(|p|)p− ν(|q|)q

∣∣ =
∣∣∣ν(|p|)(p− q) +

(
ν(|p|)− ν(|q|)

)
q
∣∣∣ ≤

≤ ν(|p|)|p− q|+
∣∣(ν(|p|)− ν(|q|)

)
|q|
∣∣ ≤

≤ L|p− q|+
∣∣∣ν(|p|)(|q| − |p|) + ν(|p|)|p| − ν(|q|)|q|

∣∣∣ ≤

≤ L|p− q|+ ν(|p|)︸ ︷︷ ︸
≤L

∣∣|q| − |p|
∣∣

︸ ︷︷ ︸
≤|p−q|

+
∣∣ν(|p|)|p| − ν(|q|)|q|

∣∣
︸ ︷︷ ︸

≤L||p|−|q||

≤

≤ 3L|p− q|.
¹ ¹n¾^¾Ç» �\ä p = ∇u �W�\Á q = ∇v ÄÅ¹�¶ Ì ¾ � » � ¾ÇÆ\¹ Á ¹§½^»S·^¹ Á ½¿¾ � ¾Ç¹§È4¹ � ¾ o

‖A(u)− A(v)‖V ∗

0
= sup

‖w‖V0
=1

|〈A(u)− A(v), w〉| ≤

≤ sup
‖w‖V0

=1

∫

Ω

∣∣[ν(|∇u|)∇u− ν(|∇v|)∇v
]
· ∇w

∣∣ Á x ≤

≤ sup
‖w‖V0

=1

∫

Ω

∣∣ν(|∇u|)∇u− ν(|∇v|)∇v
∣∣ |∇w| Á x ≤

≤ sup
‖w‖V0

=1

∫

Ω

3L|∇u−∇v||∇w| Á x ≤

≤ sup
‖w‖V0

=1

3L‖u− v‖V0‖w‖V0 =

= 3L‖u− v‖V0 .

ß Â\À Þé» �SÍÔÕ ν(·)· »S½ �ø� ¾ Â · �W���8Í ½¿¾Ç·¿¶ �\ä��8Í È ¶ � ¶Ú¾Ç¶ � ¹;Ä�»8¾ÇÆ�È4¶ � ¶Ô¾^¶ � » À »8¾ Í À ¶ � ½2¾ �W� ¾ mν
���\Á ß�»SÉ�à½ À Æ\»8¾rm À ¶ � ¾Ç» �éÂ ¶ Â ½xÄ�»8¾ÇÆ-ß<»SÉ\½ À Æ\»8¾rm À ¶ � ½¿¾ ��� ¾ ν0

Ï ÀnÐ@Ñ�¼ ¶¸·¿¶ ����� · Í % Ñ % Õ É Ñ�ê Û�ÜnÑtxÆ\¹ Ð ¶ ��� ¶�Ä�» �¼ä À ¶¸·^¶ �ª� � · Í ½ Â È È � ·^»ºm{¹§½M¾ÇÆ\¹�·¿¹{½ Â�� ¾xÄÅ¹¤Æ � Ë¸¹¤¶ Ì ¾ � » � ¹ Á-Ì�Ír� ¶�Ä Ñ
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½ íïî�í�¾�¾�{¼î~¿ ñp��À�ÁF�`Â �ýù��pù���û�÷Çûnü � �nù��Z�V�ýù�]

ν
��� ü ¸ üýü��ýø�� � 
�
 � _	�ïù��õú|ø��|þ�ù���û�ø�ú|ø�ü��ýø�û^öÔ÷�ú���ûn÷^öÔùQú|÷

A
�!
	
nù¨÷Çú|ø��Ôü�]X_bú|ø�ú|ùQú|ø�ûL���ýù���_bú|ø�ú|ùQú|øU�d�I�ýù&]^�6ú|ø 
nùõöÔø�ù

mν
öÔø�� � �T�U
V�����ýù!W`�6ú|ø�ù��ýø � ú � 
"���ýù��

� �T�U
V�����ýù�WX�6ú|ø 
nùõöÔø�ù
3 ν0

S öÔø��4ù���û�ø�ú|ø�ü��ýø�û^öÔ÷"�|öÔ÷��höÔù&�õú|øïöÔü��ï÷Çú � üåûI_
∫

Ω

ν(|∇u|)∇u · ∇v � x = 〈F, v〉, ∀v ∈ V0,

�¼ö�
*ö � øU��[ � ûL
vú|ü � ù��õú|ø
u∗ ∈ V0 = {v ∈W 1

2 (Ω) : v|ΓB
= 0} � ú|÷¤öÔøU];¸HÃ�ûr� F ∈ V ∗

0

S
i ÷6úvú � S txÆ\¹7½¿¾ � ¾Ç¹{È ¹ � ¾M»å½ �W� »åÈ È ¹ Á » � ¾Ç¹ À ¶ � ½^¹§Ã Â ¹ �\À ¹�¶ Ð ß�¹§È4È � % ÑKÓ¼Õ ß�¹§È4È � % ÑÄe¼ÕÅ¼ ¶¸·¿¶ � à
� � · Í % Ñ % �W�\Á txÆ\¹{¶¸·¿¹{ÈÆ% ÑTs¼Ñ

ÇÉÈ Ê Ë5Ì�ÍÏÎÐÍ�ÑÓÒ<¡cÔ Õ×Ö�Í�Ø�Ù�Ò<¡�Ø
A′

ÙcÔ�Ú ÛIÒHÜÞÝKØ�¡ßÖ�Í�ØHÒ>ÛhÍ;Ü

¼ ¶¸·¿¶fà!à � · Í % Ñ %-½¿¾ � ¾Ç¹§½�¾ÇÆ � ¾ ν »S½ Á »)á�¹§·^¹ � ¾Ç» �ÔÌ àå¹ Õ Ä�Æ � ¾±¹ � ¾Ç¹{·2¾ � » � ½ � ½¿¾^·^¶ �¼ä ½ Â ½^É\» À »å¶ � ¾ÇÆ � ¾� àS½^¶ ¾^Æ\¹�¶¸Éï¹{· � ¾Ç¶¸· A : V0 → V ∗
0
Õ

〈A(u), v〉 =

∫

Ω

ν(|∇u|)∇u · ∇v Á x,
Æ � ½ À ¶ÔÈ4É � · �ÔÌ àS¹�·¿¹ ä¸Â à � ·¿»S¾ Í¸ÑZÖ~Ð ½^¶ Õ ÄÅ¹ À��W��� É\ÉÅà Íâb ¹§Äx¾^¶ � j/½xÈ ¹§¾ÇÆ¼¶ Á » � ¶¸· Á ¹{·�¾Ç¶ Á ¹ � àïÄ�»8¾ÇÆ¾ÇÆ\¹ � ¶ � àå» � ¹ � ·^»8¾ Í¸ÑµZ»S·^½¿¾ Õ Ä�¹�¾Ç· Í ¾^¶ À ¶¸È É Â ¾Ç¹7¾ÇÆ\¹cã � ¾Ç¹ �ÔÂ ºáà Á ¹§·^»8Ë � ¾^»SË¸¹�¶ Ð A(u)

» �w� Á »S·^¹ À ¾Ç»S¶ � w o
〈
Dw(A(u)), v

〉
= lim

t→0

1

t

[〈
A(u+ tw), v

〉
−
〈
A(u), v

〉]
=

=

∫

Ω

lim
t→0

1

t

[
ν(|∇u+ t∇w|)(∇u+ t∇w)− ν(|∇u|)∇u

]
· ∇v Á x.

µ�¶¸·
p, q ∈ R

2, p 6= 0 o
ν(|p+ t q|) = ν(|p|) + t ν̇(|p|) p|p| · q + O(t|q|),

ν(|p+ t q|)(p+ t q)− ν(|p|)p = t ν(|p|)q + t
ν̇(|p|)
|p| (p · q)p+ O(t|q|).

Ø�Í ¾^Æ\¹ Á ¶Ô¾¿¾Ç¹ ÁU� ¶Ú¾ � ¾^»å¶ � ν̇(t) := ν ′(t) := ää tν(t)
Ä�¹ ½^»SÈ4É à Í Ä �W� ¾�¾^¶,½2¾Ç·¿¹{½^½�¾ÇÆ � ¾�¾^Æ\¹

Á ¹§·^»SË � ¾Ç»8Ë¸¹ À ¶¸·¿·^¹{½¿Éï¶ �\Á ½�¾Ç¶ ν : R
1 → R

1 Ñµ�¶¸·
p = 0 Õ p 7→ ν(|p|) »å½ � ¶Ô¾ Á »ºá ¹{·¿¹ � ¾Ç» �ÔÌ àå¹ Õ¼Ì\Â ¾ p 7→ ν(|p|)p »S½ Ñ µ�¶¸· q ∈ R

2 Õ |q| > 0 Õ

lim
t→0

ν(|t q|)t q − ν(0)0
t− 0

= lim
t→0

ν(|t q|)q = ν(0)q.

¹ ¹n¾^¾Ç» �\ä p := ∇u Õ q := ∇w Õ ÄÅ¹ ä ¹§¾�¾^Æ\¹cã � ¾Ç¹ �ÚÂ ºáà Á ¹§·^»SË � ¾Ç»8Ë¸¹ Ð ¶¸· ∇u 6= 0 o

〈Dw(A(u)), v〉 =

∫

Ω

ν(|∇u|)∇w · ∇v +
ν̇(|∇u|)
|∇u| (∇u · ∇w)(∇u · ∇v) Á x

=: 〈A′(u)w, v〉 =: a′(u;w, v),
Ï&% Ñ ÙÚÛ�Ü
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�W�\Á�Ð ¶Ô· ∇u = 0 o
〈Dw(A(u)), v〉 =

∫

Ω

ν(0)∇w · ∇v Á x

=: 〈A′(u)w, v〉 =: a′(u;w, v).
Ï&% Ñ Ùéê�Ü

Dw(A(u))
»å½LàS» � ¹ � · ���\Á>Ì ¶ Â=�\Á ¹ Á » � w Ïh½¿¹{¹ � àS½^¶ ß<¹§È4È � % Ñ8ê % Ü"Ñ a Á\Á »8¾Ç»å¶ �ø� àºà Í ¾^Æ\¹`àå»SÈ »8¾

t→ 0
»S½ Â=� » Ð ¶¸·^È o
∣∣∣
〈
A(u+ tw)− A(u)− A′(u)t w, v

〉∣∣∣ ≤
∫

Ω

O
(
t|∇w|

)
|v| Á x ≤

≤
∫

Ω

O(t)|∇w| |v| Á x ≤ O(t)‖w‖V0‖v‖V0 ,

Ä�Æ � ¾�»åÈ ÉÅàS»8¹{½ ¾^Æ � ¾ A(u)
»S½�µ�·\å À Æ\¹§¾2à Á »)á�¹§·^¹ � ¾Ç» �ÔÌ àS¹ Ð ¶¸· � àºà u ∈ V0

Ïh¹nË¸¹ � W 1
2 (Ω) Ü Äx»S¾ÇÆµ�·\å À Æ¼¹§¾¿à Á »ºá ¹{·¿¹ � ¾Ç» � à A′(u) Ñ�d¹ À�� à!à A′(u) ∈ æ (V0, V

∗
0 )
¾ÇÆ¼¹	ç ûI� ùQú|øãú���ûn÷¿öÔù@ú|÷ Õ ½¿» �\À ¹x»8¾9»å½ Â ½^¹ ÁpÐ ¶¸·Z¾^Æ\¹ b ¹§Äx¾^¶ � È4¹n¾ÇÆ\¶ Á» � ¹ ¹ À ¾^»å¶ ��ë\Ñ8ê¸Ñ a àS½^¶ Õ ÄÅ¹7Éï¶¸» � ¾Å¶ Â ¾Å¾ÇÆ � ¾ a′(u; ·, ·) � ½ Á ¹hg � ¹ Á��ÚÌ ¶vË¸¹7»S½ �*Ì »!àS» � ¹ � · Ð ¶¸·^È Ð ¶¸·¹ �ÚÀ Æ u ∈ V0

Ñq � àå»åÞÔ¹ A(u) Õ A′(u) Ì ¹§Æ � Ë¸¹{½ �W� »å½^¶Ú¾Ç·^¶ÔÉ\» ÀÚÑ�è ¹Ig � » �¼ä ¾^Æ\¹�¾Ç¹ � ½^¶¸·

(
ζ(p) q

)
r :=




ν(|p|)(q · r) +

ν̇(|p|)
|p| (p · q)(p · r), Ð ¶¸· p 6= 0,

ν(|p|)(q · r), Ð ¶¸· p = 0,

Ïd% Ñ�Ù % Ü

ÄÅ¹�Æ � Ë¸¹
〈A′(u)v, w〉 =

∫

Ω

ζ(∇u)∇v∇w Á x. Ï&% Ñ ÙÚÒ�Ü

ζ(p) À��W�-Ì ¹�Ä�·¿»S¾¿¾Ç¹ � » � È � ¾^·^»8º Ð ¶¸·¿È ÌáÍ
(
ζ(p) q

)
r = qT

[
ν(|p|)I +

ν̇(|p|)
|p| p p

T
]
r, Ð ¶¸· p 6= 0.

Ïd% Ñ ÙÚë�Ü
¼ ¶¸È É Â ¾^» �\ä ¾ÇÆ\¹ßé(» ä ¹ � ½ Í ½2¾Ç¹§È ¶ Ð ζ(p) Ð ¶Ô· � g¼º�¹ Á p 6= 0 Í »å¹°à Á ½¤Ï ÀnÐ@Ñ>ê ê�è�ëÝÜ

• é(» ä ¹ � Ë � à Â ¹ λ1 = ν(|p|) Ä�»8¾ÇÆìé(» ä ¹ � Ë¸¹ À ¾Ç¶Ô· v1 = p⊥ =

(
−p2

p1

)
Õ

• é(» ä ¹ � Ë � à Â ¹ λ2 = ν(|p|) + ν̇(|p|)|p| Ä�»8¾ÇÆìé(» ä ¹ � Ë¸¹ À ¾Ç¶Ô· v2 = p =

(
p1

p2

)
Ñ

Ö~Ð ÄÅ¹�·^¹ À�� àºà Õ ¾ÇÆ � ¾ |p| = |∇u| = |B| = B Õ ν(B) = f−1(B)/B �W�¼Á ν(B) + ν̇(B)B =
(f−1)′(B) Õ ÄÅ¹ ä ¹§¾x¾ÇÆ\¹4Ï�àå¶ À�� à Ü�À ¶ �¼Á »S¾^»å¶ �r�áÂ È Ì ¹{·

Kζ,B = max

{
f−1(B)

(f−1)′(B)B
,
(f−1)′(B)B

f−1(B)

}
.

Ïd% Ñ�Ù¸Ù¸Ü



*,+.-	/	0�13254 67/82"9;:=<>1@?BA@9C2.?ED�<F-	0HGI9CJK-LJ.M5-LJN-L<>O8PQG$P % Ò
µ�·^¶¸È �éÂ È ¹§·^» À�� à ¹nº�Éï¹{·¿»åÈ ¹ � ¾Ç½ Õ ÄÅ¹�Þ � ¶�Ä ¾^Æ � ¾M¾ÇÆ\»S½ �éÂ È Ì ¹§· Á ¶é¹{½ � ¶Ô¾x¹nº À ¹{¹ Á 100 Õ » Ñ ¹ Ñ ¾^Æ\¹�W� »S½^¶Ô¾^·^¶¸É Í »S½ � ¶Ô¾�¾^¶é¶pÆ\» ä Æ Ñ
�d¹�¾ Â · �±Ì=�ÔÀ Þ�¾Ç¶�¾^Æ\¹Å·¿¹ ä¸Â à � ·¿»S¾ Í ¶ Ð A′ Ä�Æ\» À Æ±»S½ � ¹§¹ Á ¹ Á » �¤Ð ¶fà!àS¶vÄ�» �\ä ½^¹ À ¾^»å¶ � ½ �W�\Á�Á »å½ À{Â ½¿½^¹ Á» � ¾^Æ\¹�¾@Ä�¶ Ð ¶fà!àS¶vÄ�» �\ä àå¹{È È � ¾ �¼Ñ
¬ ì�ð ð|{ ñF��À³ÀU�"� ûnù

u ∈ V0
þ
ν : R

+
0 → R

+
0

�6ú|ø�ù��ýø � ú � 
nü�]���� í7ûn÷Çûnø�ù&�hö � üåû ú|ø (0,∞)
öÔø��

ν(·)· 
nù¨÷Çú|ø��Ôü�]�_bú|ø�ú|ù@ú|ø�ûN���ýù����6ú|ø 
nù~öÔø�ù
m
S Y ��ûnø�ùZ��û ç ûI�(ù@ú|ø ú��rûn÷¿öÔùQú|÷�


A′(u) : V0 → V ∗
0öÔø�� ù���ûâ�6ú|÷"÷6û�
��ú|ø����ýø�� � �ýü��ýø�û^öÔ÷ � ú|÷I_�
 a′(u; ·, ·) öÔ÷Çû4ûnüýü��T�ïù��d�����ýùZ�dûnüýü��T�ïù��d�I�ýù&]��6ú|ø 
nù~öÔø�ù
m
þ

� øU� � ú|÷I_ ü�] � ú|÷*öÔøU];¸HÃ�û\�
u ∈ V0

þ8� S û S

〈A′(u)v, v〉 = a′(u; v, v) ≥ m‖v‖V0 , ∀v ∈ V0.

i ÷6úvú � S µZ»å·¿½¿¾ Õ�Ð ·^¶ÔÈ (ν(s)s− ν(t)t) (s− t) ≥ m|s− t|2 ÄÅ¹ À��W� ¹ � ½¿»!à Í�Á ¹§·^»8Ë¸¹

ν(t) + ν̇(t)t =
Á
Á t
[
ν(t)t

]
≥ m, Ð ¶¸· t > 0,

�W�\Á
ν(t) ≥ m, Ð ¶¸· t ≥ 0.

µ�¶¸· ∇u = 0
ÄÅ¹�Æ � Ë¸¹

a′(0; v, v) =

∫

Ω

ν(0)︸︷︷︸
≥m

|v|2 Á x ≥ m‖v‖V0 .

µ�¶¸·
p, q ∈ R

2, |p| 6= 0 Õ

ν(|p|)|q|2 +
ν̇(|p|)
|p| (p · q)2 =

=
1

|p|2
[
ν(|p|)|p|2|q|2 + ν̇(|p|)|p|(p · q)2

]
=

=
1

|p|2
[
ν(|p|)︸ ︷︷ ︸
≥m

(
|p|2|q|2 − (p · q)2

︸ ︷︷ ︸
≥0

)
+
(
ν(|p|) + ν̇(|p|)|p|︸ ︷︷ ︸

≥m

)
(p · q)2

]
≥

≥ 1

|p|2
[
m
(
|p|2|q|2 − (p · q)2

)
+m(p · q)2

]
= m|q|2,

½^¶Xg �=� à!à Í4Ð ¶¸· ∇u 6= 0 o

〈A′(u)v, w〉 = a′(u; v, v) =

∫

Ω

ν(|∇u|)|∇v|2 +
ν̇(|∇u|)
|∇u| (∇u · ∇v)2 Á

x ≥

≥
∫

Ω

m|∇v|2 Á x = m‖v‖2V0
.
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¬ ì�ð ð|{ ñF��Àéñp�N� ûnù

u ∈ V0
þ
ν : R

+
0 → R

+
0 � û`�6ú|ø�ù&�ýø � ú � 
nü�]^�f� í7ûn÷Çûnø�ù��hö � üåû±ú|ø (0,∞)

öÔø��
üåûnù

ν(·)· � û � �T�U
V�����ýù�W`�6ú|ø�ù&�ýø � ú � 
"���ýù�� � �T�U
V�����ýù!WX�6ú|ø 
nùõöÔø�ù
L
þ ùZ��ûnø ù���û ç ûI�(ù@ú|ødú���ûn÷¿öÔù@ú|÷r


A′(u)
ö�
��Åûnüýü;ö�
ãù���û � �ýü��ýø�û^öÔ÷ � ú|÷I_�
 a′(u; ·, ·) öÔ÷Çû � øU� � ú|÷�_ ü�] � ú � ø��éû\� � ] 3L

þ � ú|÷ öÔøU]
u ∈ V0

S

‖A′(u)‖ î [V0→V ∗

0 ] ≤ 3L,

|a′(u; v, w)| ≤ 3L‖v‖V0‖w‖V0 , ∀v, w ∈ V0.

i ÷6úvú � S µZ»å·¿½¿¾ Õ�Ð ·^¶ÔÈ |ν(s)s− ν(t)t| ≤ L|s− t| ÄÅ¹ À��W�-Á ¹§·^»8Ë¸¹

|ν(t)| ≤ L, Ð ¶¸· t ≥ 0,
∣∣ν(t) + ν̇(t)t

∣∣ =
∣∣∣
Á
Á t
[
ν(t)t

]∣∣∣ ≤ L, Ð ¶¸· t > 0,

�W�\Á-À ¶ � ½¿¹{Ã Â ¹ � ¾\à Í
|ν(t)|+ |ν̇(t)t| ≤ 3L, Ð ¶¸· t > 0.

µ�¶¸·M¾^Æ\¹ À�� ½¿¹ u = 0 Õ
∣∣a′(0; v, w)

∣∣ =
∣∣∣
∫

Ω

ν(0)∇v · ∇w Á x
∣∣∣ ≤ L‖v‖V0‖w‖V0 ≤ 3L‖v‖V0‖w‖V0 .

Ö¾� ¾ÇÆ\¹�¶Ô¾^Æ\¹{· À�� ½¿¹ Õ Ä�¹¤¶ Ì ¾ � » � Â=� » Ð ¶¸·^È Ì ¶ Â=�¼Á ¹ Á=� ¹{½^½�¶ Ð ¾^Æ\¹�¾Ç¹ � ½^¶Ô·
∣∣∣ν(|p|)q · r +

ν̇(|p|)
|p| (p · q)(p · r)

∣∣∣ ≤ ν(|p|)|q| |r|+
∣∣ν̇(|p|)

∣∣ |p| |q| |r| ≤ 3L|q| |r|,

�W�\Á g �ø� à!à Í4Ð ¶¸·M¾^Æ\¹ Ì »!àS» � ¹ � · Ð ¶¸·¿È o
∣∣a′(u;w, v)

∣∣ ≤
∫

Ω

∣∣∣ν(|∇u|)(∇w · ∇v) +
ν̇(|∇u|)
|∇u| (∇u · w)(∇u · v)

∣∣∣ Á x ≤

≤
∫

Ω

3L|∇w||∇v| Á x ≤ 3L‖w‖V0‖v‖V0 .

txÆ\¹*ß�»SÉ\½ À Æ\»S¾\m À ¶ � ¾Ç» �éÂ »8¾ Í ¶ Ð ¾ÇÆ\¹�¶¸Éï¹§· � ¾^¶¸·x»å½ �W� »åÈ È ¹ Á » � ¾Ç¹ À ¶ � ½¿¹{Ã Â ¹ �\À ¹ Ñ
½ íïî�í�¾�¾�{¼î~¿�ñF��À�±p�^Y ��û ç ûI�(ùQú|ø,ú���ûn÷¿öÔùQú|÷�


A′(u)
öÔ÷Çû � øU� � ú|÷�_ ü�]�ûnüýü��T�ïù&�d�±öÔø�� � ú � ø��éû\� � ú|÷öÔøU]

u ∈ V0
���ýù��

〈A′(u)v, v〉 ≥ mν ‖v‖2V0
,

|〈A′(u)v, w〉| ≤ 3 ν0 ‖v‖V0 ‖w‖V0 ,
∀u, v, w ∈ V0.

Ïd% Ñ�Ù�s�Ü
i ÷6úvú � S txÆ\¹ ½2¾ � ¾Ç¹§È ¹ � ¾ »å½ã½¿»åÈ ÉÅà Ío� À ¶¸È Ì » �ø� ¾^»å¶ � ¶ Ðâ¼ ¶Ô·^¶fàºà � · Í % Ñ % Õ ß<¹§È4È � % Ñ8ê¸êF�W�¼Áß�¹{È È � % Ñ8ê % Ñ
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ÇÉÈ\ï ð ñ ÛhÔ�Û°ò ÛIóCÙ"Ò>Û{¡�Ô ÝKØ�¡ßôìõIÍ;ò
a ��Í àå» � ¹ � ·�½ Í È È ¹§¾^·^» À Ë � ·^» � ¾Ç»å¶ �ø� à�É\·^¶ Ì àå¹§ÈO»å½�¹{Ã Â »SË � àå¹ � ¾Z¾Ç¶7½¿¶¸È ¹MÈ » � »SÈ »)m � ¾^»S¶ � É\·¿¶ Ì àS¹{È Ñ� »!àºàS» �\ä ¾^¶7¹"º�¾^¹ �\Á ¾ÇÆ\»S½�»å½^½ Â ¹�¾Ç¶�¶ Â · � ¶ � àS» � ¹ � · À�� ½^¹ Õ Ä�¹ � ·¿¹ � ¶vÄ ½¿¹ � · À Æ\» �\ä�Ð ¶¸· �;ÐfÂ=�\À ¾Ç»S¶ �ø� à
J : V0 → R ö Õ Ä�Æ\» À Æ±Æ � ½ � àS¶ À�� à Ï �W�\Á±ä àS¶ Ìø� à Ü È » � »SÈ Â È«» � ¾ÇÆ\¹M½¿¶fà Â ¾Ç»å¶ � ¶ Ð ¾^Æ\¹�Ë � ·^» � ¾Ç»S¶ �ø� àÉ\·^¶ Ì àå¹§È Ïd% ÑKÒfs�Ü6Ñ �d¹ À ¶ � ½^» Á ¹{·x¾ÇÆ\¹ ÐfÂ��\À ¾^»å¶ �ø� à

J(v) =

∫

Ω

ϕ(|∇v|) Á x− 〈F, v〉, Ïd% Ñ�Ù¸è¸Ü

Ä�»S¾^Æ
ϕ ∈ C1(R+

0 → R) Í ¹n¾�¾Ç¶ Ì ¹*½¿Éï¹ À »)g�¹ Á�Ñ µ�¶¸· � àS¶ À�� à�È4» � »SÈ Â È¢¾^Æ\¹ Á ¹{·^»8Ë � ¾^»SË¸¹�Æ � ½�¾Ç¶Ë �W� »å½^Æ Õ ½^¶pÄ�¹�g�·^½2¾ À ¶¸È É Â ¾^¹�¾ÇÆ¼¹cã � ¾^¹ �ÔÂ ºéà Á ¹{·¿»SË � ¾Ç»SËÔ¹

DvJ(u) = lim
t→0

1

t

[
J(u+ tv)− J(u)

]
.

a ½¿» Á ¹ À ¶¸È É Â ¾ � ¾Ç»S¶ � ½^Æ\¶vÄ�½

ϕ(|p+ tq|)− ϕ(|p|) = t ϕ′(|p|) p|p| · q + O(t|q|), Ïd% Ñ�ÙÔÓ�Ü

�W�\Á ½¿¶
DvJ(u) =

∫

Ω

ϕ′(|∇u|) ∇u|∇u| · ∇v
Á
x− 〈F, v〉.

DvJ(u)
»å½Làå» � ¹ � · ���\Á À ¶ � ¾^» �áÂ ¶ Â ½�» � v Ñ a Á\Á »8¾Ç»S¶ �ø� àºà Í¸Õ ½^» �\À ¹±¾ÇÆ\¹`àå»SÈ »8¾

t → 0
»S½ Â=� » Ð ¶¸·^È

Ð ¶¸· ‖v‖V0 = 1 Õ J(u)
»S½�µ�·\å À Æ\¹n¾¿à Á »ºá ¹{·¿¹ � ¾^» �ÔÌ àå¹ Ð ¶¸· � àºà ∇u 6= 0 �W�\Á

〈J ′(u), v〉 =

∫

Ω

ϕ′(|∇u|) ∇u|∇u| · ∇v
Á
x− 〈F, v〉.

ß�¹§¾
u∗ Ì ¹�¾ÇÆ¼¹¤½¿¶fà Â ¾Ç»S¶ � ¶ Ð ¾^Æ\¹�Ë � ·¿» � ¾^»å¶ �ø� à É\·¿¶ Ì àå¹§È Ïd% ÑKÒfs�Ü6Õ ¾^Æ\¹ �

〈J ′(u∗), v〉 =

∫

Ω

ϕ′(|∇u∗|) ∇u
∗

|∇u∗| · ∇v
Á
x− 〈F, v〉︸ ︷︷ ︸

=a(u∗;u∗,v)

=

=

∫

Ω

[ϕ′(|∇u∗|)
|∇u∗| − ν(|∇u

∗|)
]
∇u∗ · ∇v Á x.

txÆ\¹§·^¹ Ð ¶Ô·^¹ Õ J ′(·) Ë �W� »å½^Æ¼¹{½;¹"º �ÚÀ ¾rà Í » � u∗ » Ð ÄÅ¹ À Æ¼¶¸½^¹

ϕ(s) :=

s∫

0

ν(t)t Á t. Ï&% Ñ Ù÷e�Ü

ø$ù�ú�û�ú�ü>ý=þ�ÿ�ü������
J � ú��
	Fþ��\ÿ��� ÿFþTÿ&úIý�ú������~þ�ÿ&ý J ú��kü��������������nûhü
���nû�ÿ�þÄü��

J �
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Ö¾� ¾ÇÆ\»S½ À�� ½¿¹

J ′(v) = A(v)− F, Ïd% ÑÄs¸Û�Ü
�W�\Á »8¾�½¿Æ\¶ Â à Á-Ì ¹�¶ Ì Ëé»S¶ Â ½ Õ ¾ÇÆ � ¾ J »å½�µ�·\å À Æ¼¹§¾¿à Á »ºá ¹§·^¹ � ¾Ç» �ÔÌ àå¹ ���áÍ Ä�Æ\¹{·¿¹*» � V0

Ña àS½^¶ Õ Ä�¹ Þ � ¶vÄ Ð ·¿¶¸È�ß�¹{È È � % Ñ8ê¸ê ¾^Æ � ¾ J ′′(v) = A′(v)
»å½ �W� ¹°àºàå»SÉ¼¾^» À ÏhÉï¶¸½¿»S¾Ç»8Ë¸¹ Á ¹hg � »8¾Ç¹ Ü¶¸Éï¹§· � ¾Ç¶Ô· Ð ¶¸· � àºà v ∈ V0

Õ Ä�Æ � ¾�»åÈ ÉÅàS»S¹§½�¾ÇÆ¼¹ À ¶ � Ë¸¹"º¼»8¾ Í ¶ Ð J �W�\Á ¹ � ½ Â ·¿¹{½ Õ ¾ÇÆ � ¾�¾ÇÆ¼¹�½2¾ � ¾^»å¶ �ø� · ÍÉï¶¸» � ¾ u∗ »S½ �pä àS¶ Ìø� à È4» � »SÈ Â È¢¶ Ð J Ñ
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txÆ\»S½ À Æ � É¼¾Ç¹§·;»S½x¶¸· ä0��� »!m§¹ Á » � ¾^Æ\¹ Ð ¶fàºàå¶vÄ�» �\ä Ä �vÍ�o
Ö¾� ¹ ¹ À ¾^»å¶ � Ò¼Ñ8ê ÄÅ¹M¹nº�Éï¶ Â��\Á ¾ÇÆ\¹ÅÉ\·^¶ Ì àå¹{È ½ Á »å½ À ·¿¹§¾Ç»ºm{» �\ä ¾ÇÆ\¹ � ¶ � àS» � ¹ � ·^»8¾ Í ν �W�\Á » � ¾Ç·^¶ Á¼Â\À ¹ �È ¹§¾ÇÆ¼¶ Á ¾^¶ ä ¹§¾ �W�°� É\É¼·^¶vº�»SÈ � ¾Ç¹ Á�À§Â ·¿Ë¸¹ Ð ·¿¶¸È È4¹ � ½ Â ·¿¹ Á Áø� ¾ � Ä�Æ\» À Æ ÐfÂ àºgUàºàS½ a ½^½ Â È4É�¾Ç»å¶ ��ê¸Ñ¹ ¹ À ¾Ç»S¶ �-Ò�Ñ %�½¿¾ � ·¿¾^½MÄ�»S¾^Æ � ½¿Æ\¶¸·¿¾x» � ¾^·^¶ Á\Â¼À ¾Ç»S¶ � ¾Ç¶±¾^Æ\¹7¾ÇÆ\¹§¶¸· Í ¶ Ð g � »S¾^¹7¹°àå¹§È ¹ � ¾^½ Õ Ä�Æ\» À Æ ÄÅ¹
�ÚÐ ¾^¹{·¿Ä � · Á ½ � É\ÉÅà Í ¾Ç¶b¾^Æ\¹�Ë � ·^» � ¾Ç»S¶ �ø� à<½^¹n¾^¾Ç» �\ä ¶ Ð ¶ Â ·87 è é Ñ�Ö¾� É � ·¿¾^» À§Â à � · Õ ÄÅ¹±» � Ë¸¹{½2¾Ç» ä0� ¾Ç¹¾ÇÆ\¹ Á »S½ À ·^¹n¾Ç»!m � ¾Ç»S¶ � ¹{·¿·^¶¸·¿½�ÄÅ¹ ä0� » �¥Ð ·¿¶¸È ¾ÇÆ¼¹ � É\É\·^¶ º�»åÈ � ¾Ç»S¶ � ¶ Ð ν ���\Á�Ð ·^¶¸È ¾^Æ\¹»g � »S¾^¹¹°àS¹{È ¹ � ¾�È4¹n¾ÇÆ\¶ Á »S¾Ç½¿¹°à Ð@Ñ

9^È�: ðÆÖ�Ö�Ø�¡<;^Û°ò Ù"Ò>Ûn¡�Ô ¡*£
B = H =?> �xØA@�Í;Ü

txÆ\¹�·¿¹°à Â\À ¾^»SËé»S¾ Í �W�\Á ¾^Æ\¹ B à H à À{Â ·2Ë¸¹ ÉÅà � ÍF� É¼·^» �¼À »SÉ � à�·^¶fàS¹�» � ¶ Â · À ¶ � ½¿» Á ¹§· � ¾^»å¶ ��Õ ½¿» �\À ¹¾ÇÆ\¹±Ä�Æ¼¶fàå¹±È �Ôä�� ¹n¾Ç¶¸½2¾ � ¾^» À É\·¿¶ Ì àS¹{È �W�¼Á »S¾Ç½�½^¶fà Â ¾Ç»S¶ � Á ¹§Éï¹ �\Á ¶ � »8¾ ÑCB ¶vÄÅ¹nË¸¹{· Õ » � À�� ½¿¹p¶ Ð
� ¶ � àå» � ¹ � ·�È � ¾^¹{·^» � à Õ ¾^Æ\¹ Ít� ·^¹ � ¶Ô¾ ä »SË¸¹ �\�W�=� à Í ¾Ç» À�� à!à Íxy ¶ � à Í¸Õ�Á¼Â ¹±¾^¶�¾^Æ\¹±É\Æ Í ½^» À�� à9È ¶ Á ¹hàÏ ÀnÐ@Ñ ¹ ¹ À ¾^»å¶ � % Ñ % Ñ % ÜnÕ ÄÅ¹ � ½^½ Â È4¹ ¾^Æ\¹ Ïf¾^Æ\¹{¶¸·¿¹§¾^» À�� à Ü ¹"º�»å½¿¾^¹ �\À ¹�¶ ÐxÀ§Â ·¿Ë¸¹§½ f �W�¼Á ν Ð ¶¸·¤¹ �ÚÀ ÆÈ � ¾Ç¹§·^» � à ÕrÀ Æ � · �ÚÀ ¾Ç¹§·^»ºm{» �\ä »S¾^½ Ì ¹{Æ � Ë�»S¶¸· Ñ � »S¾^Æ\¶ Â ¾	àS¶¸½^½�¶ Ð(ä ¹ � ¹§· � àS»S¾ Í¸Õ Ä�¹±½¿¾^» À Þ�¾Ç¶4¾ÇÆ\¹ À�� ½^¹¶ Ð ¶ � ¹�È � ¾Ç¹§·^» � à Á¼Â ·^» �\ä ¾ÇÆ\»S½x½^¹ À ¾Ç»S¶ � Ï ÀnÐ@Ñ É Ñ�ê % ÜnÑ
Ö¾� É\· �ÔÀ ¾Ç» À ¹ Ïh» � É � ·¿¾^» À§Â à � ·Å» � » �\Á\Â ½2¾Ç· Í¼ÜD�°�éÂ È Ì ¹§·�¶ Ð È4¹ � ½ Â ·¿¹ Á-Áø� ¾ � É � »å·¿½

(Hk, Bk) k = 1, . . . , N
Ï Ò�ÑSê�Ü

À ¶Ô·^·^¹§½^Éï¶ �\Á » �\ä ¾Ç¶ ½^¹nË¸¹{· � à�»SÈ4É\·¿¹{½¿½^¹ ÁãÀ{Â ·^·^¹ � ¾^½
Ji

� ·^¹ � Ë � »ºà �ÔÌ àS¹ Õ ½ Â¼À Æã¾ÇÆ � ¾ Hk = |H(Jk)|�W�\Á Bk = |B(Jk)| Ñ � ¹¤È Â ½¿¾ Ì ¹ � Ä � ·^¹�¾ÇÆ � ¾;È4¹ � ½ Â ·¿¹{È ¹ � ¾Ç½ � ·^¹ � ¹nË¸¹{·�¹nº �ÔÀ ¾ ���\Á ½¿¶4¾^Æ\¹Áø� ¾ � »S½ À ¶ � ¾ � È » �=� ¾Ç¹ Á Ä�»8¾ÇÆ � ¶¸»S½^¹ ÑtxÆ\¹;¾ � ½^Þ »å½ � ¶�Ä¥¾^¶ßg �\ÁÔ�¤À§Â ·¿Ë¸¹ ν̃ Ïf¶¸· f̃ Ü Ä�Æ\» À Æ ÐfÂ àºgUàºàS½ a ½¿½ Â È É¼¾Ç»S¶ �ãê¸Õp�W�\Á »å½ �W�,� É\É\·¿¶vºáà»åÈ � ¾^»S¶ � ¾Ç¶b¾^Æ\¹±·¿¹ � à ν Ïh¶¸· f Ü » �t�bÀ ¹{·¿¾ � » � ½^¹ � ½^¹ Ñ a àºà<ÄÅ¹ À��W� Â ½^¹±»å½;¾ÇÆ¼¹±Þ � ¶vÄ;àå¹ Á\ä ¹�¾^Æ � ¾¾ÇÆ\¹7È ¹ � ½ Â ·^¹ Á Ë � à Â ¹{½ Bk
� ·^¹7» �r� ½^È � àºà � ¹{» ä Æ Ì ¶¸·¿Æ\¶é¶ Á ¶ Ð ¾ÇÆ\¹7¹nº �ÔÀ ¾xË � à Â ¹{½M¶ Ð f(Hk)

Õ ¾^Æ\¹½^»ºm{¹�¶ Ð Ä�Æ\» À Æ Á ¹§Éï¹ �\Á ½;¶ � ¾ÇÆ¼¹ �ÚÀ{À§Â · �ÔÀnÍ ¶ Ð ¾ÇÆ\¹�È ¹ � ½ Â ·^¹§È ¹ � ¾ Ñ
ç úÚùõöÔù��õú|ø S Ö¾� ¶¸· Á ¹{· � ¶Ô¾4¾^¶ ä ¹n¾ À ¶ ��ÐfÂ ½^¹ Á�Õ ÄÅ¹ Â ½^¹ f Õ ν Ð ¶¸· ¹nº �ÔÀ ¾ À{Â ·¿Ë¸¹{½ ���\Á f̃ Õ ν̃ Ð ¶¸·� É\É¼·^¶vº�»SÈ � ¾^¹ ÁbÀ§Â ·¿Ë¸¹§½ Ñ µ Â ·2¾ÇÆ\¹§·^È ¶¸·^¹ Õ g ½¿¾ �W�\Á ½ Ð ¶¸· ��À��W�\Á » Áø� ¾^¹ Ð ¶¸· f̃ Ñ(Ö~Ð Ä�¹ Á ¹hg � ¹7¹ Ñ^ä\Ñ f̃½^¶ÔÈ4¹§Æ\¶�Ä Õ Ä�¹ �Ôä ·^¹{¹�¾^Æ � ¾ ν̃ Á ¹ � ¶Ú¾Ç¹{½�¾^Æ\¹ À ¶¸·¿·^¹§½^Éï¶ �\Á » �\ä ·^¹hà Â¼À ¾Ç»8Ëé»S¾ Í¸Õ » Ñ ¹ Ñ ν̃ = f̃−1(s)/s Ñ

% è
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µZ» ä¸Â ·^¹ Ò¼Ñ8êfo t Í É\» À�� à B à H à Áø� ¾ � ¶ Ðø��Ð ¹{·^·¿¶¸È �Ôä�� ¹n¾Ç» À È � ¾Ç¹{·¿» � à Õ ¶ � ¾^Æ\¹@àå¹ Ð ¾�¾ÇÆ¼¹7Ï H Õ B Ü àQÉ � »å·¿½ Õ¶ � ¾^Æ\¹�·^» ä Æá¾M¾ÇÆ¼¹bÏ B Õ ν(B) Ü àQÉ � »å·^½�Ïf» � àS¶ ä0� ·¿»8¾ÇÆ\Èp» À ½ À�� àå¹ Ü"Ñ

txÆ\¹ À ¶ �\Á »8¾Ç»S¶ � ½M¶ Ð a ½^½ Â È4É¼¾^»å¶ �>êL� ·^¹�àS»å½2¾Ç¹ Á��Ôä0� » ��Ð ¶¸· f̃ o
Ï a ê j Ü f̃ »å½ À ¶ � ¾^» �áÂ ¶ Â ½nà Í�Á »)á�¹§·^¹ � ¾Ç» �ÔÌ àS¹7¶ � R

+
0
Õ

Ï a %�j Ü f̃(0) = 0 Õ
Ï a Ò j Ü f̃ ′(s) ≥ µ0, ∀s ≥ 0 Õ
Ï a ë j Ü f̃ ′(s)↘ µ0,

Ð ¶¸· s→∞ Ñ

¼ ¶ �\Á »S¾Ç»S¶ � Ï a Ò j Ü È ¹ �W� ½�¾^Æ � ¾ _bú|ø�ú|ùQú|øU�d�I�ýù&] Æ � ½<¾Ç¶ Ì ¹ äÔÂø� · ��� ¾^¹{¹ Á�Õ Ä�Æ\» À Æ*»å½�È ¶¸½2¾ Á »HG À{Â à8¾ Ñt<ÄÅ¶4È � » ��� É\É\·¿¶ �ÔÀ Æ\¹§½ À��W�-Ì ¹ Á »å½2¾Ç» �\ä¸Â »S½^Æ\¹ Ápo
ê¸Ñ ¶ ø�ù@ûn÷ ��ú|ü8öÔù��õúÚø ¶ Ð f Ïh¶¸· ν Ü » �n� Ä � Í ¾^Æ � ¾�¾ÇÆ¼¹±» � ¾Ç¹§·^Éï¶fà � ¾Ç» �\ä ÐfÂ=�\À ¾Ç»å¶ � È4¹§¹§¾^½pÏ a ê j Ü yÏ a ë j ÜnÑ txÆ\»S½ � ¾^¾^¹{È É¼¾ Á ¶é¹§½ � ¶Ú¾;» �\À ¶¸·¿Éï¶¸· � ¾Ç¹ � ¶Ô»å½^¹ Ñ
% Ñ � ���ï÷ÇúhÃf�Z_ ö¸ù��õú|ø ¶ Ð f Ïh¶Ô· ν ÜMÌ�Í�� ÐfÂ��\À ¾^»å¶ � f̃ Ïh¶¸· ν̃ Ü ½ Â¼À Æ-¾ÇÆ � ¾

∥∥(f̃(Hk)−Bk

)N
k=0

∥∥ ≤ c,
Ï Ò¼Ñ % Ü

Ð ¶Ô·�½^¶¸È ¹ À ¶ � ½2¾ �W� ¾ c > 0 �W�\Á Ð ¶¸·�½^¶¸È ¹*Ë¸¹ À ¾Ç¶¸· � ¶¸·^È ‖ · ‖ Õ » � ¾^Æ\¹ À Æ\¶¸» À ¹±¶ Ð Ä�Æ\» À ÆÄ�¹ À��W� » �¼À à Â\Á ¹�Þ � ¶vÄ;àå¹ Á\ä ¹ �ÔÌ ¶ Â ¾�¾^Æ\¹;È ¹ � ½ Â ·^» �\ä ¹{·^·¿¶¸·^½ Õ ¹nË¸¹ � » �\Á »SËé» Á¼Âø� àºà Í�Ð ¶Ô· ¹ �ÚÀ ÆÈ ¹ � ½ Â ·¿» �\ä É ¶Ô» � ¾ ÑJI�Ð�À ¶ Â ·¿½^¹ Õ+�Ôä0� » � Ï a ê j Üdy Ï a ë j Ü È Â ½¿¾ Ì ¹¤½ � ¾Ç»S½ng�¹ Á�Ñ
B ¶�ÄÅ¹nË¸¹{·7¾ÇÆ\¹±Ã Â ¹§½¿¾Ç»S¶ �\� ·^»S½^¹{½�Ä�Æ � ¾7¾ÇÆ\¹ � û�
nù � É\É\·^¶ º�»åÈ � ¾Ç»S¶ �t�ÔÀ ¾ Âø� à!à Í »å½ Ñ�Ö¾� ÄÅ¶¸·¿Þé½¶ � ½ Â\À Æ-¾Ç¶¸É¼» À ½¤Ï ÀnÐ@Ñ>ê/Ò % Õ % è~ë¨Õø� ¶Ô·^È � à!à Í ¾^Æ\¹ À ·^»8¾Ç¹§·^»å¶ �

∫

D

[g′′(s)]2 Á s→ min
g

Ï Ò�Ñ�Ò¸Ü

»S½ Â ½^¹ Á�Õ�Ð ¶¸· D = [0, HN ]
¶¸·

[0,∞) Ñ
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txÆ\¹�¾ÇÆ\¹§¶¸· Í ¶ Ð » � ¾^¹{·^Éï¶�à � ¾^»S¶ �r�W�¼Áw� É¼É\·^¶ º¼»SÈ � ¾Ç»S¶ � Â ½ Âø� àºà Í ¾^·^¹ � ¾Ç½ ÐfÂ=�\À ¾Ç»å¶ � ½x¶ ��� À ¶¸È É �ÔÀ ¾» � ¾Ç¹§·¿Ë � à [a, b] Ñ txÆ\¹{·¿¹ Ð ¶¸·¿¹Å»S¾�»å½�·^¹ � ½^¶ �=�ÔÌ àS¹�¾Ç¶ Á ¶�» � ¾^¹{·^Éï¶�à � ¾^»S¶ ��×W� É\É¼·^¶ º¼»SÈ � ¾^»S¶ � ¶ Ð f ¶¸· ν ¶ �
[0, HN ]

¶¸·
[0, BN ]

·^¹§½^Éï¹ À ¾Ç»8Ë¸¹°à Í¸Õ ���\Á g �¼Á È4¹ �W� ½Å¾Ç¶ ûnÃ¸ùh÷^öI��ú|ü8öÔùQû f ¶¸· ν Ì ¹ Í ¶ �¼Á ¾ÇÆ\¹7·^» ä Æá¾¿àÈ ¶¸½¿¾ Áø� ¾ � Éï¶¸» � ¾ Â ½¿» �\ä ¾ÇÆ\¹�Þ � ¶vÄ;àå¹ Á\ä ¹ �ÔÌ ¶ Â ¾�½ � ¾ Â · � ¾^»å¶ � Ï ÀnÐ@Ñ Ï a ëáÜ9�W�\Á·¼ ¶Ô·^¶fàºà � · Í % Ñ % Ü"Ñ
z�ìéð|{\î~} ±p��À³� � ùF¸ ÷r
nù=
I�)���éùxù���ûÉ��öÔùõö`��ú��ýø�ùZ
��ýø � �)� � ÷ÇûLK S ��üåúvúV� � ö��ý÷"ü�]^�\öÔ÷�_ üåû�
�
 S ¶ � �Åû
�Åú � ü ���ýø�ùQûn÷ ��úÚü ö¸ùQû4ü��ýø�û^öÔ÷"ü�]�þ7ùZ��ûì�6ú|÷"÷Çû�
��úÚø³�f�ýø ���Ô÷¿öI�U� �Åú � ü � ø�ú|ù�üåúvúV�ãùQúvú � ö�� S Y ��ú � ���áþ
�Åû�ø�û6û\��öÉ
I_búvú|ùZ�»� � ÷��Ôû`�6ú|÷"÷Çû�
��ú|ø����ýø�� ùQúãó � �AM �ON ó �QP M ��S
Y ��û�
vû�ö�
�
 � _	�ïù��õú|ø 
 N øïöÔù � ÷^öÔü��U��]~
I�d�^öÔü~�ï÷Çú��rûn÷"ù��õû�
 N ù � ÷"ø�ùZ��û�öI���ï÷ÇúhÃf�Z_ öÔù&�õú|ø"�ï÷Çú � üåûI_ �ýø�ù@ú
ö ø�ú|ø�ùh÷I�Z�V�höÔürùõö�
�� S �*ú��ÅûI�Ôûn÷ÇþSR�û��nù��õú|ø RQS K��¼ö�
;
���ú�� ø ù��¼öÔù9ùZ��ûI]pöÔ÷Çû¤û�
�
vûnø�ù��höÔü � ú|÷�ûnÃf�!
nù@ûnøk�6û
öÔø�� � øU��[ � ûnø�û�
�
 S

�;�UT8�FT V ¬@� ©�®XWc�8¦@ � � � ¬
¹ » �\À ¹¤ÄÅ¹ Ð ¶¸·¿È Â à � ¾Ç¹ Á ¾^Æ\¹�É\·¿¶ Ì àS¹{È » � ¾Ç¹{·¿È4½�¶ Ð ¾ÇÆ\¹*·^¹hà Â\À ¾Ç»SËé»8¾ ÍÔÕ ¶ � ¹ À ¶ Â à Á À ¶¸È4¹ Â É Ä�»8¾ÇÆ¾ÇÆ\¹�½¿»åÈ ÉÅàå¹�» Á ¹ � ¾Ç¶ » � ¾^¹{·¿É ¶�à � ¾^¹�¾ÇÆ\¹�Éï¶¸» � ¾^½ (Bk,

Hk

Bk
)
Ä�»S¾^Æ �±ÐfÂ=�\À ¾Ç»å¶ � ν̃ ÑØ�Ñ?B ¹{»S½^¹ ê ê�è�Õ�êVs�ë9Â ½¿¹{½�·^¹§½ Â à8¾Ç½ Ð ·^¶¸È êKÒÔë¼ÕZê Ò÷ë ¾Ç¶�» � ¾Ç¹{·¿Éï¶fà � ¾Ç¹ ν Ä�»S¾ÇÆ ��À§Â\Ì » À C1 à~½^ÉÅàS» � ¹*¶ �

[0, BN ] ÑYB »S½�¾ÇÆ\¹§¶¸· Í ¾ÇÆ\¹§¶¸· Í »å½ Ìø� ½¿¹ Á ¶ � ¾^Æ\¹ 
nù¨÷Çú|ø��éûn÷ � ½^½ Â È É¼¾Ç»S¶ � ¾^Æ � ¾�¾ÇÆ\¹�È � É¼É\» �\ä s 7→
ν(s)
»å½ZÈ ¶ � ¶Ô¾^¶ � ¹ ÑZB ¶vÄÅ¹§Ë¸¹§· Õ ¾^Æ\¹{·¿¹x»S½ � ¶�É¼Æ Í ½^» À�� à¼·¿¹ � ½¿¶ �±Ð ¶¸·Z½ Â\À ÆpÈ ¶ � ¶Ô¾^¶ � » À »8¾ ÍLy » �¼Á ¹{¹ Á�Õ

À ¹§·¿¾ � » � È � ¾^¹{·^» � àS½¤¹nº�»S½¿¾�Ä�»S¾ÇÆ � ¶ � à~È4¶ � ¶Ô¾Ç¶ � ¹4·^¹°à Â\À ¾Ç»SËé»8¾ ÍÔÕ Ä�Æ\¹{·¿¹ � ½ s 7→ ν(s)s = f−1(s)»å½ � à8Ä �vÍ ½*È ¶ � ¶Ú¾Ç¶ � ¹ãÏ À§Ð@Ñ Ï a Ò j Ü �W�\Á l�¹{È � ·^Þ�% Ñ�Ò¼Õ Éï¶¸» � ¾ ë¼Ñ ¶ � É �Ôä ¹ ê % ÜnÑ txÆ Â ½ ÕYB ¹§»å½^¹÷jK½
� à ä ¶¸·^» ¾ÇÆ\Èç»å½ � É¼ÉÅàå» À��ÔÌ àS¹7¶ � à Í ¾Ç¶ À ¹{·2¾ � » �-Á=� ¾ ��Õ Ä�Æ¼» À Æ-»å½ � ¶Ô¾�·^¹ � à!à Í ½ � ¾Ç»å½ ÐýÍ » �\ä\Ñ
Ö ¾ ÄÅ¶ Â à Á Ì ¹ È4¶Ô·^¹ ·^¹ � ½^¶ �ø�ÔÌ àS¹ ¾Ç¶,» � ¾^¹{·¿Éï¶fà � ¾^¹ f−1 ¶ � [0, BN ]

Ïh¶Ô·
f
¶ � [0, HN ] Ü Ä�»8¾ÇÆÈ ¶ � ¶Ô¾^¶ � ¹ À§Â\Ì » À C1 à~½^ÉÅàS» � ¹§½ Ñ âã¶ � ¶Ô¾Ç¶ � ¹ À{Â\Ì » À ½¿ÉÅàå» � ¹ » � ¾Ç¹§·^Éï¶fà � ¾Ç»S¶ � » ��ä ¹ � ¹§· � à7»S½�¹ Ñ^ä\Ñ

Á »S½ À{Â ½^½^¹ Á » � » ��ê8ê Ò¼Õ % èéÕrÒÔë÷ë¨Ñ
B ¶vÄÅ¹nË¸¹{· Õ ÄÅ¹¤Ä �W� ¾�¾Ç¶4» �¼À ¶¸·¿Éï¶¸· � ¾Ç¹ � ¶¸»å½¿¹*» � ¶¸· Á ¹{·�¾Ç¶ Ì ¹*È4¶Ô·^¹\[\¹nº�» Ì àS¹ Ñ]B ¹ �¼À ¹ Õ ÄÅ¹ ä ¶4¶ �¾Ç¶ ¾ÇÆ\¹ � ¹"ºé¾�½^¹ À ¾^»å¶ �-Á ¹ � àS» �\ä Ä�»8¾ÇÆ � É\É\·¿¶vº�»åÈ � ¾^»S¶ ��Ñ
�;�UT8�d� ^_W`W�®Å��² � ´  �Q� � ¬#a � �Q£cb ´ ��� �Q£.�2¬�³db WL¦ �@¬ © ¡
txÆ\¹ Ð ¶�à!àS¶�Ä�» �¼ä ·¿¹{½ Â àS¾Ç½�Æ � Ë¸¹ Ì ¹§¹ � ¾ � ÞÔ¹ ��Ð ·^¶¸È ê/Ò¸Ò�ëõÑ
e ðdí�ígf�hSijAk e2l ¾i�j<ìnm
ß�¹§¾ � Á »å½ À ·^¹n¾Ç¹ Áø� ¾ � ½^¹§¾±Ï Ò¼ÑSêvÜMÌ ¹ ä »8Ë¸¹ �w�W�\Á àS¹§¾ f Á ¹ � ¶Ú¾Ç¹�¾ÇÆ¼¹ À ¶¸·¿·^¹§½^Éï¶ �\Á » �\ä ¹"º �ÔÀ ¾ B à H àÀ{Â ·¿Ë¸¹ ÐfÂ à)gUà!àS» �\ä Ï a êvÜ y Ï a ëáÜ"Ñ �d¹ � ½^½ Â È ¹�¾ÇÆ � ¾

0 < H1 < H2 < · · · < HN <∞,
0 < B1 < B2 < · · · < BN <∞,
|Bk − f(Hk)| ≤ δ wk, ∀k = 1, . . . , N,

Ï Ò�ÑKë�Ü

Ä�Æ\¹§·^¹ Ì�Í δ À ¶¸·¿·^¹§½^Éï¶ �\Á ½¤¾^¶ ��ä àå¶ Ìø� à � ¶Ô»å½^¹`àS¹§Ë¸¹hà �W�\Á wk
� ·¿¹p½¿¶¸È ¹±ÄÅ¹{» ä Æá¾^½ Õ » �>Ì ¹{½2¾ À�� ½^¹¾ÇÆ\¹7·^¹°à � ¾Ç»8Ë¸¹�½¿¾ �W�\Áø� · Á�Á ¹§Ëé» � ¾Ç»S¶ � ¶ Ð Bk

Ñ(ÖQÐß� ¶ » �¼Ð ¶¸·¿È � ¾Ç»8¶ � ¶ � ¾ÇÆ\¹�È ¹ � ½ Â ·¿¹{È ¹ � ¾�»S½ ä »SË¸¹ ��Õ
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¶ � ¹ À��W�w� ½^½ Â È ¹¤¹ Ñ^ä\Ñ wk = 1 �W�\Á δ = 0.01 Ñpob ¶Ú¾Ç¹�¾ÇÆ � ¾x¾ÇÆ\¹�¹nº �ÔÀ ¾;Ë � à Â ¹§½ f(Hk)

� ·¿¹�È ¶ � ¶Ô¾^¶ � ¶ Â ½\à Í » �\À ·¿¹ � ½¿» �\äd� ½xÄÅ¹hà!à Õ¼Á\Â ¹�¾Ç¶ãÏ a Ò�ÜnÑ
Ö¾� ¾ÇÆ\¹ Ð ¶fàºàS¶�Ä�» �\ä ÄÅ¹ À ¶ � ½^» Á ¹{·x¾ÇÆ¼¹ � É\É\·^¶ º�»åÈ � ¾Ç»S¶ � É\·¿¶ Ì àS¹{È

HN∫

0

[
g′′(s)

]2 Á s→ min
g∈V

,
Ï Ò¼Ñ ÙÔÜ

Â=�\Á ¹{·�¾^Æ\¹ À ¶ � ½¿¾Ç· � » � ¾
N∑

k=0

(
g(Hk)−Bk

wk

)2

≤ (c δ)2,
Ï Ò¼ÑTs¸Ü

» � ½^¶¸È ¹ ÐfÂ=�\À ¾Ç»å¶ � ½^É �ÔÀ ¹ V ���\Á�Ð ¶¸·�½^¶¸È ¹ À ¶ � ½2¾ �W� ¾ c Õ Ä�Æ\» À Æ¤È �vÍ�Á ¹§Éï¹ �\Á ¶ � N Ñ txÆ\»S½<È ¹ �W� ½¾ÇÆ � ¾�¾^Æ\¹ � É\É\·¿¶vº�»åÈ � ¾^» �\ä±ÐfÂ=�¼À ¾Ç»S¶ � ¶ Â\ä Æ�¾�¾^¶ Æ � Ë¸¹¤½¿È � àºà À{Â ·¿Ë � ¾ Â ·^¹ Õ Ä�Æ\»ºàå¹7¾^Æ\¹ Á »å½2¾ �W�\À ¹�¾Ç¶¾ÇÆ\¹�È ¹ � ½ Â ·¿¹ Á-Áø� ¾ � Éï¶¸» � ¾Ç½x½¿Æ\¶ Â à Á ·^¹§È � » � » � · �W�\ä ¹�¶ Ð ¾^Æ\¹ � ¶¸»S½^¹ Ñ
a À{À ¶Ô· Á » �\ä ¾^¶ ê/Ò % ëõÕ ¾^Æ\¹�È4» � »SÈ »)m{¹{· g∗ ¶ Ð Ï Ò�Ñ ÙÔÜ"Õ Ï Ò¼ÑÄs�Ü »å½ �*À{Â\Ì » À ½^É àå» � ¹;Ä�»S¾^Æb¾^Æ\¹�É\·^¶¸Éï¹§·¿¾^»å¹{½

g∗ ∈ P3([Hk, Hk+1])
Ð ¶¸· k = 0, . . . , N − 1,

g∗ ∈ C2([H0, HN ]),

g∗′′(H0) = g∗′′(HN) = 0,

Ï Ò�Ñ èÔÜ

Ä�Æ\¹§·^¹ Ì�Í Ä�¹¤½^¹n¾ H0 := 0 �W�\Á B0 := 0 Ñb ¶vÄ Õ ÄÅ¹ À ¶ Â à Á À Æ\¶é¶¸½¿¹ V = {g ∈ C2([H0, HN ]) : P3([Hk, Hk+1])
Ð ¶¸· k = 0, . . . , N − 1} Õ¶¸É¼¾^»å¶ �=� à!à Í Ä�»S¾ÇÆ Ì ¶ Â=�¼Áø� · Í À ¶ �\Á »8¾Ç»S¶ � ½x¶ � g′′ ÑJB ¶�ÄÅ¹nË¸¹{· Õ Ä�¹¤Æ � Ë¸¹�¾^Æ\¹ Ð ¶fà!àS¶vÄ�» �\ä ·^¹{½ Â àS¾ o

z�ìéð|{\î~} ±p�Sñp�rq ø��éûn÷;ùZ��û7ö�
�
 � _	�ïù&�õú|ø 
 Ï Ò¼Ñ/ëáÜ þ�ù���û�ûnÃf�!
nùQûnøk�6û�ú � ö�_bú|ø�ú|ùQú|ø�û;�ýø�ù@ûn÷ ��ú|ü8öÔù&�ýø��� � � �d� C1 s 
�ïü��ýø�û	�!
�ùZ��û6ú|÷Çûnù&�d�^öÔüýü�]�� � öÔ÷¿öÔø�ùQû6ûr�\t¨�uKwv S Y ���!
.
�ïü��ýø�û ��� øk�nù��õú|ø 
 ó~ù¨÷��Z�V�höÔüýü�] � ��� ü ¸ üýüT

ù���û��6ú|ø 
nù¨÷¿ö��ýø�ù Ï Ò�ÑTs�Ü S �*ú��ÅûI�Ôûn÷Çþ ùZ���!
¤÷Çû�
 � ü ùC�6ú � ü)�4ø�ú|ù � û"
���ú��(ø � ú|÷�ùZ��û`�^ö�
vû±ú � C2 S
a ��Í Ä �vÍÔÕ Ä�¹ � ¹{¹ Á ¶ � à Í C1 à~·^¹ äÔÂ à � ·¿»8¾ Í�Ð ¶Ô·�¶ Â ·�É Â ·^Éï¶¸½¿¹{½ Õ Ä�Æ\¹§·^¹ � ½�¾ÇÆ\¹�È ¶ � ¶Ú¾Ç¶ � » À »8¾ Í »S½�¶ Ð
Â É\È ¶¸½2¾;»SÈ4Éï¶¸·2¾ �W�¼À ¹ ÑYB ¹ �\À ¹ Õ ÄÅ¹�½^¹§¾

V := {g ∈ C1([H0, HN ]) : g ∈ P3([Hk, Hk+1])
Ð ¶¸· k = 0, . . . , N − 1}. Ï Ò¼ÑKÓ�Ü

I�Ð�À ¶ Â ·^½^¹ Õ ÄÅ¹ À ¶ Â à Á Æ � Ë¸¹ � àå½¿¶�» �\À à Â\Á ¹ Á g(0) = 0
» � ¾ÇÆ¼¹ Á ¹Ig � »8¾Ç»å¶ � ¶ Ð V y » � ½2¾Ç¹ �ÚÁ�Õ Ä�¹ Á ¶¾ÇÆ � ¾Nà � ¾Ç¹§·x» � Ð ¶¸·^È ¶ ÐÆ� Ì ¶ Â=�\Áø� · Í À ¶ �\Á »S¾^»å¶ ��Ñ

xzy2��þTÿ@þTÿ{��úhÿdÿ�þ}|�~}�Q|��w�F����ÿ�;ü����<�÷ÿ����~�����û����Cú � B
þ�ÿ@þÄû�ÿ&þ������ ����� ��������� û�~�� � ú��{���U����ÿ&ý���~�~?����~}���nÿ3ú �

B
�O�;ÿ��U��~TþÄû��Cý�þ}���hüS|O�8û��U���\ÿ&ÿ������ ��� þÄû��F��ü���������û�����ú � H

þ�ÿFü����~þ��F��~�~}�
[0, 106]

�÷ÿ��F��~ÄþTû��]|��U�$úIý��nÿ � ���>ý�ú����þTý��÷ú���ü���û°ü
�¨úIû÷ÿ�þ����F�dþTû����������dú�� þTý]��üdþÄúhûNú � f−1 �



*,+.-	/	0�1326D�67M	G$Pp*,2N1	0HGFEk-	0HGh9CJ Ò¼ê
z�ì {U¾i��{Xf�ifí�j
txÆ\»S½�½^¹ À ¾Ç»S¶ � »å½ ¶ � Æ\¶vÄ¥¾^¶ �ÔÀ ¾ Âø� àºà Í±À ¶¸È É Â ¾^¹ � ½^È ¶é¶Ô¾^Æ\» �\ä ½¿ÉÅàå» � ¹ ÐfÂ=�\À ¾Ç»S¶ ��Ñ txÆ\¹�½^¶Úà À�� à!àå¹ ÁB ¹§·^È »S¾^¹nàQÉï¶�à Íp� ¶ÔÈ » � àS½

ζ1(t) = (1− t)2 (2t+ 1), ζ1,k(s) = ζ1

( s−Hk

Hk+1 −Hk

)
,

ζ2(t) = t2 (3− 2t), ζ2,k(s) = ζ2

( s−Hk

Hk+1 −Hk

)
,

ζ3(t) = t (1− t)2, ζ2,k(s) = ζ2

( s−Hk

Hk+1 −Hk

)
(Hk+1 −Hk),

ζ4(t) = −(1− t) t2, ζ2,k(s) = ζ2

( s−Hk

Hk+1 −Hk

)
(Hk+1 −Hk),

Ï Ò�ÑTe¸Ü

Ð ¶¸·¿È ��Ì=� ½^»S½7¶ Ð P3([0, 1])
�W�\Á P3([Hk, Hk+1])

·^¹{½¿Éï¹ À ¾Ç»SË¸¹hà ÍÔÑ txÆ¼¹ Ìø� ½¿»å½�»å½ �ø� ¾ Â · � à�» � ¾^Æ\¹½^¹ � ½^¹�¾ÇÆ � ¾
ζ1(0) = 1, ζ1(1) = 0, ζ ′1(0) = 0, ζ ′1(1) = 0,

ζ2(0) = 0, ζ2(1) = 1, ζ ′2(0) = 0, ζ ′2(1) = 0,

ζ3(0) = 0, ζ3(1) = 0, ζ ′3(0) = 1, ζ ′3(1) = 0,

ζ4(0) = 0, ζ4(1) = 0, ζ ′4(0) = 0, ζ ′4(1) = 1,

Ï Ò¼Ñ8êvÛ�Ü

�W�ø� àå¶ ä ¶ Â ½\à Í4Ð ¶Ô·M¾ÇÆ\¹ B ¹§·^È »S¾^¹�Éï¶fà Íp� ¶¸È » � àS½ ζi,k ¶ � [Hk, Hk+1]
Ñ¹ » �\À ¹b¾ÇÆ¼¹ ÐfÂ��\À ¾^»å¶ � g �W�¼Á »8¾Ç½ Á ¹§·^»SË � ¾Ç»8Ë¸¹ g′ ½^Æ¼¶ Â à Á Ì ¹ À ¶ � ¾Ç» �éÂ ¶ Â ½ Õ ÄÅ¹ À��W� ·^¹{É¼·^¹{½¿¹ � ¾ gÂ ½^» �\äpÀ ¶é¹�G À »å¹ � ¾Ç½ zk, λk ∈ R

½ Â\À Æ-¾ÇÆ � ¾

g(s) = zk ζ1,k(s) + zk+1 ζ2,k(s) + λk ζ3,k(s) + λk+1 ζ4,k(s)
Ð ¶¸· s ∈ [Hk, Hk+1].

Ï Ò¼Ñ8ê¸ê�Ü
µ�·^¶¸È Ï Ò¼Ñ8êvÛ�Ü »S¾ Ì ¹ À ¶¸È4¹§½¤¶ Ì Ë�»S¶ Â ½�¾^Æ � ¾ zk = g(Hk)

�W�¼Á λk = g′(Hk)
Ð ¶¸· k = 0, . . . , N Õ�W�\Á ¾ÇÆ � ¾�¾ÇÆ¼¹{½^¹ À ¶é¹�G À »å¹ � ¾^½�» �\Á\Â\À ¹ �,�=� ¾ Â · � à�»S½^¶¸È ¶¸·¿É\Æ\»S½^È V ↔ R

2(N+1)Ñ txÆ Â ½ Õ Ä�¹ � ·^¹
�ÔÀ ¾ Âø� àºà Í±Á »S½ À{Â ½^½^» �\ä � Ã Âø�ÔÁ · � ¾^» À È » � »SÈp»ºm � ¾Ç»8¶ � É\·^¶ Ì àå¹§È » �

R
2(N+1) Ä�»S¾^Æ �W� » � ¹§Ã Âø� àå»8¾ Íd� ½

À ¶ � ½¿¾^· � » � ¾ ÑZÖ¾� ¾Ç·¿¶ Á\Â\À » �\ä%� ½\à �ÔÀ Þ Ë � ·^» �ÔÌ àå¹ q ≥ 0 �W�¼Á ß �Úä · �W�¼ä ¹;É � · � È4¹n¾Ç¹§· λ Õ ÄÅ¹ � ·^·^»8Ë¸¹ � ¾¾ÇÆ\¹�¶ Ì�� ¹ À ¾^»SË¸¹ ÐfÂ=�\À ¾Ç»S¶ �ø� à

J(g) = λ

[ N∑

k=0

(
g(Hk)−Bk

wk

)2

− (c δ)2 + q

]
+

HN∫

H0

[
g′′(s)

]2 Á s.

Ä�»S¾^Æ
g = g(z0, . . . , zN , λ0, . . . , λN) �W�¼Á q ≥ 0 Ña À{À ¶Ô· Á » �\ä ¾Ç¶ ê/Ò % ë¨Õ ¾ÇÆ¼¹�½\à �ÔÀ Þ Ë � ·¿» �ÔÌ àS¹;¹§Ã Â=� àå½�¾^¶�m{¹§·^¶ Õ�Â=� àS¹{½¿½ � ½2¾Ç· � » ä Æ�¾@àå» � ¹ À�����Ì ¹ Ð ¶ Â=�¼Á

ÐfÂ à)gUà!àS» �\ä ¾ÇÆ\¹ À ¶ � ½2¾Ç· � » � ¾±Ï Ò�ÑTs�Ü"Ñ ¹ » �¼À ¹ � B à H à À{Â ·¿Ë¸¹¤»å½�¾ Í É\» À�� à!à Í Æ\» ä Æ à ÍÔ� ¶ � àS» � ¹ � · Õ Ä�¹�½¿¹§¾
q = 0

» � ¾^Æ\¹ Ð ¶fà!àS¶vÄ�» �\ä±Á »å½ À{Â ½¿½^»å¶ ��Ñ
Ö¾� ¶¸· Á ¹§·x¾Ç¶`g �\Áw� È » � »SÈ Â È ÄÅ¹ À ¶ Â à Á ½^¶fà8Ë¸¹�¾ÇÆ¼¹¤½¿¹§¾;¶ Ð Ï � ¶ � àS» � ¹ � · Ü ¹{Ã Âø� ¾^»å¶ � ½

∂

∂zk

J(g) = 0,
∂

∂λk

J(g) = 0 Ð ¶¸· k = 0, . . . , N,
∂

∂λ
J(g) = 0,
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¹ Ñ^ä¼Ñ Ä�»S¾^Æ�¾^Æ\¹ b ¹nÄx¾Ç¶ � È ¹§¾^Æ\¶ Á Ïf½^¹§¹ êKÒ % ë�Ð ¶¸· Á ¹n¾ � »ºàå½ Ü"Ñ
Ö¾� ½¿¾^¹ �ÔÁ�Õ » �xê/Ò¸Ò÷ë ¾^Æ\¹âY �!�V��ú|ø�ú��;÷Çûd� � ü8öÔ÷I�)W ö¸ù��õú|ø Ïh½^¹§¹M¹ Ñ^ä¼Ñ ê êvÛ�ëýÜ"Õ ¶ Ð ¾^Æ\¹Å» � ¾Ç¹§·^Éï¶fà � ¾Ç»8¶ � É\·^¶ Ì àå¹§È

µZ» �\Á g ∈ V : g(Hk) = Bk
Ð ¶Ô· k = 0, . . . , N,

»å½ À ¶ � ½¿» Á ¹§·^¹ Á�Ñ txÆ\¹ßtx»SÞáÆ\¶ � ¶vË ÐfÂ=�\À ¾Ç»S¶ �ø� à�·^¹ �ÚÁ ½

J(g) =
N∑

k=0

(
g(Hk)−Bk

wk

)2

+ θ

HN∫

H0

[
g′′(s)

]2 Á s, Ï Ò¼Ñ8ê % Ü

Ä�Æ\¹§·^¹ Ì�Í θ Á ¹ � ¶Ô¾Ç¹§½7¾ÇÆ\¹�·^¹ äÔÂ à � ·¿»!m � ¾Ç»8¶ � É � · � È4¹n¾Ç¹{· Õ � ½ Â »8¾ �ÔÌ àå¹¤Ë � à Â ¹ Ð ¶¸·�Ä�Æ\» À Æ »å½ À Æ\¶¸½¿¹ ��ÔÀ§À ¶¸· Á » �\ä ¾Ç¶ã¾ÇÆ\¹ ���!
V�n÷Çû�¼öÔøk�I]X�ï÷I�ýøk�I�T�ïüåû ½ Â\À Æ ¾ÇÆ � ¾*¾ÇÆ\¹b¹{·¿·^¶¸·*»å½*½^È � à!àS¹§·�¾ÇÆ ��� c δ Ñ txÆ\»S½� É\É¼·^¶ �ÔÀ Æ-»å½x¹§Ã Â »SË � àå¹ � ¾�¾^¶p¾^Æ\¹�È4» � »SÈ »)m � ¾Ç»S¶ � É\·¿¶ Ì àS¹{È Ï Ò�Ñ Ù¸Ü"Õ Ï Ò�ÑTs�ÜÅÁ¼Â ¹�¾^¶ ê êvÛ�Õ É\É Ñ�ê % ê°ë¨Ñµ�¶¸· � g¼º�¹ Á θ Õ ¾ÇÆ\¹ À ¶ �\Á »8¾Ç»å¶ � ½x¶ Ð g�·¿½¿¾;¶¸· Á ¹{·�·^¹ �ÔÁw� ½ Ð ¶�à!àS¶�Äx½ o
∂

∂zk

J(g) = 0,
∂

∂λk

J(g) = 0 Ð ¶¸· k = 0, . . . , N.
Ï Ò¼Ñ8êvÒ¸Ü

txÆ\»S½¤½ Í ½2¾Ç¹§È ¶ Ð ¹{Ã Âø� ¾^»å¶ � ½¤»å½"à Â\À Þá»!à Í àå» � ¹ � ·pÏh½¿» �\À ¹ ¶ Â · ÐfÂ=�\À ¾^»å¶ �=� à J »S½�Ã Âø�ÔÁ · � ¾^» À » � ¾ÇÆ¼¹À ¶é¹�G À »å¹ � ¾^½ zk, λk
ÜÅÌ\Â ¾ Â=�¼Á ¹{·@à Á ¹n¾Ç¹{·¿È4» � ¹ Á�Ñ Ö¾� ¶¸· Á ¹{·x¾^¶ ¹ �¼Ð ¶¸· À ¹ Â�� »åÃ Â ¹ � ¹{½¿½ ÕÑ� É¼É\·^¶¸É¼·^» � ¾Ç¹

Ì ¶ Â=�\Á=� · Í À ¶ �\Á »8¾Ç»S¶ � ½ � ·^¹�»SÈ4Éï¶Ô½^¹ Á�Õ¼Ð ¶¸·x» � ½¿¾ ���\À ¹

z0 = g(H0) = B0 = 0, λ0 = g′(H0) =
B1 −B0

H1 −H0

=
B1

H1

,

zN = g(HN) = BN , λN = g′(HN) =
BN −BN−1

HN −HN−1

.

Ï Ò¼Ñ8ê ëáÜ

a � ¶Ô¾ÇÆ\¹§·�Éï¶¸½^½¿» Ì »ºàå»8¾ Í ÄÅ¶ Â à Á*Ì ¹�¾Ç¶ Â ½^¹�È ¶¸·^¹(¾ÇÆ �W� ¾@Ä�¶�Éï¶¸» � ¾Ç½ (Hi, Bi)
¾Ç¶ ä ¹n¾ Ì ¹n¾^¾Ç¹§·�¾ �W�\ä ¹ � ¾

� É\É¼·^¶vº�»SÈ � ¾^»S¶ � ½ Ð ¶¸· λ0, λN
y ÄÅ¹�·^¹ Ð ¹{·x¾Ç¶ ê êVs�ëõÑ

txÆ\¹Càå» � ¹ � ·Z½ Í ½2¾Ç¹{È Ï Ò¼Ñ8êvÒ�Ü »å½9½¿É � ·¿½^¹ �W�\Á ½ Í È4È ¹§¾^·^» À Éï¶Ô½^»S¾^»SË¸¹ Á ¹hg � »S¾^¹ Õ ¾ÇÆ Â ½9¾ÇÆ¼¹ À ¶é¹�G À »å¹ � ¾^½·^¹§É\·^¹§½^¹ � ¾Ç» �\ä f̃ À����ãÌ ¹ À ¶ÔÈ4É Â ¾Ç¹ Á · � ¾ÇÆ¼¹{·�¹ � ½^»ºà ÍÔÑÖ~Ð f̃ »å½�È ¶ � ¶Ô¾^¶ � ¹�Ï �W�\Á ¾ÇÆ\¹§·^¹ Ð ¶Ô·^¹ Ì » � ¹ À ¾^»SË¸¹ ÜnÕ ¶ � ¹ À��W� ¹ � ½¿»!à Í7Á ¹{·^»8Ë¸¹ ν̃ Õ ν̃ ′ Ï �W�\Á » Ð)� ¹§¹ Á ¹ Á ¹nË¸¹ �¾ÇÆ\¹p¹ � ¹§· äÔÍ>Á ¹ � ½^»8¾ Í ÐfÂ=�\À ¾^»å¶ � ϕ Ü Ë�» � » � Ë¸¹{·¿½^»S¶ � ¶ Ð f̃ Â ½^» �¼äs��� ¹�G À »å¹ � ¾ b ¹nÄx¾Ç¶ � È ¹§¾ÇÆ¼¶ Á�ÑtxÆ\¹§½^¹*¹nË � à Âø� ¾Ç»S¶ � É\·^¶ À ¹ Á\Â ·^¹{½ � ·^¹ � ¶Ô¾�È4¶¸·¿¹�¹nº�Éï¹ � ½^»8Ë¸¹¤¾ÇÆ ��� ¾ÇÆ\¶¸½¿¹¤¶ Ð�B ¹{»å½¿¹�j/½;È ¹§¾ÇÆ¼¶ Á�Ñ
� j_f�h�ì�� í�j�í fví�jAi�¡¢i�f�¿
b ¶vÄ ¾^Æ\¹�Ã Â ¹{½¿¾^»å¶ �r� ·^»S½^¹§½�Ä�Æ\¹n¾ÇÆ\¹§·M¾^Æ\¹7½¿È4¶é¶Ú¾ÇÆ\» �\ä ½^ÉÅàS» � ¹�È ¹§¾^Æ\¶ Ár� ½ Á ¹{½ À ·^» Ì ¹ Á��ÔÌ ¶�ËÔ¹ À��W�É\·^¹§½^¹§·¿Ë¸¹ È4¶ � ¶Ô¾Ç¶ � » À »8¾ ÍÔÑ g′ > 0 À��W� Ì ¹b¹ � ½¿»!à Í ����û�����û\� Ì�ÍF� à ä ¹ Ì · � » À À ¶ �¼Á »S¾^»å¶ � ½*¶ � ¾^Æ\¹
À ¶é¹�G À »å¹ � ¾^½ Õ\Ì\Â ¾M¾ÇÆ\¹�¾ � ½^Þ4»å½�¾Ç¶ ¸ ø�� � É � · � È ¹§¾^¹{· θ Ä�Æ\¶Ô½^¹ À ¶¸·¿·^¹{½¿Éï¶ �\Á » �\äd� É\É\·¿¶vº�»SÈ � ¾^»S¶ �»å½xÈ ¶ � ¶Ú¾Ç¶ � ¹ Ñ
¹ Ñ l;¹§»S¾\m{» �\ä ¹{·hjK½ � à ä ¶¸·^»8¾^Æ\È Ï ÀnÐ@Ñ@êKÒÔÒ÷ëÝÜ »S¾Ç¹§· � ¾^»SË¸¹hà Í À ¶ � ½¿¾^· Â\À ¾Ç½ � ·^¹ ä¸Â à � ·^»ºm � ¾^»S¶ � É � · � È ¹§¾^¹{· Õ
� »SÈ4» �\äd� ¾ � È4¶ � ¶Ô¾Ç¶ � ¹ � É¼É\·^¶ º¼»SÈ � ¾Ç»S¶ ��ÐfÂ à)gUà!àS» �\ä ¾ÇÆ\¹ Á »S½ À ·¿¹{É ���\À§Í É¼·^» �¼À »åÉ àå¹ Ñµ�¶¸· � àºà Ïf·^¹ � àå»S½¿¾Ç» À Ü ½ � È4ÉÅàS¹{½ À ¶ � ½^» Á ¹{·¿¹ Á�Õ+� È4¶ � ¶Ô¾Ç¶ � ¹ � É\É\·¿¶vº�»åÈ � ¾^»S¶ � À ¶ Â à Á-Ì ¹ À ¶¸È É Â ¾^¹ Á�ÑB ¶vÄÅ¹nË¸¹{· Õ�Ð ¶¸· ��Ð ¹§Ä ¹nº � È ÉÅàå¹§½ Õ ½ Â\À{À ¹{½^½ �W�\Á±ÐÕ� »!à Â ·^¹�¶ Ð ¾ÇÆ\¹ � à ä ¶¸·¿»8¾ÇÆ¼È Á ¹{Éï¹ �¼Á ¶ � ¾ÇÆ\¹ À Æ\¶Ô» À ¹
δ �W�\Áw�ÔÁ\Á »S¾Ç»S¶ �ø� à�» � [ Â ¹ �\À ¹ Ð ·^¶¸È¢¾^Æ\¹ À Æ\¶¸» À ¹�¶ Ð ¾ÇÆ\¹ Ì ¶ Â��\Áø� · Í À ¶ �\Á »S¾Ç»S¶ � ½ Ñ�d¹¤·¿¹ Ð ¹§·x¾Ç¶ ¾ÇÆ\¹�È ¶ � ¶Ô¾^¶ � » À »8¾ Í É¼·^¶ Ì àS¹{È �Ôä�� » � » � ¹ ¹ À ¾Ç»å¶ �ãÒ¼Ñ8ê¸Ñ/ë\Ñ
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�;�UT8��� £�² � ®\YWc�8¦2 �Q� � ¬
¹ » �\À ¹�¹§Ë � à Âø� ¾^»å¶ � ¶ Ð ν̃(s), ν̃ ′(s) »S½ � ¹{¹ Á ¹ Á Ð ¶¸· s ≥ BN

� ½±ÄÅ¹hà!à Õ ÄÅ¹�¹"ºé¾Ç· � Éï¶fà � ¾Ç¹ f̃ ¶¸· ν̃Â ½^» �\ä Þ � ¶�Ä;àS¹ Á\ä ¹ �ÔÌ ¶ Â ¾�¾ÇÆ\¹ Ì ¹{Æ � Ëé»å¶Ô· Ð ¶¸· H → ∞ Õ » Ñ ¹ Ñ Ï a Ò�Ü"Õ Ï a ëáÜk�W�\Á|¼ ¶¸·^¶�à!à � · Í % Ñ % ÑtxÆ\¹§·^¹ � ·^¹�½^¹nË¸¹{· � à<É ¶Ô½^½^» Ì »ºàå»8¾Ç»8¹{½ Ð ¶¸·x½ Â\À Æ ½ � ¾ Â · � ¾^»å¶ � È4¶ Á ¹hàå½ Õ ¹ Ñ¿ä\Ñ ¾ÇÆ¼¹ Ð ¶�à!àS¶vÄ�» �¼ä ¾^Æ\·^¹§¹ Ñ
Ï&é ê�Ü�ê êVs�ë<Á ¹ � àå½MÄ�»S¾^Æ�¾^Æ\¹ �W� ½ � ¾rm

ν̃(s) = ν0 +
α

s
+
β

s2
, Ð ¶¸· s ≥ BN

Ï Ò¼Ñ8ê�Ù¸Ü
Ä�Æ¼¹{·^¹

α, β � ·¿¹ À ¶ÔÈ4É Â ¾Ç¹ Á�Ð ·¿¶¸È¢¾ÇÆ¼¹ Ì ¶ Â=�\Áø� · Í À ¶ �¼Á »S¾^»å¶ � ½M» � BN
Ñ

Ï&é3% Ü Ö¾� ê/Ò¸Ò÷ëí� ½nàå» ä Æá¾\à ÍbÁ »)á�¹§·^¹ � ¾�È4¶ Á ¹hà

ν̃(s) = ν0 + β e−αs, Ð ¶¸· s ≥ BN
Ï Ò¼Ñ8êVs�Ü

»S½xÉ\·^¶¸Éï¶Ô½^¹ Á�Õ Ä�Æ\¹§·^¹ α, β � ·^¹ �Ôä0� » � À ¶¸È É Â ¾^¹ Á�Ð ·^¶ÔÈ¢¾ÇÆ\¹ Ì ¶ Â��\Áø� · Í�À ¶ �\Á »S¾Ç»S¶ � ½ Ñ
Ï&é Ò�Ü µ�» �ø� àºà Í¸Õ Ä�¹ À ¶ � ½^» Á ¹{· ��� ¹nºé¾Ç· � Éï¶fà � ¾Ç»å¶ � ¶ Ð ¾ÇÆ\¹ B à H à À{Â ·2Ë¸¹�»S¾^½^¹hà Ð Äx»S¾ÇÆ

f̃(t) = γ + µ0t+ βe−αt, Ð ¶¸· t ≥ HN

Ï Ò¼Ñ8ê�è¸Ü
Ä�Æ¼¹{·^¹

α, β, γ � ·^¹ À ¶¸È É Â ¾^¹ Á�Ð ·^¶¸È ¹"ºé¾Ç¹ �¼Á » �\ä Ï Ò¼Ñ8ê�è¸Ü ¾^¶x¾^Æ\¹�à � ½2¾�¾ÇÆ¼·^¹{¹(É � »S·^½ (HN , BN ) Õ
(HN−1, BN−1)

�W�\Á (HN−2, BN−2)
Ñ txÆ\»å½ À��W� Ì ¹ �ÔÀ ¾Ç¹ Á ¶ Â ¾ Ì ¹ Ð ¶¸·^¹±¾ÇÆ¼¹p½¿È4¶é¶Ô¾^Æ\» �¼ä½¿ÉÅàå» � ¹ À�� à À{Â à � ¾^»å¶ �¶�W�\Á Í »S¹°à Á ½ � ½nàå¶¸Éï¹ Ë � à Â ¹ f̃ ′(HN)

¾ÇÆ � ¾ À��W�dÌ ¹ Â ½¿¹ ÁF� ½ � È ¶¸·¿¹·¿¹ � àS»å½2¾Ç» À7Ì ¶ Â=�¼Áø� · Í À ¶ � ½2¾Ç· � » � ¾ Ñ ¹ ¹{¹ � àå½¿¶ µZ» ä¸Â ·^¹ Ò¼Ñ % Ñ

 1.2

 1.4

 1.6

 1.8

 2

 2.2

 0  10000  20000  30000  40000  50000  60000  70000  80000

B

H

extrapolated B-H-curve

data
extrapolation
assymtotics

µZ» ä¸Â ·¿¹ Ò¼Ñ % o B à H à À{Â ·¿Ë¸¹�¹"º�¾^· � Éï¶fà � ¾^»å¶ � Â ½^» �¼ä Ï&é Ò¸ÜnÑ

¼ ¶¸È Ì » � » �\ä ¾ÇÆ\¹ � É\É\·¿¶vº�»åÈ � ¾^»S¶ � ¾Ç¹ À Æ � »åÃ Â ¹ ¹ ¹ À ¾Ç»S¶ � Ò¼Ñ8ê¸Ñ % Ä�»S¾^Æd¶ � ¹ ¶ Ð ¾^Æ\¹4¹"ºé¾Ç· � Éï¶�à � ¾^»å¶ �¾Ç¹ À Æ � »åÃ Â ¹§½±Ï�é êvÜnÕ Ï�é3% ÜnÕ Ï&é Ò�ÜÅÀ��W� àå¹ �ÔÁ ¾Ç¶ ¾ÇÆ\¹ Ð ¶�à!àS¶�Ä�» �¼ä ½¿»S¾ Â=� ¾Ç»S¶ � ½ o
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• è�Â ¹±¾^¶�È4¹ � ½ Â ·¿» �\ä ¹§·^·^¶Ô·^½�¾^Æ\¹±½^¹ À��W� ¾ BN−BN−1

HN−HN−1

� É\Éï¹ � ·^½�¾^¶ Ì ¹�àå¹§½^½�¾ÇÆ �W� µ0
Ñ txÆ � ¾

Ä�¶ Â à Á É\·^¶ Ìø�ÔÌ à Í ·^¹{½ Â àS¾ » � À ¶é¹�G À »S¹ � ¾^½ α, β � ¶Ú¾ À ¶Ô·^·^¹§½^Éï¶ �¼Á » �\ä ¾^¶¥Ï a ê�Ü y Ï a ë�ÜnÕ ¶¸·¹nË¸¹ � ÄÅ¶Ô·^½^¹ Õ ¾^Æ � ¾p¾ÇÆ¼¹ À ¶é¹�G À »å¹ � ¾^½ À����h� ¶Ô¾ Ì ¹ À ¶ÔÈ4É Â ¾Ç¹ Á`� ¾ � àºà Ñ,Ö¾� ¾^Æ � ¾ À�� ½^¹-»S¾Ä�¶ Â à ÁdÌ ¹ Ì ¹§¾¿¾Ç¹{·¤¾Ç¶ã» äW� ¶¸·^¹ ¾ÇÆ¼¹âà � ½2¾ Áø� ¾ � É � »å· Õ ¶Ô·�¾Ç¶ ·¿¹{ÉÅà �ÔÀ ¹ µ0
Ì�Íg� ½ Â G À »S¹ � ¾\à ÍàS¶�ÄÅ¹§·MË � à Â ¹ Ñ

• txÆ¼¹{·^¹ � ·¿¹ã¾Ç¶é¶ Ð ¹§Ä�È ¹ � ½ Â ·^» �\ä Éï¶¸» � ¾Ç½ �W�\Á ¾^Æ\¹ ¾ Í É\» À�� à;½^Æ � Éï¹ ¶ Ð ¾ÇÆ\¹ B à H à À{Â ·2Ë¸¹»S½ � ¶Ô¾¤·^¹ � à!à Í ·^¹§É\·^¹§½^¹ � ¾Ç¹ Á�Õ » Ñ ¹ Ñ BN−BN−1

HN−HN−1

Ä�¶ Â à Á Ì ¹ � Ë � à Â ¹ ¾Ç¶é¶ìà � · ä ¹ Ð ¶¸· f̃ ′(HN) ÑtxÆ¼»å½�È � ÞÔ¹{½ � ¶ Á »¤G À{Â àS¾Ç»S¹{½;» � À�� ½^¹�¶ Ð Ï�é Ò�ÜnÑ µr¶Ô·±Ï�é ê�ÜnÕ Ï&é3% ÜnÕ ¶ � ¹ À ¶ Â à Á ¹ Ñ^ä\ÑÑ�ÔÁ¼Án�g À ¾Ç»8Ë¸¹�È ¹ � ½ Â ·¿» �\ä Éï¶Ô» � ¾ (HN+1, BN+1)
Ä�»8¾ÇÆ

HN+1
½ Â G À »S¹ � ¾rà Í à � · ä ¹ �W�¼Á BN+1 =

BN + µ0(1 + ε)(HN+1 −HN) Ð ¶¸· � ½¿È � àºà ε > 0 Ñ

�;�UT8��¥ ¦.§;® �Q£ ©�®7¤°©<´ (®X§ ¡
¨©lAl î�í�ª,i¨ð|{�f�ifí�j í�j

[0,∞)
txÆ\¹ ÐÕ�ÚÀ ¾Ç½x¾^Æ � ¾
ê¸Ñ ¾^Æ\¹�Ë � à Â ¹ BN

Â ½ Â=� à!à Í�À ¶¸·^·¿¹{½^Éï¶ �\Á ½;¾^¶p¾^Æ\¹�È � º�»åÈ � à È ¹ � ½ Â ·^» �\ä ¹§·^·^¶Ô· �W�¼Á ¾ÇÆ � ¾
% Ñ ¶ � ¹�½^Æ\¶ Â à Á È4¶¸·¿¹�¶¸·Càå¹§½^½ � � û�
�
 � ¾ �W�\ä ¹ � ¾ g′(HN)

ä »8Ë¸¹ã·^»S½^¹-¾^¶ ¹nºé¾Ç¹ �\Á ¾ÇÆ\¹ã» Á ¹ � ¶ Ð � ½¿È4¶é¶Ú¾ÇÆ\» �\ä ½¿ÉÅàå» � ¹�¾Ç¶ H → ∞ Ñ �d¹ » � ¾Ç·¿¶ Á\Â\À ¹-¾^Æ\¹½ � ¾ Â · � ¾Ç»å¶ � È ¶ Á ¹°à
g(s) = µ0s+ α + β

1

s
Ð ¶¸· s ≥ HN ,

Ï Ò¼Ñ8êvÓ�Ü
Ä�Æ\¹§·^¹ Ì�Í α �W�\Á β À��W��Ì ¹�Ä�·¿»S¾^¾^¹ �Ô� ½ � G � ¹	àS» � ¹ � · À ¶¸È Ì » �ø� ¾Ç»S¶ � ½�¶ Ð zN

�W�\Á λN
Õ ÄxÆ\» À ÆbÄÅ¹

ä0� » � Ð ·¿¶¸È¢¾ÇÆ¼¹ À ¶ � ¾Ç» �áÂ »S¾ Í ¶ Ð ¾^Æ\¹ ÐfÂ=�\À ¾Ç»S¶ � g �W�¼Á »S¾Ç½ Á ¹{·^»8Ë � ¾^»SË¸¹ g′ » � HN
Ñâã¶¸·¿¹{¶vË¸¹{· Õ

∞∫

HN

[
g′′(s)

]2 Á s =
20

(HN)5
β2,

Ä�Æ � ¾;É¼·^¶�Ë¸¶ÔÞÔ¹{½ Â ½x¾Ç¶ Â ½^¹ �°� ¹§Ä ÐfÂ=�¼À ¾Ç»S¶ �ø� à

J(g) =
N∑

k=0

(
g(Hk)−Bk

wk

)2

− (c δ)2 + θ

∞∫

0

[
g′′(s)

]2 Á s. Ï Ò¼Ñ8êVe�Ü

a Ð ¾^¹{· �4Ð ¹§ÄO¹nº�Éï¹§·^»åÈ ¹ � ¾ � ¾^»å¶ � ½ Ì�Í ¾^Æ\¹ �ÔÂ ¾^Æ\¶¸· Õ »S¾�¾ Â · � ¹ Á ¶ Â ¾�¾^Æ � ¾7È ¶ � ¶Ô¾^¶ � » À »8¾ Í »å½�Æ � · Á¾Ç¶ �ÔÀ Æ\»å¹nË¸¹ Ð ¶¸· À ¹§·¿¾ � » ��Áø� ¾ � É � »å·^½ Õ » Ð ¶ � ¹ Â ½¿¹{½�¾ÇÆ\¹�tx»åÞáÆ\¶ � ¶�Ë � É\É\·¿¶ �ÔÀ Æ Ñ
e f î|í�j
k«� í�j�í fví�jSi¡¢i�f�¿
Ö~ÐÆ� È ¹§¾^Æ\¶ Á�À��W� É\·¿¹{½^¹§·¿Ë¸¹*È ¶ � ¶Ú¾Ç¶ � » À »8¾ Í¸Õ ÄÅ¹¤Æ � Ë¸¹�¶ � à Í

f̃ ′(s) ≥ 0,
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» � ½¿¾Ç¹ �ÔÁ ¶ Ð

f̃ ′(s) ≥ µ0.�d¹ À ¶ Â à Á�� É\É\·¿¶vº�»åÈ � ¾^¹b¾ÇÆ¼¹�É � »å·^½ (Hk, BK − µ0Hk)
È4¶ � ¶Ô¾Ç¶ � ¶ Â ½nà Í Ä�»S¾ÇÆ � ÐfÂ=�\À ¾Ç»å¶ � f̂�W�\Á ½^¹n¾ã¾ÇÆ¼¹ B à H à À{Â ·¿Ë¸¹ � É\É\·¿¶vº�»SÈ � ¾^»S¶ � ¾^¶ f̃(s) = f̂(s) + µ0s

Ñ Ö ¾-ÄÅ¶ Â à Á Ì ¹ Ä�¶¸·¿¾^Æ» � Ë¸¹{½2¾Ç» ä�� ¾Ç» �\ä Ä�Æ � ¾ À ¶ �\Á »S¾^»å¶ � ½p¶ � ¾ÇÆ\¹-¶¸·¿» ä » �=� à Áø� ¾ � (Hk, BK)
ÄÅ¹{·¿¹ � ¹ À ¹§½^½ � · Í Ð ¶¸· ¾^Æ\¹¾ÇÆ\¹§¶¸·¿¹§¾Ç» À�� à�¹"º�»å½¿¾^¹ �\À ¹*¶ Ð ½ Â¼À Æ �W�w� É\É\·^¶ º�»åÈ � ¾Ç»S¶ ��Ñ

Ö¾� ½¿¾^¹ �ÔÁ ¶ Ð Æ\¶ÔÉ\» �\ä ¹ �ÔÀ Æ¥¾^»åÈ ¹�¾ÇÆ � ¾4¾ÇÆ¼¹ Á=� ¾ � »å½ � ¶Ú¾b¾^¶é¶ Ä�¶¸·^½¿¹ �W�\Á ¾^Æ � ¾4¾ÇÆ\¹ � É¼É\·^¶ º¼» àÈ � ¾Ç»S¶ � »å½pÈ4¶ � ¶Ô¾Ç¶ � ¹ Õ ¾ÇÆ\¹-È4» � »SÈ »)m � ¾Ç»S¶ � É\·^¶ Ì àå¹§È À ¶ Â à Á Ì ¹ Ð ¶¸·¿È Â à � ¾^¹ Á » �h� Ä � Í ¾ÇÆ � ¾
� ¶ � àQÈ ¶ � ¶Ô¾^¶ � ¹ ÐfÂ=�\À ¾Ç»å¶ � ½ � ·¿¹ � É\·^»S¶¸·^»<¹nº À à Â\Á ¹ Á Â ½^» �\är� à ä ¹ Ì · � » À¤À ¶ �\Á »8¾Ç»å¶ � ½�¶ � ¾ÇÆ\¹ À ¶é¹ Ð àg À »å¹ � ¾Ç½ Ñ txÆ Â ½ Õ��ãÀ ¶¸·^·¿¹{½¿Éï¶ �\Á » �\ät� à ä ¶¸·^»8¾^Æ\È�Ä�¶ Â à Á g �\Á ¾ÇÆ\¹ Ì ¹§½¿¾ � É¼É\·^¶ º¼»SÈ � ¾Ç»S¶ � » � ¾ÇÆ¼¹
À à � ½^½Z¶ Ð È ¶ � ¶Ú¾Ç¶ � ¹ ÐfÂ=�\À ¾Ç»å¶ � ½ Ñ a ä ¶é¶ Á » Á ¹ � ÄÅ¶ Â à Á Ì ¹ À Æ\¶é¶¸½¿» �\ä ¶Ô¾^Æ\¹{· Ì=� ½^»S½ ÐfÂ=�\À ¾Ç»S¶ � ½�¾ÇÆ �W�¾ÇÆ\¹ B ¹§·^È »S¾Ç¹ Éï¶fà Í)� ¶¸È4» � àS½ Õ ¾^Æ � ¾ À����dÀ ¶ � ¾Ç·¿¶fà9¾ÇÆ\¹ È ¶ � ¶Ú¾Ç¶ � » À »8¾ Í É\·^¶ÔÉï¹{·¿¾ Í ¹ � ½^»ºà ÍÔÑ¬I ¾ÇÆ\¹§·2àÄ�»å½¿¹ Õ ¾ÇÆ¼¹ À ¶¸½¿¾^½ � ·^¹�Æ¼» ä Æ�½¿» �\À ¹�¾^Æ\¹ �ÔÁ\Á »8¾Ç»å¶ �ø� à À ¶ � ½¿¾Ç· � » � ¾Ç½�É¼·^¶ Ìø�ÚÌ à Í » � Ë¸¶fà8Ë¸¹ � ¶ � àS» � ¹ � ·^»8¾ Í¶¸·x¹§Ë¸¹ �s� ¶ � à Á »ºá ¹{·^¹ � ¾^» �ÔÌ »!à8»8¾ ÍÔÑ txÆ\¹ Ø ¹{· � ½¿¾Ç¹§» � Éï¶fà Íp� ¶ÔÈ4» � à8½ � ·¿¹�É\·^¶ Ìø�ÔÌ à Ír� É\É¼·^¶¸É\·¿» � ¾Ç¹ Ð ¶Ô·¾ÇÆ\»S½ � ¾^¾ �ÔÀ Þ� À§Ð@Ñ � àå½^¶ êÄe�ÕrÒ�ÙéÕ % Ù�ë¨Ñ
®L{\î~{�ðdì¢fvìéî°¯�±<ì�j�f�i�²Z¡f{Xf�ifí�j
a À ¶¸È ÉÅàS¹§¾Ç¹hà Í�Á »ºá ¹{·¿¹ � ¾ � É\É\·^¶ �ÔÀ Æ�ÄÅ¶¸·2¾ÇÆ¤¾^¶;È4¹ � ¾^»å¶ � »S½�¾ÇÆ¼¹ �¼öÔ÷¿öf_bûnùQûn÷8���éûnø�ù&� ¸��^öÔù��õú|ø Ä�Æ\¹{·¿¹¾ÇÆ\¹ ·¿¹°à Â¼À ¾Ç»8Ëé»S¾ Í »S½�Ë�»S¹§ÄÅ¹ Áh� ½ � É � · � È ¹§¾Ç¹§· ¶ Ð]�W� »!àºà à~Éï¶¸½¿¹ Á É\·¿¶ Ì àS¹{È Ñ µ�·^¶¸È È ¹ � ½ Â · �ÔÌ àå¹Ã Âø�W� ¾Ç»S¾^»å¹§½±» ����� � É\É\·^¶ÔÉ\·^» � ¾Ç¹b¹"º¼Éï¹§·^»SÈ4¹ � ¾ � àÅ½^¹n¾ Â É Õ ¾ÇÆ\¹ À{Â ·2Ë¸¹ À��W� Ì ¹�¹nºé¾Ç· �ÔÀ ¾^¹ Á » �,Á »S½2à
À ·¿¹§¾^»!m{¹ Á-Ð ¶Ô·^È Ñ �d¹�·^¹ Ð ¹{·x¾^Æ\¹ �ÔÁ Ë �W�¼À ¹ Á ·¿¹ �ÔÁ ¹§·x¾Ç¶ ê % Û�Õ�ê Û÷ë¨Ñ

¹ Â È È � ·^»ºm{» �¼ä ¹ ¹ À ¾Ç»S¶ ��Ò¼ÑSêÔÕ ÄÅ¹ À��W� ½¿¾ � ¾Ç¹7¾^Æ � ¾M¾^Æ\¹�½^È ¶é¶Ô¾^Æ\» �¼ä ½^É àå» � ¹�¾^¹ À Æ � »åÃ Â ¹ À ¶ÔÈ Ì » � ¹ ÁÄ�»S¾^Æ �W��� É\É¼·^¶¸É\·¿» � ¾^¹4¹nºé¾Ç· � Éï¶fà � ¾Ç»S¶ ��Õ�Ð ¶¸·*» � ½2¾ �W�\À ¹>Ï�é êvÜnÕ Ï&é3% Ü ¶¸·�Ï&é Ò�Ü"Õ ·¿¹{½ Â àS¾±» ���W���ÔÀ à
À ¹§É¼¾ �ÚÌ àå¹�È ¹§¾^Æ\¶ Á ¾^¶Xg �ø� à!à Í ¹nË � à Â=� ¾Ç¹ ν̃(s), ν̃ ′(s) Ð ¶Ô· À ¶¸È É Â ¾ � ¾Ç»S¶ �ø� à É Â ·¿Éï¶¸½^¹§½ Ñµ�¶¸· È ¶ � ¶Ô¾^¶ � ¶ Â ½\à Í » �\À ·¿¹ � ½¿» �\ädÁø� ¾ � É � »å·^½ �W�¼Á ½ Â G À »S¹ � ¾rà Í à � · ä ¹�¾Ç¶�àå¹{· �W�\À ¹ c δ Õ ¾^Æ\¹ � ½2à½ Â È É¼¾^»å¶ � ½�Ï a ê j Üdy Ï a ë j ÜL� ·^¹ ÐfÂ à)gUà!àS¹ Á�Õ.� ¾�àS¹ � ½2¾�» Ð ÄÅ¹b·^¹{É à �ÔÀ ¹ µ0

ÌáÍ �w� ¹ ä àå» ä » Ì à Í ½¿È � à!àS¹{·Ë � à Â ¹ Ñ txÆ Â ½pÄÅ¹ À��W� À ¶ Â=� ¾ ¶ � ¹"º�»å½¿¾^¹ �\À ¹ ÕÅÂ=� »SÃ Â ¹ � ¹§½^½ �W�\Áh� à!à�¾ÇÆ\¹�É\·¿¶¸Éï¹{·2¾Ç»å¹§½ ÄÅ¹-Æ � Ë¸¹½^Æ\¶vÄ �ãÐ ¶¸·x¾ÇÆ\¹ b ¹§Äx¾Ç¶ � ¶¸Éï¹{· � ¾Ç¶¸· �W�\Á ¾^Æ\¹¤È4» � »SÈ »)m � ¾^»S¶ � É\·^¶ Ì àå¹§È Õ » Ð ÄÅ¹ Â ½^¹ ν̃ » � ½2¾Ç¹ �ÔÁ ¶ Ð¾ÇÆ\¹�¹"º �ÔÀ ¾;·^¹°à Â\À ¾^»SËé»S¾ Í ν Ñ
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9^È\Ç ³'´ ñ = µ ÛhÜ
¶@Ø�Í�Ò>ÛhóCÙ"Ò>Û�·�Ô ·�¸ ÒHÌ�Íº¹ Ù"Ø�Û°Ù"ÒHÛ�·�Ô�Ùßõ7Ý ØZ·ßô�õhÍ;ò
�;� ���FT » £`¼!½¾¼,¿`¼2ÀÂÁ ¦r¦ ��¿	� ��¼ £ì¦ ¼
ÃÄ¼,¿@�ÆÅÇ¼k�Q£ � �ÇÈ�É���¿`¼,ÁYÀ � Á8¡n¼ZÊ
a ÀÌË È ÉÂÍUÎ{ÆÂÎ �ÂÏwÐ ËuÎ Ð��ÒÑ Í ËéÁ\ÂXÓ�Ñ�Ð¤Ë���Ñ�Ë`Ñ ÆÂÎ]Ô Ð��ÂÐHÑ Î@é�àÕÎ§È°Î �ÒÑ â/Î Ñ Æ ËéÁrÓ���� Ì Î Ð�ËÔÂ=�\Á Î Ñ^ä¼Ñ�Ðª��ê/Ò¼ÕÔè�ëË Í êKÓ�Õ É¼É ÑïÙ�e÷ë¨Ñ
è�Â Í Ð��\ärÑ Æ ÐÕÏ]Ï Î Ó�Ñ�Ð¤Ë���Õ Ä{Î Ó�Ë��ÂÏwÐSÁ Î�Í � à Ðª� Î � ÍÅË � Í Ð �OÑwÐÕËW�ø� à ÉÂÍ ËÔÌ àÕÎ§È°Ö

Ô Ð��\Á u ∈ V : a(u, v) = 〈F, v〉, ∀v ∈ V, Ï Ò¼Ñ % Û�Ü
Ð��L�<B<Ð à Ì Î�Í Ñ,Ï É �OÓ Î V Õ Ä�ÆÂÎ�ÍwÎ ÌáÍ a(·, ·) �W�\Á F Ï Æ ËÔÂ à Á�Ï��OÑ�Ð¤Ï¿ÐýÍ8Ñ ÆÂÎ�ß ��× à@â Ð à ä Í � È �OÏwÏ^Â È4É ÑwÐÕË��XÏÏ ÓnÐ@Ñ txÆXÎ Ë ÍUÎ{È % ÑTs¸ÜnÕZÐ¨Ñ Î Ñ F ∈ V ∗ Ð¤Ï à Ðª� Î � Í �W�¼Á Ì�Ë¸Â=�\Á Î Á����\ÁØÑ ÆXÎ ÌÂÐ à Ðª� Î � Í Ð�Ë Í^È a(·, ·) :
V × V → R

Ð¤Ï V àzÎ°àºà Ð É Ñ�ÐHÓv�W�\Á-Ì�ËÔÂ=�\Á Î Ápo
a(v, v) ≥ ca1 ‖v‖2V , ∀v ∈ V, Ï Ò�Ñ % ê�Ü
|a(u, v)| ≤ ca2 ‖u‖V ‖v‖V , ∀u, v ∈ V. Ï Ò¼Ñ %�% Ü

ß ��× j Ïr���\Á â Ð à ä Í � Èìj ÏÙÑ ÆÂÎ Ë ÍwÎ{È Î �ÂÏ¿Â ÍwÎ Ï©Ñ ÆÂÎÚÎ ×�ÐÕÏFÑ Î �ÂÓ Î ËÚÐL� Â=�ÂÐ Ã Â Î ÏUË à ÂXÑwÐÕË��'ËÔÐ Ï Ò¼Ñ % Û�Ü"ÕÄ�Æ Ð¤Ó Æ Ï Æ � à!à Ì Î Á Î �ÂË�Ñ Î ÁãÌáÍ u∗ Ñ
Û h<ìÝÜx{U¾fìéî~},ij2Þrz.i�f��ß� ì¢f�h<í,±
è�Â Î Ñ�Ë°Ñ ÆXÎ�à öÔüåûn÷����ýø�_bûnù���ú°� Õ ÄáÎ ��ÏUÏwâ ÈÙÎ�Æ � Ë Ðª�\äÔ�°Ï Î�ã â Î �ÂÓ Î ËÔÐ g �ÂÐHÑ Î"àzä Ð È°Î �ÂÏwÐ¤Ë��ø� à Ïwâ\Ì àÏ É �OÓ Î Ï Vh ⊂ V �OÑ<Ë�â ÍQä ÐÕÏ É Ë�Ï¥� à Õ¼Ð�Ë Í]Î ��Ó Æ ËÔÐAåQæÂÐÕÓ�æw� ���!
V�n÷ÇûnùQû��ï÷6ú � üåûI_ ÐÕÏ ��ÏUÏwËnÓÌÐ��OÑ ÎÌä o

Ô Ðª� ä uh ∈ Vh : a(uh, vh) = 〈F, vh〉, ∀vh ∈ Vh.
Ï Ò¼Ñ % Ò�Ü

t æ Î Ð�� äÂÎ × h ÏFÑ��W� ä Ï Ð�Ë Í Ñwæ Î%ä Ð¤ÏwÓ ÍwÎ ÑwÐ m �OÑ�Ð¤Ë��èçø� Í ��é Î Ñ Î�Í �W� ä ÏwæÂËuâ àÕä Ð�� ä Ð¤Ó��OÑ Î Ñ�æø�OÑLåQÐHÑ�æ
h → 0 Õ2å Î åu�W�ÒÑêÑwË���Ó�æÂÐ Î�ëuÎ ÓÌË�� ëuÎÌÍ ä Î �ÂÓ Î ËÔÐJÑwæ Îrä ÐÕÏUÓ ÍwÎ Ñ Î ÏwË à âXÑ�Ð¤Ë�� u∗h �Ôä0�OÐ��ÂÏFÑ8Ñ�æ ÎLÎ ×���Ó�ÑÏwË à âXÑwÐÕË�� u∗ ∈ V Ñ¹ Ðª�ÂÓ Î å Î æø� ëuÎ Vh ⊂ V, ì Ñwæ Î�ß ��× à@â Ð à ä Í ��é!Ñ�æ Î Ë ÍwÎ éíÐÕÏ³��çXç à Ð¤Ó���î à¤Î ÑwË Ï Ò¼Ñ % Ò�Ü"Õ)�W� ä å Î ä Î Ñ9�â=�ÂÐ ã â Î ÏUË à â�Ñ�ÐÕËW� u∗h ∈ Vh

Ñ.ï û^öAM 
 � ûI_`_ ö ê/Ò÷ëZÏFÑ��OÑ Î Ï`Ñ�æ=�OÑ8â=� äÂÎÌÍ Ñwæ Î ��ÏwÏUâÂé°ç�Ñ�ÐÕËW�ÂÏ Ï Ò¼Ñ % ê�Ü"ÕÏ Ò�Ñ %f% Ü"ÕÂÑwæ Î\ä ÐÕÏUÓ ÍUÎ Ñ�Ð m �OÑwÐÕË�� Î�ÍwÍ Ë Í Ð¤Ï]î�Ëuâ=� äÂÎ�ä îáÍ©Ñwæ Î ��çÂç Í Ë�×�ÐÕé �OÑwÐ¤Ë�� Î�ÍwÍ Ë Í o
‖u∗ − u∗h‖V ≤

ca2
ca1

inf
vh∈Vh

‖u∗ − vh‖V .
Ï Ò¼Ñ % ëáÜ

t æ Î Ïwç=��Ó Î Vh
Ð¤Ï
ËÔÐ g �ÂÐ¤Ñ Î�ä Ð¤é Î �ÂÏwÐ¤Ë���Õ�ÑwænâÂÏAÐHÑ
é�âÂÏUÑ
æø� ëuÎ � g �XÐ¤Ñ Î îø��ÏUÐÕÏ{Ñ �ØÎ Ï Î Ñ Nh = dimVh�W� äßàÕÎ Ñ ϕi

äÂÎ �XË�Ñ Î Ñwæ Î î=��ÏwÐ¤Ï�Ð�â=�ÂÓ�ÑwÐÕË��XÏ{Õ�ÐõÑ Î Ñ Vh = Ïwç=�W� {ϕi : i = 1, . . . , Nh} Ñ,¼áË��ÂÏ ÎÌã â Î �¢Ñ à ÍÔÕÑ�æ Î ÏUË à â�Ñ�ÐÕËW� uh
Ð¤ÏQËÚÐSÑwæ Î Ð�Ë Í é

uh(x) =

Nh∑

i=1

u
(i)
h ϕi(x), Ð�Ë Í x ∈ Ω,

Ï Ò¼Ñ % Ù¸Ü
ð y2��þÄû���ú � ü�����ñ��U��� � ú��&ý{��~}��ü&þTúIûßú � ü�����ò úhþTÿdÿ&úIû����dú�|�~}�$ý −∆u = f

ñFþÄü��
a(u, v) =

∫
Ω
∇u · ∇v

�
x��ûO�

〈F, v〉 =
∫
Ω

f v
�
x �ó � ú�ô��F��~}~}�U� (�õ�öU÷�õ�øzù{úûö�ü<ù]ýFþûÿ�õ������
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åQÐ¤Ñwæ%Ó�Ë Î�G ÓÌÐ Î �¢Ñ�Ï u(i)
h ∈ R � Ø��©Ñwæ Î\äÂÎhg �ÂÐ¤ÑwÐÕË��ÂÏ

uh :=
(
u

(i)
h

)Nh

i=1
∈ R

Nh , 	�
�� % s�Ü
f

h
:=
(
〈F, ϕi〉

)Nh

i=1
∈ R

Nh , 	�
�� % è¸Ü
Ah[i, j] := a(ϕj, ϕi), Ah ∈ R

Nh×Nh , 	�
�� % Ó�Ü
å Î � ÍwÍ Ð ëuÎ �OÑ]Ñ�æ Î 	 à Ðª� Î � Í Ü à öÔüåûn÷r���ýø�
I]~
"ù@ûI_

Ô Ðª� ä uh ∈ R
Nh : Ahuh = f

h
, 	�
�� % e�Ü

åQæÂÐ¤Ó�æ%Ð¤Ï Î�ã âÂÐ ë � àÕÎ �ÒÑQÑwËLÑwæ Î Ë Í ÐåäuÐª�ø� à?ä Ð¤ÏwÓ ÍwÎ Ñ Î ç Í Ëuî àÕÎ é 	
�� % 
 Ü ���è Î � à Ðª�\ä à Ð Þ�Î Ñ�æ=�OÑ ÕXå Î æ=� ëuÎ\äÂÎhg � ÎÌä Ñ�æ Î ÏwË à Ó�� à!à¤ÎÌä �;�ýù!W��!
vú�_bú|÷ �U���!
I_

uh ∈ Vh ←→ R
Nh 3 uh,

�<ËW� Înà Ñ�Ë à Ë�� Î Ó�Ë ÍwÍUÎ Ïwç�ËW� äÂÎ �XÓ Î î Î Ñzå ÎÌÎ � Ñ�æ ÎJä Ð¤ÏwÓ ÍwÎ Ñ ÎJë � Í Ð��OÑ�Ð¤Ë��ø� à ç Í Ëuî àÕÎ é���� ä Ñ�æ Î=ã � à¤ÎÌÍ^Þ Ðª�Ï��nÏUÑ Î é �
b Ë�å'å Î�� �OÓ Î Ñwæ Î ç Í Ë�î àÕÎ é6æÂË�å'Ñ�Ë\Ó�Ë��ÂÏUÑ Í âÂÓ�Ñ ä Ð¤ÏwÓ ÍUÎ Ñ Î ÏUâÂîÂÏUçø��Ó Î Ï{Ë � Ó ÎÌÍ Ñ���Ðª�°B<Ð à î ÎÌÍ Ñ�Ïwçø��Ó Î Ï
	 � Ë Í Ðª�ÂÏUÑ¥�W�ÂÓ Î V0 = {v ∈ W 1

2 : v|ΓB
= 0} Ü,�W� ä ÓÌË ÍUÍwÎ ÏUç�Ë�� ä Ðª�\äèî=��ÏwÐ¤Ï � â=�ÂÓ�ÑwÐÕË��XÏ ��� �Ñ�æ Î�� Ë à!à Ë�åQÐª�¼ä¬çø� Í �Ôä Í ��çÂæ���å Î � ÍUÎ�ä Ð¤ÏwÓÌâXÏwÏwÐª�\ä��©Ó�Ë��ÂÏFÑ Í âXÓ�Ñ�Ð¤Ë�� àÕÎ � ä Ðª�\ä°Ñ�Ër�©ÏUçø� Í Ï Î Ï��nÏUÑ Î éé �OÑ Í ÐH× Ah

�ø�W� Î ÏUÏ Î �ÒÑ�Ð�� à ç Í Ë�ç ÎÌÍ Ñ��.ÏwÐª�ÂÓ Î Ñwæ Î �nâÂé�î Î�Í Ë � â�� Þ �ÂË�å �XÏ Nh
Ð¤Ï]Ñ��nçÂÐÕÓ�� àºà � à � Í ä Î �

���ê� � ¨Çe?l ìn¡Òi�{U¾ ½ h<í�i¡¸ìãí��
VhÔ Ð Í ÏUÑ�å Î Ð��ÒÑ Í Ë ä âXÓ Î Ñwæ Î �ÂË�ÑwÐÕË��.Ë � Ñ Í Ð��W�\äuâ à ��Ñ�Ð¤ËW�po

� ìÒ²ZjAi�f�ifí�jE±p�º±p� ó Y ÷��höÔø�� � ü8öÔù&�õú|ø �
� ûnù

Ω ∈ R
d � ûpöÔø ú���ûnø¼þ � ú � ø��éû\�x
vûnùC���ýùZ��
 � � �I�õûnø�ùhü�]^
I_búvú|ù�� � ú � ø���öÔ÷�] S Â û^�^öÔüýü Th

ö
Ñ Í Ð �W�¼äuâ à ��Ñ�ÐHË�� ú � Ω

þ,� � �ýù@�6ú|ø 
I�!
nù�
�ú � ö�¸ øU�ýù@û�ø � _ � ûn÷�ú � 
 � � 
vûnùZ
 T ⊂ Ω
þ,�,���d���X
{öÔù&�!
 � ]±ùZ��û

� ú|üýüåú����ýø��"�ï÷Çú��rûn÷"ù��õû�
 S
� S"! ö����

T ∈ Th
�!
*öì�nüåúV
vû\�X
vûnù3���ýùZ� ö4ø�ú|ø�ûI_	� ù�]vþ��6ú|ø�ø�û��nù@û\�É�ýø�ùQûn÷I�õú|÷

T̊
S

R�S � ú|÷±û^ö����
T ∈ Th

þ3�ýùZ
 � ú � ø���öÔ÷I] ∂T �!
 � �T�U
V�����ýù!WX�6ú|ø�ù&�ýø � ú � 
 S
K S

Ω =
⋃

T∈Th
T
S

P�S � ú|÷7û^ö����^���!
nù��ýøk�nù
T1, T2 ∈ Th

ùZ��ûN�ýø�ù@ûn÷r
vû��nù��õúÚøx�!
�ú � _bû^ö�
 � ÷Çû@W|ûn÷6úvþH� S û S
T̊1∩ T̊2 = ∅ S

t æ Î<Ô Ð��XÐ¤Ñ ÎCé�à¤Î é Î �¢Ñ â/Î ÑwæÂË ä ÐÕÏ��êÏwç Î Ó�Ð � à Ó��OÏ Î Ë �pã � àÕÎ�Í^Þ Ð�� àl ÐHÑ m åQÐ¤Ñ�ærÑwæ ÍwÎ�Î é ��Ð��°��Ïwç Î Ó�ÑwÏ°o
• a ùh÷��höÔø�� � ü8öÔù��õú|ø Th

Ë � Ëuâ Í Ó�ËuéÙçÂâXÑ���Ñ�ÐÕËW� ä Ë�é,��Ðª� Ω ÐÕÏ Î ÏUÑ¥��î à ÐÕÏwæ ÎÌä Ð���Ñ�æ Î Ï Î �ÂÏ Î Ë �
è ÎIg �ÂÐHÑ�Ð¤Ë�� 
��#
��$�%A~ ü��F�dû���üdþ����F~}����úIû��]�U��û����U�&þ}���=ü����;ÿ���ý��Cÿ�Vÿ�ü��ný ÿ�ü�����üdþÄû�� � �dúIý ü����Cý�þTû~þÄý�þ}�U��ü&þTúIû ���dú�|�~��ný

J(v) =
1

2
a(v, v)− 〈F, v〉 → min

��ñ,��þ}���	þ�ÿ2� û~ú�ñFû8�Iÿkü����'& úûþ)(�ù�ýFþpÿ�õ��*�
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• t æ Î ÏwË à Ó�� à!àÕÎ�ä ¸ øU�ýù@û4ûnüåûI_bûnø�ù3
�¼ö��6û Vh

ÐÕÏ`Ó�Ë��ÂÏFÑ Í âXÓ�Ñ Î�ä ÏUâÂÓ�æ Ñwæø�OÑ � Ë Í`Î ��Ó�æ T ∈ Th
�Ñwæ Î\ÍwÎ ÏUÑ Í ÐÕÓ�ÑwÐÕËW�ßË � vh ∈ Vh

Ð¤Ï��rç�Ë à �)�XËué°Ð�� à ��Ð � Î � vh|T ∈ Pp(T )
� Ë Í ÏwËué Î p ∈ N �

• t æ ÎÌÍwÎ Ð¤Ï � �^öÔø�ú|øU�d�^öÔü � ö�
I�!
 Ë � Vh
�,åQæXËuÏ Î îø�OÏwÐÕÏ � â=�ÂÓ�Ñ�Ð¤Ë��ÂÏ\Ó��W� î ÎLÎ ��ÏUÐ à � äÂÎ ÏwÓ Í ÐÕî Î�ä

��� ä æø� ëuÎ Ïwé � àºà ÏwâÂçÂç�Ë Í Ñ �
t æ Î Ñ Î�Í é ûnüåûI_bûnø�ù Î ÐHÑ�æ Î�Í<ÍwÎ ��ÎÌÍ Ï<ÑwË,�°ÏUâÂîÂÏ Î Ñ T ∈ Th

Ë Í Ñ�ËÙÑwæ Î ÏUâÂîÂÏ Î Ñ`Ñ�Ë¸ä Î Ñ�æ Î�Í åQÐHÑ�æ%Ñ�æ ÎÓ�æÂËuÐÕÓ Î Ë � îø��ÏUÐÕÏ � â��ÂÓ�ÑwÐÕË��ÂÏ à ËnÓ�� à!à �¬Ë�� T �é�àÕÎ é Î �ÒÑ�Ï]ÏwæÂË�â àÕä î Î ÏUÐÕéÙç àÕÎ �-� �ßÑ�æ Î"� Ë àºà Ë�åQÐª�\ä å Î ÏUÑwÐÕÓ Þ Ñ�ËrÑ�æ Î Ó���Ï Î Ï
• d = 2 ��åQæ ÎÌÍwÎ å Î.ÍwÎ ÏUÑ Í ÐÕÓ�Ñ�Ñwæ Î©ä Ëué ��Ðª� Ω Ñ�Ë�î Î ��ç�Ë à �éäuË������W� ä Th

Ñ�Ë�ÓÌË��ÂÏUÐÕÏFÑrË �Ñ Í Ð ���\ä à¤Î ÏD�W� ä%ã âø� ä Ï.�
• d = 3 �`åQæ ÎÌÍwÎ å Î ÍwÎ ÏUÑ Í ÐÕÓ�ÑßÑ�ËÆç�Ë à �næ Î�äÂÍ � à0/ßä Ëué ��Ð��XÏ Ω �W� ä Ñ Í Ð �W�¼äuâ à �OÑwÐ¤ËW�ÂÏ©åQÐHÑ�æÑ Î Ñ Í ��æ Î�äÂÍ ËW�ÂÏY�W� ä æ Î ×���æ Î�äÂÍ Ë��XÏ Ë�� à � �

Ô â Í Ñwæ ÎÌÍ é°Ë ÍwÎ � � Ë Í Ñ�å{Ë Î°à¤Î é Î �¢Ñ�Ï T1 6= T2
å Î\äÂÎ é �W� ä

T1 ∩ T2 =





∅ëuÎ�Í Ñ Î ×Î�ä ä Î� ��Ó Î 	 Ð � d = 3 Ü





Ë � î�ËOÑ�æ ÎhàÕÎ é Î �¢Ñ�Ï � 	�
��#
 Û�Ü

¡
¡¡

¡
¡
¡
¡¡

¡
¡
¡
¡
¡
¡
¡

¡
¡
¡
¡
¡
¡
¡
¡
¡¡

¡
¡
¡
¡
¡
¡
¡

¡
¡
¡
¡¡

¡
¡¡

Ô ÐSäuâ ÍUÎ 
��#
 o a Ñ��nçÂÐÕÓ�� à Ñ Í Ð��W�\ä�â à ��Ñ�ÐHË��©Ë � �rÏ ã âø� ÍUÎ åQÐ¤ÑwæßÑ Í Ð ���\ä à¤Î Ï �
¨ j1�`ªF{�ð l ¾fì�2 Û h<ì�¬Jij�ì {\î ½ í43�î~{ j�f5�"¾hìéð ìnj�f�m
� � % è��XÑ�æ Î éÙËuÏUÑ]ÏwÐÕéÙç à¤Î îÂâ�ÑQåQÐ äÂÎhà �¬âÂÏ Î�äÚÎhàÕÎ é Î �ÒÑQÐ¤Ï�Ñ�æ Î ï ú � ÷¿öÔø�ù�ù¨÷��höÔø��Ôüåû S t æ Î\ä Ëué ��Ð��ÐÕÏ äÂÎ Ó�ËuéÙç�ËuÏ Î�ä Ð��¢Ñ�Ë 	 ÏUé,� à!à Ü�Ñ Í Ð �W�¼ä à¤Î Ï.�XËW�ßåQæXÐÕÓ�æßÑ�æ Î6� â=�ÂÓ�ÑwÐÕË��XÏ vh

ÏUæÂËuâ à¤ä î Î"à Ð�� Î � Í � t æ ÎÓÌËW�ÂÏUÑ Í âÂÓ�Ñ�ÐÕËW�%ÐÕÏ ��Ï � Ë àºà Ë�åQÏho
• ß,Î ÑYÑ�æ Î�ëuÎÌÍ Ñ�ÐÕÓ Î Ï 	 Ó�� à!à¤ÎÌä ø�ú°�éû�
 ÜAî Î]Î �nâÂé ÎÌÍ �OÑ Î�ä î7�°���LÐª� äÂÎ ×�Ï Î Ñ ωh

���W� ä`àÕÎ Ñ x(i), i ∈
ωh

äXÎ �ÂË�Ñ Î Ñwæ Î ÓÌË ÍUÍwÎ ÏUç�Ë�� ä Ðª�\äi�ÂË äÂÎ Ï �8 %���ú�~������w������~¢�Vúhý��IþÄû	þ�ÿ,�����������ü��U�&þ}�F�w�Cü�����ü>þ ü ÿ2|�ú��~û��������<�¨úhû�ÿ�þ�ÿ�üdÿpú � ��ú�~����Iúhû~þ���~�ÿ �
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• �ÝÎ Ï Î Ñ

ϕi

(
x(j)
)

:= δij, ∀i, j ∈ ωh,

��� ä åQÐ¤ÑwæßÑ�æ Î\ÍwÎ ÏFÑ Í ÐÕÓ�ÑwÐÕË��
ϕi|T � G � Î�à Ðª� Î � Í , ∀T ∈ Th,

ϕi
ÐÕÏ�å Îhà!à àzäÂÎIg � Î�ä Ë�� Ω �

¹ âÂÓ�æ���îø��ÏwÐ¤Ï�ÐÕÏáÓ�� àºàÕÎ�ä ø�ú°��öÔü � ö�
I�!
6þ ÏwÐ��XÓ Î Ñwæ Î â�� Þ �ÂË�å �XÏY� ÍUÎ ��Ó�Ñwâø� àºà �LÑ�æ Î9� â=�ÂÓ�Ñ�Ð¤Ë�� ë � à â Î ÏË��ßÑwæ Î �ÂË äÂÎ Ï°o u(i)
h = uh(x

(i)) �� �©Ó���Ï Î Ë � Ñ�æ Î87 Ë�ÐÕÏwÏUË��©ç Í Ëuî à¤Î é:�Òå Î æø� ë�Î V = {v ∈ W 1
2 (Ω) : v|Γ = 0} ��åQæ ÎÌÍwÎ î7� Γ

ÍwÎ ��ÎÌÍ ÏÑ�ËßÑwæ Î è`Ð Í ÐÕÓ�æ à¤Î Ñ\î�Ë�â=� ä � Í � � ß,Î Ñ ωh

äÂÎ �ÂË�Ñ Î Ñwæ Î Ï Î Ñ Ë � � à!à Ðª� ä ÐÕÓ Î ÏêåQæÂË�Ï Î Ó�Ë ÍwÍUÎ Ïwç�ËW� ä Ð��¼ä
�ÂË äÂÎ Ï ä Ë ø�ú|ù à Ð Î Ë�� Γ �ÂÑwæ Î � {ϕi : i ∈ ωh} Ð¤Ï �Lîø��ÏUÐÕÏ � Ë Í Vh �
� �¥ä Î � ÎÌÍ � à � a(ϕi, ϕj) = 0 Ð � Ñwæ Î îø��ÏUÐÕÏ � â��ÂÓ�ÑwÐÕË��XÏ ϕi

� ϕj
æ=� ëuÎÚä ÐÕÏ��UËuÐ��¢Ñ°ÏwâÂçXç�Ë Í ÑwÏ � Ô Ë Í

¼áËuâ Í �W�ÒÑ`Ñ Í Ð��W�\ä à¤Î Ï.��ÏwâÂçXç ϕi
Ó�Ë��ÂÏUÐÕÏUÑwÏêË ��Î ×���Ó�Ñ à �/Ñ�æÂË�Ï Î Ñ Í Ð �W�\ä àÕÎ Ï<åQæÂÐÕÓ�æ Ð��ÂÓ à â äXÎ x(i) ��Ñ�æÒâÂÏÑ�æ Î ÓÌË ÍUÍwÎ Ïwç�Ë�� ä Ð��\äÝÏ��nÏUÑ Î é é �OÑ Í ÐH× Ah

ÐÕÏLÏwçø� Í Ï Î � Ô Ë Í Ñ Í Ð �W�¼äuâ à �OÑwÐ¤Ë��èÏFÑ Í âXÓ�Ñ�â ÍwÎ Ï à Ð Þ�Î Ðª�Ô ÐSäuâ ÍwÎ 
��#
 � Ah
ÓÌË��¢Ñ���Ðª�ÂÏY�ÂË©éÙË ÍwÎ Ñwæø�W�>èi�ÂË�� à mÌÎ�Í Ë Î �ÒÑ Í Ð Î Ï`ç ÎÌÍ	à Ðª� Î �gÐ�� äÂÎ ç Î � äXÎ �¢Ñ\Ë � Ñ�æ ÎÑ�ËOÑ�� à �ÒâÂé�î ÎÌÍ Ë � �ÂË äXÎ Ï�y¬Ï ÎÌÎ � à ÏUË Ô Ðåä�â ÍwÎ 
�� ë �

¡
¡

¡
¡

³³
³³

³³
¡
¡

³³
³³

³³

³³
³³

³³
¡
¡

³³
³³

³³

s

s

s

u

s

s

s

¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

¦
¦
¦
¦
¦
¦
¦
¦
¦
¦
¦
¦

C
C
C
C
C
C
C
C

S
S
S
S
S
S
S
S

L
L
L
L
L
L
L
L
L
L

x(i)

ϕi

1

Ô Ðåä�â ÍwÎ 
�� ë o a �ÂÏ��OÑ m"� â=�ÂÓ�ÑwÐÕË��ßÓ�Ë ÍwÍUÎ Ïwç�ËW� ä Ð��¼äLÑ�ËrÑ�æ Î ¼áËuâ Í �W�¢ÑQÑ Í Ð��W�\ä àÕÎ Ï �
t æ Î Ï��nÏUÑ Î é é �OÑ Í Ðp×rÐ¤Ï8�ÂË�ÑJÓÌËuéÙçÂâXÑ ÎÌä ��Ó�ÓÌË ÍUä Ð��¼ä\Ñ�Ë\Ñ�æ Î<äÂÎIg �ÂÐHÑ�Ð¤Ë��Ùî;� Î�ë � à âø��Ñ�Ð��¼ä a(ϕi, ϕj)	 ä à Ëuîø� à!à �¼Ü �OîÂâXÑ���ÏwÏ Î é�î à¤ÎÌä Ë ëuÎÌÍ Ñwæ Î�Î°à¤Î é Î �¢Ñ�Ï 	 à ËnÓ�� à!à �¼Ü � Ô Ë Í Ñ�æ Î]7 Ë�ÐÕÏwÏUË��rç Í Ëuî à¤Î é å Î æ=� ëuÎ

a(ϕi, ϕj) =
∑

T∈Th

∫

T

∇ϕi · ∇ϕi

ä
x.

t æ Î ÓÌË��XÏUÑ Í âÂÓ�ÑwÐÕË��ßË � Ah
ÏUÑ�� Í Ñ�Ï]åQÐHÑ�æ Ah[i, j] = 0 � � Ë Í � àºà i, j �<� Ñ Î�Í �OÑwÐ��\ärË ëuÎ�Í � àºà?Î°à¤Î é Î �ÒÑwÏ

T �Xå Î Ó�ËuéÙçÂâXÑ Î ∫

T

∇ϕi · ∇ϕj

ä
x,

� Ë Í x(i), x(j) ∈ T,

Ð�� Î ��Ó�æ/ÏUÑ Î çs��� ä � äÂä ÑwæÂÐÕÏ ë � à â Î Ñ�Ë Ah[i, j] �
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t æ Î Ï Î Ðª�ÒÑ Î ä Í � à ÏYÓ��W�°î Î<Î�ë � à â=�OÑ Î�ä°Î�G ÓÌÐ Î �¢Ñ à �râÂÏUÐ��\ä\Ñ�æ Î ÓÌË��XÓ Î ç�ÑáË � Ñ�æ Î ÷Çû � ûn÷Çûnøk�6û�ûnüåûI_bûnø�ù SÔ Ë Í Ñ Í Ð��W�\ä à¤Î Ï.�Aå Î Ï Î Ñ ∆ = {(ξ1, ξ2) ∈ [0, 1]2 : ξ2 + ξ2 ≤ 1} ���W� ä å Í ÐHÑ Î°Î�ëuÎ�Í � T ∈ Th��ÏY�W�t� G � Îcà Ðª� Î � Í Ñ Í �W�ÂÏ � Ë Í é �OÑwÐÕËW�%Ë � ∆ � B Î �ÂÓ Î ��Ñwæ Î Ðª�ÒÑ Î ä Í � à Ï]Ó��W�Úî Î Ñ Í �W�XÏ � Ë Í é Î�ä Ñ�Ë^eÎ°à¤Î é Î �¢Ñ�� Í �ßÐ��¢Ñ Î ä Í � à ÏQË ë�ÎÌÍ Ñ�æ ÎCÍUÎ*��Î�ÍwÎ �XÓ Î Ñ Í Ð��W�\ä àÕÎ � Ð � Î � e°Ó�Ë��ÂÏFÑ��W�¢Ñ�Ï � t æ Î Ñ Í ���ÂÏ � Ë Í é,��Ñ�Ð¤Ë��é �OÑ Í ÐH×`�W� ä Ð¤Ñ�Ï äÂÎ Ñ ÎÌÍ éÙÐª�ø�W�ÒÑ©Ó���� î Î Î ×�ç ÍUÎ ÏwÏ ÎÌä Ðª�¾Ñ ÎÌÍ éÙÏ©Ë � Ñ�æ Î Ñwæ ÍwÎ�Î Î°àÕÎ é Î �ÒÑÔ�ÂË äÂÎ Ï
x(i1), x(i2), x(i3) �W� ä ÏwË�Ñwæ Î åQæÂË à¤Î ç Í ËnÓ ÎÌä â ÍUÎ Ó����.î Î Ó�� ÍUÍ Ð Î�ä ËuâXÑ Í �OÑwæ ÎÌÍ�� ��ÏFÑ]âÂÏUÐ��\ä�ÏUÐÕéÙç àÕÎà Ðª� Î � Í � à ä Î î Í � �

-

6

@
@
@
@
@
@
@
@s s

s1
ξ2

1
ξ1

0

∆

ψ1(ξ) = 1− ξ1 − ξ2
ψ2(ξ) = ξ1

ψ3(ξ) = ξ2

Ô ÐSäuâ ÍUÎ 
�� ÙQo t æ Î\ÍwÎ*��Î�ÍwÎ �ÂÓ Î Ñ Í Ð��W�\ä àÕÎ ∆ �W� ä Ð¤Ñ�Ï à ËnÓ�� à �W�ÂÏ��OÑ m"� â=�XÓ�Ñ�Ð¤Ë��ÂÏ �
�;� ���d� ¦¬£ Å � ¿ �Q£`¼>= � ¿ ¦ ��¿`¼,ÁYÀíÅÇÁ@?�¿`¼k� � ¡ ��Á,�Q� ©BA À �<CL¦ ¼
Ã Á�¿	� Á�¿

£ ¡ �Q�FÃÄÁ,�X¼ED � À �Q£`¼EF �$¡ © ÀX¼k�Q��G�Á,� � � ¿ £ À�À � À
�ÝÎ�ÍUÎ Ó�� à!à Ë�â Í Ó�Ë��ÂÓ ÍwÎ Ñ Î\ë � Í Ð �OÑwÐÕË��=� à Ï Î ÑwÑ�Ðª�IHI�ÂÐ � Î �

a(u, v) = 〈F, v〉, ∀v ∈ V0, 	�
��#
�JLK
åQÐ¤Ñwæ

V0 = {v ∈ W 1
2 (Ω) : v|ΓB

= 0},

a(u, v) =

∫

Ω

ν(|∇u|)∇u · ∇v ä x,
〈F, v〉 =

∫

Ω

f v
ä
x.

t æ Î�ã � àÕÎ�ÍNM Ð��PO Ô�é�Q é Î Ñ�æXË ä Ó����«î Î ��çÂç à Ð ÎÌä � à ÏUË/Ð�� Ñ�æ Î �ÂËW� à Ðª� Î � Í Ó���Ï Î � �ÝÎ Ó�æÂËnË�Ï Î �Ñ Í Ð �W��Huâ à ��Ñ�ÐHË�� Th
Ë � Ω 	 Î � H � Ñ�æ Î ¼áËuâ Í �W�ÒÑ Ñ Í Ð ���IH à¤Î Ï K Ñ�ËRH Î Ñwæ ÎÌÍ åQÐHÑ�æ/Ñwæ Î ���ÂÏ¥�OÑ mS� â=�XÓ�Ñ�Ð¤Ë��ÂÏ

(ϕi)
Nh

i=1 � B Î �ÂÓ Î � Ñ�æ Î\ä Ð¤ÏwÓ ÍUÎ ÑwÐ mÌÎ�ä ç Í Ëuî àÕÎ é ÍwÎ � ä Ï
Ô Ðª� ä uh ∈ Vh : a(uh, vh) = 〈F, vh〉, ∀vh ∈ Vh. 	�
��#
 % K

� �TH Î � ÎÌÍ � à � a(uh, vh)
� 〈F, vh〉 éÙÐ0Huæ¢Ñ?�XË�ÑZî Î ÓÌË�é°çÂâ�Ñ���î à¤Î î Î Ó���âÂÏ Î Ë � Ñwæ Î �W�=� à �ÒÑ�Ð¤Ó � â=�XÓ�Ñ�Ð¤Ë��ÂÏ

ν �W� ä f = J3
Ð�� ë Ë àHëuÎÌä �<� �ÂÏFÑ Î � ä å Î âXÏ Î ç Î�Í Ñ�â Í î ÎÌä:� Ë Í é°Ï �#UV�W ú��FûÌ��ýá�U�&þ��F��~�þÄû°ü��U������üdþÄúhûNþTûê�¨úIû�û��U�¨ü&þTúIû`ñFþ ü�� WYX[Z ñ������U�$úIý�ý��$û��C��\ ���
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�_^Ò²ZjAi�f�ia`�j ±p�)b ® ¨ ±dc«im�m�iae�¾a^gfh3>{ ±di~{Xfj3diL^k��`4ilcm3H¾�{�µ~�onqp r Th s putwv�pyxRzP{|tRvTrv~}tR�PxRz s{|tRr�}y�l������t_�P� _ tR}��

Ω
tR�4��{�p r QTh s pSt����lv _ zP{|to���lv���z _ p v }y�NtR{�}���r�pyxRv�tRr�}y�l�����"r���p@���lv _

QTh
[φ] =

∑

T∈Th

NT∑

i=1

ωT,i φ(zT,i),

� }�ra�
NT � �l}���r�� zT,i ∈ T

tR�4� � p }|xl�Pra�
ωT,i

�.tRr�}0�a� ] }��Px
∑NT

i=1
ωTi

=
_ pNtl�

T.

¶ ��r���pw���l��r�p Ã r����ura�P}0�u�jp�� r}y�l��� � p_�NtR{�{@r���p [ z�t;�RvNtRrzYv�po���lv _ zP{|t QTh

� ä éÙÐÕÏwÏUÐÕî à¤Î:} �h}�r9}0�p Ã tP� r����lv � �l{ ] ��� _ }tR{��5���h�PpyxRv�p�p
(2kT − 2)

�l�
T
� � ��p v�p

kT

}0�ur���p5�PpyxRv�p�p�����r���p5tR���.tRr W�~zP��� r�}y�l���T�l�
T
�'} S p S
∫

Ω

φ
�
x = QTh

[φ]
���lv

φ|T ∈ P2kT−2(T ), ∀T ∈ Th.

Ô Ë Í ¼áË�â Í �W�¢ÑQÑ Í Ð �W��H àÕÎ Ï.��Ñ�æ Î Ë�� Î ç�ËuÐª�ÒÑ Î�ë � à âø�OÑwÐÕË��
QTh

[φ] :=
∑

T∈Th

é Î ��Ï (T )φ(CT ),

	 CT î Î Ð��IHrÑ�æ Î Ó Î �¢Ñ Î�Í Ë � T K Ð¤Ï�� ä é°Ð¤ÏwÏUÐÕî à¤Î ÏUÐ��ÂÓ Î Ð¤Ñ]ÐÕÏ Î ×���Ó�Ñ � Ë Í Ñwæ Î ÓÌË��XÏUÑ����ÒÑ � â=�ÂÓ�Ñ�ÐÕËW�ÂÏ �Ô Ë Í ���w� ä éÙÐÕÏUÏwÐÕî àÕÎ`ã âø� äÂÍ �OÑ�â ÍUÎ�� Ë Í é�â à � QTh

å Î�äÂÎIg � Î
ah(uh, vh) := QTh

[
ν̃(|∇uh|)∇uh · ∇vh

]
,

〈Fh, vh〉 := QTh

[
f vh

]
.

	�
��#
,
;K
q ÏUÐ��IH uh

äÂÎhg � ÎÌä î;� l Ð¤Ñ m÷j Ï]ÐÕÏUËuéÙË Í çÂæXÐÕÏUé���ÏQÐª� ¹ Î Ó�Ñ�Ð¤Ë�� 
����Y�|J �W� ä Ñ�æ Î Ï Î ÑUÑ�Ð���HuÏ
Ah(uh) :=

(
ah(uh, ϕi)

)Nh

i=1
,

f
h

:=
(
〈Fh, ϕi〉

)Nh

i=1
,

	�
��#
 ] K
å Î H0��Ðª�.Ñ�æ Î �ÂË�� à Ð�� Î � Í;ã � àÕÎ�ÍNM Ð��.Ï���ÏFÑ Î é�o

Ô Ð�� ä uh ∈ R
Nh : Ah(uh) = f

h
, 	�
��#
;�,K

åQæÂÐ¤Ó�æ%Ð¤ÏQË � Ó�Ëuâ Í Ï Î�ÎÌã âÂÐ ë � à¤Î �¢ÑQÑ�Ë
Ô Ðª� ä uh ∈ Vh : ah(uh, vh) = 〈Fh, vh〉, ∀vh ∈ Vh. 	�
��#
 s K

a äÂä Ð¤ÑwÐÕË��=� àºà �R��å Î Ð��¢Ñ Í Ë ä âÂÓ Î �d�ÂË Í é Ë�� Vh
�

‖vh‖Vh
:= ‖vh‖V0 =

(∫

Ω

|∇vh|2
ä
x

)1/2

. 	�
��#
;�,K
Ô Ë Í ç Î�Í Ñ�â Í î ÎÌä»ã � àÕÎ�ÍNM Ð��.Ï��nÏUÑ Î é°Ï*� å Î Ó�Ð¤Ñ Î ÑzåáËÙÐ¤é°ç�Ë Í Ñ����ÒÑ ÍwÎ ÏUâ à ÑwÏ �
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½ `4iL`�¾�¾�{�i~¿�±p��¡�®\¬3{�ª?Þ�� i�¾k�i~{�c �¢`�ißjq`�j�¾i�jq^ {Ii/Ü�{Å¾^7i~},i�j¾mh¿
m�fj^Pc«m�µV��ndp r£r���p s } ���lv _
ah(·, ·)

�l�
Vh s p"� rv��l�PxR{ ]É_ �¤�[�¤r��l��p�tR�4�un¥} � �����Y}�r W ���l��r}���z��lz;���@} S p S

ah(uh, uh − vh)− ah(vh, uh − vh) ≥ cAh

1 ‖uh − vh‖2Vh
, ∀uh, vh ∈ Vh,

|ah(uh, wh)− ah(vh, wh)| ≤ cAh

2 ‖uh − vh‖Vh
‖wh‖Vh

, ∀uh, vh, wh ∈ Vh,tR�4�5ra��p�{¦}���pNtRv-���lv _
Fh ∈ V ∗

h

�'ra��p � 	�
��#
 s K tR�4�:p [ zP} � tR{0p ��r�{ ] r���p°à�tR{0p v � }��§� ] � r�p _ 	�
��#
;�,KtRv�p�zP��} [ z�p { ] �j�l{ � t s {0p"}��
Vh

S
i�v��j��� S t æÂÐÕÏQÐ¤Ï �W�%ÐÕéÙé Î�ä Ð��OÑ Î ÓÌËW�ÂÏ Î�ã â Î �ÂÓ Î Ë ��t æ Î Ë ÍwÎ é �Y� s �
¬@^Ycgc|{�±F��¨�® e fji~{ j
kq©¤m	¬'^Pckc {��¢`�i�jd`�jH¾�ijd^ {Ii6ª {Ii�i�{Xf�ia`�j>{U¾ l il`�e�¾^Pc«m�µV�<nqp r

u∗ ∈ V
s p"ra��p6���¤{«zYr}y�l�����

a(u, v) = 〈F, v〉 tR�4�
u∗h ∈ Vh s p�r���p6�j�l{¦zPr}y�¤�����

ah(uh, vh) = 〈Fh, vh〉
S

��zPv~ra��p v _ �lv�p���{0p r�r���p s } ���lv _ ah(·, ·) s p'� r�v��l�PxR{ ]L_ �l���lr��l��p � }�r�� _ �l���lr��l��}y� }�r ] ���l��� r¢tR��r
mtR�4�un¥} � �j���P}�r W ���l��r}���z��lz7� � }�ra�¬n¥} � �j���P}�r W ���l��� rytR��r

L
S Y���p �r���p@���l{�{0� � }��Px��R}0�j� v�p r} W tRr�}y�l�p v~v��lv�p�� r�} _ tRr�p"���l{|�l�.®

‖u∗ − u∗h‖V ≤ inf
vh∈Vh

[(
1 +

L

m

)
‖u∗ − vh‖Vh

+
1

m
sup

wh∈Vh

|a(vh, wh)− ah(vh, wh)|
‖wh‖Vh

]
+

+
1

m
sup

wh∈Vh

|〈F − Fh, wh|
‖wh‖Vh

.

	�
��#
,+;K
i�v��j��� S t æÂÐÕÏ à¤Î éÙé,�8Ó��W�°î Î ç Í Ë ëuÎÌä ���ø� à ËRHuËuâÂÏ à �CÑ�Ë\Ñ�æ ÎNà Ð�� Î � Í�ëuÎ�Í ÏwÐ¤Ë��°Ë � ¹ Ñ Í �W�IH j Ï à¤Î éÙé,�Y�åQæÂÐ¤Ó�æ%Ó��W�%î Î�� Ëuâ�� ä ê � ë �
½ `4iL`�¾�¾�{�i~¿5±p�Z�K®N�ßim�¡,iL^Òf�i��f{Xf�i�`�j¯�6iLiL`�im�êm�f�i�c {Xfj^��y`4i f�hq^±°²`�jH¾�ijq^�{�i �K{Âk�jq^Òfj`ÂÞm�fV{Xf�i�¡/®SiL`�e�¾^Pc µV�³ndp r Th s p�t_v�pyxRzP{|tRvSr�v~}tR�PxRzP{|tRr�}y�l�k���

Ω � }�ra� ï �lzPv�tR��r�rv }tR�PxR{0p��TtR�4�{0p r
Vh

�Pp ���lr�p¬ra��p§���lv~v�p�� � �l�4�R}��Px·� ! s � � tP��p���r���p:�R}0�j� v�p r�} W tRr}y�l�´���
V0 = {v ∈ W 1

2 (Ω) :
v|ΓB

= 0} SÂup�t¤��� z _ p<�~zPv r���p v�ra��tRr'ra��p _ tjxR��p r}y��v�p {¦z�� r�} � }�r ]
ν

tR�4�5}�ra��t �;� v�� Ã } _ tRr�}y�l�
ν̃ s �lra�"�~zY{ ¸ {�{µ � �AM ¶ N µ �QP M ¶ Snqp r

a(·, ·) � F tR�4�
V0 s p��Pp ¸ ��pN�±tl�}�� R p�� r�}y�l� R�S!R�S}P tR�4�·{0p r

ah(·, ·)
�
Fh

�Pp ���lr�p¸r���p�R}0�j� v�p r�} W pN��tR�4tR{0�NxP�l���"z;� }��Px�r���p��l��p � �l}���r³p � tR{¦z�t,r}y�l� QTh

S
� �;�R}�r}y�l�4tR{�{ ] � p�tl��� z _ pur���tRr�r���p _ tRr�p v~}tR{-}���r�p va�*tP��p������l}���� }�Pp � }�ra�mr���phrv }tR�PxR{0p¬pN�jxPp����tR�4�²r���tRr

f |T ≡
�~�l��� r����lvhtR{�{

T ∈ Th

µ � �P}y���¸}0�¬p S x S r���p_�Ntl�jp�} �
f

}0�¬���l��� rytR��r6�l�±pNtP���
_ tRr�p v~}tR{ ¶ S
Y���p ���

ah
tR�4�

Fh
tRv�pTp Ã tP� r��'} S p S

ah(uh, vh) =

∫

Ω

ν̃(|∇uh|)∇uh · ∇vh

�
x, 〈Fh, vh〉 =

∫

Ω

f vh

�
x, ∀uh, vh ∈ Vh,

tR�4�
ah(uh, vh) = 〈Fh, vh〉

}0��zY��} [ z�p { ] �j�l{ � t s {0p S nqp r
u∗h ∈ Vh

�Pp ���lr�p�ra��pT�j�l{¦zPr�}y�l����ra��p �ra��p<���l{�{0� � }��Px_p v v��lvTp�� r} _ tRr�p6���l{|�l�.®
‖u∗ − u∗h‖V0 ≤ inf

vh∈Vh

[(
1 +

3 ν0

m̃ν

)
‖u∗ − vh‖Vh

+
1

m̃ν

sup
s≥0

∣∣ν(s)− ν̃(s)
∣∣ ‖vh‖Vh

]
, 	�
��#
 e K
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� ��p v�p

m̃ν

�
3 ν0

tRv�por���p _ �l���lr��l��}y� }�r ] tR�4��n¥} � �j���P}�r W ���l��� rytR��ra��v�p�� � S ����r���p s } ���lv _ ah(·, ·)µ �a� S R p�� r�}y�l� R�S K*¶ S
i�v��j��� S ¹ Ð��ÂÓ Î f |T ≡ ÓÌËW�ÂÏUÑY�W� ä QTh

Ð¤Ï � ä éÙÐÕÏwÏUÐÕî à¤Î ��å Î H Î Ñ
〈Fh, vh〉 = QTh

[
f vh

]
=

∫

Ω

f vh

ä
x,

ah(uh, vh) = QTh

[
ν̃(|∇uh|)∇uh · ∇vh

]
=

∫

Ω

ν̃(|∇uh|)∇uh · ∇vh

ä
x.

t æÂÐ¤Ï<Ð¤ÏQî Î Ó���âÂÏ Î � à!à H Í � ä Ð Î �ÒÑ�Ï � ÍwÎ Ó�Ë��ÂÏUÑ¥�W�¢Ñ Ë�� Î �OÓ�æ ÎhàÕÎ é Î �¢Ñ T ∈ Th
� �W� ä Ñ�æ Î �nâXé Î�Í ÐÕÓ�� àÐ��¢Ñ Î H Í �OÑwÐÕËW�.ÐÕÏ Î ×���Ó�Ñ � Ë Í Ñ�æ Î � G � Î�à Ðª� Î � Í£� â=�ÂÓ�Ñ�Ð¤Ë��ÂÏQËW� T �è`â Î ÑwË 	 a J j K y 	 a ] j K �F¼áË Í Ë à!à � Í � 
���� Ð¤Ïv�OçÂç à Ð¤Ó��Oî àÕÎ �W� ä �nÐ ÎhàÕä Ï Ñ�æ Î ÏwË à âXÑ�Ð¤Ë�� u∗h � a çÂç à �nÐ��IH¹ Ñ Í �W�IH j Ï6¹ Î é°é � 
�� s°å Î H Î Ñ`Ñwæ Î Î ÏFÑ�Ð¤é,�OÑ Î 	
��#
,+;K å]æ ÎÌÍUÎ Ñ�æ Î�à ��ÏUÑ ÏwâÂéÙé,��� äÚÎÌã âø� à Ï m�ÎÌÍ Ë �� � ëuÎ ÏUÑwÐ0H0�OÑwÐ��IH�Ñ�æ Î ��çÂç Í Ë�×XÐ¤é,��Ñ�Ð¤ËW� ÎÌÍUÍ Ë Í Ë � ah

�
∣∣ah(vh, wh)− a(vh, wh)

∣∣ =
∣∣∣
∫

Ω

[
ν(|∇vh|)− ν̃(|∇vh|)

]
∇vh · ∇wh

ä
x

∣∣∣ ≤

≤ sup
s≥0

∣∣ν(s)− ν̃(s)
∣∣ ‖vh‖Vh

‖wh‖Vh
,

å Î"g �ø� àºà ��H���Ð��©Ñ�æ Î\äÂÎ ÏwÐ ÍwÎÌä%ÍwÎ Ïwâ à Ñ �
I � Ó�Ëuâ Í Ï Î �

sup
s≥0

∣∣ν(s)− ν̃(s)
∣∣ =: ‖ν − ν̃‖∞ <∞,

�W� ä Ðª�²H Î � ÎÌÍ � à ‖ν − ν̃‖∞ ≤ Cδ � � Ë Í �°Ó�Ë��ÂÏUÑ¥�W�ÒÑ C �gåQæ Î�ÍwÎ δ äÂÎ �ÂË�Ñ Î Ï Ñ�æ Î �XËuÐÕÏ Îcà¤Î�ëuÎhà 	 Ó � �¹ Î Ó�Ñ�Ð¤Ë�� 
Y��JLK~�lQÎ Ó�� à!à Ñ�æø��ÑLËuâ Írä Ëué ��Ð�� äÂÎ ÓÌËuéÙç�ËuÏ Î ÏÙÐª�ÒÑwË é,��Ñ ÎÌÍ Ð � à çø� Í Ñ�Ï.� Ω̄ =
⋂

i∈I Ω̄i
�4�W� ä Ñ�æø��Ñrå Î

��ÏUÏwâÂé ÎÌä Ñwæ Î Ð��¢Ñ Î�Í�� ��Ó Î î�Ë ÍUäÂÎÌÍ ÏQÑwËÙÓ�ËuÐ��XÓÌÐ äXÎ åQÐ¤Ñ�æ.Ñ�æ Î\ÎÌä H Î Ï<Ë � Ñwæ Î Ñ Í Ð �W�IH�â à ��Ñ�ÐHË�� Th �� � Ëuâ Í ÏwË à âXÑwÐÕË�� � â à)gUà!à Ï{Ñ�æ Î\ÍwÎ Huâ à � Í ÐHÑ��°ÓÌËW� ä Ð¤ÑwÐÕË��
u∗|Ωi

∈ W 1+si

2 (Ωi), 	�
�� ];º K
	 âÂÏUÐ��IHd�ÂËOÑ�ÐÕËW�ßË � ¹ Ëuî�Ë à¤Î�ë O ¹ à Ëuî�Ë äÂÎ Ó M Ð���ÏUçø��Ó Î Ï K �gå Î H Î Ñ

u∗|T ∈ W α
2 (T ), ∀T ∈ Th,åQÐ¤Ñwæ α := min

i∈I
si � Ô Ë Í Ñ�æ Î ç Í Ë�� Î Ó�Ñ�Ë Í Πh : V0 → Vh

� Ë�� Î Ó��W�%ÏwæÂË�å 	 Ó � � ê JL� � � e�ë K
|u∗ − Πhu

∗|1 ≤ C̃hα
( ∑

T∈Th

|u∗|21+α,T

)1/2
. 	�
�� ] JLK

q ÏUÐ��IHrÑ�æ Î Ñ Í Ð��W�IH à¤Î Ðª� ÎÌã âø��Ñ�ÐÕËW���Xå Î�g �=� à!à ��H Î Ñ
|u∗ − u∗h|1 ≤

(
1 +

3ν0

m̃ν

)
C̃hα

( ∑

T∈Th

|u∗|21+α,T

)1/2

+
Cδ

m̃ν

|u∗|1. 	�
�� ] �,K
t æÂÐ¤Ï°Ð¤Ï � ÓÌË�� ëuÎÌÍ H Î �XÓ Î�ÍUÎ Ïwâ à Ñ��áÏwÐª�ÂÓ Îw� Ë Í h → 0 �W� ä δ → 0 �áå Î H Î Ñ u∗h → u∗ Ðª�ÆÑ�æ Î
W 1

2
O¾�ÂË Í é �
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t æ Î�� Ë à!à Ë�åQÐª��H�ÑwËuçÂÐÕÓ�Ï�� ÍwÎ Ó�Ë ëuÎ�ÍwÎ�ä Ð��©Ñ�æÂÐ¤ÏQÓ�æø��ç�Ñ ÎÌÍ ot æ Î b Î å]ÑwË��/é Î Ñ�æXË ä ÐÕÏ�Ñ ÍUÎ ��Ñ ÎÌä Ð�� ¹ Î Ó�ÑwÐÕË�� ] ��JR� �ÝÎ"g Í ÏFÑ éÙË�ÑwÐ ë ��Ñ Î �LéÙË ÍwÎ H Î � Î�Í � àpg × Î�äç�ËuÐª�ÒÑ ÐHÑ Î�Í �OÑwÐÕË��g�W� ä ç Í Ë ëuÎxà Ð�� Î � Í Ó�Ë�� ë�ÎÌÍ H Î �ÂÓ Î Ð��ÝÑ�æ Î ÓÌË��¢Ñ�Ðª�nâÂËuâXÏ Ó��OÏ Î � t æ Î �«å Î ÏwæÂË�åÑ�æ Î ÏwâÂç Î�Í\à Ðª� Î � Í�ÊOã âø� äXÍ �OÑwÐÕÓêÓÌË�� ëuÎÌÍ H Î �XÓ Î Ë � b Î å]Ñ�Ë�� j Ï é Î ÑwæÂË ä ��çÂç à Ð ÎÌä Ñ�ËLÑwæ Î�ä Ð¤ÏwÓ ÍUÎ ÑwÐ mÌÎ�ä
�ÂË�� à Ð�� Î � Í ç Í Ëuî à¤Î é � Iv� Î§M�Î �'ç ÍUÎ éÙÐÕÏ Î Ñwâ Í �ÂÏ°Ëuâ�Ñ°Ñ�ËÝî Î �g¹,ÐÕçXÏwÓ�æÂÐ¤Ñ m Ó�Ë�� ä ÐHÑ�Ð¤Ë��ÆË��'Ñ�æ Î� â=�ÂÓ�Ñ�Ð¤Ë�� t 7→ ν ′(t)t �¹ Î Ó�Ñ�Ð¤Ë�� ] ��� äÂÎ � à Ï�åQÐHÑ�æLÑ�æ Î îø�OÏwÐÕÓQÐ äXÎ �\Ë �qQ â à ÑwÐ0H Í Ð ä é Î ÑwæÂË ä Ï � a Ïu���°Ð àºà âÂÏUÑ Í �OÑwÐ¤ËW�i��ÏUÐÕéÙç àÕÎÑzåáË¤O�H Í Ð ä é Î ÑwæÂË ä Ð¤ÏCÐ��ÒÑ Í Ë ä âXÓ ÎÌä ��Ñwæ Î ���§H Î � ÎÌÍ � à�Q â à Ñ�Ð�H Í Ð ämË OzÓ �nÓ àÕÎ � ¹,Ð M�Î âXÏwâø� àºà �R�SÑ�æÂÐ¤ÏÑ�æ Î Ë Í � ÍUÎÌã âÂÐ ÍwÎ Ï{Ñ�æ Î â=� äÂÎ�Í\à ��Ðª�IH Ô,é OzÏwç=��Ó Î ÏáÑ�Ë�î Î � Î ÏFÑ Î�ä �W� ä Ñ�æ Î îÂÐ à Ðª� Î � Í@� Ë Í é Ñ�Ë î Î Ñ�æ ÎÏ¥�Oé Î Ë�� Î ��Ó�æ àÕÎ�ëuÎ°à �� � ¹ Î Ó�ÑwÐÕË�� ] ��
 å Î Ð��¢Ñ Í Ë ä âÂÓ Î ��éÙË ÍUÎ H Î � Î�Í � à[Q â à Ñ�Ð�H Í Ð ä é Î ÑwæÂË äh� Ë Í �ÂË��YO � Î ÏUÑ Î�ä H Í Ð ä Ï4�W� äë � Í �nÐ��IH � Ë Í éÙÏ ��� ä%ä ÐÕÏUÓÌâÂÏUÏ<ÓÌË�� ëuÎÌÍ H Î �XÓ Î �W� ä Ñwæ Î\ÍwÎÌã âÂÐ ÍwÎ�ä Ó�Ë�� ä ÐHÑ�Ð¤Ë��ÂÏ�Ð�� äÂÎ Ñ���Ð à �Ô Ðª�ø� àºà �R�Cb Î å]ÑwË��o�W� ä´Q â à ÑwÐ0H Í Ð ä � ÍwÎ çÂâXÑ¬Ñ�ËRH Î Ñwæ ÎÌÍ Ð�� ¹ Î Ó�Ñ�Ð¤Ë�� ] � ] ��� ä �OçÂç à Ð ÎÌä ÑwË«Ëuâ Íé �RH�� Î Ñ�ËuÏFÑ��OÑwÐÕÓ\ç Í Ë�î àÕÎ é � �ÝÎ Î � ä âÂç/åQÐ¤Ñ�æs�W�ÚÐª� Î ×���Ó�ÑLb Î å]Ñ�Ë���é Î ÑwæÂË ä 	 åQÐ¤Ñ�æ Q â à Ñ�Ð�H Í Ð ä
��ÏÆ�W� Ð��=� ÎÌÍ Ð¤Ñ ÎÌÍ ��Ñ�ÐÕËW� K ��Ñwæø�OÑZæø��ÏZËuç�Ñ�ÐÕé � à¢ã âø� äÂÍ �OÑ�Ð¤Ó{ÓÌË�� ëuÎÌÍ H Î �ÂÓ Î Ð � å Î Ó�Ë��ÒÑ Í Ë à Ñ�æ Î �ÒâÂé�î ÎÌÍË �-Q â à ÑwÐ0H Í Ð ä Ó ��Ó àÕÎ ÏY��çÂç Í Ëuç Í Ð �OÑ Î°à � �
Ê�È�: Ë5Ì�ÍÏÎÐÍ�ÑÓÒ
·cÔ ñ Í�ÒHÌ.·ÉÚ

è Î � à Ðª�IH åQÐHÑ�æ �XË�� à Ðª� Î � Í ÐHÑ�Ð Î Ï*�@b Î å]ÑwË�� j Ï°é Î Ñ�æXË ä 	 Ë Í �OÑ àÕÎ ��ÏUÑLË�� Î Ë � Ð¤Ñ�ÏréÙË ä Ð g Ó��OÑwÐÕËW�ÂÏ KÏwâIHRH Î ÏFÑ�Ï<Ð¤ÑwÏ Î°à|� �OÏ��LÏFÑ Í ��Ñ Î H¤�©Ñ�ËLÏwË àHëuÎ Ëuâ Í]ä ÐÕÏUÓ ÍUÎ Ñ�Ð mÌÎ�ä ç Í Ëuî àÕÎ é
Ô Ð�� ä uh ∈ Vh : Ah(uh) = Fh,

Ð�� V ∗
h . 	 ] ��JjK

�ÝÎ°àºà O M �ÂË�å �ßÓ�æ=� Í ��Ó�Ñ Î�Í Ð¤ÏUÑ�Ð¤ÓÌÏ � ÍwÎ o
• t æ Î b Î å]ÑwË��ÝÐ¤Ñ ÎÌÍ ��Ñ�ÐÕËW� ÓÌË�� ëuÎÌÍ H Î Ï à ËnÓ�� àºà � ã OzÏUâÂç ÎÌÍnà Ðª� Î � Í �
â=� äXÎÌÍ Ó Î�Í Ñ¥��Ð�� Ó�Ë�� ä Ð¤Ñ�Ð¤Ë��ÂÏã O ã â=� äÂÍ ��Ñ�ÐÕÓ �
• t æ Î�ä ��éÙç ÎÌä b Î å]ÑwË��/ÐHÑ ÎÌÍ �OÑ�Ð¤Ë��©ÓÌË�� ëuÎÌÍ H Î Ï�H à Ëuî=� àºà � ã O à Ðª� Î � Í �

],]
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• a H�ËnË ä Ó�æÂËuÐ¤Ó Î Ë � �.ÏUÑ¥� Í ÑwÐ��IH ë � à â Î Ó���� Ïwç Î�ÎÌä âXç Ñwæ Î ÐHÑ Î�Í �OÑwÐÕËW��� �.îø� ä Ó�æÂËuÐ¤Ó Î Ó��W�Ï à Ë�å Ð¤Ñ ä Ë�å � �

b Î�ëuÎÌÍ Ñ�æ ÎhàÕÎ ÏUÏ.��å Î ÏFÑ�� Í Ñ ��Í Ë�é6Ñ�æ Î<Î ×�ÐÕÏUÑ Î �ÂÓ ÎjÊ â��ÂÐ ã â Î � Î ÏwÏáÑwæ Î Ë Í � ��Í Ëué ¹ Î Ó�Ñ�Ð¤Ë�� �Y�#
 ÓÌË��XÓ ÎÌÍ �YOÐ���HrÑ�æ Î éÙË ÍUÎ H Î � ÎÌÍ � à ç Í Ëuî àÕÎ é
Ô Ð�� ä u ∈ V0 : A(u) = F, Ðª� V ∗

0 , 	 ] �«�RK
	 åQæXÐÕÓ�æLÐ�� Ñ�æÂÐ¤Ï�ÓÌË��¢Ñ Î ×nÑ�Ó��W� Î Ð¤Ñwæ ÎÌÍ î Î Ð��¢Ñ Î�Í ç ÍUÎ Ñ Î�ä ��ÏYÓ�Ë��ÒÑwÐ��ÒâÂËuâÂÏ�Ë Í�ä Ð¤ÏwÓ ÍUÎ Ñ Î ç Í Ëuî à¤Î é K �W� äéÙË�Ñ�Ð ë �OÑ Î Ñ�æ Î ��çÂç à Ð¤Ó��OÑwÐ¤Ë��.Ë � b Î å]Ñ�ËW� j Ï<é Î Ñ�æXË ä éÙË ÍwÎ8äÂÎ Ñ¥��Ð à¤ÎÌä �
¥N�UT8�FT » £`¼ ¦ ��×]¼F��Ø A�� ��¿@�ÆÅÇ¼k� £ � � Á�¿	�Æ� �Q¡ ��� ¿=ªJ¼2À�?J¼,¿ © ¼
t æ Î ç Í ËnË � Ë ��t æ Î Ë ÍwÎ é �Y� s%Ð�� ¹ Î Ó�ÑwÐÕË�� �Y�#
 ÓÌË��ÂÏFÑ Í âÂÓ�ÑwÏ Ñwæ Î â=�ÂÐ ã â Î ÏwË à âXÑ�Ð¤Ë�� Ë � 	 ] ���,K ë Ð��Ñ�æ Î"g × Î�ä Ozç�Ë�Ð��ÒÑQÐ¤Ñ ÎÌÍ �OÑ�Ð¤Ë��

uk+1 = uk − τJ [A(uk)− F ], 	 ] �#
;K
åQæÂÐ¤Ó�æßÓ��W�ßî Î Ó�� ÍwÍ Ð ÎÌä ËuâXÑ���Ï�å Îhà!à Ðª�.Ñwæ Î\ä ÐÕÏwÓ ÍwÎ Ñ Î Ó���Ï Î � B<Ë�å Î�ëuÎÌÍ � l<Î é � ÍNM �Y��� éÙË�Ñ�Ð ë �OÑ Î ÏâÂÏ�Ñ�Ë ÍwÎ ç à ��Ó Î J �W� ä τ î;�LË�Ñ�æ ÎÌÍ Ð¤ÏwËuéÙË Í çÂæÂÐ¤ÏwéÙÏ Bk : V ∗

0 → V0
�W� ä°ÍUÎ°à ��×=��Ñ�Ð¤Ë��Lçø� Í ��é Î Ñ Î�Í Ï

τk
ÍwÎ Ïwç Î Ó�Ñ�Ð ëuÎ°à �,� Ñwæø�OÑ ä Ð á�ÎÌÍ Ðª� Î ��Ó�æ%ÏUÑ Î ç��gÐ � Î �

uk+1 = uk − τkBk[A(uk)− F ]. 	 ] � ] KÔ Ë Í Bk
ÐHÑ�Ð¤Ï ÍwÎ ��ÏwË��=��î à¤Î ÑwË�âÂÏ Î Ëuç Î�Í �OÑwË Í Ï 	 Ð���Ñ�æ ÎQä ÐÕÏwÓ ÍwÎ Ñ Î Ó���Ï Î é �OÑ Í ÐÕÓ Î Ï K Ñ�æø��Ñ³� ÍwÎ � àÕÍwÎ � ä �� ë ��Ð à ��î àHÎ � l<Î Ó�� àºà Ðª�IH.Ñ�æ Î°äÂÎIg �ÂÐHÑ�ÐÕËW�ÝË � A å Î¬ä Ð¤ÏwÓÌË ëuÎÌÍ �/Ïwç Î ÓÌÐ g Ó � Ë Í écË � Ñ�æXÐÕÏ�Ëuç ÎÌÍ �OÑ�Ë Í �

�ø��é Î°à � 〈A(u), v〉 = a(u;u, v) = 〈Au u, v〉 ��Ð��ÒÑ Í Ë ä âXÓÌÐ���H�Ñ�æ Î8à Ð�� Î � Í Ëuç ÎÌÍ �OÑ�Ë Í Au : V0 → V ∗
0î7�©Ñwæ Î\ÍwÎhà �OÑwÐÕË��

〈Au v, w〉 = a(u; v, w) =

∫

Ω

ν(|∇u|)∇v · ∇w ä x. 	 ] �«�,K
Ô Ë Í<Î �OÓ�æ u ∈ V0

��Ñwæ Î�à Ð�� Î � Í Ëuç Î�Í �OÑwË Í Au : V ∗
0 → V0

ÐÕÏ Î°àºà Ð¤çXÑwÐ¤ÓêåQÐ¤Ñwæ Îhà!à Ð¤çXÑwÐ¤Ó�ÐHÑ��©ÓÌË��ÂÏFÑ��W�¢Ñ
mν

�
î�Ë�â=� äÂÎ�ä î7� ν0
�W� ä ä â Î Ñ�Ë t æ Î Ë ÍwÎ é �Y� s���� Ð¤ÏwËuéÙË Í çÂæÂÐ¤Ïwé � t æ ÎÌÍwÎ � Ë ÍUÎ å Î é �j�ÚÏ Î Ñ

Bk := (Auk)−1 �t æ Î ç Í ËnË � ÏUÓ�æ Î é Î Ë ��t æ Î Ë ÍUÎ é �Y� s°Ð¤Ï��ÂË�Ñk�OçÂç à ÐÕÓ��Oî àÕÎ Ñ�Ë°Ñwæ Î Ð¤Ñ ÎÌÍ ��Ñ�ÐÕËW� 	 ] � ] K î Î Ó���âÂÏ Î Ñ�æ Îä âø� à Ð¤Ñ��Øç Í Ë ä âÂÓ�Ñ�Ï ((Auk)−1·, ·
)

V0

Ë�� V ∗
0 × V0

ä Ð á�ÎÌÍT��Í Ëué (J ·, ·)V0

Ð��0Ñ�æ Î Ð Í ç Í Ëuç ÎÌÍ Ñ�Ð Î Ï �� æø�OÑ�å{Ë ÍNM Ï]Ð¤ÏD� Ñ Î Ó�æ=�ÂÐ ã â Î âÂÏwÐª�IH�Ñwæ Î é°Ðª�ÂÐ¤éÙÐ m �OÑwÐ¤ËW�¬ç Í Ë�î àÕÎ édÐª�ÒÑ Í Ë ä âÂÓ ÎÌä Ðª� ¹ Î Ó�ÑwÐÕËW� �Y�«�P�
� �°Ñwæ Îo� Ë àºà Ë�åQÐª��HêÑ�æ Î Ë ÍwÎ é²�p�W�,��îÂÏFÑ Í �OÓ�Ñ{Ñwæ Î Ë Í � � Ë Í éÙÐª�ÂÐ¤éÙÐ m �OÑwÐ¤ËW�Ùç Í Ëuî à¤Î éÙÏ�ÐÕÏ Î ÏUÑ¥��î à ÐÕÏwæ ÎÌä �
� � Ñ ÎÌÍ åu� Íwä Ï]å Î\äÂÍ ��å Ñwæ Î ÓÌËW�=� Î Ó�Ñ�Ð¤Ë��ßÑ�ËrÑ�æ Î ÐHÑ ÎÌÍ �OÑ�Ð¤Ë��©ÏwÓ�æ Î é Î 	 ] � ] K~�Û hq^7`4iL^Pc bH��À ®°¯)±>À�´¨µV��nqp r

(V, ‖ · ‖V ) s pwt¸Ù9}�{ s p v~r6� � tP��p�� J : V → R
tk���l��r�}���z��lz7���

��v�Ú�����p r s �R} í p v�p ��r}t s {0pd�~zY��� r}y�l�4tR{ � }�r��:tuzY��} [ z�p _ }���} _ } W p v
u∗ ∈ V tR�4�

Gu(·, ·), u ∈ V
t�*t _ }�{ ] ����}�����p v � v��.�Rz�� r�� � }�r��Tr���p�tl���j�j� }tRr�pN��Ù6}�{ s p v~r s ���lv _ � ‖·‖Gu s p }��Px"zP��} ���lv _ { ] p [ zP} � stR{0p ��r-r�� ‖ · ‖V S ¶ � � tRv r}y� zP{|tRv � p9v�p [ zP}�v�p ‖v‖2Gu

≥ c‖v‖2V
� � }�r��wt¬�~�l���~r¢tR��r

c
}��4�Pp � p �4�Pp ��r���

u
SC� ��� z _ p@�~zYv~r���p v�r���tRr

j
u
(v) ≤ J(v) ≤ ju(v), ∀u, v ∈ V,



�-���9 9Ì¥Í'ÎÈÏPÐ1ÑEDdÒqÌHG Ó�ÎNG¨M6Ô&J9Í"Õ1Ì£ÖCJ ] s
���lv�r���p�z �;� p v�tR�4�5{0� � p v [ z�t;�Rv�tRr�}y�St �;� v�� Ã } _ t,r}y�l�

ju(v) := J(u) + 〈J ′(u), v − u〉+ 1

2
‖v − u‖2Gu

,

j
u
(v) := J(u) + 〈J ′(u), v − u〉+ α

2
‖v − u‖2Gu

,

���lv6�j� _ p
α ∈ (0, 1]

S Y���p �§ra��p�}�r�p v�tRr�}y�l�
uk+1 =

tRv�x _ }��
v∈V

juk(v),

t �;� {¦}ypN�����lv"tR� ]�¸HÃ pN�
u0 ∈ V �£���l� � p v�xPp��9r���r���p"zP��} [ z�p _ }���} _ } W p v

u∗ � }�r��_r���p � v�� � p v~r}yp��
J(uk+1)− J(u∗) ≤ (1− α)

(
J(uk)− J(u∗)

)
,

‖uk − u∗‖V ≤
√

2c

α
(1− α)k/2

(
J(u0)− J(u∗)

)
,

} S p S ra��p�}�r�p v�tRr�}y�l�����l� � p v�xPp�� [ s {¦}���pNt,v~{ ] � }�r��:v�tRr�p √
1− α S

i�v��j��� S t æ Î ç Í ËnË � Ó��W�%î Î"� Ëuâ=� ä Ðª��ê 
�J ë�� Ï Î�Î � à ÏwË a çÂç Î � ä ÐH× a �Âç �4�R+��
t æ Î é°Ðª�ÂÐ¤éÙÐ mÌÎ�Í uk+1 Ë � Ñ�æ Îáã âø� äÂÍ �OÑ�Ð¤Óu��çÂç Í Ë�×�ÐÕé �OÑ�ÐHË���Ð��CÑwæ Î k O�Ñ�æ ÏUÑ Î ç�Ó��W��î ÎáÍUÎ ç ÍUÎ Ï Î �ÒÑ ÎÌäÎ �OÏwÐ à � ë Ð � Ñ�æ Î Ë�ç ÎÌÍ ��Ñ�Ë Í G(u) : V → V ∗ : 〈G(u)v, w〉 := Gu(v, w) î;�èÑwæ Î:� Ë àºà Ë�åQÐª�IHÍwÎhà �OÑwÐÕË�� �

0 = j
′

uk(uk+1) = J ′(uk) +G(uk)(uk+1 − uk),

=⇒ uk+1 = uk −G(uk)−1J ′(uk).

¹ Ðª�ÂÓ Î Gu(·, ·) ÐÕÏ �W�%Ðª�=� Î�Í ç Í Ë ä âÂÓ�Ñ�� G(u) é�âÂÏFÑY� à å9����Ï]î Î�ÍUÎ Huâ à � Í �
b Ë�å å Î�ÍwÎ Ó�� à!à Ñ�æ Î�� â��ÂÓ�ÑwÐÕË��ø� à Ë � Ëuâ Í Ð��¢Ñ ÎÌÍUÎ ÏFÑ

J(v) :=

∫

Ω

ϕ(|∇v|) ä x− 〈F, v〉,

ϕ(s) :=

s∫

0

ν(t)t
ä
t,

J ′(v) =A(v)− F,
�W� ä �OçÂç à �°Ñ�æ Î ��îÂÏFÑ Í �OÓ�ÑQÑwæ Î Ë Í � � t æ Î Ð¤Ñ Î�Í �OÑwÐÕËW� ÍwÎhà �OÑwÐÕË�� ÍwÎ � ä Ï

uk+1 = uk −G(uk)−1[A(uk)− F ],

�W� ä ÓÌËW� ëuÎÌÍ H Î Ï à Ð�� Î � Í\à �°Ð � G(uk)
� â àºgUàºà ÏáÑwæ Î �OÏwÏwâXé°çXÑwÐÕË��XÏ]Ë ��t æ Î Ë ÍwÎ é ] ��J � Î ÏUç Î Ó�Ð � àºà �°Ñwæ ÎâÂçÂç Î�Í �W� ä�à Ë�å ÎÌÍ ��çÂç Í Ë�×�Ð¤é,��Ñ�Ð¤Ë��©ç Í Ë�ç Î�Í Ñ�� �
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�ÝÎ@M �ÂË�å ��Í Ëué ¹ Î Ó�ÑwÐÕË�� �Y� ] Ñ�æø��Ñ J ÐÕÏ?Ñ�åQÐ¤Ó Î�Ô ÍwÎ Ó�æ å Ñ ä Ð á�ÎÌÍwÎ �ÒÑwÐ ��î à¤Î ��éÙË ÍUÎ ç ÍUÎ Ó�ÐÕÏ Îhà � J ′′ = A′ �q ÏUÐ��IHrÑ�æ Îßt ��� à Ë Í Ï Î�Í Ð Î Ï

J(v) = J(u) + 〈J ′(u), v − u〉+ 1

2
〈A′(v̄)(v − u), v − u〉, ∀u, v ∈ V0,

� Ë Í ÏUËué Î v̄ ∈ [u, v] �ÂÑ�æ Î �OçÂç Í Ë�×�ÐÕé �OÑ�Ð¤ËW�.ç Í Ëuç ÎÌÍ Ñ�� ÍUÎÌä âÂÓ Î ÏQÑ�Ë
α〈G(u)v, v〉 ≤ 〈A′(v̄)v, v〉 ≤ 〈G(u)v, v〉, ∀v̄ ∈ [u, v], ∀u, v ∈ V0. 	 ] � s K

t æÂÐ¤ÏQÐ��ÂÓ à â äXÎ Ï]Ñwæø�OÑ��W�;� G(u) æø��Ï]ÑwËÙî Î Ïwç Î Ó�Ñ Í � àºà � Î�ã âXÐ ë � àÕÎ �¢ÑQÑwË ���7� A′(v) �¹ Ðª�ÂÓ Î A′ Ð¤Ï
ÏUÑ Í Ë��IH à �êé°ËW�ÂË�Ñ�ËW� Î åQÐ¤ÑwæCéÙË��ÂËOÑ�Ë��ÂÐ¤ÓÌÐHÑ��8Ó�Ë��ÂÏFÑ��W�¢Ñ mν
�W� ä ¹,ÐÕçXÏwÓ�æÂÐ¤Ñ m Ó�Ë��ÒÑwÐ��ÒâÂËuâÂÏåQÐ¤Ñwæw¹
Ð¤çÂÏwÓ�æÂÐHÑ m Ó�Ë��ÂÏUÑ¥�W�¢Ñ 3ν0 	 Ó � � ¹ Î Ó�Ñ�ÐÕËW� �Y� ] K � 	 ] � s K Ð¤Ï � â à)gUà!à¤Î�ä©ä ËuâÂî�Ñ àÕÎ ÏwÏ à �¬Ð � å ÎêÍwÎ�ã âÂÐ ÍUÎ

〈G(u)v, v〉 ≥ 3ν0‖v‖2V0
,

〈G(u)v, v〉 ≤ mν

α
‖v‖2V0

.

Ô Ë Í ���w��çÂç Í Ëuç Í Ð �OÑ Î τ �ÂÑwæ Î"� Ë àºà Ë�åQÐª�IH Ñ�æ ÍUÎÌÎ Ï Î ÑUÑ�Ðª�IHuÏ]åáË ÍNM o
G(·) ≡ τ−1J −1,

G(·) ≡ τ−1Au0 ,

G(u) = τ−1Au.

Ô Ë Í Ñwæ Î�à ��ÏFÑQË�� Î �ÂÑ�æ Î ÐHÑ Î�Í �OÑwÐÕË�� ÍwÎ � ä Ï
uk+1 = uk − τ(Auk)−1[A(uk)− F ]. 	 ] ���,K

� �ßÑ�æÂÐ¤Ï]Ó���Ï Î �gÐ �

τ =
mν

3ν0

, α =

(
mν

3ν0

)2

,

Ñ�æ Î �OçÂç Í Ë�×�ÐÕé �OÑ�Ð¤ËW�.ç Í Ëuç ÎÌÍ Ñ��.Ð¤Ï � â àºgUàºà¤ÎÌä �=�W� ä Ñwæ Î Ð¤Ñ Î�Í �OÑwÐÕËW�.ÓÌËW� ëuÎ�Í H Î Ï<åQÐ¤Ñwæ Í �OÑ Î
√

1−
(
mν

3ν0

)2

,

åQæÂÐ¤Ó�æ Ð¤Ï8Ñ�æ Î Ï���é ÎrÍ ��Ñ Î å Î H�Ë�Ñ\Ð�� ¹ Î Ó�Ñ�ÐÕËW� �Y�#
��|J,�uÛ â�Ñ\Ñ�æÂÐ¤ÏêÐÕÏ8Ñ�ËnËßç Î ÏwÏUÐÕéÙÐÕÏUÑwÐÕÓ�Ü A(uk)î Î Ðª�IHs�:HuËnË ä ��çÂç Í Ë�×�ÐÕé �OÑwÐ¤Ë�� � Ë Í A′(uk) éÙÐ0Huæ¢Ñ àÕÎ � ä ÑwË/î Î ÑUÑ ÎÌÍ ÐHÑ Î�Í �OÑwÐÕËW� ç=� Í ��é Î Ñ ÎÌÍ Ï τk	 ë � Í �nÐ���HÙÐª� Î ��Ó�æ/ÏFÑ Î ç K �ÂÑ�æø��Ñ<Ó��W�%î Î Ó�ËuéÙçÂâXÑ Î�ä åQÐ¤Ñ�æ�� à Ð�� Î Ï Î � Í Ó�æÚé Î Ñ�æÂË ä Ð��ßç Í ��Ó�ÑwÐÕÓ Î �
J ′′(uk) = A′(uk) Ð¤ÑwÏ Îhà�� ��Ð � ÐHÑ�ÓÌËuâ àÕä î Î Ó�ËuéÙçÂâXÑ Î�ä �uåáË�â àÕä î Î Ñ�æ Î î Î ÏUÑ4��çXç Í Ë�×XÐ¤é,��Ñ�Ð¤ËW� � t æÂÐ¤ÏàÕÎ � ä Ï]âÂÏQÑwËLÑwæ Î � Î ×nÑ<Ï Î Ó�Ñ�Ð¤Ë��w��î�ËuâXÑ]Ñ�æ Î b Î å]ÑwË��/é Î ÑwæÂË ä �
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¥N�UT8�d� » £`¼Ý= ¼2a � � ¿ ÅÇ¼k� £ � �
a H���Ð���� à¤Î Ñ ν � â àºgÅà!à a ÏwÏwâXé°ç�Ñ�ÐÕËW� J,� t æ Î b Î å]ÑwË��/é Î ÑwæÂË äw� Ë Í Ëuâ Í ç Í Ëuî àÕÎ é

Ô Ðª� ä u ∈ V0 : A(u)− F = 0, Ð�� V ∗
0 , 	 ] ��+,K

ÍwÎ � ä Ï
uk+1 = uk −

[
A′(uk)

]−1(
A(uk)− F

)
, 	 ] � e KË Í y ÍUÎ å Í Ð¤Ñ�Ðª�IH�Ñ�æ Î ��çXç à Ð¤Ó��OÑwÐ¤Ë��©Ë � Ñwæ Î Ð�� ëuÎÌÍ Ï Î�äÂÎ�Í Ð ë �OÑ�Ð ëuÎ Ð���� ë � Í Ð �OÑwÐÕË��=� à ç Í Ë�î àÕÎ é×y

uk+1 = uk + wk, 	 ] �|J º K
a′(uk;wk, v) = 〈F, v〉 − a(uk;uk, v), ∀v ∈ V0. 	 ] �|J,JLK

A′(·) ��� ä a′(·; ·, ·) � ÍUÎ\äÂÎIg � Î�ä ��ÏQÐª� ¹ Î Ó�Ñ�Ð¤Ë�� �Y� ] �ÂÐ � Î �
a′(u;w, v) := 〈A′(u)w, v〉 :=
∫

Ω

ν(|∇u|)∇w · ∇v +
ν ′(|∇u|)
|∇u| (∇u · ∇w)(∇u · ∇v) ä x, � Ë Í u ∈ V0,∇u 6= 0,

a′(u;w, v) := 〈A′(u)w, v〉 :=

∫

Ω

ν(0)∇w · ∇v ä x, � Ë Í u ∈ V0,∇u = 0.

	 ] �|JL�,K
�ÝÎ�M �ÂË�å ��Í Ëué ¹ Î Ó�Ñ�ÐÕËW� �Y� ] Ñ�æø��Ñ � Ë Í �W�7� g × Î�ä uk ∈ V0

�?Ñwæ Î`à Ð�� Î � Í<ë � Í Ð �OÑwÐÕËW�ø� à ç Í Ë�î àÕÎ é
	 ] ��J,JjK Ð¤Ï�â��ÂÐ ã â Îhà �rÏUË à¤ë ��î àÕÎ �uåQæø�OÑJÐÕÏ<Huâø� Í �W�ÒÑ ÎÌÎ�äÙë Ð ��¹ß��×PO Q Ð à H Í �Oé ä â Î Ñ�Ë�¼áË Í Ë àºà � Í � �Y�|Jj
���ÝÎ ÏUâÂéÙé,� Í Ð m�Î o
Û hq^7`4iL^Pc b>��ÞF� µ � �;� {¦}y�NtRr�}y�l�����	ç�p � r��l� M � _ p ra���.� ¶
• ç�p � r��l� M � _ p ra���.��}0� � p {�{ s �Pp ¸ ��pN�5}��kpNtP���w� r�p � ���lvTtR��tRv s }�rvNtRv ] u0 ∈ V0

S Âhpup � p �
� ��� � r���tRr�r���p�}�� � p v��jpT� � p v�tRr��lv"}0� s �lzY�4�PpN� � }�r��

∣∣〈[A′(u)]−1v, w
〉∣∣ ≤ 1

mν

‖v‖V0 ‖w‖V0 , ∀u, v, w ∈ V0. 	 ] �|Jj
;K
• ¶��_ra��p�ç�p � r��l�E� � p v�tRr��lv A′(u)

}0�¸���l��r}���z��lz;�w}��
u
�Tr���p �ßr���p:}�r�p vNtRr}y�l�E���l� � p v�xPp��{0�j�NtR{�{ ]â[ s � z � p v~{¦}���pNtRv"r��hr���p�zY��} [ z�p"�j�l{¦zPr}y�¤�

u∗
���"ra��p � tRv }tRr}y�l�4tR{ � v�� s {0p _ S

• qq�4�Pp v�r���p"� r�v��l�PxPp v����l�4�R}�r�}y�l�
∃L? > 0 ∃δ > 0 ∀u ∈ Uδ(u

∗) : ‖A′(u)− A′(u∗)‖L[V0→V ∗

0 ] ≤ L?‖u− u∗‖V0r���p����l� � p v�xPp ����p"}0��{0�j�NtR{�{ ]^[ z�t;�RvNtRr}y� S
i�v��j��� S t æ Î ç Í ËnË �-� Ë àºà Ë�åQÏ ��Í Ëué Ñwæ Î Ó à ��ÏUÏwÐ¤Ó�� à Ñwæ Î Ë ÍwÎ é Ë �,à ËnÓ�� à Ó�Ë�� ëuÎ�Í H Î �ÂÓ Î Ë � b Î å]ÑwË�� j Ïé Î Ñ�æXË ä ê 
 e�ë �
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� �%Ñ�æ Î ÓÌË��¢Ñ�Ð��ÒâÂËuâÂÏQÓ��OÏ Î 	 V0 = {v ∈ W 1

2 : v|ΓB
= 0} K � Ï ÎÌÍ ÐÕË�âÂÏ ä Ð G Ó�â à Ñ�Ð Î Ï�� Í ÐÕÏ Î � g � ä Ð��IH �¹,ÐÕçÂÏUÓ�æXÐ¤Ñ m Ó�Ë�� ä ÐHÑ�Ð¤Ë�� � Ë Í A′ �b]��Ñ�â Í � à!à �,�Zå Î ���ÒÑ�Ð¤ÓÌÐ¤çø�OÑ Î Ñwæø�OÑu¹,ÐÕçÂÏUÓ�æXÐ¤Ñ m Ó�Ë��ÒÑwÐ��nâXÐ¤Ñ��ØË � ÏwË�é Î ν O ÍwÎhà �OÑ ÎÌäk� â��ÂÓ�ÑwÐÕË��«åáËuâ àÕäÏwâ G Ó Î � B Ë�å Î�ë�ÎÌÍ �QÐ � å Î ��ÏUÏwâÂé Î ��¹
Ð¤çÂÏwÓ�æÂÐHÑ m ÓÌË�� ä Ð¤ÑwÐÕË��ÆË�� ν åQÐHÑ�æ1¹
Ð¤çÂÏwÓ�æÂÐHÑ m ÓÌË��ÂÏFÑ��W�¢Ñ

ν ′àqáyâ �9� ç Í Ë ä âXÓ�Ñ°Ë � Ñ�æ ÍUÎÌÎ L2
O � â��ÂÓ�ÑwÐÕË��XÏLÐÕÏLÐª� ë Ë àHëuÎÌäÆÎ�ëuÎ �_Ð��èÑwæ Î�g Í ÏFÑ°ÏwâÂéÙé �W� ä Ë � Ñ�æ ÎÐ��¢Ñ Î H Í � à Ð�� a′(u,w, v) o

∫

Ω

∣∣ν(|∇u|)− ν(|∇ū|)
∣∣ |∇w| |∇v| ä x ≤

≤
∫

Ω

ν ′àqáyâ ∣∣|∇u| − |∇ū|∣∣︸ ︷︷ ︸
≤|∇u−∇ū|

|∇w| |∇v| ä x ≤
≤ ν ′àqáyâ ‖∇u−∇ū‖L∞(Ω)‖∇w‖L2(Ω)‖∇v‖L2(Ω).

q � � Ë Í Ñwâ=�ø�OÑ Î°à �R�ÂÑ�æÂÐ¤Ï W 1
∞
O�Ï Î éÙÐ��XË Í é Ë � u− ū ∈ V0

Ð¤Ï<Ðª�:H Î � ÎÌÍ � à �ÂË�Ñ<î�Ëuâ=� äXÎÌä � B<Ë�å Î�ëuÎÌÍ �Ð��°Ñ�æ Î8ä ÐÕÏwÓ ÍwÎ Ñ Î Ó��OÏ Î Ñ�æÂÐ¤Ïu�ÂË Í é _ z;� r î Î î�Ë�â=� äÂÎ�ä 	 ÏUÐ��ÂÓ Î � à!à �ÂË Í éÙÏáË�� g �ÂÐHÑ Î O ä Ð¤é Î �ÂÏUÐÕË��ø� àÏwçø�OÓ Î Ï]� ÍUÎ\ÎÌã âÂÐ ë � à¤Î �¢Ñ K �ÂîÂâXÑQÐ��wH Î � ÎÌÍ � à åQÐ¤Ñwæw��� h O äÂÎ ç Î � äÂÎ �ÒÑ ÎÌã âÂÐ ë � à¤Î �ÂÓ Î Ó�Ë��ÂÏUÑ¥�W�ÒÑ �
¥N�UT8��� ��� ¿�ª�¼2ÀI?�¼,¿ © ¼ � D�= ¼2a � � ¿Tã�¡rÅÇ¼k� £ � �äD � ÀÉ�Q£`¼F �¨¡ © ÀÂ¼k�Q��G?¼F� A À �<C Ø

¦ ¼
Ã
� �ßÑ�æÂÐ¤Ï]Ï Î Ó�Ñ�Ð¤Ë��ßå Î ÏUæÂË�å Ñwæ Î ¹,ÐÕçÂÏUÓ�æXÐ¤Ñ m Ó�Ë��ÒÑwÐ��ÒâÂÐ¤Ñ��¬Ë � A′

h
�ÂÑwËLåQÐHÑ

‖A′
h(u)− A′

h(ū)‖Vh→V ∗

h
≤ C(h)‖u− ū‖Vh

, 	 ] �|J ] K
åQæÂÐ¤Ó�æßÐ¤é°ç à Ð Î Ï{Ñ�æ Î"à ËnÓ�� à�ã âø� äXÍ �OÑwÐÕÓ8ÓÌË�� ëuÎÌÍ H Î �XÓ Î Ë � b Î å]Ñ�Ë�� j ÏQé Î Ñ�æÂË ä 	 Ó � � t æ Î Ë ÍwÎ é ] ���,K~�
b ËOÑ Î �gÑ�æ=�OÑ<å Î Ðª�ÒÑ ÎÌÍ ç ÍwÎ Ñ A : V0 → V ∗

0
� A′ : V0 → æ (V0 → V ∗

0 ) �W� ä a′(·; ·, ·) : V0 × V0 ×
V0 → R

��îÂâXÑ M�ÎÌÎ ç Ð��ÚéÙÐ�� ä Ñ�æø�OÑ Ñwæ Î äÂÎIg �ÂÐ¤ÑwÐÕË��/Ë � Ñ�æ Î Ï Î Ëuç ÎÌÍ �OÑ�Ë Í Ï 	 â=� à Ð M�Î Ñ�æ Î Ð Í Ðª� ëuÎ�Í Ï ÎË�� Î Ï K Ó��W�%ÏFÑ Í �OÐ0Huæ¢Ñ���æ Î � ä î Î H Î � ÎÌÍ � à Ð m�ÎÌä_��Í Ë�é V0
Ñ�Ë W 1

2 (Ω) �Û hq^7`4iL^Pc b>�º±p��nqp r
ν

�~zP{ ¸ {�{ � ��� z _ � r�}y�l� � �
ν ′

p Ã }0� ro�l�
[0,∞)

tR�4�¬{0p r�r���p��~zY��� r}y�l���
ν ′tR�4�

t 7→ ν ′(t)t s p�nå} � �j���P}�r W ���l��r�}���z��lz;���l�²ra�P}0�"}���r�p v � tR{ � }�ra��n¥} � �j���P}�r W ���l��� r¢tR��r��
L′ � L?v�p�� � p~� r} � p { ] S Y���p �r���p"ç�p � r��l��� � p v�tRr��lv A′ �.tRr�}0� ¸ p��"ra��p�p�� r} _ tRr�p

∣∣〈(A′(u)− A′(ū)
)
w, v

〉∣∣ ≤ L æ�ç�è
∫

Ω

|∇u−∇ū| |∇w| |∇v| � x,
∀u, ū ∈ W 1

∞(Ω), ∀v, w ∈ W 1
2 (Ω),

� ��p v�p
L æ�çyè �Pp � p �4�l��tR{0�l��pT�l�

ν
�@�4t _ p { ]

L æ�ç�è = ν ′æ�ç�è + max{8 ν0 + L?, 3 ν ′æ�çyè + L′},
� }�ra�

ν ′æ�çyè = sup
t∈R

+
0

|ν ′(t)| <∞.
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i�v��j��� S ¹ Ð��ÂÓ Î Ñwæ Î ç Í ËnË � Ð¤Ï ã âÂÐHÑ Î"à Ë���Hd�W� ä Ñ Î Ó�æ=�XÐÕÓ�� à ��å Î\ÍwÎ ��ÎÌÍ ÑwË a çXç Î � ä Ðp× a �Âç ��+ º �
� �%Ë ÍwäXÎÌÍ ÑwË Î ÏUÑ�Ð¤é �OÑ Î9� â Í Ñwæ ÎÌÍ �Âå Î Ð��ÒÑ Í Ë ä âXÓ Î Ñ�æ Î �ÂË�ÑwÐÕËW�ßË � � ÍUÎ Huâ à � Í£� ��éÙÐ à �¬Ë � Ñ Í Ð ���IHuâ à �lOÑ�Ð¤Ë��ÂÏ ��_^Ò²ZjAi�f�ia`�j�b>�|b>��Y���pq�*t _ }�{ ] {Th}h∈Θ

����rv~}t,�7xR{¦zY{|tRr}y�l���"����ra��p9�P� _ tR}��
Ω ⊂ R

d }0���NtR{�{0pN�ÍwÎ Huâ à � Í �<} �StR�4�w�l��{ ] } ��r���p v�p�p Ã }0� r³���l��� rytR��ra�
c1, c2 > 0

�'}��4�Pp � p �4�Pp ��r��~v�� _ h
�<� z����:r���tRr

c1h
d ≤ |T | ≤ c2h

d, ∀T ∈ Th, ∀h ∈ Θ.

¬@^Ycgc|{¬bH��¡p�'nqp r {Th}h∈Θ s p�tSv�pyxRzP{|tRv��*t _ }�{ ] ���³rv~}tR�PxRzY{¦} W tRr}y�l���9���
Ω ⊂ R

d � }�r��u{¦}���pNtRvp {0p _ p ��r�� S Y���p �r���p@���l{�{0� � }��Pxh}���p [ z�tR{¦}�r ] ���l{|�l�.®
‖∇uh −∇ūh‖L∞

≤ cT h
−d/2‖∇uh −∇ūh‖L2 , 	 ] �|JL�,K

� ��p v�p�ra��p����l��� rytR��r
cT

}0��}��4�Pp � p �4�Pp ��r£���
h
S

i�v��j��� S
‖∇uh −∇ūh‖L∞

= max
x∈Ω

∣∣∇uh(x)−∇ūh(x)
∣∣ = max

T∈Th

∣∣∇uh −∇ūh

∣∣
︸ ︷︷ ︸

= ë u�ìNíºwQu�ì T

=

= max
T∈Th

1√
|T |

(∫

T

|∇uh −∇ūh|2
ä
x

)1/2

≤ cT h
−d/2‖∇uh −∇ūh‖L2(Ω),

åQæ Î�ÍwÎ î;� cT = 1/
√
c1
��ÓÌÓ�Ë Íwä Ð��IHrÑ�ËÉè ÎIg �ÂÐ¤ÑwÐÕË�� ] � ] �

� �%Ëuâ Í ÓÌË��¢Ñ Î ×nÑ d = 2 �W� ä å Î Ó��W�%ÓÌË��ÂÓ à â äXÎ Ñwæ Î"� Ë à!à Ë�åQÐª�IH�ÓÌË Í Ë à!à � Í � �
½ `4iL`�¾�¾�{�i~¿êb>��¨p��nqp r

ν
�~zP{ ¸ {�{ � ��� z _ � r�}y�l� � �

ν ∈ C1(R+
0 → R)

tR�4�¬{0p r�r���p��~zP��� r�}y�l���
ν ′tR�4�

t 7→ ν ′(t)t s p�n¥} � �j���P}�r W ���l��r}���z��lz;�h�l�
R

+
0

� }�r��²n¥} � �j���P}�r W ���l��� rytR��r��
L′ � L? v�p�� � p�� sr�} � p { ] S ��zPv~ra��p v _ �lv�p��³{0p r

h ∈ Θ
���lv~v�p�� � �¤���_r��:twv�pyxRzY{|tRv��*t _ }�{ ] {Th}

����rv~}t,�7xRzY{|tRr}y�l��� S
Y���p �

A′
h

}0�"n¥} � �j���P}�r W ���l��r�}���z��lz7� � }�ra�
‖A′

h(u)− A′
h(ū)‖Vh→V ∗

h
≤ L æ�ç�è cT h−1 ‖u− ū‖Vh

. 	 ] �|J s K
i�v��j��� S ÔgÍ Ëué t æ Î Ë ÍUÎ é ] �#
 �Xå Î ËuîXÑ¥��Ð��

∣∣〈(A′
h(uh)− A′

h(ūh)
)
wh, vh

〉∣∣ ≤ L àqáyâ
∫

Ω

|∇uh −∇ūh| |∇wh| |∇vh|
ä
x ≤

≤ L àqáyâ ‖∇uh −∇ūh‖L∞(Ω)‖∇wh‖L2(Ω)‖∇vh‖L2(Ω).

a çXç à �nÐ���Hh¹ Î éÙé,� ] ��� å Î H Î ÑQÑwæ Î\äÂÎ ÏUÐ ÍwÎ�ä ÏFÑ��OÑ Î é Î �¢Ñ �
z¬^Pc|{Ii~}b>���k�`Âup³��t � p£�jp�p �¬r���tRrP���lv³r���p9t �;� {¦}y�NtRr}y�l�:���otu�~�l� � p v�xPp ��rkçSp � r��l� _ p r����.�l�åt�~zP��� r�}y�l�

ν ∈ C1 }0��v�p [ zP}�v�pN�5ra��tRr��~zP{ ¸ {�{�� � ��� z _ � r}y�l� � � � }�r��
ν ′

tR�4�
t 7→ ν ′(t)t

n¥} � �j���P}�r W���l��r�}���z��lz;� S Y���p�t �;� v�� Ã } _ tRr}y�l�:r�p����P��} [ z�p��å�~v�� _ R p�� r}y�l� K S � �~zY{ ¸ {î{�ra��p��jp����l�4�R}�r}y�l�����@tRr{0pNtl� r � }yp���p � }0�jp-���lv
t > 0 s p��NtRz;�jp ν }0��tR�}�� � p v�� }y�l������t s } ï�p�� r} � p6� � {¦}���p-�~zY��� r}y�l� S
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t æÂÐ¤ÏQÏ Î Ó�ÑwÐÕË��%Ï M�Î ÑwÓ�æ Î Ï`ËW� à �°Ñ�æ Î îø��ÏwÐ¤ÓêÐ äÂÎ �rË �-Q â à Ñ�Ð0H Í Ð ä � Ô Ë Í �LÓ�ËuéÙç ÍwÎ æ Î �ÂÏUÐ ëuÎ Ð��¢Ñ Í Ë ä âÂÓ OÑ�Ð¤Ë��.å Î�ÍwÎ ��ÎÌÍ Ñwæ Î\ÍwÎ � äÂÎÌÍ Ñ�Ëìê JL� � � ë �
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Ô Ð0Huâ ÍwÎ ] ��J o8b Î ÏFÑ ÎÌä/ä Ð¤ÏwÓ ÍUÎ Ñ�Ð m ��Ñ�ÐÕËW�ÂÏ]Ë � � � è ä Ëué ��Ð�� �
t æ Î"Q â à Ñ�Ð�H Í Ð ä5Q/Î ÑwæÂË ä ÐÕÏ³�W�¬Ð¤Ñ ÎÌÍ �OÑ�Ð ëuÎ ÏUË à¤ëuÎ�Í'� Ë Í{Ô,é O ä Ð¤ÏwÓ ÍwÎ ÑwÐ m�ÎÌä^à Ð�� Î � ÍYë � Í Ð �OÑwÐÕËW�ø� à ç Í ËuîPOàÕÎ é°Ï 	 ��� ä Ñwæ ÎÌÍUÎ*� Ë ÍUÎ î�Ëuâ=� ä � Í � ë � à â Î ç Í Ëuî à¤Î éÙÏ Ë �J7 è é Ï K �6� � à�p~� _ p rv~}y��õ§zY{¦r}|xRv~}� Ë�� ÎâÂÏ Î Ï ä Ð á?Î�ÍwÎ �ÒÑ ä Ð¤ÏwÓ ÍwÎ Ñ�Ð m �OÑ�Ð¤Ë��ÂÏ°Ë � Ñ�æ ÎÚä Ëué ��Ðª� 	 ÏwË¤O�Ó�� àºàÕÎ�äE{0p � p {�� K � o è`â Í Ð���HØÑ�æÂÐ¤Ï¬Ï Î Ó�Ñ�ÐÕËW�å Î ��ÏwÏUâÂé Î Ñwæø�OÑ Ñ�æ Î Ï Î�ä ÐÕÏwÓ ÍwÎ Ñ�Ð m �OÑ�Ð¤Ë��ÂÏY� ÍUÎ � Î ÏUÑ ÎÌä 	 Ó � � Ô Ð0H�â ÍwÎ ] �|JLK ��Ð � Î � �ÂË äÂÎ Ï8Ë � ÓÌË�� Í Ï Î�ÍÔ,é O ä ÐÕÏwÓ ÍwÎ Ñ�Ð m �OÑ�Ð¤Ë��ÂÏ�é �OÑwÓ�æ.åQÐ¤Ñwæ��XË äÂÎ ÏQË ��g � ÎÌÍ Ë�� Î Ï �¹ Ñ�� Í Ñ�Ðª�IH«åQÐ¤Ñ�æ��ÆHuâ Î ÏwÏ u(0) � Ë Í Ñwæ Î ÏUË à â�Ñ�ÐÕËW� ëuÎ Ó�ÑwË Í 	 Ñ��nçÂÐÕÓ�� àºà � u(0) = 0 K �`Ñwæ Î�Q â à ÑwÐ|OH Í Ð ä � à H�Ë Í ÐHÑwæÂé ÍwÎ�ä âÂÓ Î Ï�Ñwæ ÎLÍUÎ ÏwÐ ä âø� à 	 f − Au(k) K ÏUÑ Î ç î7� ÏFÑ Î ç � Ik� Î Ó��W� ÍUÎ ç ÍUÎ Ï Î �ÒÑ�Ñ�æ ÎÎÌÍUÍ Ë Í 	 u(k) −A−1f K ��Ï � à Ðª� Î � Í ÓÌËué�îÂÐª�ø�OÑwÐÕËW�©Ë � Ñ�æ Î�é Ð0H Î � ëuÎ Ó�Ñ�Ë Í ÏQË � Ñwæ Î â=� äÂÎ�Í\à ��Ðª�IH Ô,é Oé �OÑ Í ÐH× �-� �%Ó�Ë��¢Ñ Í �OÏUÑQÑwËLË�Ñ�æ ÎÌÍ Ð¤Ñ ÎÌÍ ��Ñ�Ð ë�Î é Î Ñ�æÂË ä Ï à Ð M�Î�ö ��Ó�ËuîÂÐ2Ë ÍNã ��âÂÏUÏ�O ¹ Î Ð äÂÎ°à �XÑwæ ÎSQ â à ÑwÐ|OH Í Ð ä é Î Ñ�æÂË ä�ÍUÎÌä âXÓ Î Ï8Ñ�æ Î ÓÌË�é°ç�Ë�� Î �ÒÑwÏ8ÓÌË ÍwÍwÎ Ïwç�Ë�� ä Ð��IH¬Ñ�Ë©î�Ë�Ñwæ�Ñwæ Î ÏUé,� àºà 	 à Ë�å�O ��ÍwÎ�ã â Î �¢Ñ K�W� ä Ñwæ Î�à � Í H Î 	 æÂÐ�HuæYO ��ÍwÎÌã â Î �ÒÑ K é Ð0H Î � ë � à â Î Ï �� �%Ë ÍwäÂÎ�Í Ñ�ËLÐ à!à âÂÏFÑ Í �OÑ Î æÂË�å ÑwæÂÐÕÏ�åáË ÍNM Ï.� å Î ÏFÑ�� Í ÑQåQÐ¤ÑwæßÑwæ Î Ïwç Î ÓÌÐ � à Ó���Ï Î Ë � Ñ�å{Ë àÕÎ�ëuÎ°à Ï �
¥N� ���FT » £`¼ » a � Øu½¾ÀÅ�¨� ÅÇ¼k�Q£ � �

s s s

s s s s s s s

º J
ÓÌË0� Í Ï Î H Í Ð ä

÷ � Î H Í Ð ä

H

h

Ô Ð�Huâ ÍwÎ ] ��� o t åáË � Î ÏUÑ ÎÌäÚÔ,é'Q O ä Ð¤ÏwÓ ÍwÎ ÑwÐ m �OÑ�Ð¤Ë��ÂÏ 	 H Í Ð ä Ï K Ë � Ñ�æ Î â=�XÐ¤ÑQÐª�ÒÑ Î�ÍUë � à Ð�� J è �x¢ø û;ü����Z�F�hÿ�Hú ��ù¥ú ü�ýNû�ø�ü�ú|ý-þ"ÿ ú þÕú ü�øzú|��� û~úJ���&þ��~ÿ������>û��U�U���w�¢������ü����U��úhû���ÿ�ü����&üdÿ � �dúIý0��û<����|�þ ü��������{~ÄþTû��U���ÿ��Vÿ�ü��$ý«ñFþ ü��Nþ ü ÿ�ý]��ü��dþ��]��ûO�]� þ��&ü�����~O���dþ��~ÿ������S�¨úhû�ÿ�ü������ü��U�]|Ì�=ü����Z��~}�hú��dþ ü��~ý þÄüdÿ��F~ � ��ñ,�~þ����Nû��U�U�;û~ú�ü?���������ÿ����U�¨þ��O�Z���$úhýá�$ü��dþ}��þÄû°ü��F�������¨ü���ü&þTúIû �
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¹ Î Ñ8âÂÏ8ÓÌËW�ÂÏwÐ äÂÎÌÍ ÑzåáËÔ� Î ÏFÑ Î�äÝÔ�é�Q O ä Ð¤ÏwÓ ÍUÎ ÑwÐ
	���Ñ�Ð¤Ë��ÂÏ Ë � Ñ�æ Î â=�ÂÐHÑ8Ðª�ÒÑ ÎÌÍUë � à ��Ï`ÏwæÂË�å � Ðª� Ô Ð�H¤Oâ ÍwÎ ] ���Y� ¹ Ë à¤ë Ð��IH Ñ�æ ÎÚ7 ËuÐ¤ÏwÏUË��'ç Í Ë�î àÕÎ éÇË�� [0, 1] åQÐ¤Ñwæ è`Ð Í Ð¤Ó�æ à¤Î ÑLî�Ëuâ�� ä � Í �ÆÓ�Ë�� ä ÐHÑ�Ð¤Ë��ÂÏ.�Ð � Î �

−u′′(x) = f,
� Ë Í x ∈ (0, 1),

u(0) = u(1) = 0,

å Î Ó��W�%âÂÏ Î Ñwæ Î ÷ � Î H Í Ð ä Ñ�Ë ä Ð¤ÏwÓ ÍwÎ ÑwÐ
	 Î Ñwæ Î ç Í Ëuî à¤Î é åQÐ¤Ñwæ.Ñ�æ Î J è Ó�Ëuâ Í ���ÒÑ � â=�ÂÓ�Ñ�ÐÕËW�ÂÏ.�ø�W� äH Î ÑY� à Ð�� Î � Í;ã � àÕÎ�ÍNM Ð��POzÏ���ÏFÑ Î é
Ahuh = fh.Ô Ë Í � à � Í H Î �nâÂé�î Î�Í Ë � â=� M �ÂË�å �XÏ.��Ñwæ ÎÌÍUÎ Ð¤Ï8�ÂËCâÂÏ Î Ð�� ä Ð ÍwÎ Ó�ÑJÏwË àHëuÎÌÍ Ï à Ð M�ÎNã �OâÂÏwÏ*� ¼áæÂË à¤Î Ï M �R�Î ÑwÓ � ÏwÐª�ÂÓ Î Ñwæ Î Ð Í ÓÌËuéÙç à¤Î ×�Ð¤Ñ��©ÐÕÏ]ÑwËnËÙæÂÐ0Huæ ��� à Ñ Î�Í �ø��Ñ�Ð ëuÎhà �R�ÂË�� Î ÓÌËW�ÂÏwÐ äÂÎÌÍ Ï ÐHÑ ÎÌÍ �OÑ�Ð ëuÎ é Î Ñ�æÂË ä Ïà Ð M�Î ω O ö ��ÓÌËuîXÐy� ã ��âÂÏwÏ�O ¹ Î Ð äÂÎhà �U¼ ã � Î ÑwÓ � � Ñ¥� M Ð��IH�Ñ�æ Î Ïwçø� Í Ï Î ÏUÑ Í âÂÓ�Ñwâ ÍwÎ Ë � Ah

Ðª�ÒÑwËi��Ó�ÓÌËuâ��ÒÑ � � � Ë Í Ñwâ=�ø�OÑ Î°à �R� ö ��ÓÌË�îÂÐß�W� ä�ã ��âÂÏUÏ�O ¹ Î Ð äÂÎ°à Ó�Ë�� ëuÎ�Í H Î Ñ��nçÂÐ¤Ó�� àºà � Í �OÑ�æ Î�Í Ï à Ë�å � B Ë�å Î�ëuÎÌÍ ��Ë�� ÎÓ����LË�îÂÏ Î�ÍUëuÎ Ñ�æø��ÑYæXÐ0HuæYO ��ÍwÎ�ã â Î �ÒÑ�ÓÌË�é°ç�Ë�� Î �¢Ñ�Ï�Ë � Ñwæ Î�ÎÌÍUÍ Ë Í � ÍUÎ�ÍwÎ�ä âÂÓ ÎÌärëuÎÌÍ � � ��ÏUÑ �å� ÑYÐ¤ÏZÏ¥��Ð äÑ�æø��ÑYÑ�æ ÎQÎ�ÍwÍ Ë Í î Î Ó�Ëué Î Ï �����j�lr���p v���� æ ÎQÍUÎ é ��Ð��XÐ���H à Ë�å�O ��ÍUÎÌã â Î �ÒÑ�çø� Í Ñ�ÏYÓ��W�Ùî Î]ÍwÎ�ä âÂÓ ÎÌä î;�
�©ÏwË¤O�Ó�� à!àÕÎ�ä±���.tRv��jp�xRv }����lv~v�p�� r}y�l��� åQæ ÎÌÍwÎ Ñ�æ ÎräXÎ*��Î Ó�Ñ\Ï��nÏUÑ Î é ÐÕÏ`ç Í Ë�� Î Ó�Ñ Î�ä Ñ�Ë©Ñwæ Î Ó�Ë0� Í Ï ÎH Í Ð ä 	 Ð���ÑwæÂÐÕÏAÓ���Ï Î åQÐHÑ�æ%��î�ËuâXÑSæø� à|� é �W�7�\â�� M �ÂË�å �XÏ K �W� ä ÏwË àHëuÎÌä Ñ�æ Î�ÍwÎ ��� Ñ��nçÂÐ¤Ó�� à ÐHÑ ÎÌÍ �OÑ�Ð ëuÎÑzåáË¤O�H Í Ð ä é Î ÑwæÂË ä Ð¤Ï]ç ÎÌÍ�� Ë Í é ÎÌä ��Ï � Ë àºà Ë�åQÏ �¨ ¾�k4`�i�i�f�h¥c À�� 	 � åáËlO ãêÍ Ð ä � Ñ Î�Í �OÑwÐÕË�� K�ÝÎ�ÍUÎ*��Î�Í Ñ�ËrÑ�æ Î ÷ � Î H Í Ð ä î;� h �W� ä Ñ�ËrÑ�æ Î Ó�Ë0� Í Ï Î H Í Ð ä î7� H �XåQæ ÎÌÍUÎ h = H/2 �¹ Î Ñ u0

h
î Î HuÐ ëuÎ � � Ô Ë Í k = 0, 1, . . .

ä Ë
J,� R ���j�lr��P}��Px;®

• m ÏUé°ËnËOÑ�æÂÐª�IH`ÏUÑ Î çÂÏ�� uk,m
h = Smuk

h
�uåQæ Î�ÍwÎ Ñ�æ Î ¹ éÙËnË�ÑwæÂÐ���H`Ëuç ÎÌÍ �OÑ�Ë Í S ÐÕÏÆ� G � Îà Ðª� Î � Í 	 Î � H � ö ��Ó�ËuîÂÐ�� ã �OâÂÏwÏ�O ¹ Î Ð äÂÎhà K �

• ¼áËuéÙçÂâXÑ Î Ñ�æ Î5�Ppa��p�� ry®
dk

h = fh − Ahu
k,m
h �

�Y� ï �.tRv��jp s à�v~}� ï �lv~v�p�� r�}y�l�4®
• 7YÍ Ë�� Î Ó�Ñ�Ñ�æ Î`äÂÎ*��Î Ó�Ñ�Ñ�Ë Ñwæ Î ÓÌË�� Í Ï Î H Í Ð ä � dk

H = IH
h d

k
h 	 Î � H � çÂÐ Î Ó Î åQÐÕÏ Î Ð���� Î Ó�Ñ�Ð¤Ë�� K �

• ¹ Ë àHëuÎ Ñwæ Î ÓÌË0� Í Ï Î Ï��nÏFÑ Î é�� wk
H = A−1

H dk
H
�

• 7YÍ Ë�� Î Ó�Ñ î=��Ó M � wk
h = Ih

Hw
k
H 	 Î � H � à Ðª� Î � Í Ð��¢Ñ ÎÌÍ ç�Ë à ��Ñ�Ð¤ËW� K �

• ¼áË ÍwÍUÎ Ó�Ñ�ÐÕËW��� uk+1
h = uk,m

h + wk
h �

Ik� Î ÏwÐª�IH à¤Î ÏFÑ Î ç/Ë � Ñ�æXÐÕÏ]Ð¤Ñ ÎÌÍ �OÑ�Ð¤Ë��.Ó��W�%î Î�äXÎ ÏwÓ Í Ð¤î ÎÌä î7�����w� G � Î�à Ðª� Î � Í é,�OçÂçÂÐ���H
uk+1

h = Mhu
k
h +Nhfh,

åQæ Î�ÍwÎ Mh

äÂÎ ç Î � ä Ï¬ËW�ÆÑ�æ Î ÏUé°ËnË�Ñwæ ÎÌÍ S �{Ñwæ Î �nâÂé�î ÎÌÍ Ë � ÏwéÙË�ËOÑ�æÂÐª�IH ÏUÑ Î çÂÏ m �W� ä Ñwæ Îé �OÑ Í ÐÕÓ Î Ï Ah, AH , I
H
h , I

h
H �<� ÑQÐ¤Ï Í �OÑwæ ÎÌÍ Ó àÕÎ � Í Ñ�æ=�OÑ�Ñ�æ ÎêÎ�ÍwÍ Ë Í ek

h := uk
h −A−1

h fh
ç Í Ë�çø�RH0��Ñ Î ÏåQÐ¤Ñwæ

ek+1
h = Mh e

k
h. 	 ] �|JL�,K
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� � Mh

ÐÕÏ��8ÓÌËW�ÒÑ Í ��Ó�ÑwÐÕË���Ð��rÏwË�é Î �ÂË Í é²�uÐ � Î � ‖Mh‖ < 1 �uÑwæ Î Ñ�å{Ë¤O�H Í Ð ä ÐHÑ ÎÌÍ �OÑ�Ð¤Ë�� � à HuË Í ÐHÑwæÂé JÐÕÏ]Ó�Ë�� ëuÎ�Í H Î �ÒÑ �
� �°Ñ�æ Î � Î ×nÑ�Ï Î Ó�ÑwÐÕË��°å Î H Î � ÎÌÍ � à Ð�	 Î Ñ�Ë%�W�Ô� Í îÂÐ¤Ñ Í � Í �°�nâÂé�î Î�Í Ë � H Í Ð ä Ï³�W� ä � à ÏUË�Ñ�Ë%� Í îÂÐ¤Ñ Í � Í �à Ðª� Î � Íáë � Í Ð �OÑwÐÕËW�ø� à ç Í Ë�î àÕÎ é°Ï �
¥�� �!�"� »$# ¼ Å&%('*),+�?YÀ-+�. ÅÇ¼/) #10 .
2 Ñ�3 Í Ñ�Ð�4IH ��Í Ëué54 Î ÏFÑ ÎÌä«ä Ð¤ÏwÓ ÍUÎ Ñ Î©Ô,é O�Ïwç�3�Ó Î Ï V1 ⊂ · · · ⊂ V` 	 Ó � � Ô Ð�Huâ ÍwÎ ] �|JLK �Aå Î Ó�Ë64ÂÏUÐ äÂÎ�ÍÑ�æ Îcã 3 à¤ÎÌÍNM Ð�4 2 �nÏUÑ Î é 	 ÍwÎ Ïwâ à Ñ�Ð�4IH ��Í Ëué73 ë 3 Í Ð
3OÑ�Ð¤Ë64�3 à ç Í Ëuî àÕÎ é K

Ô Ð
4 ä u` ∈ V` : A` u` = f`, 	 ] �|Jj+;K
åQÐ¤Ñwæ A` : V` → V` � Ô Ë Í k = 1, . . . , `− 1 å Î Ï Î Ñ

(Akv, w) = (A` v, w), ∀v, w ∈ Vk.

Ô â Í Ñwæ ÎÌÍ é°Ë ÍwÎ � � Ë Í k = 2, . . . , k
à¤Î Ñ Rk : Vk → Vk

î Î ÏwË�é Î ÏUé°ËnË�Ñwæ ÎÌÍ Ï8394 äèäÂÎ ÷ 4 Î Ñ�æ Îç Í Ë�� Î Ó�Ñ�Ë Í Ï Qk : V` → Vk
� Pk : V` → Vk

î;�
(Qkv, w) = (v, w)

(AkPkv, w) = (Akv, w)

}
∀v ∈ V`, ∀w ∈ Vk.

� æ Î�Q â à ÑwÐ0H Í Ð ä Ð¤Ñ ÎÌÍ 3OÑ�Ð¤Ë64©Ñwæ Î 4 ÍwÎ 3 ä Ï
u

(n+1)
` = u

(n)
` + B`

(
f` − A` u

(n)
`

)
, 	 ] �|J;:;K

åQÐ¤Ñwæ Bk

äÂÎ ÷ 4 ÎÌä 3OÏ � Ë à!à Ë�åQÏ �
¨=< k4`�i�i�f�h¥c Þ�� 	 Q â à ÑwÐ0H Í Ð ä¬Ë O?>��nÓ�@ Î K2 Î Ñ B1 = A−1

1
394 ä%äÂÎ ÷ 4 Î Bk : Vk → Vk

ÍwÎ ÓÌâ Í ÏwÐ ëuÎ @�� � Ë Í k = 2, . . . , ` � ¹ Î Ñ g ∈ Vk �
• 7YÍUÎ OzÏUé°ËnËOÑ�æÂÐ�4IH-�
x = RT

k g
�

• >áË ÍwÍwÎ Ó�ÑwÐÕË64/�
y = x+ q �ÂåQæ ÎÌÍwÎ q = Bk−1Qk−1(g − Akx)

�
• 7 Ë�ÏUÑ�O�ÏwéÙËnË�Ñ�æXÐ
4IH-�
Bkg = y +Rk(f − Aky)� Ð¤ÑwæÚÑ�æÂÐ¤Ï`é Î Ñ�æÂË ä Ë64-@|�%Ñ�æ Î @ÕÐ
4 Î 3 Í Ï��nÏUÑ Î éÙÏ\Ë94�Ñ�æ Î Ó�ËA3 Í Ï Î ÏFÑ�H Í Ð ä V1

3 ÍUÎ ÏUË6@ ëuÎ�ä ä Ð ÍwÎ Ó�ÑB@��
	 Î � H � >áæÂË9@ Î Ï M �,� LU O äÂÎ Ó�ËuéÙç�ËuÏwÐHÑ�Ð¤Ë64�� Î ÑwÓ ��K �AåQæ ÎÌÍUÎ 3�ÏCË64 Ñ�æ Î Ë�Ñwæ ÎÌÍ H Í Ð ä ÏêÑ�æ Î ÏUé°ËnË�ÑwæÂÐ
4�H¤OÓÌË ÍwÍwÎ Ó�ÑwÐÕË64.ç Í Ð
4XÓÌÐÕçC@ Î ÐÕÏ!3�çÂç-@¤Ð Î�ä � � æ Î Ñ ÎÌÍ é D s ��E7� {0p 3 Í ÐÕÏ Î Ï ��Í Ë�é Ñwæ Î ÐHÑ ÎÌÍ 3OÑ�Ð¤Ë64¬ÏUÓ�æ Î é Î 	 Ó � �Ô Ð�Huâ ÍwÎ ] �#
;K �XÐ
4ßÓF3OÏ Î Ë � Ñwæ ÎHG s ��E;� {0p å Î åáË�â-@ ä æ�3 ëuÎ ÑzåáËÙÓÌË ÍwÍwÎ Ó�ÑwÐÕË64ßÏUÑ Î çÂÏ<Ð�4ÂÏUÑ Î 3 ä Ë � Ë64 ÎÎ 3OÓ�æßÑ�ÐÕé Î �
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s

C
C
C
Cs
C
C
C
Cs
C
C
C
Cs¤
¤
¤
¤
s¤
¤
¤
¤
s¤
¤
¤
¤
tV4

V3

V2

V1

u
(0)
4 u

(1)
4 u

(2)
4 u

(3)
4

Ô Ð�Huâ ÍwÎ ] �#
 � � Ñ Î�Í 3OÑwÐÕË64.ÏwÓ�æ Î é Î Ë � Ñ�æ ÎSQ â-@¤ÑwÐ0H Í Ð ä¬Ë O�Ó*�nÓ�@ Î �
¥�� �!�JI KL0 ÃNMO%�)�Á�),+ 0 ¿ ÁP'RQ 0 À §
�ÝÎ Ó�Ð¤Ñ Î Ñwæ Î"� Ë6@
@¤Ë�åQÐ�4IH ÍwÎ ÏUâ-@¤Ñ ��Í Ë�é5S JL�UT �
V¬^PcXWIiUYÆbZ��[�� µ ï �\� � zPr¢tRr}y�l�4tR{�Gh�lv^]_���9õzP{¦r�}|xRv~}� ¶nqp r

N`

�Pp ���lr�p¬r���p¬��z_� s p v:���5zP�C]l��� � ���:���5ra��p1`<��p�� r6{0p�aRp {
V`

�cb���p �ê�l��p5� r�p � ���5r���põ§zY{¦r}|xRv~}�:}�r�p v�tRr�}y�l� 	 ] �|J;:;K v�pBd.zY}�v�p�� O(N`)
� � p v�tRr�}y�l����� � ��tRr!��pNtR����ra��tRr³r���p5�~�\� � {0pfe,}�rJE}0��{¦}��[p�tRv��

¥�� �!��¥ KL0 ¿!g�¼2ÀI?�¼,¿(h?¼
2 Ë � 3 Í å Î�M 4ÂË�å Ñ�æ�3�ÑQÑ�æ Î Ð
4IH ÍUÎÌä Ð Î 4¢Ñ�Ï]Ë �-Q â-@¤ÑwÐ0H Í Ð ä 3 ÍwÎ
• Ñwæ Î ç Í Ë�î-@ Î éji A`

� f`
�

• 4 Î ÏUÑ ÎÌäÚÔ�k OzÏwç-3�Ó Î Ï Vk
�XÑ�Ë,H Î Ñ�æ Î�Í åQÐ¤ÑwæßÑwæ Î ç Í Ë�� Î Ó�Ñ�Ë Í Ï Pk

394 ä Qk
�

• Ñwæ Î ÏwéÙËnË�Ñ�æ ÎÌÍ Ï Rk �� æ Î Û Í 3 Î ÏwÏ�OzB13�Ó M îÂâÂÏwÓ�æ%Ñwæ Î Ë ÍUÎ é 	 Ó � � S �\TîK Î 4ÂÏwâ ÍUÎ ÏQÓ�Ë64 ëuÎ�Í H Î 4ÂÓ Î Ë � Ñ�æ Î9Ë OzÓ ��Ó�@ Î â-4 äÂÎÌÍ Ñ�å{ËÓÌË94 ä Ð¤ÑwÐÕË64XÏ�åQæÂÐ¤Ó�æl3 ÍwÎ\ã âÂÐ�4ÒÑ Î ÏwÏ Î 4ÒÑwÐm39@ � Ë ÍoQ â-@¤ÑwÐ0H Í Ð ä �
• � æ Î R �¬�j�lr��P}��Pxln�v�� � p v rJEL� 3ÚÓÌË64 ä Ð¤ÑwÐÕË64ÝË64ØÑ�æ Î ÏwéÙËnË�Ñwæ ÎÌÍ Ï Rk

� ÍwÎ�ã âXÐ Í Ð�4IH/Ñ�æ Î écÑ�Ëî Î 3OÑl@ Î 3OÏUÑo3�Ï²HuËnË ä 3OÏqpQÐÕÓ�æ�3 ÍUä ÏwË94�r�Ï/ÐHÑ Î�Í 3OÑwÐÕË64 � ω O ö 3�ÓÌË�îÂÐs3t4 ä ω O?uv3�âÂÏwÏ�O 2 Î Ð äÂÎ @ÏUé°ËnËOÑ�æ Î�Í Ï � â-@ ÷ @
@�Ñ�æÂÐ¤ÏQÓ�Ë64 ä Ð¤Ñ�Ð¤Ë64 �
• � æ Îxw �;� v���e,}y�htRr}y�l�Xn£v�� � p v~r�Ej� 394ØÐ
4ÒÑ ÎÌÍ ç-@m3�� î Î Ñzå Î�Î 40Ñwæ Î©Ô�k O�Ïwç�3�Ó Î Ï V1, . . . , V`−13t4 ä Ñ�æ Î Ë�ç ÎÌÍ 3�Ñ�Ë Í A 	 394 ä ÏwË Ñwæ Î ç Í Ë�î-@ Î é Ð¤ÑwÏ Î @ � K � � æÂÐÕÏrÓÌË64 ä Ð¤Ñ�Ð¤Ë640ÓF3t4ÆË � Ñ Î 4Æî ÎÏUæÂË�åz4/Ð � Ñ�æ Î âC4 äÂÎ�Í @��nÐ�4IH Î @
@¤Ð¤çXÑ�ÐHÓ8ç Í Ëuî-@ Î é æ�3�Ï � â-@�@ ÍUÎ HuâC@m3 Í Ð¤Ñ�� �
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>áË64 ëuÎÌÍ H Î 4ÂÓ Î é Î 394ÂÏQÑwæ�3OÑ u(k)

` → A−1
` f`

� Ë Í k → ∞ � � æ Î Ó�Ë64 ëuÎ�Í H Î 4ÂÓ Î Í 3OÑ ÎCäXÎ ç Î 4 ä Ï8Ë94Ñ�æ Î 4nâXérî Î�Í Ë � ÏwéÙËnË�Ñ�æXÐ
4IH¬ÏUÑ Î çÂÏ.�2Ñ�æ Î Ñ�å{Ëßç Í Ëuç ÎÌÍ Ñ�Ð Î Ï ��Í Ëué{3�î�Ë ëuÎ �Z394 ä Ë64�Ñ�æ Î 4ÂË Í é å ÎÓ�æÂËnËuÏ Î �8� Ñ��nçÂÐÕÓ�39@ Í 3�Ñ Î ÐÕÏ 10−1 åQæÂÐ¤Ó�æ é Î 394ÂÏ8Ñ�æ�3OÑ|394 ÎÌÍUÍ Ë ÍêÍwÎ�ä âÂÓ�Ñ�Ð¤Ë64 Ë � 10−7 ÍwÎ�ã âÂÐ ÍUÎ Ï3�î�Ëuâ�Ñ 7 Ð¤Ñ Î�Í 3OÑwÐÕË94.ÏUÑ Î çÂÏ �
� 40Ñwæ Î�� Ë6@
@¤Ë�åQÐ�4IH/Ï Î Ó�Ñ�Ð¤Ë64�� äÂÎ 39@¤Ð
4IH/åQÐHÑ�æ}3�éÙË ÍwÎ H Î 4 ÎÌÍ 39@ Q â-@HÑ�Ð0H Í Ð ä Ó�Ë64ÂÓ Î çXÑ.��å Î©ä ÐÕÏUÓÌâÂÏUÏÓÌË94 ëuÎÌÍ H Î 4ÂÓ Î 394 ä Ñwæ Î\ÍwÎ�ã âXÐ ÍwÎ�ä Ó�Ë64 ä Ð¤Ñ�Ð¤Ë64ÂÏ�Ð
4 äÂÎ Ñ�3�Ð�@ �
~x�?� � ò=���Z�*ôv���F� ������� ���R�������z���Z�z� ���l�|���z���|�x� ���v�������_ô

� �|��  �

� 4�¡^¢-£�¤z¤B¥�¦�¡^£�§64�¨�¥|¦�£©¡^¥|394l39ª-¤f¡B«^39¦�¡ Ql¬ @©¡^£�H6«B£�¯®°«^39±�¥�¨�§6« M 3t4-l¦�§94³²6¥�«�H6¥�4C¦�¥s¡B¢-¥�§6«?´=®°«B§6±S �\T 394-�¡^¢-¥�4¯¤f¡^3t¡^¥(¢-§U¨µ¡B§ ¬ ¤B¥(¡^¢C£
¤�£�4�¡B¢-¥1¦�§64³¡B¥�¶_¡!§9®�¡^¢C¥1@
£�4-¥F3t«·¤?´,¤?¡^¥�±�¤�§_¦�¦ ¬ «B«B£�4IHR£�4�¡^¢C¥±�3RH64-¥�¡^§6¤?¡�3t¡B£
¦O¸-«f§6ª-@�¥�±�¹
º ��Iz�?» ¼�½C¾·¿ÁÀ�ÂHÃÄ½CÅ
¹Æ¥�¡ V1, V2, . . . , V` ⊂ V0

ªÇ¥oÈ k O ¤B¸�39¦�¥�¤�¡B§,H6¥�¡B¢-¥�«8¨z£�¡^¢É¡B¢-¥�£�«�-¥�¤f¦�«B¥�¡^£�	F3t¡B£
§64Ê¸�39«B39±�¥�¡^¥�«B¤
h1 > h2 > · · · > h`

¹ k 39¦�¢ Vk
£
¤�¥�Ë ¬ £�¸-¸Ç¥��¨z£�¡^¢�394�£
4-4-¥�«z¸-«f§_ ¬ ¦�¡ (·, ·)k

394Co394�£�4- ¬ ¦�¥�4-§6«f± ‖ · ‖k ¹ Q §6«B¥�§U²6¥�«�¡^¢-¥�«B¥O39«B¥ ` ¸Ç§6¤f£�¡B£�²6¥(-¥ ÷ 4-£©¡^¥1ª-£
@�£�4-¥�39«P®°§6«f±�¤ ak(·, ·) : Vk× Vk → R¥F3t¦�¢�§9®Ì¨z¢C£
¦�¢l£�4- ¬ ¦�¥�¤�38@�£
4-¥�39«!§6¸Ç¥�«^3t¡B§6« Ak : Vk → Vk
ª³´

(Akv, w)k = ak(v, w), ∀v, w ∈ Vk. Í ] ¹ÏÎ º K
� ¢-¥x¤B¸�3t¦�¥�¤�39«f¥x4C§9¡84-¥�¦�¥�¤f¤^39«B£�@�´Ð4-¥�¤?¡^¥��Ñ�ª ¬ ¡8¦�§64C4-¥�¦�¡^¥�É¡^¢-«f§ ¬ H6¢Ò@�£
4-¥�39« Í ¸-«B§6@�§64IH63t¡^£�§94 K§6¸Ç¥�«^3t¡^§9«B¤

Ik : Vk−1 → Vk,
®°§6« k = 2, . . . , `. Í ] ¹ÏÎ JLK

� ¥�-¥ ÷ 4-¥8¡^¢C¥�£
«v3t\Óf§6£
4A¡^¤�Ñ Pk−1 : Vk → Vk−1
394- Qk−1 : Vk → Vk−1

ÑÆ¨v¹B«�¹f¡�¹ (·, ·)k
394C

ak(·, ·) Ñ-®°§9« k = 2, . . . , ` �
(Qk−1v, w)k−1 = (v, Ikw)k, ∀v ∈ Vk, w ∈ Vk−1,

ak−1(Pk−1v, w) = ak(v, Ikw), ∀v ∈ Vk, w ∈ Vk−1.

Ô §t¡^¥Õ¡^¢-3t¡ Ak−1Pk−1 = Qk−1Ak
¹È�£�4�39@�@©´9Ñ,¨�¥v4-¥�¥�l¤B±�§_§9¡^¢-¥�«B¤ Rk : Vk → Vk

®°§9« k = 2, . . . , ` 394-�¤f¥�¡

R
(i)
k :=

{
Rk

®°§6« i §_- ,
RT

k
®°§6« i ¥�²6¥�4 ,

¨z¢-¥�«B¥ (RT
k v, v)k = (v,Rkv)k

¹Ö 4³¡B¥�«B¥�¤f¡B¥�o£�4x¤B§6@©²,£�4-×
A`u = f, Í ] ¹ÏÎ6Î9Ø
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¨�¥v¤f¡�3t«f¡z¨z£©¡^¢�38×9£�²6¥�4 u0 ÑÚ394C�¦�§64C¤B£
C¥�«�¡^¢-¥v×9¥�4-¥�«^39@Æ£©¡^¥�«B3t¡^£©²6¥Õ39@
×6§9«B£©¡B¢-±

ui+1 = ui + B`(f − A`u
i), Í ] ¹ÏÎ9ÛAØ

¨z¢-¥�«B¥ B`
£
¤�-¥ ÷ 4-¥�l«B¥�¦ ¬ «f¤B£�²9¥�@�´x3t¤�®°§6@
@�§;¨z¤�¹

Ü=<°Ý `�i\Þyß;à¥c á�� Í uÕ¥�4C¥�«^3t@�â ¬ @©¡^£�×6«B£�=ãÄ«B§_¦�¥� ¬ «f¥;Ø¹Æ¥�¡ p 394- mk
ªÇ¥s¸Ç§6¤B£©¡^£�²6¥|£�4³¡B¥�×6¥�«B¤�¹ 2 ¥�¡ B1 = A−1

1
¹ Bk : Vk → Vk

£�¤(C¥ ÷ 4-¥�$-¥�¸Ç¥�4--£�4-×§64 Bk−1
ªA´¯¡^¢-¥Õ®°§9@
@�§U¨�£
4C×ä¤?¡^¥�¸C¤��

• ãÄ«f¥�å*¤f±�§_§t¡^¢-£�4-×-�
x0 = 0
xi = xi−1 +R

(i)
k (g − Akx

i−1) ®°§6« i = 1, . . . ,mk

• >�§9«B«B¥�¦�¡B£
§64/�
y0 = 0
yi = yi−1 + Bk−1[Qk−1(g − Akx

mk)− Ak−1y
i−1] ®°§6« i = 1, . . . , p

z0 = xmk + Iky
p

• ãÌ§9¤f¡få ¤B±�§_§9¡^¢C£
4-×-�
zi = zi−1 +R

(mk+1−i)
k (g − Akz

i−1) ®°§6« i = 1, . . . ,mk

• Bkg = zmk

� ¥|¦�§64-¤f£
-¥�«�¡^¢-¥Õ®°§6@�@
§;¨z£�4-×æ¸�39«?¡^£�¦ ¬ @
39«!¸�3t«^39±�¥�¡B¥�«�¤B¥�¡B¡B£
4-×9¤��
• Ë å*¦�´,¦�@
¥t� p = 1 Ñ-¤^39±�¥v4 ¬ ±æªÇ¥�«�§9®�¤f±�§_§t¡^¢-£�4-×ä¤f¡B¥�¸-¤ mk = m §94�¥F39¦�¢l@�¥�²6¥�@"¹
• � å ¦�´_¦�@
¥9� p = 2 Ñ mk = m §64�¥�39¦�¢�@
¥�²6¥�@�¹
• Ë 39«B£
39ª-@
¥ Ë å ¦�´_¦�@�¥9� p = 1 Ñ mk

²\39«f´_£
4C×-¹
º ��Iz�"� KLÃPç g À�½-èPÀÆç h À
é ¥ ÷ 4-£
4C×�¡B¢-¥¯ê v~v��lv�� � ê v�t9ë��lv

Ek := I − BkAk, ÍJì ¹ÏÎ ì Ø
¨�¥v¤B¥�¥v¡B¢�3t¡

ui+1 − u∗ = E`(u
i − u∗),

¨z¢-¥�«B¥ u∗ -¥�4C§9¡^¥�¤z¡^¢-¥v¥�¶-3t¦�¡(¤f§6@ ¬ ¡B£
§64 A−1
` f ¹í ª³²_£
§ ¬ ¤B@©´6Ñ ¬ 4C-¥�«z¡B¢-¥v¦�§94--£�¡B£
§94

‖E`‖ ≤ δ`,
¨z£©¡^¢ δ` < 1, ÍJì ¹ÏÎ � Ø

¨�¥v×6¥�¡zËAå @
£�4-¥F3t«!¦�§64A²6¥�«f×6¥�4C¦�¥ ui i→∞−→ u∗ ®°§6«�¤B§9±�¥Õ4-§6«f± ‖ · ‖ ¹
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� ¢-¥|¥�«B«f§6«z§9¸Ç¥�«^3\¡^§6«�¤^3t¡B£
¤ ÷ ¥�¤�¡^¢-¥Õ®°§9@
@�§U¨z£�4C×ä«B¥�¦ ¬ «B«B¥�4-¦�¥t�

Ek =
(
K

(mk)
k

)∗[
I − IkPk−1 + IkEk−1Pk−1

]
K

(mk)
k , ÍJì ¹ÏÎ Ù Ø

¨z£�¡B¢
K

(m)
k =

{
(K∗

kKk)
m
2

®°§6«�¥�²6¥�4 m,
(K∗

kKk)
m−1

2 K∗
k

®°§6«�§_- m,
Kk = I −RkAk,

K∗
k = I −RT

kAk.

∗ £
4--£�¦F3\¡^¥�¤z3t\Óf§6£
4A¡^4-¥�¤B¤�¨v¹B«�¹f¡F¹ ak(·, ·) ÑC¨z¢-¥�«f¥F39¤ T «f¥�®°¥�«B¤z¡B§ (·, ·)k
¹

� ¤z§6¸Ç¥�«^3t¡B§6«�4-§6«B±�¨�¥ ¬ ¤B¥Õ¡^¢-¥v§64-¥Õ¡B¢�3t¡z£
¤�£�4- ¬ ¦�¥��ª³´ ak(·, ·) Ñ�¤f§8¨�¥|¢-3;²6¥Õ¡^§8¤B¢-§;¨
ak(Ekv, v) ≤ δkak(v, v), ∀v ∈ Vk. ÍJì ¹ÏÎ � Ø

Ö 4x¡^¢-¥Õ®°§6@�@�§U¨z£�4-×R¨�¥v¤ ¬ ±�±�39«B£�	�¥1¡^¢-¥v«f¥�¤ ¬ @�¡^¤�®°«f§6±5S �\T ¹îsïñð�ò Þ°ßUÞ ïÇðôófÜ �0ÞAõ\ö;� È�§6«�¤B§6±�¥ α ∈ (0, 1] ¡B¢-¥�«f¥|¥�¶C£�¤f¡B¤ CP
£
4-C¥�¸Ç¥�4C-¥�4A¡1§t® k ¤ ¬ ¦�¢l¡B¢�3t¡

∣∣ak

(
(I − IkPk−1)v, v

)∣∣ ≤ (CP )2α

(‖Akv‖2k
λk

)α[
ak(v, v)

]1−α
,

¨z¢-¥�«B¥ λk
C¥�4-§9¡B¥�¤z¡^¢C¥v@m39«f×6¥�¤?¡z¥�£�×6¥�4A²t39@ ¬ ¥Õ§9® Ak

¹
>�§64-C£�¡^£�§64 ÍJ� ¹÷Î;ø?Ø1¦�394L£
4A¡^¥�«B¸-«f¥�¡^¥�H39¤|3t4H39¸-¸C«B§;¶,£�±�3\¡^£�§64q¸-«B§9¸Ç¥�«f¡*´$§t®�¡B¢-¥ ÷ 4-£©¡^¥ä¥�@�¥�±�¥�4A¡¤B¸�3t¦�¥�¤�¹
îsïñð�ò Þ°ßUÞ ïÇðôó?ù �JúCöU� È�§6« k = 2, . . . , ` Ñ-¡B¢-¥v§6¸Ç¥�«B3t¡^§9«B¤ Ik

¤^3t¡B£
¤f®y´
ak(Ikv, Ikv) ≤ ak−1(v, v), ∀v ∈ Vk−1,

§6«�¥�Ë ¬ £©²t39@�¥�4A¡^@�´
ak

(
(I − IkPk−1)v, v

)
≥ 0, ∀v ∈ Vk−1.îsïñð�ò Þ°ßUÞ ïÇðôó?ù ��ÞñöU� È�§6« k = 2, . . . , ` Ñ-¡B¢-¥v§6¸Ç¥�«B3t¡^§9«B¤ Ik

¤^3t¡B£
¤f®y´
ak(Ikv, Ikv) ≤ 2 ak−1(v, v), ∀v ∈ Vk−1.k 39¦�¢Ê§9®�¡^¢C§6¤B¥=¡*¨�§L¦�§64--£©¡^£
§94-¤æ-¥�¸Ç¥�4--¤�§94É¢-§;¨û¡B¢-¥x4-§64_å*4-¥�¤f¡^¥�Ê¤B¸�3t¦�¥�¤ Vk

39«B¥=¦�¢-§6¤f¥�4394-H¡^¢C¥�«B¥�®°§6«f¥�¢-§;¨j¥F3t¦�¢Ð×9«B£
L£
¤|¸-@m3t¦�¥�H¨v¹B«�¹f¡F¹�¥F3t¦�¢Ð§t¡^¢-¥�«�¹  4--¥�«R¦�§64--£©¡^£
§94 Í Ö ¹�üUØ�ÑÌ¡^¢C¥¥�«f«B§6«�¸-«B§6¸-39×A3t¡B§6« Ek
£
¤�¤?´,±�±�¥�¡^«f£
¦l¸ñ§9¤B£�¡B£�²6¥oC¥ ÷ 4-£©¡^¥o¨v¹B«�¹f¡F¹ ak(·, ·) Ñ�¢-§;¨�¥�²6¥�«x£�4ý±�3t4³´39¸-¸C@
£
¦�3t¡^£�§94-¤ Í Ö ¹©üUØ�£
¤�4-§t¡z²t3t@
£
/¹

îsïñð�ò Þ°ßUÞ ïÇðôó�þÆÿ �JúCöU��� ¢-¥�«f¥|¥�¶,£
¤?¡^¤ ω > 0 4-§9¡z-¥�¸Ç¥�4--£�4-×�§64 ` ¤ ¬ ¦�¢�¡^¢�3t¡
ω

λk

‖v‖2k ≤ (Rkv, v)k, ∀v ∈ Vk, k = 2, . . . , `,

¨z¢-¥�«B¥ Rk = (I −K∗
kKk)A

−1
k = RT

k +Rk −RT
kAkRk

¹
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Í 2 âL¹�üUØÆ£
¤Ì3�¦�§64--£©¡^£
§94|§64|¡^¢-¥�¤f±�§_§9¡B¢-¥�«�Ñ\¨z¢-£�¦�¢R¤f¢-§ ¬ @�æ3t¡�@
¥F3t¤f¡ÌªÇ¥�39¤�×6§_§_R39¤�¡B¢-¥�pz£
¦�¢�39«f,å¤B§94l¤f±�§_§9¡B¢-¥�«�¹
� ¢-¥H®°§6@
@�§;¨z£�4-×Ò¡^¢-¥�§6«B¥�±lÑv¦�§94-¦�¥�«B4-£�4-× ¡^¢-¥ Ë å*¦�´_¦�@
¥tÑ|£
¤o3Ê×6¥�4-¥�«B39@
£�	F3t¡B£
§94 §t®ä¡B¢-¥ Û «^3t¥�¤B¤�å
 3t¦��³ª ¬ ¤f¦�¢l¡B¢-¥�§6«f¥�±�¹
 à�� ï�� �����Z��� ó������	���A< ���! #"*öU��w�$%$'&_� ê%( ë*),+9ë.-0/21�3	4yë546/21,$�7°ws�98;:=< ( 76>Iõ �@?'<A+	1�3B7*C��@?'<D)E/2F!3A�
G ê ëIH ê p = 1

+	1�3
mk = m J /2KL+	F@F k ��bM) ê 1

0 ≤ ak(Ekv, v) ≤ δk ak(v, v), ∀v ∈ Vk, ÍJì ¹ÏÎ � Ø
J /2KL+	F@F k = 2, . . . , ` (.N 4yë*) 0 ≤ δk < 1 (ON ) ê K ê

δk =
Mk

1−α
α

Mk
1−α

α +mα
,

M = e(1−α)(αCP/ω + 1)− 1).

Ö ®�§64-¥ ¬ ¤B¥�¤z¡^¢C¥ � å ¦�´_¦�@
¥9Ñ-¡B¢-¥v¦�§64C¤f¡�3t4³¡ δk £
¤�¥�²6¥�4l£
4--¥�¸Ç¥�4-C¥�4³¡(§t® k �
 à�� ï�� ��� �Z�JúQP óSRT���	���A< ��U�V�� �2W Þ ïñð úX�! #"*öU�1w�$%$'&,� ê%( ë@)#+9ëY-0/21�3	4yëZ46/21,$[7°w|�98;:=< ( 7*C��@?'<+	1�3\76>Iõ �@?'<])E/2F!3A�^G ê ë_H ê p = 2

+	1�3
mk = m J /2K`+	F@F k ��bM) ê 1

0 ≤ ak(Ekv, v) ≤ δ ak(v, v), ∀v ∈ Vk, ÍJì ¹ÏÎ : Ø
J /2KL+	F@F k = 2, . . . , ` (.N 4yë*) 0 ≤ δ < 1 (ON ) ê K ê

δ =
M

M +mα
N 4yë@)_õ�$'&'acb'4 ê 1�ëZF EBF!+	K6d ê He&_ë04@1�3 êgf�ê 1�3 ê 1�ë_/ J k.

� ¢-¥�«B¥8£
¤Õ394-§9¡B¢-¥�«O²6¥�«B¤B£�§64$®°§6«O¡B¢-¥ � å*¦�´_¦�@
¥æ¨z¢-£
¦�¢LC§_¥�¤v4-§t¡v«B¥�Ë ¬ £
«B¥�>�§64C-£�¡B£
§64 Í Ö ¹©üUØ1ª ¬ ¡¡^¢-¥Õ¨�¥F3	�9¥�«O>�§64--£©¡^£
§94 Í Ö ¹÷Î9Ø��
 à�� ï�� ��� �Z�JúÚú ó�Rh�%�	���A< �;UiV�� �2W Þ ïÇðkj �! ,"*öU�]>;& flf /m$ ê%( ë@),+9ën-0/21�3	4yëZ46/21,$o7°w|�98;:=<p+	1�3
76>Iõ$�@?'<q)E/2F!3A�rG ê ë_H ê p = 2

+	1�3
mk = m J /2K`+	F@F k ��w�$%$'&,� ê ë*),+9ë ê 4yë@) ê K

+'<sb%/21�3	4yëZ46/21o7*C��98e<])E/2F!32$]/2K
H�<}ë@) ê 1E&_�BH ê K]/ J $��i/m/\ë*)�4@1�d2$ ( m ( 49$t$'&'acb'4 ê 1�ëZF EBF!+	K6d ê �

bM) ê 1
|ak(Ekv, v)| ≤ δ ak(v, v), ∀v ∈ Vk, ÍJì ¹�ÛvuAØ

J /2KL+	F@F k = 2, . . . , ` (.N 4yë*) δ = M
M+mα

N 4yë*)¬õw$'&�acb'4 ê 1�ë5F EBF!+	K5d ê �
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s

s

rx(k,i)

ΓN

È�£�× ¬ «B¥ ì ¹ ì �i�Æ£
4C¥F39«R¥�¶_¡^¥�4C¤B£
§94Òªñ¥�´6§64-}¡^¢-¥¯ªÇ§ ¬ 4-�39«?´6¹ Ö 4Ð¡^¢-£�¤æ¦�39¤B¥ x(k,i) £
¤æ3\�-4-¥=×6«f£
4-§_-¥tÑ-¨z¢-¥�«f¥F39¤z¡^¢-¥v§9¡B¢-¥�«�-§9¡^¤z¦�§6«B«f¥�¤f¸Ç§64-�¡^§ä¡^¢-¥v¦�§A39«f¤B¥v×6«B£��¹
º ��Iz�JI � M1M1'�+�h ¾ ),+ Ã.�
È�£�«B¤f¡�Ññ¨�¥ä-£�¤B¦�«f¥�¡B£
	�¥ä§ ¬ «O-§6±�39£�4 Ω

¬ ¤B£
4C×¯¡^¢-¥R¡^«B£
394-× ¬ @m3\¡^£©§64-¤ T1, . . . , T`
394C ×6¥�¡O¡^¢-¥äÈ k

¤B¸�3t¦�¥�¤ V1, . . . , V`
¨z£©¡^¢o¡^¢-¥�£
«13;²6¥�«^39×9¥æ±�¥�¤B¢$¤f£
	�¥�¤ h1 > · · · > h`

¹ � ¢-¥ä×9«B£
C¤14-¥�¥� 4-§t¡1¡^§ªÇ¥v¢-£
¥�«^39«f¦�¢C£
¦F3t@Æ394Cx® ¬ «f¡B¢-¥�«f±�§6«f¥9ÑC¡B¢-¥Õ¡^¢-¥�§6«f´x3t@
@
§;¨z¤!£
4x¸-«f£
4-¦�£
¸C@
¥1¡B¢�3t¡
⋃

T∈Tk

T =: Ωk,
4-§9¡z4-¥�¦�¥�¤f¤^39«B£�@�´ = Ω, ÍJì ¹ÏÛCü;Ø

£"¹B¥t¹�¡^¢C¥ -§6±�39£
4ý±�3F´ý-£!�/¥�«=£
4µ¥F39¦�¢ @�¥�²6¥�@O¨z¢-£�¦�¢ £�¤=«^3t¡B¢-¥�« ¬ ¤B¥�® ¬ @Õ®°§9«=4-§64,å ¸Ç§6@�´_¢-¥�-«^3t@-§6±�39£�4-¤!@
£��9¥Õ¦�£
«B¦�@
¥�¤�¹
� ¤Õ£�4-4-¥�«Õ¸C«B§_ ¬ ¦�¡^¤ (·, ·)k

¨�¥8¦�394 ¬ ¤f¥8¥�£�¡^¢C¥�« (·, ·)V0

§6«�il±�§6«B¥R¤ ¬ £©¡�39ª-@�¥vil¡B¢-¥ kÄ¬ ¦�@�£
-¥�394¸-«B§_ ¬ ¦�¡�§64R¡B¢-¥!£�¤B§6±�§6«f¸-¢-£�¦·¤B¸�3t¦�¥
R

Nk Í ¨z¢-¥�«B¥ Nk
£
¤�¡^¢-¥�4 ¬ ±æªÇ¥�«�§9®�4-§_-¥�¤�¡B¢�3t¡�39«B¥�4C§9¡�§64¡^¢-¥ é £�«B£�¦�¢-@�¥�¡!ªÇ§ ¬ 4C�39«f´CØ�¹ Ö 4x¡^¢C¥v@
39¤f¡�¦�39¤B¥tÑ�§64-¥Õ¦F394x×6¥�¡�¡^¢-¥O¡^«^3t4-¤B¸Ç§6¤f¥��§6¸Ç¥�«B3t¡^§9«�¤B£�±�¸-@�´ª³´¯¡B«^394C¤B¸Ç§6¤B£�4-×ä¡^¢-¥v¦�§6«B«f¥�¤B¸Ç§94--£
4C×�±�3t¡B«B£ ¶/¹� ¥|C¥���4-¥s3äª-£
@�£�4-¥�39«�®°§6«f±û§64�¥�39¦�¢l@
¥�²6¥�@ÆªA´

ak(u, v) :=

∫

Ωk

(∇u(x))T Mk(x)∇v(x) 
x, ÍJì ¹�ÛAÎ6Ø

¨z¢-¥�«B¥ Mk(x) ¤f¡^394--¤z®°§9«z38¦�§_¥���¦�£�¥�4A¡(±�3t¡^«f£©¶ñÑC¥t¹B×-¹-¡^¢C¥v§64-¥Õ®°«B§9±�¡^¢-¥ Ô ¥�¨�¡^§94l±�¥�¡^¢-§_/¹
�Æ¥�¡ x(k,j), j ∈ ω̄k

-¥�4-§t¡^¥q¡^¢-¥$4-§_C¥�¤x§t®|¡B¢-¥ k å"¡^¢µ×6«B£��¹ � ¥$¦�¢-§_§6¤B¥q¡^¢-¥$¸C«B§6@�§64-×A3t¡B£�§64§6¸Ç¥�«^3t¡^§9«B¤ Ik : Vk−1 → Vk
39¤�®°§6@�@
§;¨z¤�¹

(Ikvk−1)(x
(k,j)) :=





vk−1(x
(k,j)) ®°§6« x(k,j) ∈ Ωk−1,

0 £�® x(k,j) £�¤�§64x¡^¢C¥ é £
«B£�¦�¢C@
¥�¡�ªÇ§ ¬ 4--39«f´9Ñ
Ek−1vk−1(x

(k,j)) ¥�@
¤f¥9Ñ ÍJì ¹�Û6ÛAØ

¨z¢-¥�«B¥ Ekvk
£
¤|¤B§9±�¥�@
£�4-¥F39«�Ñ�±�¥�394-£�4-×9® ¬ @Ä¥�¶_¡^¥�4C¤B£
§94�Ñ�¦�®�¹�È�£
× ¬ «B¥ ì ¹ ì ¹ 2 £�4-¦�¥ Ikvk−1 ∈ Vk

Ñ¡^¢-¥v§9¸Ç¥�«^3\¡^§6« Ik £�¤!¨�¥�@�@Æ-¥'��4-¥�oªA´ ÍJì ¹ÏÛ6Û6Ø!394-�@�£
4-¥�39«�¹
V����XW � Y��Z�Jú j ��bM) êlê e6ë ê 1,$'46/21�/ f�ê K�+9ëg/2Knb�+	1�H ê 4y� f F ê � ê 1�ë ê 3$am4Z+�+	1 ê a2+	F�&#+9ëZ46/21�+	F�d�/2�K�4yë*)_��� bM) ê /21EF Eob'K�&;b'4Z+	F!ëS/ f 46b�49$�ëg/8`.1�3�+ J +2$�ë�+	F�d�/2K�4yë*)_� ë*),+9ëqb�+	1o`.1�3Hë@) ê$ê F ê � ê 1�ë
b%/2K�K ê $ f /21�3	4@1�d�ëg/�+	1�+	K�He4yëZK�+vK�E f /24@1�ë"�^C J /21 ê $�ëg/2K ê $�$��B+	F@F�F�49$�ë@$q/ J ê F ê � ê 1�ëO4@1�+	1�/2K�3 ê K ê 3F�49$�ër/2KLHe4@1�+	K�E�ë5K ê�ê%( ë@) ê $ ê +	K�b%)n+	F�d�/2K�4yë*)_��),+2$`F9/ N b%/\� f F ê ev4yëJE6�
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È�§6«Õ¡B¢-¥�¤B±�§_§9¡^¢C¥�« Rk

¨�¥�¦�¢-§_§6¤f¥ ω å?uv3 ¬ ¤f¤?å 2 ¥�£�-¥�@�®°§9«f¨!39«f-¤�Ñ�¥9¹B×C¹Æ®°§6« ω = 1 ÑÌª-39¦%�³¨�39«B-¤®°§6« RT
k
¹

~x� ~ ¡ �=� � ¢=���Z�'£|�����¯�-���!���Z�s� ¡H�z�����=��¤¥¢=�
� ¥84-§U¨N¸Ç¥�«?®°§6«B± Ô ¥�¨�¡^§64/r�¤Râl¥�¡^¢-§_H394-L¤f§6@�²6¥ä¡B¢-¥8§_¦�¦ ¬ «f«B£
4C×�@�£
4-¥�39«O¤?´_¤f¡^¥�±�¤ ¬ ¤f£
4-×=¡^¢C¥â ¬ @©¡^£�×6«B£�R39@�×6§6«B£©¡B¢-±�¹ 2 £�4-¦�¥ Ô ¥�¨�¡^§64ä4-¥�¥�-¤P31×6§_§_æ¤f¡^39«f¡^£�4-×(²t39@ ¬ ¥9Ñt¨�¥!-§v3OÈ ¬ @�@Câ ¬ @©¡^£�×6«B£�Ô ¥�¨�¡^§64�£�¡B¥�«B3t¡^£�§64�Ñ9±�¥F394-£�4-×O¡B¢�3t¡Ä¨�¥ ¬ ¤B¥z£
4C®°§6«f±�3\¡^£©§64ä39ªÇ§ ¬ ¡Ä¡^¢-¥�4-§64-@�£
4-¥�39«�¥�Ë ¬ 3t¡^£�§64ä®°«B§6±@
§;¨�¥�«�×6«f£
-¤�¹.�Æ£9�9¥O£
4¯¡^¢-¥ 2 ¥�¦�¡^£�§64 ì ¹�Ûæ¨�¥v-¥�4C§9¡^¥Õ¡B¢-¥v§9¸Ç¥�«^3\¡^§6«f¤ A,A′ 4C§9¡�39¤�±�39¸-¸-£�4-×6¤�¡^§¡^¢-¥ä ¬ 39@�¤B¸-39¦�¥tÑ V → V ∗ ª ¬ ¡v«^3t¡^¢C¥�« V → V ÑÆ¤B£�4-¦�¥æ¨�¥839«B¥æ¨�§6«��³£
4C×x£�4$-£
¤f¦�«B¥�¡^¥ä¤B¸�3t¦�¥�¤394A´_¨�3;´9¹� ¢-¥s3t@
×6§6«f£©¡^¢C±�£�¤!¡^¢-¥Õ®°§6@�@
§;¨z£�4-×-�
Ü=<°ÝÇï;� Þyß;àz� � ófÿ�¦�< ßUÞ Ý;� Þ òM�%§ �Q¨8ß ïñð öU�
© ï;�

l = 1, . . . , ` Í @
¥�²6¥�@Æ£©¡^¥�«^3t¡B£
§64�Ø��
Þ ©
l = 1 Ñ�¤f¥�¡ u0

1
¡^§8¤B§6±�¥v¤?¡�39«?¡^£
4C×ä²t39@ ¬ ¥ Í ¥9¹f×-¹ 0 Ø�¹Þ ©

l > 1 Ñ�¤f¥�¡ u0
l = Ilu

nl−1

l−1
¹

© ï;�
n = 1, . . . , nl Í Ô ¥�¨�¡^§64�£�¡^¥�«^3t¡B£
§94ÚØ��

2 ¥�¡ rn
l := fl − Al(u

n
l ) 394-�¤f§6@�²9¥ A′

l(u
n
l )wn

l = rl
®°§6« wn

l
Ñ394-�¤f¥�¡ un+1

l := un
l + wn

l
¹

Þ ©
l = 1 �2 §6@©²6¥Õ¨z£©¡^¢�38-£�«B¥�¦�¡z¤B§6@©²6¥�« Í ¥9¹B×-¹Ú>�¢-§6@�¥�¤��A´CØ�i�¡B¢-¥ Ô ¥�¨�¡^§64l£©¡^¥�«^3t¡B£
§94=£
¤tª�¥�¶C39¦�¡Fr©¹

� <5W �oÞ ©
l > 1 �2 §6@©²6¥ ¬ ¤f£
4-×�â ¬ @©¡^£�×6«B£�/Ñ,¡B¢-£
¤�±�¥F394-¤!¡^¢-¥ Ô ¥�¨�¡^§94l£�¡B¥�«^3\¡^£
§94=£�¤z£�4-¥�¶-3t¦�¡F�« ¤f¥ A′
j(u

nj

j ) ®°§9« j < l 39¤z@
§;¨ ×6«B£�=®°§6«f±�¤�394- A′
l(u

n
l ) §64x¡B¢-¥v¦ ¬ «f«B¥�4³¡(@�¥�²6¥�@"¹¬ ¥s3t¤B¤ ¬ ±�¥tÑ�¡B¢�3t¡�¡^¢-¥v¥�«B«B§9«z§6¸Ç¥�«^3t¡B§6«�§64x¡B¢-¥v¦ ¬ «f«B¥�4³¡(@�¥�²6¥�@ En

l
® ¬ @���@�@�¤

|(A′
l(u

n
l )En

l v, v)l| ≤ δl(A
′
l(u

n
l )v, v)l, ∀v ∈ Vl

Ñ
¨z£�¡B¢ δl < 1 ¹PãÌ¥�«?®°§6«B±�£
4-× kl,n

â ¬ @�¡B£
×6«f£�=¦�´_¦�@
¥�¤�Ñ�¨�¥v§6ªC¡^39£
4
wn

l =
(
I(l) −

(
En

l

)kl,n

)[
A′

l(u
n
l )
]−1

rn
l
Ñ

¨z¢-¥�«f¥ I(l) -¥�4-§9¡^¥�¤z¡^¢-¥v£�-¥�4A¡^£�¡*´�±�3t¸-¸-£
4C×ä§64 Vl
¹

� ðÌò Þ ©
� ðÌò © ï�� Í Ô ¥�¨�¡B§64l£©¡^¥�«B3t¡^£�§64�i ¬ 4A¡^£
@ ‖rn

l ‖ < εl
Ø�¹

� ðÌò © ï�� Í @�¥�²6¥�@Æ£�¡B¥�«B3t¡^£�§64ÚØ
V����XW � Yo��Jú,áMIC�1xw�F�d�/2K�4yë*)�®}¯ N�ê ),+9a ê ëS/�`�e�ë@) ê 1E&�®¥H ê KL/ J�° &±F ëZ4!d	K�4Z3²b�EQb'F ê $ kl,n

+	1�3ë*) ê 1³/2K'® ‖ · ‖ 4@1 N )�46b%) N�ê ® ê +´$�&±K ê ë*) ê K ê $'4Z3	&,+	F rn
l µ? µ C�1oK ê +	F�4yëJE (�N�ê +	K ê 4@1�ë ê K ê $�ë ê 3n4@1}ë*) ê=ê K�K�/2K ‖un
l − u∗l ‖ (�N ) ê K ê u∗l ∈ Vl

3 ê 1¶/të ê $8ë@) êê eQ+�b�ë_$m/2F�&,ëZ46/21·/ J Alu
∗
l = fl µ C J N�ê ),+9a ê +	1 ê $�ë54@®B+9ë ê J /2Kæë*)�49$ ê K'K�/2K (DN�ê b%/2®BHe4@1 ê



��������xzyO{}|�~s������x��'�^{D�S�t�5 �y��sx_�r  Ù ü
< �lV�� < Þyßm� � W,ßUÞ ïÇð

l = 1, . . . , `§ �l¨8ß ïÇð Þyßm� � WCßUÞ ïÇð
>M/2F a ê 1³/21EF�4@1 ê +	K f K%/	HeF ê ® Al(ul) = fl&Q$'4@1�d¥4@1 J /2K�®B+9ë546/21�/ J b%/¸+	K�$ ê KDd	K�4Z32$

ÿ�¦�< ßUÞ Ý;� Þ ò
>M/2F a ê F�4@1 ê +	K f K�/	HeF ê ®�$ A′

l(u
k
l )w

k
l = fl

È�£
× ¬ «B¥ ì ¹ �±¹·2 ¦�¢-¥�±�3t¡^£�¦Õ¤f¡^« ¬ ¦�¡ ¬ «B¥|§t®»º(@
×6§6«f£©¡^¢-± ì ¹
4yë N 4yë@)që*) ê 3	49$mb'K ê ë54!¼m+9ëZ46/21 ê K�K%/2K ê $�ëZ4@®B+9ë ê Í ÛC¹ ì Î6Ø J K�/2®½> ê b�ëZ46/21�¾ µ 8 µ 8 ( +	1�3¿7 am4Z+xë@) êëZK�4Z+	1�d	F ê 4@1 ê de&,+	F�4yëJE�<À4@®q® ê 3	4Z+6ë ê F EBd ê ë�+	1 ê $�ë54@®B+9ë ê J /2Kæë*) ê¯ê K�K�/2K ‖un

l − u∗‖ N µ K µ ë µëg/�ë*) êæê eQ+�b�ëÁ$m/2F�&,ëZ46/21
u∗ ∈ V0 µ8 µ bM) ê ë@) ê /2K�E�/21 ° &�F ë54!d	K�4Z3nb%/21�a ê K6d ê 1³b ê 3 ê +	FÂ$ N 4yë*)�ë*) ê 1�+9ëZ&±K�+	F�1³/2K�® ‖ · ‖A 4@1�3	&Eb ê 3H�E=ë*) ê 4@1E1 ê K f K%/e3	&Eb�ë (A·, ·) µ[Ã J b�/2&�K�$ ê%( 1³/2K�®�$¥/21�`.1E4yë ê ��3	4@® ê 1,$'46/21�+´F�$ f +�b ê $Y+	K êê de&�4ya2+	F ê 1�ë ( He&,ë.b%),+	1�d	4@1�dsë@) ê 1³/2K�®Ä®q4!d2)_ëÌam46/2F!+9ë ê ë@) ê b%/21�ëZK�+�b�ëZ46/21\b%/21�3	4yëZ46/21

δl < 1 µwD3l3	4yë546/21�+	F@F E ( b%/21,$�ëÅ+	1�ë@$�ë*),+9ë»/mb%b'&�K J K%/2®�1³/2K�® ê de&±4ya2+	F ê 1³b ê $0®q4!d2)_ë�H ê )�&	d ê +	1�3�F ê +l3ëg/i+�ë@) ê /2K ê ëZ46b�+	F@F EBK�+9ë@) ê KLH%+l3�b%/´1-a ê K6d ê 1³b ê K�+9ë ê µÆ¶K%/2®�ë*)�49$ f /24@1�ë_/ J am4 ê'N»( 4yë�$ ê�ê ®�$Õëg/¥H ê K ê +2$m/21�+lHeF ê ëS/�b%)E/m$ ê ‖ · ‖A′

l
(un

l
)

+2$A1³/2K�®Ç4@1ë@) ê n �*ë@)ÀÈ ê'N ëS/21\$�ë êgf /21që@) ê l �*ë@)²F ê a ê F µ
 à�� ï�� ���É��Júl���7%-0/21�a ê K5d ê 1³b ê / J.° &±F ëZ4!d	K�4Z3	�6È ê'N ëg/21	<DG ê ë�ë@) ê $ ê de& ê 1³b ê ui

l

H ê 3 ê ë ê K�®q4@1 ê 3H�Evw�F�d�/2K�4yë@)±®�¯ µ C J N�ê b%)E/m/Ê$ ê ë@) ê $�ë6+vK�ëZ4@1�d8a2+	F�& ê u0
l

$'&'acb'4 ê 1�ëZF E¥b'F9/m$ ê ëS/
u∗l
+v1;3Y4@1³b'K ê +2$ êë*) ê 1E&�®BH ê K�/ J]°�Ë ��b�Elb'F ê $ kl,n

4@1 ê +�b%)[È ê'N ëS/21�$�ë êgfE( ë*) ê 4@1 ê eQ+�b�ërÈ ê'N ëS/21o® ê ë@)E/e3¿b%/21E�a ê K5d ê $B7ÅF9/mb�+	F@F E�<qF�4@1 ê +	K ( 4 J N�ê 3�/2&#HeF ê ë@) ê ® ( de&#+l3	K�+9ë546b µn0K%/m/ J µ Ö 4 ¡^¢-£�¤v¸-«f§_§9®�¨�¥�¤��³£
¸ ¡^¢-¥8@
¥�²6¥�@ å*£
4C-¥�¶ l ¹¥�Æ¥�¡ u∗ ªÇ¥8¡B¢-¥�¥�¶C39¦�¡s¤f§6@ ¬ ¡B£
§64q® ¬ @!��@
@�£©4-×
A(u∗) = f ¹.Ì�¢-¥�4l¨�¥`�³4-§;¨ ¡^¢�3t¡

un+1 = un −
[
I − (En)kn

][
A′(un)

]−1[
A(un)− f

]
.

é ¥'��4-£
4C×�¡B¢-¥v4-§64C@
£
4C¥F39«!§6¸Ç¥�«^3t¡B§6«
P n(·) := I −

[
I − (En)kn

][
A′(un)

]−1
A(·),

¨�¥v£
±�±�¥�-£
3\¡^¥�@©´�×6¥�¡
un+1 − u∗ = P n(un)− P n(u∗).
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Ö ¡O£�¤(¥F39¤?´�¡^§�¤B¥�¥s¡^¢�3t¡ P n £�¤1È�«�Í�¦�¢-¥�¡få -£��ñ¥�«f¥�4³¡B£m39ªC@
¥s394Cq¤B§�¡B¢-¥�«f¥æ¥�¶,£
¤f¡B¤Õ3 t ∈ (0, 1) ¤ ¬ ¦�¢¡^¢�3\¡

P n(un)− P n(u∗) = (P n)′
(
u∗ + t(un − u∗)

)
(un − u∗),394-�¦�§64-¤f¥�Ë ¬ ¥�4³¡B@�´

‖un+1 − u∗‖ ≤ ‖un − u∗‖ sup
t∈(0,1)

‖(P n)′
(
u∗ + t(un − u∗)

)
‖, ÍJì ¹�Û ì Ø

®°§6«�¤f§6±�¥Õ4-§6«f± ‖ · ‖ ¹ ¬ ¥v¦�§6±�¸ ¬ ¡B¥Õ¡^¢C¥|C¥�«B£©²t3t¡B£�²6¥Õ§9® P n
¹

(P n)′
(
u∗ + t(un − u∗)

)
= I −

[
I − (En)kn

][
A′(un)

]−1
A′
(
u∗ + t(un − u∗)

)
=

= I −
[
I − (En)kn

][
A′(un)

]−1[
A′
(
u∗ + t(un − u∗)

)
− A′(un)

]
−
[
I − (En)kn

]
=

= −
[
I − (En)kn

][
A′(un)

]−1[
A′
(
u∗ + t(un − u∗)

)
− A′(un)

]
+ (En)kn .

¬ ¥|¢-3;²6¥|394�¥�¤?¡^£�±�3t¡B¥O®°§6« (En) £�4=¡^¢-¥ A′(un) å*4-§6«f±lÑ,¡B¢ ¬ ¤z£�¡�«B¥�±�3t£
4-¤!£
4³²9¥�¤f¡B£
×A3\¡^£
4C×
∥∥∥
[
A′(un)

]−1[
A′
(
u∗ + t(un − u∗)

)
− A′(un)

]∥∥∥
A′(un)

.

Ö 4=¡^¢C£
¤!¸-«f§_§9®�Ñ,¨�¥v39«B¥O§64-@©´�£
4³¡B¥�«f¥�¤f¡B¥�x£
4�¡^¢-¥�§6«B¥�¡^£�¦F39@/¦�§64A²6¥�«B×9¥�4-¦�¥9ÑÚ¤f§ä¨�¥Õ¤?¨z£�¡^¦�¢=®°«B§9± ¡^¢C¥¥�4C¥�«B×t´x4-§6«f±
‖v‖2A′(un) :=

(
A′(un)v, v

)
V0
, ®°§6« v ∈ V0, ÍJì ¹�Û � Ø

‖B‖A′(un) := sup
v∈V0\{0}

‖Bv‖A′(un)

‖v‖A′(un)

, ®°§9« B : V0 → V0, ÍJì ¹�Û Ù Ø
¡^§ä¡^¢-¥v§9¸ñ¥�«^3\¡^§6«�4-§6«f±7£�4- ¬ ¦�¥��ª³´¯¡B¢-¥ H1 å ¤B¥�±�£
4C§6«B±

|v|21 :=

∫

Ω

|∇v|2  x = ‖v‖2V0
, ®°§6« v ∈ V0, ÍJì ¹�ÛlÎ6Ø

|B|1 := sup
v∈V0\{0}

|Bv|1
|v|1

, ®°§6« B : V0 → V0, ÍJì ¹�Û � Ø
394-�§9ªC¡�39£�4=¡B¢-¥Õ®°§6@
@�§;¨z£�4-× ¹

∥∥∥
[
A′(un)

]−1[
A′
(
u∗ + t(un − u∗)

)
− A′(un)

]∥∥∥
A′(un)

≤

≤ 3 ν0

mν

∣∣∣
[
A′(un)

]−1[
A′
(
u∗ + t(un − u∗)

)
− A′(un)

]∣∣∣
1
≤

≤ 3 ν0

(mν)2

∣∣∣
[
A′
(
u∗ + t(un − u∗)

)
− A′(un)

]∣∣∣
1
.

2 £�4-¦�¥ A′ £�¤O¦�§64A¡^£
4 ¬ § ¬ ¤ Í ¥�²6¥�4Ï�Æ£
¸C¤B¦�¢-£�¡�Ðæ¦�§64³¡B£
4 ¬ § ¬ ¤^Ø�Ñ/¨�¥ä¦F394[��4- 394 Rη > 0 ¤ ¬ ¦�¢ ¡B¢�3t¡®°§6«�39@
@ u, v ∈ URη
(u∗)

¹ ‖A′(v)−A′(w)‖ < η Ñ_¨z£�¡B¢=394=39«Bª-£©¡^«B39«f´8¤B±�39@
@ η ¹Áº1¤f¤ ¬ ±�£
4C×R¡^¢�3t¡
un ∈ URη

(u∗) ¨�¥|×9¥�¡
‖un+1 − u∗‖A′(un) ≤

[
(1 + δkn)

3 ν0

(mν)2
η + δkn

]
‖un − u∗‖A′(un). ÍJì ¹�Û : Ø
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« ¤f£
4-×�38¤?¡�394C�39«Bl39«f× ¬ ±�¥�4A¡�¨�¥|¦�394l39@�¤B§8¥�4-¤ ¬ «f¥|¡B¢�3t¡ un+1 ∈ URη

¹Ö ®�¨�¥�¦�¢-§9¤B¥ kn
±�§64-§t¡^§64-¥ä£
4 n ¨�¥�¦�394���4CX394 η > 0 ¤f±�3t@
@�¥�4-§ ¬ ×9¢�Ñ�¤ ¬ ¦�¢H¡^¢�3\¡v¨�¥�×6¥�¡@
£�4-¥F3t«!¦�§64A²6¥�«f×6¥�4C¦�¥9¹È�«B§6±�4-§;¨ §94X¨�¥i�³4-§;¨j¡^¢�3\¡ un → u∗ £©®!¨�¥�¤f¡^39«f¡R£
4 URη

®°§6«R3t4}39¸-¸C«B§6¸-«f£m3t¡B¥ η ¹nÌ�¢-£
¤£
±�¸-@�£©¥�¤�¡^¢�3\¡O39@�¤B§ ‖A′
(
u∗ + t(un − u∗)

)
− A′(un)‖1 → 0 ¹ Ö ®�¨�¥s¦�¢-§6¤B¥ kn

¡B§�ªÇ¥s¤f¡B«B§64C×6@�´±�§64-§9¡B§64-¥ Í £"¹B¥t¹ kn →∞) Ñ-¨�¥v¦F3t4l¦�§64-¦�@ ¬ -¥v¤ ¬ ¸Ç¥�«B@�£
4C¥F39«�¦�§64³²6¥�«B×6¥�4-¦�¥t¹« ¤f£
4-×ä¡^¢C¥L�Æ£�¸-¤B¦�¢-£©¡�ÐÕ¦�§64A¡^£�4 ¬ £©¡�´�§9® A′(·) ÑC¨�¥|×9¥�¡�¥�²6¥�4l±�§9«B¥ ¹

‖un+1 − u∗‖A′(un) ≤
[
(1 + δkn)

3 ν0

(mν)2
L Ñ�Ò6Ó cT h−1 ‖un − u∗‖1︸ ︷︷ ︸

≤ν0‖un−u∗‖A′(un)

+δkn

]
‖un − u∗‖A′(un).

Ö ®Ì¨�¥v¦F394l39¦�¢-£�¥�²6¥Õ¡^¢�3\¡
δ

kl,n

l < C‖un
l − u∗l ‖A′

l
(un

l
), ÍJì ¹ ì uAØ

¨�¥v×6¥�¡zË ¬ 39-«^3\¡^£
¦Õ¦�§64³²6¥�«B×6¥�4-¦�¥s§9®�¡^¢C¥|£�4-¥�¶C39¦�¡ Ô ¥�¨�¡^§94l±�¥�¡^¢-§_ ¹

‖un+1
l − u∗l ‖A′

l
(un

l
) ≤ C̃

[
‖un

l − u∗l ‖A′

l
(un

l
)

]2
, ÍJì ¹ ì üUØ

¨z¢-¥�«B¥ C̃ ¢-£
-¥�¤�¡^¢-¥v±�¥�¤f¢,å*-¥�¸Ç¥�4C-¥�4-¦�´ h−1
l

¹
>�§64-C£�¡^£�§64 ÍJì ¹ ì u6Ø�¦�394�ªÇ¥v±�¥�¡zªA´=¤B¥�¡B¡B£
4-× kn+1 = 2kn £"¹B¥9¹Cª³´¯-§ ¬ ª-@�£
4-×R¡^¢-¥sâouOå ¦�´_¦�@�¥�¤z£�4¥F3t¦�¢ Ô ¥�¨�¡B§64l¤?¡^¥�¸HS©üÊÎ T ¹
V����XW � YÔ��Jú� � ? µ bM) ê K ê $'&�F ë¥/ J bM) ê /2K ê ®É¯ µ ?e¯�49$¿/21EF EXë@) ê /2K ê ëZ46b�+	F µ bM) ê ê $�ë54Õ®¥+9ë ê

J /2K8ë@) ê b%/21�a ê K5d ê 1³b ê J +�b�ëS/2K¥+ flf�ê +	K�4@1�dn4@1}ë@) ê�f K%/m/ J b�+	1pH ê b%/2® f &_ë ê 3\Ö[4yë�49$�de&±4yë êF!+	K5d ê 7Å®i/2K ê ë*),+	1
107 < µ C�1Xë*)�49$�$'4yë5&,+9ë546/21 ( 1E&�® ê K�46b�+	F�$�ëZ&#3	4 ê $]),+9a ê ëg/nH ê 3�/21 ê µ C Jde&,+l3	K�+9ë546b¥b%/21�a ê K5d ê 1³b ê b�+	1�H ê /	H'$ ê K�a ê 3 ( ë@) ê b%/21�a ê K6d ê 1³b ê J +�b�ëg/2K�49$ f K%/	H%+lHeF Ei®q&;b%)F ê $%$ µ8 µ C�1¿/2K�3 ê K1ëg/`d	&#+	K�+	1�ë ê�ê ë*),+9ëÄë*) ê $�ëÅ+	K�ëZ4@1�d�a ê b�ëg/2K u0

l

/21nF ê a ê F l 49$�$'&�a�b'4 ê 1�ëZF Eib'F9/m$ ê ëg/ë@) ê $m/2F�&_ë546/21
u∗l
( $'&;b%)�ë*),+9ë�ë*) ê 4@1 ê eQ+±b�ë�È ê'N ëS/21×/ fÚê K�+9ëg/2K�49$`b%/21�ëZK�+�b�ëZ4ya ê%(�N�ê ),+9a ê ëg/

4yë ê K�+9ë ê $'&�a�b'4 ê 1�ëZF E J +	KL/21lë*) ê F!+2$�ëÁF ê a ê F*75$g< µ wÁë@) ê /2K ê ë546b�+	FM+	1�+	F EÊ$'49$Lb�+	1[H ê J /2&�1�3B4@1Ø ?#Ù5Ú µ¾ µ bM) êtf K�/m/ J / J bM) ê /2K ê ®Ç¯ µ ?e¯¿d	4ya ê $¥+	1 ê $�ëZ4@®B+9ë ê 4@1}ë@) ê=ê 1 ê K5d9E�1³/2K'® N )�46b%)�b�+	1·/ Jb%/2&�K�$ ê +	1�+	F9/�d�/2&l$'F E¥H ê $%)E/ N 1\4@1$ë@) ê H1 �Å$ ê ®Y4@1¶/´K�® µbM) ê b%/21�a ê K5d ê 1³b ê J +�b�ëS/2K¥®q4!d2)_ë�H ê F ê $%$B)�&	d ê%( 4 J /21 ê ),+l3�+¿H ê ë�ë ê K ê $�ëZ4@®B+9ë ê / J ë@) ê
J /2K�®

∥∥∥
[
A′(un)

]−1[
A′
(
u∗ + t(un − u∗)

)
− A′(un)

]∥∥∥
A′(un)

≤ C‖un − u∗‖A′(un).

G ê $'&±®q®B+	K�4!¼ ê ë@),+9ë�ë@) ê b%),+	F@F ê 1�d ê 4@1 f K�+�b�ëZ46b�+	F�+ flf F�46b�+9ëZ46/´1×+	K ê ë*) ê J /´FÕF9/ N 4@1�d�ë N /�ë6+2$�]m$eÛ
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• -z)E/m$ ê ë@) ê 1E&±®BH ê KY/ J 1 ê'N ëS/21×$�ë êgf $ nl

/21 ê +�b%)�d	K�4Z3¿7Å1³/\ë�ëg/m/ J ê'N»( 1³/\ë!ëS/m/�®B+	1�E%<
$'&Eb%)|ë@),+9ëñë@) ê�f K�/2F9/21�dl+9ë ê 3r$�ëÅ+	K�ëZ4@1�d1a2+	F�& ê /21æë*) ê 1 ê e6ë,d	K'4Z3�49$O4@1æë*) ê F9/mb�+vF�b%/21�a ê K6d ê 1³b ê �ê 1�am4@K�/21E® ê 1�ë`/ J ë@) ê È ê'N ëg/21s® ê ë@)E/e3p7Å4@1³b'F�&,3	4@1�d ë@) ê J +�b�ëg/2K h−1

l

+ flf�ê +	K�4@1�d×4@1Êë@) êê $�ëZ4@®B+9ë ê Í°ì ¹ ì üUØ < µ
• -z)E/m$ ê ë@) ê 1E&�®BH ê Kt/ JI°�Ë ��b�EQb'F ê $L7Å1³/\ë�ëS/m/ J ê'N»( 1³/\ëÌëg/m/`®B+	1�E�<]/2Ktb%/21�ë5K�/2F-ë*) ê F�4@1 ê +	KK ê $'4Z3	&,+	FM4@1�+ N +9E�ë@),+9ë04yë_3�/ ê $A1³/\ë N /2K%$ ê 1oë*) ê b�/21�a ê K5d ê 1³b ê µ



Ü ÝÉÞàßká²â·ã ä

å æÉç âsãnè�éÔÞ}ê ë â�ì æ ê�á²ì

Ögí ¡^¢-£�¤·¦�¢Eît¸C¡^¥�«�Ñ³¡^¢-¥1â ¬,ï ¡^£�×6«B£�_å Ô ¥�¨�¡B§ í ±�¥�¡^¢-§_�£
¤Ä¡^¥�¤f¡B¥��§ í ¡*¨�§s¥�¶#ît±�¸ ï ¥�¤�Ñ±î í î9¦¸ît-¥�±�£
¦±�§_-¥ ï ¸-«B§6ª ï ¥�±hî í [î�±�§6«B¥v«f¥¸î ï £
¤f¡B£�¦v±�§_-¥ ï §9®Áî8±iî9× í ¥�¡B£
¦Õ²2î ï ²6¥t¹IÌ�¢-¥s«B¥�¤ ¬#ï ¡^¤�¤B¢-§;¨c¡^¢C¥¥���¦�£
¥ í ¦�´=§9®�¡B¢-¥v±�¥�¡B¢-§_�¹PÈ�§6«!£ í ¦�«f¥¸î9¤f£ í ×ä£©¡^¥�«�ît¡^£�§ í ¤?¡^¥�¸-¤�Ñ�Ë ¬ î9-«�î\¡^£
¦O¦�§ í ²6¥�«f×6¥ í ¦�¥|¦¸î í ªÇ¥§6ª-¤f¥�«?²6¥��¹
ð���ñ ¡ �=�wòô�Ì�L£v���s  ó�ô0õDö`÷0øAù^ú
È�§6«�¡^¢-¥ í³¬ ±�¥�«B£�¦¸î ï ¤?¡ ¬ -£�¥�¤z§9®�¡B¢-¥sâ ¬#ï ¡^£
×9«B£�,å Ô ¥�¨�¡^§ í £�¡^¥�«�ît¡B£
§ í ®°§6«�¡^¢-¥ í § í#ï £ í ¥eî9«!±¥î9× í ¥�å¡^§9¤f¡%ît¡B£
¦�¸-«B§9ª ï ¥�±lÑ�î]ûIüEüo¦�§_-¥^ýEþvÿ��������	��¨_î9¤!£�±�¸ ï ¥�±�¥ í ¡^¥��¨z¢C§6¤B¥O¤?¡^« ¬ ¦�¡ ¬ «B¥O£�¤�¤B¢-§;¨ í £ íÈ�£�× ¬ «B¥ � ¹©ü6¹�
z§ ¬ ¡B£ í ¥�¤(®°§9«(¡B¢-¥]î9¸-¸-«f§;¶,£
±¥ît¡B£�§ í §t®Ä¡^¢-¥ B å H å*¦ ¬ «f²6¥]î í q£©¡^¤(¥�²2î ï
¬ î\¡^£
§ í ¢Eît
î ï «B¥¸îtC´HªÇ¥�¥ í £
±�¸ ï ¥�±8¥ í ¡B¥�ÐªA´�ñ¹�
z¥�£©¡�Ð�£ í ×6¥�« Í ¦�®�¹����	���mØ�Ñ.î í Ð¨�¥�«B¥=¤B£�±�¸ ï ´L¥�¶_¡B¥ í -¥�ÊªA´
î ï ¡^¥�« í ît¡B£�²6¥O¥�¶_¡^«�î9¸Ç§ ï ît¡^£�§ í ¤f¡B«�ît¡B¥�×6£�¥�¤ Í ¦�®�¹��,¥�¦�¡^£�§ í �C¹©ü6¹��AØ�¡B§¥î ï £
ªC«�î9«?´�������� ��!��-¹
ð#"%$

B
�
H

�'&à¢¯�)(R�z�
Ögí ¡^¢C¥�®°§ ï�ï §;¨z£ í ×$¡B¥�¤f¡B¤�Ñ!¡*¨�§HEît¡%îL¤f¥�¡B¤�®°§6« í § í#ï £ í ¥eî9« B å H å*¦ ¬ «f²6¥�¤�¨�¥�«B¥ ¬ ¤f¥��Ñ*�+�',.-/�±þ��
î í ��01��2�3�-4�±þ	� Í ¦�®�¹.º(¸-¸Ç¥ í C£©¶65!Ø�ÑIî í sî9¸-¸C«B§;¶,£�±iî\¡^¥�Ò¨z£©¡^¢Ò¡^¢-¥nî ï ×9§6«B£©¡B¢-± ®°«f§6± �,¥�¦�å¡^£�§ í �C¹©ü6¹=ÈÌ£
× ¬ «f¥�¤ � ¹÷Î�î í  � ¹7��¤f¢-§U¨Á¡^¢C¥iî9¸-¸C«B§;¶,£�±iît¡B£�§ í ¤v§9®�¡B¢-¥ B å H å ¦ ¬ «?²6¥�¤�î í H¡B¢-¥�£�«¦�§9«B«B¥�¤B¸Ç§ í C£ í ×�«f¥ ï�¬ ¦�¡B£�²_£�¡B£�¥�¤�¹È�§6«s¥�£�¡^¢C¥�«R§t®�¡^¢C¥�¡*¨�§qEî\¡%îl¤B¥�¡B¤�Ñ�¡^¢-¥�«B£�×6¢A¡^±�§6¤f¡s±�¥eî9¤ ¬ «f¥�Ð¸Ç§6£ í ¡ Í §9ª³²_£
§ ¬ ¤ ï ´ ¸Ç¥�«f¡ ¬ «BªÇ¥�ª³´µ¢-£
×9¢ í §9£
¤B¥FØ�¨Iî9¤�£�× í §6«f¥� ¤B£ í ¦�¥ ¡B¢-¥L±�§ í §t¡^§ í £�¦�£©¡*´ ¦�§ í -£�¡B£
§ í f ′ > µ0

¨�§ ¬#ï  ¢#î;²6¥ªÇ¥�¥ í ²_£�§ ï î\¡^¥�/¹ÀÌ�¢Eî í �_¤s¡^§l¡B¢-¥�¥�¶_¡^«�î9¸Ç§ ï ît¡^£�§ í ¡^¥�¦�¢ í £
Ë ¬ ¥ Í98 �AØ�ÑÌ¡^¢C¥�î9¸C¸-«B§F¶C£�±¥ît¡^£�§ í ¤`î9«B¥¸-¢A´,¤f£
¦eî ï9ï ´¯«f¥¸î9¤f§ í î9ª ï ¥tÑ;î ï ¤B§8£ í ¡^¢-¥v«f¥�×6£�§ í §9®Ì¤�ît¡ ¬ «�î\¡^£
§ í ¹
:����<; �1=  �JúEzC'1Y®i/m$�ë ê?> +	® f F ê $O4@18ë*)�49$Db%),+ f ë ê K�ë@) ê ° &±F ëZ4!d9ë54Z3	�6È ê'N ëg/21¥® ê ë@)E/e3t49$Db�+	K�K�4 ê 3/2&_ë0&�1�ëZ4@FÆë@) ê 1³/21EF�4@1 ê +	K�K ê $'4Z3	&,+	FM49$LH ê F9/ N 10−12 4@1Ï/2K�3 ê KOëS/A@ ê K'4 JCB ë@) êED &,+l3	K�+9ë546b�b%/21F@ ê K'�d ê 1³b ê µ C'1 ë*)�49$[b�+2$ ê%( ë@) êqê @2+	F�&,+6ëZ46/21 / J ν +	1�3
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® ê ë*)E/e3'<q®q&Q$�ë_H ê +9ëOF ê +2$�ë_+2$ f K ê b'49$ ê µI`/ N�ê @ ê K ( B � H �g® ê +2$'&±K ê ® ê 1�ë@$×+	K ê &Q$'&,+	F@F B d	4J@ ê 1 N 4yë@)c1³/o®i/2K ê ë*),+	1
4
3	4!d	4yë*$ µLK )�&Q$4@1c4@1;3v&l$�ëZK B ( /21 ê�N /2&±F!3 ê @2+	F�&,+9ë ê 1³/\ë`®i/2K ê]f K ê b'49$ ê F B ë*),+	1

10−7 +	1�3¿$�ëS/ f ë*) ê È ê'N ëS/21
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È�£�× ¬ «f¥ � ¹©ü ¹ Ögí ¡^¥�« í î ï ¤f¡B« ¬ ¦�¡ ¬ «f¥|§9®�¡^¢-¥v¸-«f§6×6«�ît± ýEþlÿ	���������Ú¹



��������xzyO{NMQ~· ��z�\y.{D�'�»���o{DyPO»�z��xQO Ù Î

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 1.4

 1.6

 1.8

 0  5000  10000  15000  20000  25000  30000  35000  40000  45000  50000

B
(H

)

H

BH-curve

B(H)
data

 0

 5000

 10000

 15000

 20000

 25000

 30000

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1  1.2  1.4  1.6

nu
(B

)

B

reluctivity

nu(B)

È�£�× ¬ «B¥ � ¹ÏÎ ¹ Ì�¢-¥qî9¸-¸C«B§;¶,£�±iît¡B¥� B å H å*¦ ¬ «f²6¥ Í § í ¡B¢-¥ ï ¥�®y¡�ØDî í $«f¥ ï�¬ ¦�¡B£�²_£�¡*´ Í § í ¡^¢-¥R«B£�×6¢A¡�Ø¦�§9«B«B¥�¤B¸Ç§ í C£ í ×8¡B§t�+�',.-4�,þ��Ç¹
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È�£�× ¬ «B¥ � ¹�� ¹ Ì�¢-¥qî9¸-¸C«B§;¶,£�±iît¡B¥� B å H å*¦ ¬ «f²6¥ Í § í ¡B¢-¥ ï ¥�®y¡�ØDî í $«f¥ ï�¬ ¦�¡B£�²_£�¡*´ Í § í ¡^¢-¥R«B£�×6¢A¡�Ø¦�§9«B«B¥�¤B¸Ç§ í C£ í ×8¡B§t��01� 2�3T-42	���,¹
4yë ê K�+9ëZ46/21 J /2K(ë@) ê ®B+md	1 ê ëg/m$�ëÅ+9ëZ46b f K�/	HeF ê ® +9ëÁ+qK ê $'4Z3	&,+	FM/ J 10−4 7�b J µ ë*) êvê K'K�/2K ê $�ëZ4@®B+9ë ê /21
f µ ¯;¾�< µ
ð#"vu w x y#z|{~}Ôò��)y���}�{z 
È�£�«B¤f¡�Ñt¨�¥�¡^¥�¤f¡Ä§ ¬ «Pâ ¬#ï ¡B£
×6«f£�,å Ô ¥�¨�¡^§ í ±�¥�¡^¢C§_æ§ í î1¤f£
±�¸ ï ¥·±�§_C¥ ï ¸-«f§6ª ï ¥�± Í âoã�¹�üUØ�Ñ6¨z¢C£
¦�¢¨Iî9¤�î ï ¤B§ ¬ ¤B¥�l®°§6«�¡B¥�¤?¡^¤(£ í � üÊÎ���¹�ÈÌ£
× ¬ «f¥ � ¹ ì ¤f¢-§U¨z¤z¡^¢-¥|×9¥�§6±�¥�¡B«f´ ¹�í í ¥|¦�§ ¬#ï �£�±¥î9×6£ í ¥Aî í¥ ï ¥�¦�¡^«B§8±iît× í ¥�¡FÑC¨z¢-¥�«B¥Lî í £
«B§ í ¦�§9«B¥v£
¤�¤ ¬ «B«f§ ¬#í -¥�oªA´=¦�§9£ ï ¤rî í nî9£
«�¹

Í âoã�¹�ü;Ø ∫

Ω

ν(x, |∇u|)∇u · ∇v 
x =

∫

Ω

f v 
x, ∀v ∈ V0,
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¨z£�¡B¢

Ω = (0, 3)× (0, 3) ⊂ R
2,

ν(x, ·) =

{
ν �����/� (·), ®°§6«

x ∈ (1, 2)× (1, 2) Í £
«B§ í ¦�§6«B¥FØ�Ñ
ν0 = ¦�§ í ¤f¡ , ¥ ï ¤f¥�¨z¢-¥�«B¥ Í ¦�§6£ ï Ñ#ît£
«�Ø�Ñ

f(x) =





s = ¦�§ í ¤f¡ , ®°§6«
x ∈ (1, 2)× (0, 1) Í ¦�§6£ ï Ø�Ñ

− s, ®°§6«
x ∈ (1, 2)× (2, 3) Í ¦�§6£ ï Ø�Ñ

0 ¥ ï ¤f¥�¨z¢-¥�«B¥ Í £�«B§ í ¦�§6«f¥9Ñ;î9£�«�Ø�Ñ
V0 = {v ∈W 1

2 (Ω) : v|∂Ω = 0}.
È�§6« ν �����/� ¨�¥ä¡�î	�9¥æ¡^¢-¥Yî9¸-¸C«B§;¶,£�±iî\¡^£�§ í §9®P¡^¢-¥äEît¡�î=¤�î9±�¸ ï ¥����',.-4�±þ	� Í ¦�®�¹ÆÈ�£�× ¬ «f¥ � ¹ÏÎ,ÑMÌzî\åª ï ¥�5(¹�üUØ�¹

Í uCÑ=uAØ Í �CÑ=uAØ

Í uCÑ��AØ Í �CÑ��AØ

ît£
« ¦�§6«f¥ î9£�«
¦�§9£ ï

¦�§9£ ï

ÈÌ£
× ¬ «B¥ � ¹ ì ¹P� ¥�§9±�¥�¡^«?´¯§9®�¡^¢-¥sâl§_-¥ ï ãÄ«f§6ª ï ¥�± Í âoã�¹�ü;Ø�¹
� î9«?´,£ í ×�¡^¢C¥æ¦ ¬ «B«f¥ í ¡Õ-¥ í ¤B£�¡*´ s £ í ¡^¢C¥æ¦�§6£ ï ¤�ÑÚ¡B¢-¥ í § í#ï £ í ¥eî9«B£©¡*´xªÇ¥�¦�§6±�¥�¤1±�§9«B¥s§6« ï ¥�¤B¤1¤B£�×tåí £!��¦¸î í ¡F¹

s = J3

Ô ¥�¨�¡B§ í ¤?¡^¥�¸C¤ � å ¦�´_¦ ï ¥�¤z§ í ¦eî ï ¦ ¬#ï ît¡^£�§ í Ô ¥�¨�¡B§ í§ í � í ¥�¤?¡(×6«f£
 � í ¥�¤?¡(×6«B£� ¡^£�±�¥O£ í ¤ «f¥�¤B£� ¬ î ï
2.7 · 105 � Î Ù u 2.2 · 10−6

3.6 · 105
� �Cü ü9ü � 3.9 · 10−4

4.5 · 105
� �Cü ü9üÊÎ 5.6 · 10−4

5.4 · 105 � Î Ù Î 2.0 · 10−4

6.3 · 105 � Î Ù Î 3.8 · 10−4

Ìzî9ª ï ¥ � ¹©ü ¹ ûIî ï ¦ ¬#ï ît¡B£
§ í ®°§6« Í âoã�¹�üUØ�Ñ � í ¥�¤f¡^¥� ×6«B£�-¤�Ñ � Î�� Ù	� ¬#í � í §U¨ í ¤=§ í � í ¥�¤f¡=×6«B£��Ñ¸Ç¥�«?®°§6«B±�¥�x§ í îä ¬ î ï ¸-«B§_¦�¥�¤B¤f§6«DºÕâ é ü � uvu	üÌ¹
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ð#"4� ¡��|{ ����}C(�{ ò��)y���}�{z 
Ögí ¡^¢C£
¤�¤f¥�¦�¡B£
§ í ÑÚ¨�¥|¡^¥�¤f¡1§ ¬ «1â ¬#ï ¡B£
×6«f£�,å Ô ¥�¨�¡^§ í ±�¥�¡B¢-§_l§ í î�±�§_-¥ ï ¦ ï §6¤B¥�«z¡^§iî�«B¥eî ï å ï £©®°¥¥�¶,î9±�¸ ï ¥9Ñ í î9±�¥ ï ´nî¯±¥î9× í ¥�¡^£
¦|²´î ï ²6¥t¹|È�§6«(¡^¢-¥æ×6¥�§6±�¥�¡B«f´l¤B¥�¥8È�£
× ¬ «B¥ � ¹ � ¹AÌ�¢-¥æ¦ ¬ «f«B¥ í ¡v£ í¡^¢-¥�¦�§6£ ï ×6¥ í ¥�«�ît¡^¥�¤qîo±¥î9× í ¥�¡^£�¦Y��¥ ï Ð£ í ¡^¢-¥�£�«B§ í ¦�§6«f¥�¨z¢-£�¦�¢oît¡f¡^«�ît¦�¡^¤|¡^¢C¥Àît«B±¥ît¡ ¬ «f¥�²_£9î±¥î9× í ¥�¡^£
¦1®°§6«f¦�¥ Í í §9¡^¥Õ¡B¢Eît¡z¨�¥|-§ 1³/\ë ¦�§ í ¤B£�-¥�«z¡B¢-¥�¤f¥|®°§6«f¦�¥�¤�Ñ�«�ît¡^¢C¥�«�¨�¥`î9«B¥v£ í ¡B¥�«B¥�¤f¡B¥�l£ í¡^¢-¥v±¥î9× í ¥�¡^£�¦���¥ ï �£ í ¡^¢-¥v¤f¡�ît¡^£�¦Õ¦¸î9¤f¥;Ø�¹

Í � ã·Ø ∫

Ω

ν(x, |∇u|)∇u · ∇v 
x =

∫

Ω

f v 
x, ∀v ∈ V0,

¨z£�¡B¢
Ω = (0, 10)× (0, 7) ⊂ R

2,

ν(x, ·) =





ν �����/� (·), ®°§6«
x ∈ Ω �l�/��� Í £
«f§ í ¦�§6«f¥;Ø�Ñ

ν �����l�b� (·), ®°§6«
x ∈ Ω Ò4�!Ñ Í ît«B±¥ît¡ ¬ «B¥;Ø�Ñ

ν0 = ¦�§ í ¤f¡ , ¥ ï ¤B¥�¨z¢C¥�«B¥ Í ¦�§6£ ï Ñ#î9£�«�Ø�Ñ
f(x) =

{
s = ¦�§ í ¤f¡ , ®°§6«

x ∈ Ω �l�/��� Í ¦�§9£ ï Ø�Ñ
0 ¥ ï ¤f¥�¨z¢-¥�«B¥ Í ¦�§6«B¥tÑ;î9«B±¥ît¡ ¬ «B¥tÑEî9£�«�Ø�Ñ

V0 = {v ∈ W 1
2 (Ω) : v|∂Ω = 0}.

Í uCÑ=uAØ Í ümuCÑ=uAØ

Í uCÑÂÎ6Ø Í ümuCÑÂÎ6Ø

î9£�« ¦�§6£ ï

¦�§6«B¥

î «± î ¡¬ «¥

È�£
× ¬ «B¥ � ¹ ��¹�� ¥�§6±�¥�¡^«?´¯§9®�¡^¢-¥ � î ï ²6¥|ãÄ«f§6ª ï ¥�± Í � ã�Ø�¹
Ì�¢-¥v®°§ ï9ï §U¨z£ í ×æ¡B¥�¤f¡B¤z¨�¥�«B¥|¸Ç¥�«?®°§6«B±�¥� Í ¤f¥�¥`Ìzî9ª ï ¥ � ¹÷Î,Ñ#Ìzî9ª ï ¥ � ¹7�AØ ¹
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Í � üUØ s = J3 = 3 · 106 Ñ í ¥�¤f¡^¥�o×6«f£
-¤�Ñ
Í � ü	�ÏØ ¡^¢-¥v¤�î9±�¥Õ¨z£�¡B¢ í § í å í ¥�¤?¡^¥�l×6«f£
-¤�Ñ
Í � Î6Ø s = J3 = 1 · 107 Ñ í ¥�¤f¡^¥�o×6«f£
-¤�Ñ
Í � Î �ÏØ ¡^¢-¥v¤�î9±�¥Õ¨z£�¡B¢ í § í å í ¥�¤?¡^¥�l×6«f£
-¤�¹

ï ¥�²6¥ ï ¡^¥ í ¤B§6«z×6«f£
x¤?¡^« ¬ ¦�¡ ¬ «B¥ ¬#í � í §U¨ í ¤
ü �ÚÎ,ÑÚÎ,ÑÚÎ,ÑÚÎ,Ñ Ù ÑÚÎ,ÑÚÎ,ÑÚÎ�� × �ÚÎ_ÑÇÎ_ÑÇÎ_ÑÇÎ,ÑÚÎ_ÑÇÎ,ÑÚÎ�� Î ì ÎÎ � ì Ñ ì Ñ ì Ñ ì Ñ©üUÎ,Ñ ì Ñ ì Ñ ì � × � ì Ñ ì Ñ ì Ñ ì Ñ ì Ñ ì Ñ ì � ümu � �� � � Ñ � Ñ � Ñ � ÑÏÎ ì Ñ � Ñ � Ñ � � × � � Ñ � Ñ � Ñ � Ñ � Ñ � Ñ � � ì � ì �ì � ü Ù Ñ©ü Ù Ñ©ü Ù Ñ©ü Ù Ñ ì � Ñ©ü Ù Ñ©ü Ù Ñ�ü Ù � × � ü Ù Ñ©ü Ù Ñ©ü Ù Ñ©ü Ù Ñ©ü Ù Ñ©ü Ù Ñ�ü Ù � üÊÎ Ù9ì��� ���AÎ,Ñ��AÎ,Ñ��AÎ,Ñ��AÎ,Ñ �6Ù Ñ��AÎ,Ñ��AÎ_Ñ7�6Î�� × ���AÎ,Ñ��AÎ,Ñ��AÎ,Ñ��AÎ,Ñ��AÎ,Ñ��AÎ_Ñ7�6Î�� Î,ü9ü��lÎ

Ìzî9ª ï ¥ � ¹ÏÎ ¹�� «B£
=¤f¡B« ¬ ¦�¡ ¬ «f¥|§9®�¡^¥�¤?¡^¤ Í � üUØ�Ñ Í � Î6Ø�¹

ï ¥�²6¥ ï ¡^¥ í ¤B§6«z×6«f£
x¤?¡^« ¬ ¦�¡ ¬ «B¥ ¬#í � í §U¨ í ¤
ü �ÚÎ,ÑÚÎ,ÑÚÎ,ÑÚÎ,Ñ Ù ÑÚÎ,ÑÚÎ,ÑÚÎ�� × �ÚÎ_ÑÇÎ_ÑÇÎ_ÑÇÎ,ÑÚÎ_ÑÇÎ,ÑÚÎ�� Î ì ÎÎ ���CÑF�CÑF�CÑF�CÑ©ü6ü6ÑF�CÑF�CÑF��� × � � Ñ � Ñ � Ñ � Ñ � Ñ � Ñ � � ümu � ì� �EÎ,Ñ;Î,Ñ;Î,Ñ;Î,ÑÏÎ��CÑ;Î,Ñ;Î,Ñ;Î�� × � � Ñ � Ñ � Ñ � Ñ � Ñ � Ñ � � ì6ì uAÎì � ü � Ñ©ü � Ñ©ü � Ñ©ü � Ñ ì Î,Ñ©ü � Ñ©ü � Ñ�ü � � × � üÊÎ,Ñ©üÊÎ,Ñ©üÊÎ,Ñ©üÊÎ,Ñ©üÊÎ,Ñ©üÊÎ_Ñ�ümÎ�� üÊÎ � ü �� ���AÎ,Ñ��AÎ,Ñ��AÎ,Ñ��AÎ,Ñ �6Ù Ñ��AÎ,Ñ��AÎ_Ñ7�6Î�� × ���AÎ,Ñ��AÎ,Ñ��AÎ,Ñ��AÎ,Ñ��AÎ,Ñ��AÎ_Ñ7�6Î�� Î,ü9ü��lÎ

Ìzî9ª ï ¥ � ¹7� ¹�� «B£�=¤f¡^« ¬ ¦�¡ ¬ «B¥|§t®Ì¡^¥�¤f¡B¤ Í � ü��÷Ø�Ñ Í � Î �ÏØ�¹

:����<; �1=  M j ó ß ï<� Þ Ý�¦�� � W  M� �UÁ M���UÁ MJú,á¡; ð�ò  �Júl��öÊ ? µiÃ 1 ê ®q4!d2)_ëBd ê ëxë@) ê 4@®q�
f K ê $%$'46/21Hë@),+9ëI$'4@1³b ê#D &�4yë ê +×b%/2& f F ê / J È ê'N ëS/21�$�ë êgf $B+	K ê b�+	K�K�4 ê 3[/2&,ët/21Xë@) ê�¢ 1 ê $�ëd	K�4Z3 ( ë@) ê 4yë ê K�+9ëZ46/21�49$ib%/m$�ë5F B µ¤£ &,ëzë*) ê 1E&�®BH ê Ki/ JL° &�F ë54!d	K�4Z3¿b B b'F ê $q4@1,$'4Z3 ê +�$�4@1�d	F êÈ ê'N ëS/21n$�ë êgf $�ëÅ+	K�ë@$ N 4yë@) 1

+	1�3�3�/2&,HeF ê $ N 4yë*) ê +�b%)�È ê'N ëg/21\$�ë êgf µ-0/2® f +	K�4@1�d�/2&�KD+	F�d�/2K�4yë*)�® ëS/`+qb%/21F@ ê 1�ëZ46/21�+	FE/21 ê%(�N ) ê K ê ë*) ê 1E&�®BH ê K�/ J $�ë êgf $�/ J ë@) ê4yë ê K�+9ë54J@ ê F�4@1 ê +	K�$m/2F¥@ ê Kq49$Y®i/2K ê /2KYF ê $%$�b%/21,$�ë6+	1�ë (�N�ê d ê ë�+¿b%/2® f F ê?> 4yë B / J O(2mn)4@1,$�ë ê +l3[/ J O(nm) (rN )�46b%)[49$]®q&;b%)[®i/2K ê�ê acb'4 ê 1�ëA7Å4@1Hë@)�49$ib%/21�ë ê?> ë ( n 3 ê 1³/\ë ê $æë@) ê1E&�®BH ê Kq/ J È ê'N ëg/21[$�ë êgf $ ( m ë@) ê 1E&±®BH ê Kq/ J 4yë ê K�+9ëZ46/´1�/ J ë@) ê F�4@1 ê +	K�$m/2F¥@ ê KL+	1�3 mnë@) ê 1E&�®BH ê K]/ J�° &�F ëZ4!d	K'4Z3²b B b'F ê $`4@1që@) ê n �*ë@)ÀÈ ê'N ëg/21\$�ë êgf < µ8 µ§¦ ) ê 1 ê @ ê K�ë*) ê °�Ë ��b B b'F ê b�+	1E1³/\ë�4yë ê K�+9ë ê H ê B /21�3$ë@) ê ®B+�b%)�4@1 êAf K ê b'49$'46/21 ( +	FÂ$m/oë@) êÈ ê'N ëS/21[K ê $�4Z3v&,+	F ( / J b%/2&±K�$ ê%( $�ëS/ f $vëg/B4@® f K�/�@ ê µ
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È�£�× ¬ «f¥ � ¹ Ù ¹ é £�¤B¦�«B¥�¡B£9Ðeît¡^£�§ í §t®Ì¡B¢-¥v-§6±¥î9£ í ¦�§6«f«B¥�¤f¸Ç§ í -£ í ×8¡^§YÌzî9ª ï ¥ � ¹��CÑ ï ¥�²6¥ ï �,¹
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material 2 - nlhfo.fnc

È�£�× ¬ «B¥ � ¹ Î ¹ B å H -£
¤?¡^«B£�ª ¬ ¡B£
§ í £ í ¡^¢C¥P£
«B§ í ¦�§6«B¥ Í �+�',.-/�±þ��ÇÑ9§ í ¡^¢-¥ ï ¥�®y¡�Ø³î í |£ í ¡^¢C¥Oî9«B±¥ît¡ ¬ «B¥
Í ��01� 2F3�-42	���,ÑÇ§ í ¡^¢-¥v«f£
×6¢A¡�Ø�§9® Í � ü;Ø�Ñ Í � ü	�÷Ø�¹
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È�£�× ¬ «B¥ � ¹©ümu ¹ �_§ ï
¬ ¡B£
§ í ¹ Ì�¢-¥ |B| å6��¥ ï x¦�§6«f«B¥�¤f¸Ç§ í -£ í ×8¡^§ Í � üUØ�Ñ Í � ü	�ÏØ�¹

È�£�× ¬ «B¥ � ¹©ü6ü ¹ �_§ ï
¬ ¡B£
§ í ¹ Ì�¢-¥ |H| å6��¥ ï x¦�§6«f«B¥�¤f¸Ç§ í -£ í ×8¡^§ Í � üUØ�Ñ Í � ü	�ÏØ�¹
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ª ¬ ¡B£
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È�£�× ¬ «B¥ � ¹©ü �±¹ �_§ ï
¬ ¡B£
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Ü ÝÉÞàßká²â·ã ¨

Ü ©NªÉéÔê æ ìÀè'©Nª

Ögí ¡B¢-£
¤|¡B¢-¥�¤f£
¤s¡^¢-¥�¥ í ¡^£�«B¥�±¥ît¡B¢-¥�±¥ît¡^£�¦eî ï ¡B«B¥eît¡^±�¥ í ¡æ§t®Dîo±¥î9× í ¥�¡^§9¤f¡%î\¡^£
¦�¸C«B§6ª ï ¥�± £
¤s¥�±8åª-«�ît¦�¥��¹�È�«B§6±ô¡B¢-¥�×9§U²6¥�« í £ í ×1¸-¢A´_¤B£
¦eî ï ¥�Ë ¬ ît¡B£
§ í ¤ Í â\î\¶_¨�¥ ï9ï ØÆ¨�¥�¢EîF²6¥�«B¥� ¬ ¦�¥�Yî í R-¥�«B£©²6¥�
î í î9ª-¤?¡^«�ît¦�¡Ä±iît¡B¢-¥�±¥ît¡B£�¦¸î ï ®°§9«B± ¬#ï î\¡^£©§ í ¹Q�,§ ï ²´î9ª-£ ï £ ¡*´|¢Eî9¤�ªÇ¥�¥ í ¸-«B§;²6¥ í8¬#í -¥�«.î9¤B¤ ¬ ±�¸,¡^£
§ í ¤§ í ¡^¢C¥ í § í#ï £ í ¥¸ît«!¸Eît«�î9±�¥�¡B¥�« ν ÑC¡B¢Eît¡�±iît¡B¦�¢¯¨z£�¡B¢=¡^¢C§6¤B¥Õ® ¬,ï � ï�ï ¥��®°«B§6± ¡B¢-¥v¸-¢A´_¤B£�¦¸î ï ªEî9¦%�6å×6«f§ ¬#í �¹�º ï ¤B§-Ñ2î í î ï ×9§6«B£©¡B¢-± ¨Iî9¤Z¸-«B¥�¤B¥ í ¡^¥�s¨z¢-£
¦�¢Lî9¸-¸C«B§;¶,£�±iî\¡^¥�¤/¡^¢-¥ í § í#ï £ í ¥¸ît«�¸Eî9«�î9±�¥�¡^¥�«®°«B§9±û±�¥eî9¤ ¬ «f¥��Eît¡�î8¤f¥�¡^¤�ÑÚ¸-«B¥�¤B¥�«f²_£ í ×8¡^¢-¥v¦�§ í -£©¡^£�§ í ¤ í ¥�¥�-¥�l®°§9«�¤B§ ï ²´î9ª-£ ï £ ¡�´9¹
¬ ¥�¢Eî;²6¥�-£�¤B¦�«B¥�¡B£9Ð�¥�X¡^¢C¥�¦�§ í ¡^£ í_¬ § ¬ ¤R¸-«f§6ª ï ¥�±�¨z£©¡^¢H¡^¢C¥¯È�£ í £�¡^¥ 8 ï ¥�±�¥ í ¡äâ�¥�¡^¢C§_�¹ é1¬ ¥¡^§Yî í ¥�«B«B§9«!¥�¤f¡B£
±¥ît¡^¥(¨�¥Õ×9¥�¡�¦�§ í ²6¥�«f×6¥ í ¦�¥9ÑÚ£�¹B¥9¹_®°§6«!¤f±iî ï9ï -£
¤f¦�«B¥�¡^£�Ð¸ît¡B£
§ í ¸Eî9«�ît±�¥�¡^¥�« h ÑC¡B¢-¥-£�¤B¦�«f¥�¡B¥|¤f§ ï
¬ ¡B£
§ í £�¤�£ í îä¤B±¥î ï9ï³í ¥�£
×9¢_ªÇ§6«f¢-§_§_x§9®Ì¡B¢-¥v¦�§ í ¡^£ í_¬ § ¬ ¤z¤B§ ï
¬ ¡B£
§ í ¹
Ì�¢-¥R¦�§ ¬ ¸ ï £ í ×�§t® Ô ¥�¨�¡^§ í ��¤1±�¥�¡B¢-§_\î í $â ¬#ï ¡^£�×6«B£�x¢Eî9¤ ï ¥��¡^§iî í ¥'��¦�£
¥ í ¡1¤B§ ï ²6¥�«z®°§6«z¡^¢C¥í § í,ï £ í ¥¸î9«(-£�¤B¦�«f¥�¡B¥ä¸-«B§9ª ï ¥�±l¹�Ì�¢-¥�«B¥�¨z£�¡^¢/ÑÆ¡B¢-¥æ-£���¦ ¬,ï ¡*´l§9®·-¥�¡^¥�«f±�£ í £ í ×Àî�¤f¡%ît«f¡^£ í ×�²´î ï�¬ ¥®°§6« Ô ¥�¨�¡^§ í î í �¤f§ ï ²_£ í × ï î9«B×9¥Õ¤f¦¸î ï ¥� ï £ í ¥¸ît«!¤f´_¤f¡B¥�±�¤(£�¤�§U²6¥�«B¦�§6±�¥`î\¡z¡B¢-¥v¤�î9±�¥O¡^£
±�¥9¹
º1ªC¤f¡^«�î9¦�¡tî í î ï ´_¤B£
¤�§9®Pâ ¬#ï ¡B£
×6«f£�x®°§6« í § í å í ¥�¤f¡^¥�$×6«f£
-¤�î í o²2î9«f´_£ í ×�®°§6«f±�¤�¢Eît¤1ªÇ¥�¥ í ¦�£�¡B¥�®°«B§9±«5�«�î9±æª ï ¥m¬	/¢Eî í ×®� � �"¹ Ö ¡Õ¦�§ ¬#ï $ªÇ¥ä¤B¢C§U¨ í ¡^¢Eît¡1¨z¢-¥ í ¥�²6¥�«Lî=â ¬#ï ¡B£
×6«f£�,å ¦�´_¦ ï ¥s®°§9«1¡^¢C¥Ô ¥�¨�¡^§ í ±¥ît¡^«f£©¶8¦�§ í ²6¥�«B×6¥�¤rî í �£
¤�¦�§ í ¡^«B§ ï9ï ¥�iî9¸C¸-«B§6¸C«B£Õî\¡^¥ ï ´6ÑA¡B¢-¥1£ í ¥�¶,î9¦�¡ Ô ¥�¨�¡^§ í ±�¥�¡^¢-§_¦�§ í ²6¥�«f×6¥�¤ ï §_¦eî ï9ï ´�Ë ¬ ît-«�ît¡B£
¦tÑ�£©® ν̇ ® ¬#ï � ï9ï ¤!¦�¥�«?¡%î9£ í �Æ£
¸C¤B¦�¢-£�¡�ÐÕ¦�§ í C£�¡^£�§ í ¤�¹
Ô(¬ ±�¥�«B£
¦eî ï «B¥�¤ ¬#ï ¡B¤(¢EîF²6¥R¤f¢-§U¨ í ¡^¢Eît¡�¡^¢C¥æâ ¬#ï ¡^£
×9«B£�,å Ô ¥�¨�¡^§ í ¦�§ í ²6¥�«B×6¥�¤O£ í -¥�¥�oË ¬ î9-«�ît¡^£�¦®°§6«�¡B¢-¥�¡^¥�¤f¡�¥�¶,ît±�¸ ï ¥�¤ Í ¨z¢-£�¦�¢]î9«B¥�¢-£
×9¢ ï ´ í § í#ï £ í ¥eî9«�Ø�Ñt¥�²6¥ í £ í ¡^¢-¥�¦eî9¤B¥�§9® í § í å í ¥�¤f¡^¥�ä×6«B£�-¤�¹
Ì�¢-£�¤�¨�§6«��¯¦¸î í ªÇ¥v¦�§ í ¡^£ í_¬ ¥��£ í ¡^¢C¥Õ®°§ ï9ï §;¨z£ í ×äC£
«B¥�¦�¡B£
§ í ¤ ¹

ü6¹°¯ 1�+	F B $�49$�+	1�3B>;4@®q&±F!+9ëZ46/21Ï/ J ¾�±³²0K%/	HeF ê ®�$ µÖgí ¡^¢C¥�¡B¢-«B¥�¥�å -£
±�¥ í ¤B£
§ í î ï ¦¸ît¤B¥9Ñ³¡^¢-¥z¨�¥¸î	�æ®°§6«B± ¬#ï ît¡B£�§ í §9®ñ¡^¢-¥�¤B¥�¡�§t®Æã é 8 ¤�£�¤Ä®°§6«B± ¬ åï ît¡^¥� £ í<´ �lµ¶��� (Ω) ¹ 8 ¶,¦�¥�¸C¡s®°§9«O¡^¢C¥ í_¬#ï�ï ¤B¸#î9¦�¥ä§t®�¡B¢-¥8¦ ¬ « ï å §6¸Ç¥�«�ît¡^§9«1¡^¢Eî\¡|¢#î9¤Õ¡^§xªÇ¥¦�§ í ¤f£
-¥�«B¥�/Ñ-¸C«B§6ªEîtª ï ´ä¡^¢-¥1¥�¶,£
¤f¡B¥ í ¦�¥�î í  ¬#í £�Ë ¬ ¥ í ¥�¤B¤�¡^¢-¥�§6«f´�®°§9«!Î é ¦¸î í ªÇ¥OC£
«B¥�¦�¡ ï ´
ît¸-¸ ï £�¥�¯¡^§ä¡^¢-¥Õ¡^¢C«B¥�¥�å*-£�±�¥ í ¤B£�§ í î ï ¦¸î9¤f¥9¹
È�§6«ÆÈ 8 âÁ£ í ¦eî9¤f¥·§t®,¤ ¬ ¦�¢E� é å*¦ ¬ « ï å ¸-«B§9ª ï ¥�±�¤�Ñ ¬ ¤ ¬ î ï�ï ´(¥�-×6¥P¥ ï ¥�±�¥ í ¡B¤�î9«B¥ ¬ ¤f¥�s£ í ¤f¡B¥¸î9§t® í §_Eî ï § í ¥�¤�¹0û�®�¹.��Î � ÑÇÎ Ù ÑÚÎ���¹

Î Ù



��������xzyO{¸·l~X�r�r ]���D�)O±�'�r  ÎvÎ
Î,¹ ±]/2®B+	4@1E�¹± ê b%/2® f /m$'4më546/21�Û £�º ° �6Æ º ° ��b%/2& f F�4@1�d µÖgí ¡^¢C£
¤Ä¨�§6«��æ¨�¥�¢Eî;²6¥�¦ ¬ ¡·¡B¢-¥�-§6±¥î9£ í î í �£ í ¡^«f§_ ¬ ¦�¥��ªÇ§ ¬#í Eî9«f´ä¦�§ í C£�¡^£�§ í ¤�¹ ¬ £�¡B¢¡B¢-¥»5�§ ¬#í Eî9«?´ 8 ï ¥�±�¥ í ¡�âl¥�¡^¢-§_ Í 5 8 âqØ�ÑÄ¡^¢C¥lã é 8 § í ¡^¢-¥x¥ í ¡B£
«f¥x§ ¬ ¡B¥�«8-§6±¥î9£ í¦eî í ªÇ¥o«f¥� ¬ ¦�¥�ý¡B§�î í ¥�Ë ¬ ît¡B£
§ í § í ¡^¢C¥oªÇ§ ¬#í #î9«f´9¹ Ô §t¡^¥�¡^¢Eît¡�¡B¢-¥o¤ ¬ «B«f§ ¬#í C£ í ×
ît£
«äªÇ¥�¢EîF²6¥�¤ ï £ í ¥¸î9« ï ´6¹ÔÌ�¢-¥�£ í#í ¥�« í § í#ï £ í ¥eî9«ä«f¥�×6£�§ í ¤Bî9«f¥x¡^«f¥¸î\¡^¥�É¨z£©¡^¢ÊÈ 8 âHÑOî í ªÇ§t¡^¢Ò±�¥�¡^¢C§_-¤ä¦eî í ªÇ¥=¦�§ ¬ ¸ ï ¥�/¹¼5 8 â £
¤qî ï ¤B§q¸-«B¥�-¥�¤?¡^£ í ît¡^¥�Ò¡^§$±�§_-¥ ï ¤f±iî ï�ï î9£�«×vî9¸-¤ Í ¨z¢-£�¦�¢l¨�§ ¬,ï o§t¡^¢-¥�«f¨z£
¤f¥R¢EîF²6¥s¡^§�ªÇ¥R±�¥�¤B¢C¥�o¨z£�¡B¢o±¥î í ´x¤f±iî ï�ï ¥ ï ¥�±�¥ í ¡B¤�Ø�ÑÇ£ í¸#î9«f¡^£�¦ ¬,ï î9«�£�®Ì§ í ¥ í ¥�¥�-¤z¡^§8£ í ¦�§6«B¸Ç§6«�ît¡^¥O±�§;²,£ í ×ä¸Eî9«?¡^¤z¥�¡^¦9¹
û�®�¹.��� Ù ��Ñ-¡^¢-¥v¦�£�¡B¥� ï £�¡B¥�«�î\¡ ¬ «B¥tî í ½� üUÎ_ÑÇÎ��,ÑÇÎ ì ÑÚÎ6Î_Ñ��	uCÑ�ü ì �"¹

�C¹°¯ F�d ê HeK�+	46b ° &�F ë54!d	K�4Z3[7 ¯ °oË < µ�³¡%î9«f¡B£ í ×Ð®°«f§6± ¡^¢-¥ «�ît¡^¢-¥�«�î9ª-¤f¡B«�î9¦�¡�¦�§ í ²6¥�«B×6¥ í ¦�¥H¦�§ í C£�¡^£�§ í ®°«f§6± 5�«�î9±æª ï ¥�� ¤�î í /¢#î í ×�� ¤O±�§ í §6×9«�î9¸-¢/Ñ/£©¡O¤f¢-§ ¬#ï $ªÇ¥æ¸Ç§6¤B¤f£
ª ï ¥s¡^§i� í $±�§6«f¥R¦�§ í ¦�«f¥�¡^¥ä¦�§ í -£©¡^£�§ í ¤ Í § í×9«B£
C¤�ÑA¸#î9«�î9±�¥�¡B¥�«f¤�ÑA¥�¡^¦t¹ÏØR¨z¢C£
¦�¢�¥ í ¤ ¬ «f¥�¦�§ í ²6¥�«f×6¥ í ¦�¥(§t®�â ¬#ï ¡B£
×6«f£�æ£ í ¡^¢-¥ í § í å í ¥�¤f¡^¥�¦eî9¤B¥t¹
Ö ®�§ í ¥|¦�§ ¬#ï �� í [î8¸-«B§ ï § í ×lî\¡^£�§ í §6¸Ç¥�«�î\¡^§6«�®°§6«z¥�-×9¥s¥ ï ¥�±�¥ í ¡^¤�ªÇ¥�¡*¨�¥�¥ í[í § í å í ¥�¤f¡^¥�×9«B£
C¤ Í ¨z¢-£�¦�¢�£
¤Oî|ª-£
×|¦�¢Eî ï9ï ¥ í ×9¥;Ø�ÑA¡^¢-¥ í § í å í ¥�¤f¡B¥�Àît¸-¸-«B§vî9¦�¢�¦�§ ¬#ï �ªÇ¥�ît¸-¸ ï £�¥�8¡^§�� é¸C«B§6ª ï ¥�±�¤^î9¤�¨�¥ ï9ï ¹
Ì�¢C¥ í ¥�¶_¡¯¤f¡B¥�¸ ¨�§ ¬#ï Ê¡^¢C¥ í ªÇ¥�¡^§Xª ¬ £ ï sî í î ï ×6¥�ªC«�î9£�¦x×6«B¥�´³å ªÇ§;¶ýâ ¬#ï ¡^£�×6«B£�_å*¤f§ ï ²6¥�«®°§9«l±¥î9× í ¥�¡^§9¤f¡%î\¡^£
¦ ¸-«f§6ª ï ¥�±�¤�¹ Ö ¹B¥9¹�¤f¡�î9«f¡B£ í ×Ò®°«B§6± îÊ¤f£ í × ï ¥ Í � í ¥FØ�×6«f£
�Ñ�ª ²,£�«f¡ ¬ î ï �¦�§lî9«f¤B¥s×6«f£
-¤Dî9«f¥|¦�§ í ¤?¡^« ¬ ¦�¡B¥�q«B¥�×lî9«f-£ í ×�§ í#ï ´¯¡B¢-¥s£ í ¡B¥�«f®Zît¦�¥|ªÇ§6«f-¥�«f¤ Í ¦�§ í ¤B¥�Ë ¬ ¥ í ¡ ï ´9Ñ¡B¢-¥�¤f¥O×6«f£
-¤0î9«B¥ í §9¡ í ¥�¦�¥�¤f¤�î9«B£ ï ´ í ¥�¤f¡B¥�¯¨v¹B«�¹f¡F¹,¥eî9¦�¢¯§9¡^¢C¥�«�Ø�¹ÁÌ�¢-¥Õâ ¬,ï ¡^£�×6«B£©,å Ô ¥�¨�¡B§ í±�¥�¡B¢-§_�£�¤�¸Ç¥�«f®°§9«B±�¥�x§ í ¡^¢C¥�¤B¥|×9«B£
C¤�¹

ì ¹ ° /2K ê $'&±4yë6+lHeF ê + flf K�/ > 4@®B+9ëZ46/21�/ J B � H ��b'&�KC@ ê $ µ
z¥�×vî9«B-£ í ×v¡^¢C¥(£
-¥eî9¤P¡^¢#ît¡_î9«f¥�î ï «B¥eî9C´ä¸-«B¥�¤B¥ í ¡^¥�=£ í �,¥�¦�¡B£
§ í �C¹©ü6¹ ì Ñ_§ í ¥(¦eî í £�±iî9×9£ í ¥
îÐ±�§6«B¥o«B§9ª ¬ ¤f¡�î9¸-¸-«f§;¶,£
±¥ît¡^£©§ í «B§ ¬ ¡^£ í ¥9¹ È ¬ «?¡^¢-¥�«B±�§6«B¥tÑ�îX¡^¥�¤f¡�Ñ�¨z¢-¥�¡B¢-¥�«²îÐ×6£©²6¥ í#ît¡%îs¤B¥�¡ Í ¨z£©¡^¢ ¬#í -¥�« ï ´_£ í × í §6£
¤f¥;ØP£
¤�¦�§ í ¤B£
¤?¡^¥ í ¡�¨z£�¡^¢�¡^¢-¥1¸-¢A´_¤B£
¦eî ï ¸-«B§9¸ñ¥�«f¡B£
¥�¤�§9®Æ¡^¢C¥
B å H å*¦ ¬ «f²6¥9ÑC¨�§ ¬#ï �ªÇ¥v§9®Ì¸-«�ît¦�¡^£�¦¸î ï £
±�¸Ç§6«f¡�î í ¦�¥9¹



¾ ßÉß â6ªÀ¿ÉèFÁ ¾

Â ã�©Ã©ÅÄ0ì

wÆ"eñ ¡��|{~y��){ÈÇ �|"eñ
G.É�Ê

(V, ‖ · ‖V )
H�É¿+¼It4@F!H�É'KCÊ�$ f +�bËÉ ( J : V → R

+�b%/21FÊZ4@1E&;/2&l$ ( Æ¶KËÌ%b%)FÉ�ÊZ��3	4 Í�É'KËÉ'1�Ê54Z+lHeF�É
J &�1³b�Ê546/21�+	F N 4JÊ@)·+	1�&±1E4 D &FÉ�®q4@1E4@®q4!¼�É'K u∗ ∈ V

+	1�3
Gu(·, ·), u ∈ V

+ J +	®q4@F B / J 4@1E1HÉ'Kf K�/¸3	&Eb�Ê@$ N 4JÊ@)|Ê*)FÉA+2$%$m/mb'4Z+	Ê/É�3EIt4@F!H�É'KCÊ5�g1³/2K�®�$ ‖ · ‖Gu

H�É'4@1�dY&�1E4 J /2K�®qF B É D &±4J@2+	FÎÉ'1FÊ�ÊS/ ‖ · ‖V Ï4@1 f +vKCÊZ46b'&±F!+	K N ÉtKËÉ D &�4@K¶É ‖v‖2Gu
≥ c‖v‖2V (ÁN 4JÊ*) c 4@1�3�É f É'1�3�É'1FÊ0/ J u µ ¯ $%$'&�®ÐÉ J &�KCÊ*)FÉ'K�Ê*),+�Ê

j
u
(v) ≤ J(v) ≤ ju(v) ∀u, v ∈ V,

J /2KÑÊ@)FÉ`& flf É'K`+	1�3¥F9/ N É'K D &,+l3	K�+�Ê546bL+ flf K�/ > 4@®B+	ÊZ46/21
ju(v) := J(u) + 〈J ′(u), v − u〉+ 1

2
‖v − u‖2Gu

,

j
u
(v) := J(u) + 〈J ′(u), v − u〉+ α

2
‖v − u‖2Gu

,

J /2Kt$m/2®ÐÉ
α ∈ (0, 1] µ�K )FÉ'1§Ê*)FÉ`4JÊ/É'K�+�Ê546/21

uk+1 =
+	K5d	®q4@1

v∈V
juk(v)

+ flf F�4¹É�3 J /´K`+	1 B ¢^> É�3 u0 ∈ V b%/21F@�É'K6d�É%$ÒÊg/#Ê*)FÉA&±1E4 D &FÉ`®q4@1E4@®q4!¼�É'K u∗ N 4JÊ*)�Ê@)FÉ f K%/ f É'KCÊZ4¹É%$
J(uk+1)− J(u∗) ≤ (1− α)

(
J(uk)− J(u∗)

)
,

‖uk − u∗‖V ≤
√

2c

α
(1− α)k/2

(
J(u0)− J(u∗)

)
,

4 µ É µ Ê*)FÉA4JÊÓÉ'K�+�Ê546/21Ïb%/21F@�É'K5d�É%$�F�4@1HÉ�+vK�F B N 4JÊ*)�K�+�Ê/É √1− α µ²0K%/m/ J µ�Ô ��Õ ÖW�Ø×Ù4Ú
uk+1 = î�Û%Ü	Ý#Þ í

v∈V
juk(v) ß�à¶á�â �FÛ?ã àåä Û?æ â Û ä	ç�à Þ�Ýiî ï Þ àÓè�éWä í æ�Þ à Þ ä í Û â î�æ�ãDî�ã

0 = 〈j′uk(uk+1), v〉 = 〈J ′(uk+1), v〉+Guk(uk+1 − uk, v), ∀v ∈ V0

Î �



�t�.�.y. ����4ê}��~n�.{��`�~ë�O Î �
Ì á Þ�ãÈÞÎæ â í à Þ à/è Ú ä Û v = uk+1 − uk Ü	Þ�ì â ã à%á�â æ âíé Û â î�ã â�ä Ú à%á�âÑî�ç�ç�â Û�î ç�ç Û ä�ï Þ�Ýiî à Þ ä í

juk(uk+1)− juk(uk) = 〈J ′(uk), uk+1 − uk〉+ 1

2
‖uk+1 − uk‖2G

uk
=

= −1

2
‖uk+1 − uk‖2G

uk
,

î í ænî í î ï ä Ü ä	î ã ï è#à¶á î àåä Ú à¶á�â ï ä1ðPâ Û^î ç�ç Û ä�ï Þ�Ýiî à Þ ä í
min
v∈V

j
uk

(v)− j
uk

(uk) = − 1

2α
‖uk+1 − uk‖2G

uk
.

« ã?Þ í Ü à¶á�â ã âÑà/ð*ä Û â ï î à Þ ä í ã ß ðPâ Ü â�à
J(uk+1)− J(u∗) ≤ juk(uk+1)− J(u∗) =

= juk(uk)− 1

2
‖uk+1 − uk‖2G

uk
− J(u∗) =

= J(uk)− α
(

min
v∈V

j
uk

(v)− j
uk

(uk)

)
− J(u∗) ≤

≤ J(uk)− α
(

min
v∈V

J(v)− J(uk)

)
− J(u∗) =

= (1− α)
(
J(uk)− J(u∗)

)
,

î í æ�� í î ï9ï è
‖uk − u∗‖2V ≤ c‖uk − u∗‖2Gu∗

≤ 2c

α
(j

u∗
(uk)− j

u∗
(u∗)) ≤

≤ 2c

α

(
J(uk)− J(u∗)

)
≤ 2c

α
(1− α)k

(
J(uk)− J(u∗)

)
,

ðÈá Þ éCá�éíä Ý ç ï âíà%â ã à¶á�âÑç Û ä�ä ÚÓñ
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ν J &±F ¢ F@F ¯ $%$�&±® f ÊZ46/21Ô? ( ν ′ É > 49$�Êt/21 [0,∞)
+	1�3²FÎÉ�ÊÈÊ*)FÉ J &±1³b�ÊZ46/21,$ ν ′ +	1�3 t 7→ ν ′(t)tH�ÉBGz4 f $mb%)�4JÊÕ¼nb%/21FÊ54@1E&E/2&Q$²/21Ê*)�49$i4@1FÊÓÉ'KC@2+	F N 4JÊ@)�Gz4 f $mb%)�4JÊÕ¼nb%/21,$�ÊÅ+	1FÊ@$ L′ ( L? KËÉ%$ f É%b�ÊZ4J@�É'F B µK )FÉ'1®Ê@)FÉ�È�É N ÊS/21�/ f É'K�+�Êg/2KËò A′ $e+�ÊZ49$ ¢ É%$ÑÊ@)FÉtÉ%$�Ê54@®B+�Ê/Évó

∣∣〈(A′(u)− A′(ū)
)
w, v

〉∣∣ ≤ L ô'õ9ö ∫
Ω

|∇u−∇ū| |∇w| |∇v| 3 x,
∀u, ū ∈ W 1

∞(Ω), ∀v, w ∈ W 1
2 (Ω),

N )FÉ'K¶É L ôHõ¹ö 3�É f É'1�32$`+	F9/21HÉ]/21 ν ( 1�+	®ÐÉ'F B
L ô'õ9ö = ν ′ôHõ9ö + max{8 ν0 + L?, 3 ν ′ôHõ¹ö + L′},

N 4JÊ*)
ν ′ôHõ¹ö = sup

t∈R
+
0

|ν ′(t)| <∞.

²0K%/m/ J µ ¬ â Û âíé î ï�ï à¶á�â æ â � í Þ à Þ ä í ä Ú à¶á�â�÷åâíð~à%ä í ä	ç�â Û�î à%ä Û ¹
〈A′(u)w, v〉 =

∫

Ω

ν(|∇u|)∇w · ∇v æ x
︸ ︷︷ ︸

=:〈A′

1(u)w,v〉

+

∫

Ω

ν ′(|∇u|)
|∇u| (∇u · ∇w) (∇u · ∇v) æ x

︸ ︷︷ ︸
=:〈A′

2(u)w,v〉

,

ðÈá�â Û â A′
2(0) = 0 Ô é ÚÓñ � âWé�à Þ ä í»ø ñ�ù ß � âíéíà Þ ä í|ù�ñ Ö ñúø × ñ �ûÞ�� â A′ æ ä�â ã ß�à¶á�âÒç Û ä�ä Ú ã ç ï Þ à ã î�ç Þ í à¶äà/ð*ä#éWä Ý ç�ä í â í à ã ß í î�Ý â ï èÐâ ã à ÞÎÝ¥î à¶â ã Ú ä Û A′

1
î í æ A′

2

ñ
A′

1
ÞÎã�ü î Þ à¶âÒâ î�ã èÐà¶ätà Û â î àÈî ã?Þ í Ü à¶á�â �.Þ ç ã éËá Þ à Ð éWä í à Þ í î Þ àÓè�ä Ú ν ðÈá Þ éËá ÞÎãrî éWä í ã â ü î�â í émâ�ä Úà¶á�âÑý�ä�î í æ â æ í â ã?ã ä Ú ν ′(t) ñ
∣∣∣
〈(
A′

1(u)− A′
1(ū)

)
w, v

〉∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫

Ω

[
ν(|∇u|)− ν(|∇ū|)

]
∇w · ∇v æ x

∣∣∣∣ ≤

≤
∫

Ω

∣∣ν(|∇u|)− ν(|∇ū|)
∣∣

︸ ︷︷ ︸
≤ν′þ�ÿ�� ||∇u|−|∇ū||

|∇w||∇u| æ x ≤ ν ′� Ò6Ó
∫

Ω

|∇u−∇ū| |∇w| |∇u| æ x.
Ùgí éíä í à Û�î�Û è	ß A′

2
ÞÎã à%á�âÒé Û î�é ÞÕî ï ã î Ý�Ý¥î í æ ä Ú A′ ß æ ä�â ãÈÞ à~éWä í à î�Þ í îtÛ�î à%á�â Û éíä Ý ç ï âCï ì âWé�à¶ä ÛÝ¥î ç�ç Þ í Ü Ô à%â í ã ä ÛË× ñ

〈A′
2(u)w, v〉 =

∫

Ω

(
ζ(|∇u|)∇w

)
∇v æ x,

�����	��
����������������������������� "!#�%$&�'��!����
V0 (*),+.-#/103254�67+8-'/ 0'9:4�; �=<*�:>�� ; ��� -'/ ?&6 �3�	!@��� ;  A!#�%$	� ; � ; ���B>����( �C�%D*�����	!#��!E F����� ;HG �����:�� ) ��� W 1

2 (Ω) /I����	�J�� F� ;HK �����J�'��LM!' N�� OP��LQLPRS��� u, ū ∈ W 1
2 (Ω) 6 ��'���'��T��������'� ; ����� G ���3LP���U���'�V� ;QG ���N�	���	!W ; !#� ;  ( ��X	�	!#��! /
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ð Þ à%á

ζ : R
2 → L

[
R

2 → L[R2 → R
2]
]
,

ζ(p) = ν ′(|p|)p p
T

|p| ,

(ζ(p)q)r =
ν ′(|p|)
|p| rTp pT q =

ν ′(|p|)
|p| (p · q)(p · r).

Ùgí à¶á Þ�ã éWä í à¶âCï àWß p á î�ã à¶ä|ýcâ ã âWâ í î�ã�î éWä ï î Ý í ì âWéíà%ä ÛÑã î�éËá à¶á î à p pT ý�âWéWä Ý â ã`î 2×2 \Ý¥î à Û?Þ ï ñ Ì ä ã á�ä1ðNà%á�â �.Þ ç ã éËá Þ à Ð éWä í à Þ í î Þ àÓè®ä Ú à¶á Þ�ã à%â í ã ä Û ß^ðPâ í âíâ æ â ï â Ý â í à î�Û è Û â ã î ï à ãà¶á î à î�Û â æ�ÞÎã ç ï î è	â æ�Þ í à¶á�â Ú ä ï�ï ä1ð Þ í Ü���ì â�é ï î�ÞÎÝ#ã ñ
]_^ ;a`Fb cE � âíà (X, ‖ · ‖X) ý�â î»5Iî í î éËá ã ç î éíâ î í æ f, g : X → R ý�ä	î í æ â æ ß �ûÞ ç ã éCá Þ à ÐéWä í à Þ í î�ä�î ã Ú î í é�à Þ ä í ã ð Þ à¶á

|f(x)| ≤ bf , |f(x)− f(y)| ≤ Lf‖x− y‖X , ∀x, y ∈ X,
|g(x)| ≤ bg, |g(x)− g(y)| ≤ Lg‖x− y‖X , ∀x, y ∈ X.

Ì á�â í à%á�âÑç Û ä æ î�éíà Ú î í é�à Þ ä í ÞÎã^�ûÞ ç ã éCá Þ à Ð éíä í à Þ í î�ä	î ã ¹
|f(x)g(x)− f(y)g(y)| ≤ (Lfbg + Lgbf )‖x− y‖X , ∀x, y ∈ X.²Nd�e#e%f µ

|f(x)g(x)− f(y)g(y)| ≤ |(f(x)− f(y))g(x)|+ |f(y)(g(x)− g(y))| ≤
≤ Lf‖x− y‖X |g(x)|︸ ︷︷ ︸

≤bg

+ |f(x)|︸ ︷︷ ︸
≤bf

Lg‖x− y‖X .

]_^ ;a`Fb j  � â�àåý�â f ∈ C([a, b]→ R) ß w ∈ (a, b) ð Þ à¶á
|f(x)− f(y)| ≤ L1|x− y|, ∀x, y ∈ [a, w],

|f(x)− f(y)| ≤ L2|x− y|, ∀x, y ∈ [w, b].

Ì á�â í f Þ�ã.�ûÞ ç ã éËá Þ à Ð éíä í à Þ í î�ä	î ã ä í à¶á�â~ðÈá�ä ï â Þ í à¶â Û?ì´î ï [a, b] ð Þ à¶átà%á�â Ý¥î ï Þ�Ý î Ý ä Ú L1, L2î�ãD�ûÞ ç ã éËá Þ à Ð éWä í ã à î í à ñ
|f(x)− f(y)| ≤ max{L1, L2}|x− y| ∀x, y ∈ [a, b].²Nd�e#e%f µ Ù à ã î � éíâ ã à¶ä ã á�ä�ð à¶á�â �ûÞ ç ã éËá Þ à Ð éWä í æ�Þ à Þ ä í¤Ú ä Û à%á�âÑé î�ã â x ≤ w ≤ y

¹
|f(x)− f(y)| ≤ |f(x)− f(w)|+ |f(w)− f(y)| ≤ L1 |x− w|︸ ︷︷ ︸

=w−x

+L2 |w − y|︸ ︷︷ ︸
=y−w

≤

≤ max{L1, L2}(w − x+ y − w) = max{L1, L2}|x− y|.
º ï�ï ä�à¶á�â Û é î�ã â ã0î�Û â~éWä ì â Û â æ ý+è ã è Ý�Ý âíà Û è�ä Ú x, y î í æ à¶á�â Ý¥î ï ÞÎÝ î Ý ä Ú à%á�â~à/ð*ä �ûÞ ç ã éËá Þ à ÐéWä í ã à î í à ã ñ
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Ì á Þ�ãÑÖ#g \/ç Û%Þ í é Þ ç ï â ÞÎã í ä�ð ï Þ Ú à%â æ à¶ätà¶á�âÑá Þ�Ü á�â Û~æ�ÞÎÝ â í ã?Þ ä í î ï é î�ã â ñ]_^ ;a`Fb hM � â�à (X, ‖ · ‖X) ý�â îA5Iî í î éCá ã ç î éWâ�ß r ≥ 0 î í æ f ∈ C(X → R) ð Þ à%á

|f(x)− f(y)| ≤ L1

∣∣‖x‖X − ‖y‖X
∣∣, ∀x, y ∈ X, ‖x‖X , ‖y‖X ≤ r,

|f(x)− f(y)| ≤ L2

∣∣‖x‖X − ‖y‖X
∣∣, ∀x, y ∈ X, ‖x‖X , ‖y‖X ≥ r.

Ì á�â í f ÞÎã��ûÞ ç ã éËá Þ à Ð éWä í à Þ í î�ä	î ã ä í à%á�â�ðÈá�ä ï â ã ç î éWâ X ð Þ à%á �ûÞ ç ã éËá Þ à Ð éWä í ã à î í à max{L1, L2}
¹

|f(x)− f(y)| ≤ max{L1, L2}‖x− y‖X , ∀x, y ∈ X.
²Nd�e#e%f µ � â�à�ý�â x, y ∈ X ð Þ à¶á ‖x‖X < r î í æ ‖y‖X > r î�Û ý Þ à Û�î�Û è ý�î à � ï â æ ñ Ì á�â ã âíà
[x, y] ∩ {v ∈ X : ‖v‖ = r} Þ�ã í ä í â Ý ç�à/è�ß ã äAð*âÑé î í � í ænî

w ∈ X ð Þ à¶á w ∈ [x, y] î í æ ‖w‖X = r,

ðÈá�â Û âWý�è [x, y] æ â í ä�à%â ã à¶á�â � í Þ à%â ï Þ í â�ý�â�àÓðPâWâ í x î í æ y ñ�¬ âÑä	ý�à î�Þ í
|f(x)− f(y)| ≤ |f(x)− f(w)|+ |f(w)− f(y)| ≤

≤ L1

∣∣‖x‖X − ‖w‖X
∣∣

︸ ︷︷ ︸
=r−‖x‖

+L2

∣∣‖w‖X − ‖y‖X
∣∣

︸ ︷︷ ︸
=‖y‖−r

≤

≤ max{L1, L2}
(
‖y‖X − ‖x‖X

)
≤ max{L1, L2}‖x− y‖X .

]_^ ;a`Fb i� � â�à f ∈ C([a, b] → X) ß w ∈ (a, b) ã î�éCá6à%á î à f ∈ C1[a, w] ∩ C1[w, b] ß Þ íç î�Û à Þ éWî ï î�Û
∃ lim

h→0−

f(w + h)− f(w)

h
= lim

x→w−

f ′(x),

∃ lim
h→0+

f(w + h)− f(w)

h
= lim

x→w+
f ′(x).

Ì á�â í f ÞÎã^�ûÞ ç ã éËá Þ à Ð éWä í à Þ í î�ä	î ã ä í [a, b] ð Þ à%á �ûÞ ç ã éËá Þ à Ð éWä í ã à î í à
L := sup

x∈[a,b]\{w}

|f ′(x)| <∞.

²Nd�e#e%f µ � â�à*ý�â x < w < y
ñ ÷°ä�ð ð*â°î ã âåà¶á�â Ý â î í ì´î ï î�âåà%á�âWä Û â Ý ß ã âíç î�Û�î à¶â ï è Ú ä Û à¶á�âåà/ð*äÞ í à¶â Û?ì´î ï ã [a, w] î í æ [w, b]
ñ

|f(x)− f(y)| = |f(x)− f(w)|+ |f(w)− f(y)| ≤
≤ sup

x∈[a,w)

|f ′(x)| |x− w|︸ ︷︷ ︸
=w−x

+ sup
x∈(w,b]

|f ′(x)| |w − y|︸ ︷︷ ︸
=y−w

≤ L|y − x|.

Ì á�â ã î�ç Û â Ý¥î²î�Û â � í Þ à%âAý�âíé î î ã âAà¶á�â ��Û%ã à æ â Û%Þ�ì´î à Þ�ì â Þ�ã éWä í à Þ í î�ä�î ã ß ã âWç î�Û�î à%â ï è ä í â î éCáä Ú à¶á�âÒà/ð*ä#éWä Ý ç î éíà Þ í à¶â Û?ì´î ï ã [a, w] ß [w, b] ñ
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]_^ ;a`FbkjM � âíà (X, ‖·‖X) ý�â î 5Iî í î éËá ã ç î éíâ�ß B ⊂ X î éWä Ý ç î é�à î í æ éíä í ì âCï ã î Û?Û ä	î í æ�Þ í Üä Ú î ç�ä Þ í à w ∈ X î í æ f ∈ C1(B \ {w} → R)

ñCl î Û à%á�â Û?Ý ä Û â�ß ï â�à Ú ä Û_î ï9ï æ�ÞÎÛ âWé�à Þ ä í ã z ∈ Xð Þ à%á ‖z‖X = 1 ß�à¶á�â Ú ä ï9ï ä1ð Þ í Ü ï ÞÎÝ#Þ à ã âCï ÞÎã à
∃ lim

t→0+

1

t

[
f(w + t z)− f(w)

]
= lim

t→0+
f ′(w + t z),

î í æ ï âíà~à%á�â Ý ý�âÑî í Þ Ú ä Û%Ý ï è�ý�ä	î í æ â æ ß Þ ñ â ñ
∃C > 0 : ∀z ∈ X, ‖z‖X = 1 :

∣∣∣ lim
t→0+

f ′(w + t z)
∣∣∣ ≤ C.

Ì á�â í f ÞÎã^�ûÞ ç ã éËá Þ à Ð éWä í à Þ í î�ä	î ã ä í à%á�âÑâ í à ÞÎÛ â ã âíà B ð Þ à%á �ûÞ ç ã éËá Þ à Ð éWä í ã à î í à
L = sup

x∈B\{w}

‖f ′(x)‖L[X→R] <∞.

²Nd�e#e%f µ Ì á�â Ý â î í ì´î ï î�â�à¶á�âíä Û â Ý é î í ý�â î ç�ç ï Þ â æ Ú ä Û à¶á�â�à¶â Û?Ý |f(x)− f(y)| î í#ï â ã?ã w Þ�ã
ä í à%á�â ï Þ í â�ý�âíà/ð*âWâ í x, y ñ � âíàÈýcâ x, y ∈ X ã î�éËá ì âWé�à¶ä Û%ã ñ Ì á�â í ðPâ æ â � í â

s :=
‖w − x‖X
‖y − x‖X

,

ϕ(t) :=f
(
x+ t(y − x)

)
, ∀t ∈ [0, 1] \ {s},

ϕ′(t) =f ′
(
x+ t(y − x)

)
(y − x), ∀t ∈ [0, 1] \ {s}.

Ì á Þ�ã Ú î í éíà Þ ä í ϕ : [0, 1] → R
Ú î ï � ï�ï ã à%á�â î�ã%ã î Ý ç�à Þ ä í ã ä Ú û ï î�ÞÎÝ ù ß)ðÈá Þ éËá ï â î�æ�ã à%ä»à¶á�âÞ í â ü î î ï Þ à/è

|ϕ(1)− ϕ(0)| ≤ sup
t∈[0,1]\{s}

|f ′(x+ t(y − x))(y − x)||1− 0| ≤

≤ sup
x∈B\{w}

‖f ′(x)‖L[X→R]‖y − x‖X

Ì á�â ã î�ç Û â Ý î Ý ÞÎãD� í Þ à¶â�ý�âWé î î ã âtä Ú à¶á�âEéWä í à Þ í î Þ àÓè�ä Ú f ßcà¶á�âEéíä Ý ç î éíà í â ã?ã ä Ú à¶á�â ã âíà Bî í æ ä�î ÛDî�ã%ã î Ý ç�à Þ ä í ä Ú î í Þ Ú ä Û?Ý ý�ä	î í æ â æ í â ã%ã ñ
¬ â í ä1ð Û âíé î ï�ï ðÈá î à ÞÎã í âWâ æ â æ à%ä � í ÞÎã áEà¶á�â*ç Û ä�ä Ú ä Ú Ì á�âWä Û â Ý ù�ñ Õ ñ Ì ä ã á�ä1ð à¶á�â �ûÞ ç ã éËá Þ à ÐéWä í à Þ í î Þ àÓèÐä Ú à¶á�âÑà%â í ã ä Û

ζ(p) = ν ′(|p|)p p
T

|p| ,

ð*âÒà Û â î à~àÓð*ä#ç Û%Þ í é Þ ç î ï é î�ã â ã ¹
• |p| ≥ 1
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 â Üvî�Û%æ�Þ í Ü à¶á�âÑç Û ä æ î�éíà [ν ′(|p|)|p|][p pT

|p|2

] Þ í éWä í à¶âCï�àåð Þ à%á û ï î�ÞÎÝ Ö ð*â í âWâ æ
m �ûÞ ç ã éCá Þ à Ð éíä í à Þ í î Þ à/è#ä Ú ν ′(|p|)|p| ß�ðÈá Þ éËá ÞÎãIî í ÞÎÝ#Ý â æ�Þ9î à¶âåéWä í ã â ü î�â í éWâÑä Ú à¶á�âî�ã%ã î Ý ç�à Þ ä í à¶á î à ν ′(t)t ÞÎã^�ûÞ ç ã éCá Þ à Ð éíä í à Þ í î�ä	î ã ¹

∣∣ν ′(|p|)|p| − ν ′(|p̄|)|p̄|
∣∣ ≤ L?

∣∣|p| − |p̄|
∣∣ ≤ L?|p− p̄|.

m 5 ä	î í æ â æ í â ã%ã ä Ú ν ′(|p|)|p| ß'ðÈá Þ éËá Ú ä ï9ï ä�ð ã Ú Û ä Ýkº°ã%ã î Ý ç�à Þ ä í Ötæ î�â�à¶ä û ä Û ä ï \ï î�Û è ø�ñúø Ô ã âíà t = |p| × ¹
|ν ′(t)t| ≤ |ν ′(t)t+ ν(t)|︸ ︷︷ ︸

=|(f−1)′(t)|≤ν0

+ |ν(t)|︸ ︷︷ ︸
≤ν0

≤ 2ν0.

m �ûÞ ç ã éCá Þ à Ð éíä í à Þ í î Þ à/èÐä Ú p pT

|p|2

Ú ä Û |p| ≥ 1
¹ � Þ í éWâ�à¶á ÞÎã Ú î í é�à Þ ä í ÞÎã�æ�Þ�� â Û â í à ÞÕî ý ï â�ß

ðÈá Þ éËá»é î í éWä Ý ç�î à¶âÒà¶á�â�ý�â ã à �ûÞ ç ã éCá Þ à Ð éíä í ã à î í à ñ � âíà°ý�â q, r ∈ R
2 î�Û ý Þ à Û�î�Û èý�î�à � ï â æ ñ

qTDp

[p pT

|p|2
]
r = Dp

[ 1

|p|2 (p · q)(p · r)
]

=

=
1

|p|4
[(

(p · q)r + q(p · r)
)
|p|2 − (p · q)(p · r)2|p| p|p|

]
=

=
1

|p|
[( p
|p| · q

)
r +

( p
|p| · r

)
q − 2

( p
|p| · q

)( p
|p| · r

) p
|p|
]
,

∥∥∥Dp

[p pT

|p|2
]∥∥∥

R2→[R2→R]
= sup

|q|=|r|=1

∣∣∣Dp

[ 1

|p|2 (p · q)(p · r)
]∣∣∣ ≤

≤ 1

|p|︸︷︷︸
≤1

4 |q| |r| ≤ sup
|q|=|r|=1

4 |q| |r| = 4.

m 5 ä	î í æ â æ í â ã%ã ä Ú p pT

|p|2
ß�ðÈá Þ éËá ÞÎã é ï â î�Û~æ î�âÑà%ä

∥∥∥p p
T

|p|2
∥∥∥

R2→[R2→R]
= sup

|q|=|r|=1

1

|p|2
∣∣(p · q)(p · r)

∣∣ ≤ 1.

º ç�ç ï è Þ í Ü¥û ï î�ÞÎÝ Ö ð*âÑä	ý�à î�Þ í
∣∣∣ν

′(|p|)
|p| (p · q)(p · r)− ν ′(|p̄|)

|p̄| (p̄ · q)(p̄ · r)
∣∣∣ ≤ (8ν0 + L?)|p− p̄| |q| |r|,

Ú ä Û |p|, |p̄| ≥ 1
ñ

• |p| ≤ 1



YEZOZ y. ����4ê Y ~ Z {��`�~ë�O [on
¬ â Þ í ì â ã à ÞÎÜvî à¶â îæ�Þ�� â Û â í à�ç Û ä æ î�éíà Û âWç Û â ã â í à î à Þ ä í ν ′(|p|)

[
p pT

|p|

] î í æ î ã â î�Ülî�Þ íû ï î�ÞÎÝ ÖLî Ú à%â Û~ã á�ä�ð Þ í Ü#Þ à ã^î�ã%ã î Ý ç à Þ ä í ã ¹
m �ûÞ ç ã éCá Þ à Ð éíä í à Þ í î Þ à/èä Ú ν ′(|p|) Þ�ãiî í ÞÎÝ#Ý â æ�Þ9î à¶â�éíä í ã â ü î�â í éWâ Ú Û ä Ý à¶á�â î�ã \ã î Ý ç�à Þ ä í ã ä Ú Ì á�âíä Û â Ý ù�ñ Õ Ô ðÈá Þ éËá�ð*â î�Û â î ý�ä	î�à~à¶äAç Û ä ì â × ¹

∣∣ν ′(|p|)− ν ′(|p̄|)
∣∣ ≤ L′

∣∣|p| − |p̄|
∣∣ ≤ L′|p− p̄|.

m 5 ä	î í æ â æ í â ã%ã ä Ú ν ′(|p|) Ú ä ï9ï ä�ð ã Ú Û ä Ý à¶á�âÒâ�ï ÞÎã à¶â í éWâ�ä Ú ν ′(0) Ô ã âWâÑä	î Û^î�ã?ã î Ý çp\
à Þ ä í ãË× ß'à%á�âAéíä í à Þ í î Þ à/è§ä Ú ν ′ ä í [0,∞) î í æ ν ′(t) t→∞−→ 0 Ô û ä Û ä ï�ï î�Û è ø ñ7ø × ñ � â�à
ν ′� Ò6Ó := supt≥0 |ν ′(t)| <∞ æ â í ä�à¶âÒà¶á�âÑý�ä	î í æ�Þ í Ü éíä í ã à î í à ñ

m �ûÞ ç ã éCá Þ à Ð éíä í à Þ í î Þ à/è�ä Ú p pT

|p|
ÞÎã*ã á�ä�ð í á�â Û â ñNl ä Û p 6= 0 à¶á ÞÎã�Ý¥î ç�ç Þ í Ü�Þ�ã�æ�Þ!� â Û \â í à ÞÕî ý ï â�ß

Dp

[ 1

|p|(p · q)(p · r)
]

=
1

|p|2
[(
q(p · r) + (p · q)r

)
|p| − (p · q)(p · r) p|p|

]
=

=
( p
|p| · r

)
q +

( p
|p| · q

)
r −

( p
|p| · q

)( p
|p| · r

) p
|p| ,

∣∣∣Dp

[ 1

|p|(p · q)(p · r)
]∣∣∣ ≤ 3 |r| |q|,

ðÈá Þ éËá ÞÎÝ ç ï Þ â ã à¶á î àAà%á�â Ýiî ç�ç Þ í Ü p pT

|p|
ÞÎãY�ûÞ ç ã éËá Þ à Ð éWä í à Þ í î�ä�î ã ä í R

2 \ {0}ð Þ à%á �ûÞ ç ã éËá Þ à Ð éWä í ã à î í à Õ ñ¬ â ã âíâåà%á î à p pT

|p|

p→0−→ 0 ß ã ä ï âíà î ã�Þ í ì â ã à ÞÎÜlî à%â�à¶á�â � î à%â î î ï æ â Û%Þ�ì´î à Þ�ì â Þ í p = 0Þ í æ�Þ�Û âíéíà Þ ä í p̄, |p̄| = 1
¹

lim
t→0

1

t

[
1

|tp̄|(tp̄ · q)(tp̄ · r)− 0

]
= lim

t→0

ã%Þ�Ü í (t) 1

|p̄|(p̄ · q)(p̄ · r).

Ì á ÞÎã ï Þ�Ý#Þ à æ ä�â ã í ä�à#âCï ÞÎã à Ô ý�âWé î î ã â�à%á�â ã%Þ�Ü í \ Ú î í é�à Þ ä í Þ�ã í ä�àAéWä í à Þ í î�ä�î ãAÞ í
0 × ý�î�à�ý�ä	î í æ â æ ý+è |p̄| |q| |r| ñ º Ú à%â Û`î ç�ç ï è Þ í Ünû ï î�Þ�Ý n ð*âAé î í ã�î è®à¶á î àÒà¶á�âÝiî ç�ç Þ í Ü p pT

|p|
Þ�ãB�ûÞ ç ã éËá Þ à Ð éíä í à Þ í î�ä	î ã ä í à¶á�â�â í à ÞÎÛ â ã â�à R

2 ð Þ à¶á �ûÞ ç ã éËá Þ à ÐéWä í ã à î í à Õ ñ
m 5 ä	î í æ â æ í â ã%ã ä Ú p pT

|p|

Ú ä ï�ï ä�ð ã à Û%Þ�ì�ÞÕî ï!ï è Ú Û ä Ý |p| ≤ 1
¹

sup
|q|=|r|=1

∣∣∣∣
1

|p|(p · q)(p · r)
∣∣∣∣ ≤ sup

|q|=|r|=1

|p| |q| |r| ≤ 1.

Ì á�â î ç�ç ï Þ é î à Þ ä í ä Ú û ï î�Þ�Ý Ö è Þ â ï æ�ã
∣∣∣ν

′(|p|)
|p| (p · q)(p · r)− ν ′(|p̄|)

|p̄| (p̄ · q)(p̄ · r)
∣∣∣ ≤ (3ν ′� Ò6Ó + L′)|p− p̄| |q| |r|,

Ú ä Û |p|, |p̄| ≤ 1
ñ
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û ä Ý ý Þ í Þ í Ü à%á�â �ûÞ ç ã éËá Þ à Ð â ã à ÞÎÝ¥î à%â ã ä Ú à%á�âÑà/ð*ä�é î�ã â ã |p| ≤ 1, |p| ≥ 1 î ã%Þ í Üiû ï î�ÞÎÝ Õ ß�ð*âÜ â�àÈà¶á�â �ûÞ ç ã éËá Þ à Ð éWä í ã à î í àåä Ú ζ(·) ¹
∣∣∣ν

′(|p|)
|p| (p · q)(p · r)− ν ′(|p̄|)

|p̄| (p̄ · q)(p̄ · r)
∣∣∣ ≤ max{8ν0 + L?, 3ν ′� Ò6Ó + L′}|p− p̄| |q| |r|,

Ú ä Û^î�Û ý Þ à Û�î�Û è p, p̄ ∈ R
2 ß î í æ�ã ä

∣∣∣
〈(
A′

2(u)− A′
2(ū)

)
w, v

〉∣∣∣ ≤ max{8ν0 + L?, 3ν ′� Ò6Ó + L′}
∫

Ω

|∇u−∇ū| |∇w| |∇v| æ x.
û ä Ý ý Þ í Þ í Ü à¶á�â�â ã à ÞÎÝ¥î à¶â ã à¶á î à~ð*â ã á�ä�ð*â æ Ú ä Û A′

1
î í æ A′

2 ß�ð*â Ü âíà î àåä í éWâ
∣∣∣
〈(
A′(u)− A′(ū)

)
w, v

〉∣∣∣ ≤

≤
[
ν ′� Ò6Ó + max{8ν0 + L?, 3ν ′� Ò6Ó + L′}

]
︸ ︷︷ ︸

=:L þ�ÿ��
∫

Ω

|∇u−∇ū| |∇w| |∇v| æ x.
Ì á Þ�ã éWä Ý ç ï âíà¶â ã à%á�âÑç Û ä�ä Ú ä Ú Ì á�âíä Û â Ý ù�ñ Õ ñ



¾ ßÉß â6ªÀ¿ÉèFÁ s

Þ á�âsãnè�Þ}ê t Þ ánÞ

|H| |B|u ñ u u ñ u�u
Ö n u ñ u u ñúø ÖÕ uru ñ u u ñ n�nù q u ñ u u ñ [ uq ù u ñ u u ñ � nÎ ø u ñ u Ö ñ u�u[ � u ñ u Ö ñ Ö uÖ u ø u ñ u Ö ñ Ö nÖ ø [ u ñ u Ö ñúø nÖ � uru ñ u Ö ñ�ù uÕ u�uru ñ u Ö ñ n un u�uru ñ u Ö ñ q un urururu ñ u Ö ñ Î uø u�urururu ñ u Ö ñ [ u

Ìzî ý ï â 5 ñ Ö ¹ g�î à îtã�î�Ý ç ï â �+�û,.-4�±þ�� ñ

[ Î
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|H| |B|u ñ u�ururu â*� uru u ñ urururu�uru â*� u�un ñ u ø�ù u â*� u ø Ö ñ7ø	ø Õ ��� ø â*� u�uq ñúø [ uru â*� u ø Ö ñ Õ�Ö n Î � u â*� u�u[ ñ Î � ø u â*� u ø Ö ñ�ù+ø Î � [rq â*� u�uÖ ñúø n�q u â*� u Õ Ö ñ�ù �	� Õ [ u â*� u�uø ñ u�u � q â*� u Õ Ö ñ n � Ö	Ö qr[ â*� u�uÕ ñ Î qr[ u â*� u Õ Ö ñ qrq ø n ù u â*� u�uq ñúø [ uru â*� u Õ Ö ñ Î Ö�Õ n uru â*� u�u[ ñ Î � ø u â*� u Õ Ö ñ Î n ù+ø q u â*� u�uÖ ñúø n�q u â*� u ù Ö ñ [ Ö n ù uru â*� u�uø ñ n Ö ø u â*� u ù Ö ñ � n�[ u�uru â*� u�uÕ ñ Î qr[ u â*� u ù ø ñ u n � [ uru â*� u�uq ñúø [ uru â*� u ù ø ñ Ö q Ö ù uru â*� u�uÖ ñúø n�q u â*� u n ø ñ7ø�ù+ø u�uru â*� u�uÖ ñúø n�q u â*� u q ø ñ�ù	ù+ø u�uru â*� u�uÖ ñúø n�q u â*� u Î ø ñ n ù+ø u�uru â*� u�uÖ ñúø n�q u â*� u [ ø ñ q u ø u�uru â*� u�u
Ìzî ý ï â 5 ñúø ¹ gtî à îAã�î�Ý ç ï â ��01� 2F3�-42	��� ñ



¾ ßÉß â6ªÀ¿ÉèFÁ Ü

� è�ìBá ©ÅÄ å © ánÞ ánè'©NªÉì

X∗ æ î î ï ã ç î éWâ ä Ú î5Iî í î éËá ã ç î éíâ X � X∗ = {f : X → R
ï Þ í â î�Û :

‖f‖X∗ := sup
‖x‖X=1

|f(x)| <∞} = � (X → R)
ñ

|x| î ý ã ä ï î�à¶â ì´î ï î�âÑä Ú x ∈ R
ñ

|v| 8Tî�é ï ÞÎæ â î í�í ä Û?Ý ä Ú à¶á�â ì âíéíà%ä Û v Þ í
R

2 ä Û R
3 ñ

v · w æ ä�àÈç Û ä æ î�éíà Þ í R
2 ä Û R

3 ñ
v × w é Û ä ã%ã ç Û ä æ î�é�à Þ í R

3 ñ
‖ · ‖ í ä Û%ÝÃÞ í ã ä Ý â 5Iî í î éCá ã ç î éWâ ñ
| · |1 W 1

2 \ ã â Ý#Þ í ä Û?Ý � |u|1 =
( ∑

|α|=1

∫
Ω

|Dαv|2 æ x)1/2 ß�ðÈá�â Û â v ∈W 1
2 (Ω)

ñ

| · |k+σ
� ä	ý�ä ï â ì \ � ï ä	ý�ä æ âWé�� Þ1��ã â Ý#Þ í ä Û%Ý Ú ä Û k ∈ N0 ß σ ∈ (0, 1) �
|u|k+σ =

( ∑
|α|=k

∫
Ω

∫
Ω

(Dαu(x)−Dαu(y))2

|x−y|d+2σ

æ x æ y)1/2 ß�ðÈá�â Û â Ω ⊂ R
d ñ

(·, ·) Þ í#í â Û ç Û ä æ î�é�à Þ í ã ä Ý âB� Þ ï ý�â Û à ã ç î éíâ ñ
〈·, ·〉 æ î î ï Þ àÓè�ç Û ä æ î�é�à Þ í ã ä Ý â 5Iî í î éCá ã ç î éWâ X �

〈f, x〉 = f(x)
Ú ä Û x ∈ X, f ∈ X∗ ñ

∂k
ã á�ä Û àåá î í æ Ú ä Û ∂

∂xk

ñ
∇ Ü	Û�î�æ�Þ â í àWß ∇v = (∂iv)

d
i=1 ß Ú ä Û v : R

d → R
ñ

∇× éWî Û ï ä	ç�â Û�î à¶ä Û ß ∇×v = éíî Û ï v =




∂2v3 − ∂3v2

∂3v1 − ∂1v1

∂1v2 − ∂2v1


 ß Ú ä Û v : R

3 → R
3 ñ

[ �
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∇· æ�Þ�ì â Û%Ü â í éíâ�ä	ç�â Û�î à¶ä Û ß ∇ · v = æ�Þ�ì v =
d∑

i=1

∂ivi ß Ú ä Û v : R
d → R

d ñ

∆ � î ç ï î é Þ9î í ä	ç�â Û�î à%ä Û ß ∆v =
d∑

i=1

∂2v
∂x2

i

ß Ú ä Û v : R
d → R

ñ
∫
Ω

f æ x Ô �ûâíý�â ã%Ü î�â ×~Þ í à¶â Ü�Û�î ï ä Ú à¶á�â ã é î ï î�Û�� â ï æ f(x) ä ì â Û à¶á�â æ ä Ý¥î�Þ í Ω
ñ

∫
Γ

f dsx

ï Þ í â ¬�ã î Û Ú î éWâ Þ í à¶â Ü	Û�î ï ä Ú à¶á�â ã é î ï î�Û�� â ï æ f(x) ä ì â Û à%á�â Ý¥î í Þ Ú ä ï æ Γ
ñ

î�Û%Ü	Ý#Þ í
x∈X

f(x) Ý#Þ í Þ�ÝAÞ8� â Û ä Ú f Þ í X ñ
C(E → F ) ã ç î éíâ ä Ú éWä í à Þ í î�ä	î ã�î í æ ý�ä�î í æ â æ Ú î í é�à Þ ä í ã f : E → F ß~ðÈá�â Û â

E ⊂ R
n ß F ⊂ R

m ñ
Ck(E → F ) ã ç î éíâ�ä Ú�Ú î í é�à Þ ä í ã f : E → F ðÈá�ä ã â æ â Û?Þ�ì´î à Þ�ì â ã î�ç»à¶ä�ä Û%æ â Û k î�Û â

éWä í à Þ í î�ä�î ã ä í E î í æ k∑
i=0

supx∈E ‖f (k)(x)‖ < ∞ ß�ðÈá�â Û â E ⊂ R
n ß

F ⊂ R
m ñ ÷°ä�à%âÒà¶á î à C0 = C ñ

Dα Ô ð*â î � ×~æ â Û%Þ�ì´î à Þ�ì â�ð ñ Û ñ à ñ à¶á�â Ý î ï à Þ \ Þ í æ â�ï α ñ
æ�ÞÕî�Ý B æ�Þ9î�Ý â�à¶â Û ä Ú à¶á�â ã âíàåä Û~æ ä Ý¥î�Þ í B ñ
Hk(Ω) � Þ ï ý�â Û à�\ ã ç î éWâ ä Ú k \4à Þ�Ý â ã ð*â î �r\ æ�Þ�� â Û â í à Þ9î ý ï â Ú î í éíà Þ ä í ã ß Ú ä Û ã î7�U\é Þ â í à ï è ã?Ý ä�ä�à¶á ýcä�î í æEî�Û è Γ = ∂Ω � Hk(Ω) = W k

2 (Ω) ß°ð Þ à¶á à%á�âÞ í#í â Û ç Û ä æ î�éíà (v, w)Hk(Ω) :=
∑

α≤k

∫
Ω

Dαv Dαw æ
x
ñ

I
Ù æ â í à Þ àÓè Ýiî à Û%Þ ï¤ä Û ä�ç�â Û�î à¶ä Û ñ

J 
åÞ â ã�����ÞÎã ä Ý ä Û ç�á Þ�ã%Ý J : H∗ → H ß Ú ä ÛÈã ä Ý â=� Þ ï ý�â Û à ã ç î éWâ H ñ
� (X → Y ) 5Iî í î éËá ã ç î éWâ½ä Ú]ï Þ í â î�Û ýcä�î í æ â æ ä	ç�â Û�î à%ä Û%ã X → Y ß ð Þ à%á X,Y5Iî í î éCá ã ç î éWâ ã ñ ‖f‖ � (X→Y ) := sup

‖x‖X=1

‖f(x)‖Y
ñ

O(·),O(·) � î í æEî î ã è Ý ý�ä ï ã ñ
Ý â î�ã dM �ûâWý�â ã?Ü î�â Ý â î�ã î Û âÑä Ú à¶á�â d \ æ�ÞÎÝ â í ã%Þ ä í î ï Ý¥î í Þ Ú ä ï æ M ñ
Pp(X) ã ç î éWâAä Ú ç�ä ï è í ä Ý#ÞÕî ï ã X → R ä Ú æ â Ü�Û âíâ p ß Ú ä Û�ã ä Ý â 5Iî í î éËá ã ç î éWâ

X
ñ

R(f) Û�î í Ü âÒä Ú à%á�â Ú î í é�à Þ ä í�Ú ß R(f) = {y : ∃x : f(x) = y} ñ
ã ç î í {f1, . . . , fn} ã ç î í ä Ú à%á�â ì âWé�à¶ä Û?ã ä Û Ú î í éíà Þ ä í ã fi

ñ
ã î�ç�ç f ã î�ç�ç�ä Û àåä Ú à¶á�â Ú î í é�à Þ ä í f : Ω→ R ß Þ ñ â ñ {x ∈ Ω : f(x) 6= 0} ñ
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Uδ(u) à¶á�â�ä	ç�â í δ \4â í ì Þ�Û ä í Ý â í à�ä Ú u Þ í ã ä Ý â 5Iî í î éËá ã ç î éWâ X � Uδ(u) :=

{v ∈ X : ‖u− v‖X < δ} ñ
W k

p (Ω) � ä�ý�ä ï â ì ã ç î éíâ<ä Ú k \4à ÞÎÝ â ã ð*â î � ï è æ�Þ�� â Û â í à Þ9î ý ï â Ú î í éíà Þ ä í ã v ð Þ à¶á
‖v‖2k,Ω,p :=

∑
|α|≤k

∫
Ω

|Dαv|p æ x <∞ ñ

W k+σ
p (Ω) � ä�ý�ä ï â ì \ � ï ä�ý�ä æ âWé�� Þ��Ðã ç î éíâ¡ä Ú k \4à ÞÎÝ â ã ð*â î � ï è æ�Þ�� â Û â í à Þ9î ý ï â Ú î í é3\à Þ ä í ã v ð Þ à¶á ‖v‖2k,Ω,2 + |v|2k+σ <∞ ß�ðÈá�â Û â k ∈ N0 ß σ ∈ (0, 1)

ñ



s è�� ê�è'©��}ãnÞàß Ý��

� ÖW��
 ñ�� æ#î�Ý�ã ñ� �er¡�e	¢ÎÉ�@� r£7¤¦¥ËÉ�§�ñ7� é î�æ â Ý#Þ éB¨ Û â ã?ã ß�÷°â�ðª©�ä Û ��ß Ö �r« n ñ
� ø � lPñ 5Iî éËá Þ í Ü â Û ñ�¬®¦¢¥ÊF¯�°�d�¯F±² �e	¢¥@�É�d�§Cf*e	d=³�±y¬´¦¢¥Ê�¯.µ7¤�d3¶·e	¸a¯�¥�¹=e	¸a¢º¯»¸HÉ:¤�dE¬¼¤'°�¸cÉ�Ê�¯�¥�½O¯¹É�¢�±¾ e	¶@£¿�Ê�¤�ÊF¯�e	¸7§�ñ g Þ ç ï ä Ýiî,À á�â ã?ÞÎã ß�Á�ä	á î í,í â ã@Â âWç ï â ÛVÃ í Þ�ì â Û%ã%Þ àÓè|ä Ú � Þ í � ß Ùgí ã à Þ à¶î à¶â�ä Ûû ä Ý ç�î à î à Þ ä í î ï�Ä î à¶á�â Ýiî à Þ é ã ß ø u�u Õ ñ
��Õ���g ñ 5*Û�î â ã%ã ñ�½O¯»¸a¯JÊ/É º ¢ÎÉ�¶ÐÉ�¸FÊ/É5Å K µFÉ�e	d3¯¹É·§#¥�µ¦¸HÉ�¢�¢ÎÉ�d²Æ�Ç#§�É�dÈ¦¸¿± ¯ ¸aÉ*É�¸¿±�p¸¦°�É�¸Ê¯»¸Ë±�É�d

º ¢�¤	§�ÊF¯�Ì5¯JÊ�Í�Ê»§�ÊÎµFÉ�e	d3¯¹É�ñ�ø�ña� î7Ï î�Ü â�ß � ç Û?Þ í Ü â Û ß Ö �	� q ñ� ù � Á ñ � ñ 5*Û�î�Ý ý ï â ñ¦¬´p¢¥ÊF¯�°�d3¯F±�¬½É�Ê»µae5±	§�ñ �.ä í Ü	Ý¥î í � é Þ â í à Þ�� éJÐ À âWéËá í Þ é î ï ß¦� î�Û ï ä1ðÑß Ö ��� Õ ñ
� n � Á ñ � ñ 5PÛ�î�Ý ý ï â�ß�Ñ ñ  á î í Ü ñ K µFÉ ¯ ¸¿¤�¢ B §�¯.§Èe%f_¬®¦¢¥Ê�¯�°�d3¯F±Ò¬½É�Ê»µae5±	§�ñ À â�ï î�ã � Ð Ä Ã í Þ \ì â Û%ã?Þ à/è	ß Ö �	�r« ñ
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=	>DC'`FEHGI> ^ `JCLKMAN� î ã à Û?Þ �
NO>3CP?�EBQSRU`FTPCVUWA�XW� î Ü î ã àmß Ö X « X
Y ^ >4Z[?	EBQSRU`\TPCVU]A 0 éËáaô Û?æ�Þ � Ü ß � î ã à Û%Þ �
^`_&abZ[>3C#`FEHG]A

Ö X [rn#Ù Ö X [ X c ä!�.� ã%ã éCá+î%�Îâ Ô â��Îâ Ý â��+à$� Û è ã éCá�ä�ä[� ×
0�à ñ¿Ä � Û%Þ â���� ÞÎÛ éCá�â*��ý ñ 0 éËáaô Û%æ�Þ � Ü

Ö X [ X Ù Ö X[X « d*î3� æ â ã%Û â*�!� Ü è Ý �4� ã?Þ î Ý Ô ã âWéíä[� æ � Û è�éWä Ý ç Û âWá�â�� ã%Þ�ì â ã éËá�ä�ä!� ×
0 éËáaô Û%æ�Þ � Ü

Ö X[X « Ù ø uru Õ 0�à%î æ�Þ â ãÈÞ � À âíéCá3� Þ é*�!� Ä ��à¶á�â Ý ��à Þ é ã ßÁ�ä	á%�!�%��â ãVÂ âWç%��â ÛîÃ � Þ�ì â Û?ã%Þ à/èÈ� Þ � �
egf ?hZo`\> ^�i Z!C'`\j�`JC#`\?hk!A� î Ü î ã à ø uru ø Ö qml2n "]� Ä»Ù�Ä ä æ â*�-� Þ � Ü å âíâ5��ß Â � ÞÎã â Û%ã �o��î à¶â Û �'ßBpÒâ Û?Ý �'�+è

Ä � Û éCá Ù � î Ü î ã à g Þ ç%��ä Ý � ã à¶î æ â��+àq��àsrÈä	ý�â Û àSd*ä ã éËá#p Ý ý���ßø uru Õ 0�à%î�à%à Ü � Û à�\tpÒâ Û � Þ � Ü â��'ß4pÒâ Û%Ý �!��è


