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Vorwort

Das vorliegende Vorlesungsskriptum entstand aus Vorlesungen, die der Autor im Winterse-
mester 1994/95 und im Wintersemester 1996/97 an der Johannes Kepler Universitdt Linz
gehalten hat. Die Lehrveranstaltung ,,Numerik 111“ ist die dritte Vorlesung in einem Zyklus
von drei Vorlesungen zur ,,Héheren Numerischen Mathematik®.

Die Vorlesung ,,Numerik I* stellt das Handwerkszeug zur numerischen Behandlung linearer
und nichtlinearer Operatorgleichungen in Banach- bzw. Hilbert-Rdumen bereit und gibt eine
Einfiihrung in die Theorie moderner Funktionenrdume (Sobolev-Rdume, Rdume von Distri-
butionen) [16]. In der Vorlesung ,,Numerik 11 [17] werden Randwertaufgaben (RWA) fiir par-
tielle Differentialgleichungen (PDgl.) und die wichtigsten Techniken (FEM, FDM, FVM) zu
ihrer Diskretisierung betrachtet, sowie ein Uberblick iiber moderne Verfahren zur Auflésung
der bei der Diskretisierung entstehenden Gleichungssysteme gegeben (siehe auch Spezialvorle-
sung [15]). In der vorliegenden Vorlesung ,Numerik I11“ werden Anfangswertaufgaben (AWA)
und Anfangsrandwertaufgaben (ARWA) fiir gewthnliche und partielle Differentialgleichungen
und die wichtigsten Methoden zu ihrer numerischen L&sung betrachtet. Zur Vorlesung gehért
das Praktikum , Zeitintegrationsverfahren* (siehe Anhang A). Im Praktikum werden Ubungs-
aufgaben behandelt und ein praktisches Beispiel auf dem Rechner simuliert. Dieses praktische
Beispiel wird durch ein Team von zwei Studenten in seiner Ganzheit (Modellierung, Analy-
sis, numerische Analysis, Implementierung, Simulation, Ergebnisbewertung) bearbeitet. Die
einzelnen Teams prédsentieren ihre Ergebnisse in seminaristischer Form.

Die vorliegende Vorlesung setzt Kenntnisse aus den Grundvorlesungen zur linearen Algebra,
zur Analysis und zur Numerischen Mathematik, sowie die in den Vorlesungen ,,Numerik 1“ [16]
und ,Numerik [1“ [17] vermittelten Lehrinhalte voraus. Zum anderen liefert die Lehrveran-
staltung ,,Numerik 111 Vorkenntnisse fiir nachfolgende Spezialvorlesungen zur Numerischen
und Angewandten Mathematik als auch fiir Spezialvorlesungen zur Industriemathematik.

Das Skriptum wurde bewuf3t im Stile eines Vorlesungsmanuskriptes gehalten. Im Gegensatz zu
vielen Lehrbiichern wurde auf ,belletristische® Ausschmiickungen verzichtet. Die Lehrinhalte
sollen schnell und kompakt erfafibar sein. s wird eine Vielzahl von Abkiirzungen eingefiihrt.
Die Abkiirzungen U x.x und (mms) bedeuten harte Arbeit an der Materie. Das Lsen von
Ubungsaufgaben und das ,Mach-Mal-Selbst“ ist angesagt. Das vorliegende Skriptum ist ein
Arbeitspapier, es ist kein Ersatz fiir den Vorlesungsbesuch und auch kein Ersatz fiir ein Lehr-
buch, aber eine gute Vorbereitung auf die allfillige Priifung.

Der Autor mochte an dieser Stelle Frau Doris Holzer fiir die Erstellung des IATpX-Files und
fiir die umfangreichen technischen Uberarbeitungen recht herzlich danken.

Ulrich Langer
Linz, den 1. Februar 1997
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Kapitel 1

Einfiihrung

m Ziel

der Vorlesung NUMERIK 11T ist das Kennenlernen von Handwerkszeug zur Analysis
und zur numerischen Behandlung von

e Anfangswertaufgaben (AWA) fiir Systeme gewd6hnlicher Differentialgleichungen
(Dgl.) der Art

Ges. u(t) = (ur(t), ..., ua ()" :
(1) Dgl.: a(t) = f (t,u(t)), te [ =T =10,T],
AB: u(0) = uo (Anfangsbedingung).

e Anfangsrandwertaufgaben (ARWA) fiir parabolische partielle Differentialgleichun-
gen (PDgl.) der Art. (— siehe [17] Numerik II, Pkt. 1.1):

Ges. u(z,t) :
St Du(e )] = Slet) Vo) € Qr=0x T,
———’
(2) !

linearer [nichtlinearer]
elliptischer Operator

+ RB: 1. - 4. Art,

+ AB: u(z,0) = ug(z), = € Q.

Semidiskretisierung durch die

(1 = (2)

vertikale Linienmethode

Die Semidiskretisierung von (2) durch die sogenannte (vertikale) Linienmethode




(= Ortsdiskretisierung durch Galerkin-Ansatz u(z,t) = Zn: w;(t)pi(z)) fithrt un-
=1
mittelbar auf (1) zur Bestimmung der zeitabhingigen Koeffizienten u;(t), ..., u,(t).

e ARWA fiir hyperbolische PDgl. der Art (— siehe [17] Numerik 1I, Pkt. 1.2):

Ges. u(z,t) :

0%u

T + Lu(z,t) = f(z,t) Y(x,t) €Qr

(3) + RB: 1. - 4. Art

U($, 0) = u0($) _

4+ AB: ¢ x €
Sr(@.0) = ()

e Erhaltungsgleichungen (6rtlich 1D):
Ju 0 P -
o T, VWl=0 in Qr=RXxT

+ AB: u(2,0) = ug(z) in R

m Inhalt:

e ARWA fiir parabolische PDgl. (Kapitel 2)
o AWA fiir (Systeme) gewdhnliche Dgl. (Kapitel 3)
e ARWA fiir hyperbolische PDgl. (Kapitel 4)

m Wichtigste Literaturquellen:

e zu Kap. 2: [4], [20], [21].

e zu Kap. 3: [1], [5], [6], [19].

e zu Kap. 4: [4], [20].

e zu Erhaltungsgleichungen: [4], [13], [20].

m Praktikum: zur Vorlesung Numerik III zum Thema ,,Zeitintegrationsverfahren®
— siehe Anhang A.



Kapitel 2

Numerische Behandlung
parabolischer
Anfangsrandwertaufgaben

2.1 Gewichtete zweischichtige Differenzenschemata fiir die
instationire Wirmeleitgleichung
2.1.1 Konstruktion und Eigenschaften

m Btr. der Einfachheit halber zunéchst die 6rtlich 1D, instationidre War-
meleitgleichung in differentieller Form (siehe [17] Numerik II, Pkt. 1.1.2)

hier

= Ausgangsaufgabe = 1. ARWA:
Jdu 0 Ju
Ges. u($7t) : Cp% - 8_$ </\8—$) +qu = f($,t), ($7t) S QT = (avb) X (OvT)
(1) u(a;1) = ga(?)
RB: teT=(0,T
TRB: oy =gy [1ET=OT)
+ AB: u(z,0) = up(z), v € Q=]a,b]

m Btr. Spezialfall: ¢, p, A = const. > 0, ¢ =0.

e Mit k2 = \/cp und f = f/cp folgt aus (1):

du P
E_ 2W:f($7t)7 ($,t)€QT
+ RB + AB




e O.B.d. Allg.: k=1, a=0, b=1.

Tatsiachlich:
_rT—a T-—a
I—b—a b—a {
9 _99z_19 0
dr  0i0x 10 Ot

k2

l_2t ou  O*u 17,
29 di _ 0i? k2’
2ot

ou  0*u
Ges. u(z,t) : 5% 92
(1)
+ RB: u(
u(

m Gitterkonstruktion: Raum — Zeit — Gitter (vgl. [17] Numerik II, Pkt. 5.1.1)

4
tm=T
- -+ - — |- - + = —|9
, I '
ty=g7 T I
| |
| T
| |
’T:At | |
| |
I I
11 } f
to=0
R — T _ 1 T
K 0 h=Azx Kompatibilitatsbed.
omp. || ) | (1)=41(0)
uo(O)Zgo(O) zo 1 ri=th Ty WO =91

. — z.B. gleichmiBig

Whr = Wp X Wr,

wp ={a;=th:i=1,n—1}, h=1/n,

w, ={t;=jr:j=1,m—-1}, 7=
e :{tj:jr:jzo,m—l}.

T/m,



® Bez. von Gitterfunktion:

A - 1 J_ .
ViWpr =wp X 0 — RY, v = v (24, t5);

v =1 =v(-t;) o = IR : Gitterfkt. auf j-ter Zeitschicht;
v:w,; — [w, — IR — abstrakte Gitterfkt.;

n explizites Schema rein implizites Schema

v — Vg = (2, 1) T €wy, €, vy — Oz = (2, 1)

o RB: vj = go(t;), t; =47, j=1,m
vl =g1(t), t; =41, j=1,m
o AB: v? = ug(z;), x; =ih, i=0,n
e Wahl von ¢: 0= f, = F, —(f—l—f)/Q?
R P S e g L
T h? ¢ T h? ¢
i=1,2,...n—1 i=1,2,...n—1
j=0,1,...,m—1 j=0,1,...,m—1
+ RB (o) + AB (o) + RB (e) + AB (o)

o-gewichtetes zweischichtiges DS
(=Einschrittverfahren)



® Kompromif}: Familie von DS = o-gewichtetes zweischichtiges DS

Ges. v:wp — IR :
. . vy — 00z — (1 — 0)vze = @ (2, 1), (2,1) EBhT:
im Sinne: -
e Approximation =wpX W,
s Sl + RB: o} = golty), v =gi(t;), j=T,m
¢ Aubwal + AB: 0? = ugp(2;), i=0,n (2)
0 < o <1 noch frei wihlbares Gewicht
J+1 T
; |
1—1 7 1+1

® Bemerkung:

* Kompatibilitdtsbedingung: go(to) = ug(zo) = vl

91(to) = uo(a,) = vy

* Im allgemeinen Fall (verdnderliche Koeffizienten, 2D, 3D etc.) wird Ortsdiskreti-
sierung mit Integralbilanzmethode ([17] Numerik I, Pkt. 5.2) bzw. FEM-Linien—

methode (siche Pkt. 2.3) vorgenommen.

m Spezialfille:

c=10 explizites Schema vf“ =vl +7 [Lpf + 72 (vf_l —2v! + vf+1)]
1 i=1,n—-1 + RB (:=0,n)
7=0,1,....m—1
, AB
J
i—1 7 i+1



J

® Wahl von

()

0<o<1 implizites Schema vf“ — TUU%; = vg + 7 {cpf +(1- U)v%m}
j+1 221771—1 —|—RB (220771) homog
j=0,1,....m—1 der
AB Dirichletbed.

i—1 7 i+1 8]
\ oIt = @

o
S
14270 /h?

— Direkte Auflésung mit LU-Faktorisierung (siehe [9], S. 71 ff) !

o =1/2: CRANK-NICOLSON-Schema

o =2/3: GALERKIN-Schema

@ ]
-

Differenzen-
stern

o =1: rein implizites Schema:

o: in Abhingigkeit von e h, 7

e Approximation (- ordnung)

e Stabilitat

e Aufwand, insbes. bei ortl. mehrdim. Probl.

2.1.2 Lokale Approximationsordnung (Konsistenzordnung)

m Fehlerschema: :z=u — (121): opr — IR':

Zt

— 0%55 — (1 — 0)zzy = (g — 0ligy — (1 — 0)uzy) — @ =2 P(x,1)

RB: 20 =0, 20=0, j=0,m;
AB:29=0, i=0,n.

'_
($7t) € B]’LT: Whp X Wr;




(,1)

1 1
= ut—(§(u—|—u)—|—(a—§)7’/@) —P=

0.2 0,2 0,3
X Taylor o o e
Bez.: (k1) bedeutet u € C*H(Q7)
w=u(z,t+7I) _(@) 8u< ; )
YT\ o ar \"' T

= U — Uge — (0 — %)Tﬂi’x + (O(Tz))m —P=
!
w, =+ O(r%) (0,3)

u  h?o'u
_ ntou -(6,0)
lzs = 55 + 12921 + O(hY), falls @ (6,0)

(0(%);, = O(%). falls (O(=2)**), dh. a®2) (22

T T T R LT R

= % o 1o \"73)7\5), TeTOl
ou  0%u  h? 9Yu 1 ou

= E‘%_E%_("_5)7(7)9”_‘”0(72

R
f—l-ﬁfm -
N——

h? 0 f 4 4,0 6,1
EW—I—O(h)fallstC’ (= ue C%

11

1 h?| [ 0u 5 14
("‘5)”5] (7)., o+

(mms)



® Lemma 2.1.:

Zusammenfassung der Approximationsresultate:

DS Vor. o @ P(a,t)
Schema ue 63 U:U*:%—% c,o:f—l—%},x oder ¢:O(h4—|—7'2)
bester =f+ ?-2%5
Approx.
CRANK- u € C*3 o‘:% o=, :%(f+f) W =0(h?+ 12
NICOLSON

ueCh? 0<o<1 p=f=f=F...| ¢=00*+7)
explizites ue CH? oc=10 @:f7:f7:f7 b =0(h*+1)
Schema

Beweis: folgt direkt aus der obigen Darstellung des Approximationsfehlers.

F

Ck,l — Ck,l(QT)

Differenzierbarkeit bzgl.

Differenzierbarkeit bzgl. ¢
Bezeichnung:

q.e.d.

2.1.3 Zur Stabilitdtsproblematik

m Btr. folgendes Schema mit homogenen RB:

N =
2 — 0%z — (1 — 0)zze = (2, ), (2,) € BhT: Wp X W

RB: zé =0, =2

7 =0, j7=0,1,..
AB: z?:w?

, t=1,n—1;

SRUR

Bemerkung 2.2.:

1. Im Fehlerschema (3): = AB: z? = 0 (homogen),
aber dies setzt voraus, dafl exakt gilt:
1€ Wy

v) = up(;), (2; € wp).

praktisch: Rundungsfehler: vf = ug(z;) — w?, @€ wy.
interessant: Untersuchungen der Fortpflanzung solcher Fehler in den AB:
= Stabilitdt bzgl. AB !

12



2. RB (1. Art) kénnen o. B. d. Allg. im Fehlerschema homogen angenommen werden,
denn durch Homogenisieren
u="U+go(t) + z(g1(t) — go(t))
v =V +go(t) + (g1(t) — go(t))

kann das Problem der Stabilitdt bzgl. RB auf die Stabilitdt bzgl. RS und Stabi-
litat bzgl. AB zuriickgefiihrt werden !

m Def. 2.3.: (Stabilitit bzgl. AB und RS)

Das DS (4) heiBt stabil (bzgl. AB z° und RS ¢, sowie den gewihlten
Normen || - |1y und [[ - [« ;) !), falls

5) =My < ellflly + alWllwyy Yi=0,1,...,m—1,
wobei ¢, ¢g = const. > 0: ¢, # ¢y (h, 7, j, ¥, 2%);
- (/l/b07 /l/b17 A '7¢j)7
1¥]|(+,) — geeignet gewihlte Norm:
2.B.: ||| j) = max ||| o)
k=0,j

Il - llys I+ ll2) — geeignet gewéhlte Normen auf den
Zeitschichten, d.h. fiir Gitterfunktionen

vwp — IR

Spezialfille: Stabilitdt bzgl. AB: ¢» = 0 in (4) = A-priori Absch. (5)
Stabilitédt bzgl. RS: z° = 0 in (4) = A-priori Absch. (5)

® Bemerkung: ,geeignet gewiihlte* Normen

e soll heiflen, die Normen werden eigentlich definiert durch die vom Anwender
gewiinschten ,, Konvergenzaussagen®

e d.h. lok Approximationsordnung O(h? + 79)
U

ET globale Approximationsordnung O (h? + 77),

d.h. WH (=) < cap(u)h? + cao(u)r? < cq(u)(h? +79)
Stabilitat —
v dlSkrete Konvergenz: ||+ |(1) < ex|[wllq) + cacau) (h? 4 79).

13



® Wir untersuchen Stabilitit in folgenden diskreten Normen:

e [;-Norm: Fourier-Analyse (v. Neumann),
e Energienorm: Energetische Methode (siehe Pkt. 2.2),

e C—Norm: Diskretes Maximumprinzip.

m Stabilitat in diskreten Lo —Normen:

= Fourier—Analyse nach den Eigenfunktionen des elliptischen Anteils:

e Bezeichnung:

yiwp,— RY 5 oy e Ly(wy) =Ly (0p) :
n—1
Iyl =Wl7 ) = W wn:= X hyl= 3 hy?
( h) 1EWp =1
-y =11l =1 1T= 11 [ran) (vgl. Def. 2.3.)

e Btr. EWP (siehe auch )

A ( ) c — EW: )\.= —sm2 %, k=1,n—1

—VUzr = AUZ T w -
e ! h EFkt.: ( )—\/751n klﬂ, TEWR, k=1,n—1
Vg = Uy = hier: i(=b—a=1

II Es gilt: {ur}, 75— voll. ONS:

_ ® (up,pm)n=0km
2 -1 (%) (%)

-1 2 -1 O U9 U9 o Fourier— Zerlegung
_ =A|: Z%Mkhuk

o -1 2 -1 Vp—2 Vp—2
-1 2 Vpo1 vy e PARSEVALsche Gleichung:

L n—1

llP=>" (yos)?

n=1

2

e Entwickeln ,Fehler® z = z(-,¢;) auf der j-ten Zeitschicht in eine Fourierreihe nach
den Eigenfkt. {pp}, 15— :

z_zxt Z , T =1x; €Wy

i i

Fourierkoeff.: ¢ = ¢ (t;) = (2(-,¢5), p ()

14



und analog die RS o = 1 (xz,t;) des DS (4):
n—1 n—1
b=, ty) =D dp(t)pr(z) =Y dppr, @ =12 € wp.
k=1 n=1

Fourierkoeff.: di, = (¢, pr)n = (¥ (-, ¢5), p(+))

e Btr. nun DS (4) mit diesen Fourierentwicklungen:
n—1

22—z .
— 0% — (1= 0)zzy =0 = Z drpig,
T k:ll
=10tz =2+ 71— 0)zz + 7 Y dipk,
k=1
n—1
Pk + T > dipik,
n=1

nil(ck —7(1 = 0)Akck)

n—1
> (6 + TOALCR) ke =
k=1 k=1
n—1
kz [6r(1+T10oAg) —cp(1 —7(1 — o) Ag) — Tdi]pur, =0
=1
— [er(1+70A;) —cr(1—7T(1—0)Ay) —Tdp] =0 Vk=1,2,...,n—1
. 1=l =0)) dy, B dy,
= = 1+ 10X Ck—I_Tl—I—TU/\k _quk—I_Tl—I—TO'/\k (6)
)
= qk k=1,2,...,n—1
) n—1 ) n—1 n—1 dk
= 2= 3kl = 3 qkChik + T 20 s Hke
k=1 k=1 k=1 L+ oTAL
e Vor.: lgp] <1 Vk=1,2,...,n—1 (7)
) nX—:I I~ < nX—:I 9 5 n—1 di
ZlIl = cr < qgici + T =
=" = Rk =1 (14 o7 Ag)?
1 (6)
PARSEVAL
(7)y n—1 5 n—1 5
< \JE et T < el + ol
1+o7A>1 T
PARSEVAL

15



e Resultat: ||+ < [|o/]| + r[lw/]| <
< [ 4+ {4+ ) < <

J
< 1=+ 2 1198 <

J
<20+ 7 D max ][]
k=0 [=0,j
———’

=U+Yr=tja <T
<200 + T max [
k=05

—————

=[], 5)

d.h. Stabilitdt bzgl. AB und RS

mit |[- [y =1l =11, a=1 c=T,

falls |gx| <1 Vk=1,2,...,n—1
(vgl. Def. 2.3.).

e Frage: |qp| <17 Vk=1,2,...,n—1:

1—-7(1-0)A
(a) qr = LET;:]C < 1 (gilt automatisch),
l+70XAe+1—7(1—0)A
by -1 < —0<1 =
(b) S Gk <1+ gk [T 7o,
< 2-—TA+ 2100 >0
TAL — 2 1 1
—— —, Vk=1,2 -1
A 27 Ak 2 TN 1Sy
1 1
> <1
e Resultat: 725 TAL — x|
k=1,2,...,n—1 k=1,2,...,n-1

/l\
= f;%sin
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Lemma 2.4.: (L,-Stabilitit)

1 A? S 1 1
2 4r 2 TAmax

. n—1 . 2
Bhs [ i= [ b () <10+ T max |l

e Def. 2.5.: (unbedingte und bedingte Stabilitét)

1
Vor.. o> -— (hier:| o >

e DS heifit unbedingt stabil, wenn Stabilitdt vorliegt, unabhingig
von den Beziehungen zwischen den Gitterparametern (h, 7).

e Andernfalls sprechen wir von bedingter Stabilitit, d.h.
Stabilitdt unter Zusatzbedingungen an die Gitterparameter.

¢ Bemerkung 2.6.:

> L Low = unbedingt stabil !
o> 5~ = 0o unbedingt stabil !
L R 1 A?
0= 0= oo 3" 1 =00 = unbedingt stabil !
1 A2 h? : .
c= 0 > — — — =109 , falls 7 < — = bedingt stabil !
2 47 2
i}
h* 1
o5z
47 = 2
allgemein:
0> ! L — L > ! — < 2
5 - T
- 2 TAmaX TAmaX - 2 - Amax

¢ Bemerkung 2.7.:

Die v. Neumannsche Fourier—Analyse nach den EFkt. des elliptischen Anteils
ist immer dann anwendbar, wenn der elliptische Anteil symmetrisch und zeit—
unabhéngig ist (vgl. auch Pkt. 2.3.).

Aus der oben durchgefiihrten Analyse ist ersichtlich, daf§ sich eine Stérung in den
AB der Form

2 =w = ey
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mit dem Faktor g von Zeit— zu Zeitschicht fortpflanzt, d.h. im Falle einer homo-

genen RS (1 = 0) gilt: 4 4
Zj-|—1 — (]i—HC,Uk — (]i-HZO-

Fiir eine formale Stabilitdtsanalyse untersucht man deshalb die Fortpflanzung der

harmonischen Stérung

29 = " = cos(Ash) + isin(Ash)
mit dem Ansatz o
(eom')] 6w\sh

7
zy =

und aus dem betr. DS (ohne RB !) zu bestimmenden a.
Das DS ist stabil, falls

o] <1

Fiir das explizite Schema mit homogener RS und ohne Beriicksichtigung der RB

T

ZZH = (1- QV)ZZ + (2 + Z§+1)7 Y= ok

erhalten wir z.B.
(eaT)j+leiAsh =(1- 27)(6m)jeixsh + v(em)j (€¢A(5—1)h + eiA(sﬂ)h)

O = (1= 29) 4 (e 4 M) =
=1 =2y 4 v (cos(=Ah) + isin(—=Ah) 4 cos(Ah) + isin(Ah))
=1 — 2y 4+ 2ycos(Ah)
=1 -2y (1 —cos(Ah)).

I
2 sin? %

Die v. Neumannsche Stabilitdtsbedingung |e®™| < 1 ist dann dquivalent zu
Ah
|e®T| = |1 — 2y (1 — cos(Ah))| = |1 — 4~y sin? 7| <1, d.h.
N—— ——
= 2sin? %
. 9 AR
4~ sin > < 2.

N——’
<1

erfiillt (VA) !

N | —

Diese Bedingung ist fiir | v = % <

Das allgemeinere v. Neumannsche Stabilitdtskriterium

(%) e < 1+ecr

18



mit ¢ = const. > 0, ¢ # ¢(7, h) 1iBt exponentielles Wachstum zu:

cT =
|(€oz7')m| — |€ozm7'| S (1_|_ _) S 6cT
m
T ~——
r=1L <e t

m

Das Kriterium () ist notwendig und hinreichend dafiir, daf§ 3 positive Konstante
K =const. > 1, K#K(7) : e < K. (%)
Verbleibt die Notwendigkeit zu zeigen:
Aus (#%) = |e7| < KV = KT;/T < KT= <1l+ecr.
T T
m=T/r Taylor
de = const. >0
(mms)

° Fiihren Sie die formale Stabilitdtsanalyse nach v. Neumann fiir die fol-
genden DS (mit homogener RS) durch:

(a) rein implizites Schema,

(b) CRANK-NICOLSON-Schema,

(c) Leapfrog-Schema (=Richardson—Schema)
ZZH - Zg_l - 2’7(%—1 - QZg + Z§+1) =0; v= 7'/h2 \

(= Dreischichtiges DS = Zweischrittverfahren)

(d) duFort-Frankel-Schema (= modifiziertes Leapfrog-Schema:
220 — 2T 4 207 1): /
At o oy [ - (P ) sl ] =0

(= Dreischichtiges DS = Zweischrittverfahren).
U 2.2| Untersuchen Sie die lokale Approximationsordnung (= Konsistenzord-

nung) des Leapfrog-Schemas (c¢) und des duFort—Frankel-Schemas (d)
fiir die homogene Warmeleitgleichung

ou  0%u
It 922
+ RB: u(0,t) = go(t), w(l,t)=¢:1(t), te T,
+ AB: u(z,0) = ug(z), 2 €[0,1].

=0, z€(0,1), teT=(0,7),

19



Bemerkung: Stabilitdts— und Konsistenzuntersuchungen von (c) und (d) siehe

auch [P II]: U5 - U 7.

m Stabilitat in diskreten C—Normen:

— Diskretes Maximumprinzip: = [17] Numerik II, Pkt. 5.1.4 !

e Btr. DS (4) in der Form
2—T10%z, =2+ 71 — 0)zz, + TV = n(, 1)
fiire =2, €w, und t =¢; € cbﬂ d.h.
(8) —oy 4 (14 209) " — oyl =,
mit v = 7/h? und
O ==+ (0= 200=0)n) 4 (L= 0)yaly e

e DS (8) ist offenbar streng monoton mit

D(z)=—-0y-1+(1+207)-1-0y-1=1.

Aus [Satz [1.5.1 ] aus [17] Numerik II folgt dann sofort:

(10) 1274 |y = max_ || <

t=1,n—1

(C@n) (i=0,n)
/

1 .
P — J = m 4N

TEWH

Setzt man

1-2(1—0)y>0

voraus, so erhdlt man wegen 0 < ¢ <1 aus (9) und (10) die Abschidtzung
ma || < max || < max |=] 4 7 max] ]
K3 K3 K3 K3

deren rekursive Auswertung die gewiinschte Stabilitdtsabschdtzung ergibt:

20



4 J
127 e < 12Negn +7 2 I19¥lown)

< HZOHC(wh) +7T Igna_XH¢kHC(wh)
= 7]

—_———

= {[¥l(x,5)

e Lemma 2.8.: (C-Stabilitit)

Vor:.1-2(1-0)y>0, y=7/k% 0<o<1

Bh |27 o, = max_ |/ < (10w, + T max [[¢¥]log,)

t=1,n—1 =0,

¢ Bemerkung 2.9.:

o =1 = rein implizites Schema ist unbedingt stabil in der diskreten C—Norm;

o= % = (C-Stabilitit fiir 7 < k2, d.h. bedingt stabil;

o =0 = C-Stabilitit fir 7 < & d.h. bedingt stabil.

Stabilitdtsuntersuchungen in der diskreten C-Norm sind auch fiir allgemeinere pa-
rabolische ARWA mit variablen Koeffizienten vom Typ

J J J J
oy = |50 (Mw 05 ) + ol 57 + a0y = )

moglich und relativ einfach.
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2.1.4 Zusammenfassung: Approximation 4+ Stabilitdit — diskrete Konver-

genz

m Konvergenz in diskreter Lo —Norm:

n—1 1/2
el = lellzaany = (S 152)

Satz 2.10.:
Vor. 0<eo <1 Differenzenstern Stabilitdtsbedingung
Auflésung o> 09= % - %
ue CH? c=1 unbedingt
rein impl. DS LU~Zerlegung stabil
ueCH? o=1/2 unbedingt
CRANK-NICOLSON LU~Zerlegung stabil
u e C% 0=0,= % - % unbedingt
Schema bester Approximation LU~Zerlegung stabil
u € CH? 1 (? o (? % unbedingt
fix LU~Zerlegung stabil
u € Ch? 1>0>0 bedingt stabil, d.h. h, 7:
LU~Zerlegung o> 09= % - %
ue CH? c=0 I bedingt stabil:
explizites Schema T < %
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Vor. rechte Seite Konsistenz = lokaler diskrete Konvergenz
(1) (@)
Approximationsfehler ax || w/ — v/ || <T max || <
J=0,m k=0,m—1
¢ W < Tea(u) (h? +79)
UEC4’2 S‘Q:f O(h2—|—7') P:27 q:l
p=1F
ueCt? o=1 O(h* + 72) p=2, ¢=2
p=5(/+1)
u e 63 @Zf-l-%im O(h*+7%) p=4, ¢q=2
p=F+554
UEC4’2 S‘Q:f O(h2—|—7') P:27 q:l
p=1F
u € CH? o=17f O(h?+ 1) p=2, ¢g=1
p=1F
ue CH? o=f Oh*+ 1) p=2, ¢g=1
p=1F
m Konvergenz in der diskreten C—Norm:
e Satz 2.11: ||z]| = ||z]|g(w,) == max |z|
i=1,n—1
Vor: 1) 0<o<1, (1—o)= <=+
or.: _O'_i )3 <5
2) u € C472(QT)-
Bh.: max [|u(-, /) = v]|c(g,) = max  max |u(z;,t;) - of| <
j 7=0,m 1=0,n

7=0,m

(2)

(1)
< Tea(u) (h?+71).
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e Satz 2.12:

e Iiir das Crank—Nicolson-Schema (o = 1/2) gilt speziell
max ||u(-,t') = v]o(z,) < Tealu) (B2 +77),
O

falls 7/h? < 1 (Stabilititsbed.) und uw € C**(Qr).
— 2 it o € [0,1))

e Iiir das Schema bester Approximation (o = 0, = % 197

gilt speziell
max ||u(, ') = v]lo(z,) < Tealu) (b +77),
O

falls 7/h? < 5/6 (Stabilitidtsbed.) und u € C%3(Q7).

2.2 Eine allgemeine Stabilitéitstheorie fiir zweischichtige
Schemata in der Energienorm (Energetische Methode)

2.2.1 Allgemeine und kanonische Form

m Fiir parabolische ARWA (siehe [17] Numerik II, Pkt. 1.1) der Art

88—? + Lu(z,t)= f(z,t), V(z,t) eQr=Qx T
+ RB + AB, mit Q C IR? beschr. Gebiet, T= (0,7) und
mit dem formal s.a. elliptischen Differentialausdruck

(11)

d
Lu:=- > % (aj(x)aa—g?j) + a(z) u(z,t)

1,5=1

sei ein zweischichtiges (%) DS aufgeschrieben, dessen allgemeine Form offenbar folgen-

dermafen aussieht:
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(12) Cro/*tt 4+ Cov? = 7¢(2), j=0,1,...,m—1,

AB: v° geg., T EwW=uwy

wobei v = v/ : @ — IR" — Gitterfkt. auf j-ter Zeitschicht
CN—
H}(Ll)7 - llys () 1y — diskreter H-Raum;
o= gpf :w+— IR' — rechte Seite auf j-ter Zeitschicht;
H}(L?)7 |- H(2)7 ( -)(2) — diskreter H—Raum;

Pkt. 2.1 Pkt. 2.3

Co, Cy Hf(Ll) — H}(LQ) — lineare Operatoren (<« FDM , FEM ,...);

RB — sind eingearbeitet: @ RB 1. Art seien homogenisiert — RS,
e Nat. RB: x€7N272U73:>w:&U7N;

T — Zeitschritt, h — 6rtlicher Diskretisierungsparameter, w — Gitter fiir €2,

v =% =vp =@ \w — diskreter [I'y-Rand (Dirichlet-Rand).

m Kanonische Form:

(13) Bv{—l—Avj:cpj, j=0,m—1; v° geg.

m Beziehung zwischen kanonischer und allgemeiner Form:

(13) <= Bv/t! — Bovl 4+ 1 Avl =1 ¢/

(14) 01:B7COZTA—BbZW.B:ChA:l(CO—FCl)
T

m Beispiel: o-gewichtetes Schema aus Pkt. 2.1:
of —ovilt = (1= 0)ug, = ¢(a), @ €w,
+ RB (hom. 1. Art: go=¢1 =0) + AB
A Av = —vg,, H}(LI) :L02 (wn) = La(wy) = H}(LQ) = H),

= v/t — ) f 7oAVt (1 — o) Av) = T¢)
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= allgemeine Form: (I + 70 A) v/t + (1(1 — o)A — [)vI = 7/
N—_———
= Cl = CO
= Kanonische Form: B=Cy =TI+ 70A

1 1 . 0
A=—(Cot+C)=—(r(l-0)A-T+1+704)=A

m Def. 2.13: (= Def. 2.3): (H"; HY, H?) - Stabilitat.

Das zweischichtige DS (12) = (13) heifit stabil (bzgl. AB v° und RS ¢, sowie

den gewidhlten Normen || - |1y und || - [(2)), wenn fiir evtl. hinreichend kleinen
hund 7 und V5 =0,1,...,m — 1 gilt:

1 J+1 < 0 i

(15) [0 1y < ex 1%y + Czolglggj 19" l2)
mit €1,62 = const. > 0’ Co 7£ Ca(h,T,j,gO,Uo), H ' H(l) = H : HH}(Ll)v
Ny =1l HH? — gew. Normen.

Spezialfille: Stabilitdt bzgl. AB: ¢ = 0 in (12): A—priori-Absch. (15),
Stabilitit bzgl. RS: v® = 0 in (12): A—priori-Absch. (15).

2.2.2 Stabilitéat in der energetischen Norm || - |4

m Standardvoraussetzungen an (13):

H — (diskreter) reeller Hilbert-Raum (— Grundraum), i. S. Raum von Gitterfkt.:
(1) A’l BH7 H( :l> H — lineare Operatoren (¢« L-linear !).
(2) A= A* > 0 spd (« L formal s.a., ellipt. Operator !); d.h.
(Av,w)=(v,Aw), Vv,wée H und (Av,v)>0 Yvoe H, v#£0.
(3) B> 0 (= 3 B~! = Schema eindeutig aufldsbar !).
(4) A, B — seien nicht von t; abhéngig (d.h. Koeff. von L sind zeitunabhéngig !).

m Btr. Fehlerschema: = :(lul) — (1112)

Bz 4+ Az=1, 1 — Approximationsfehler;

16
(16) AB: 2° geg.
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2=y + w: (17) By, + Ay = +; y® = 0: Ziel: Stabilitit bzgl. RS <—l
RS AB: (18) Bw; + Aw = 0; w® = z%: Ziel: Stabilitit bzgl. AB
+ = (16): Stabilitdt bzgl. AB und RS'!

m Die ,,energetische® Identitét: (im parabolischen (zweischichtigen) Falle)

((16), 27z): 27(Bz, z¢) + 27(A 2 ) =27(, 2)

_ 24z 2—z _ 172 T _ 22—z
z= — =50+ 2) - Txn z =

- ) 27 (%Azt,zt) =27(¢, 2)

=(A(E42),2—2) =(A%,2) + (Az,2) — (A%,2) —(A4z, 2)
=0, da A= A*

Resultat: Energetische Identitdt

(19) 27 ((B _ %A) -, zt) b (A2, 2) = (Az,2) = 27(1b, =)

® Lemma 2.14.: (Stabilitidt bzgl. AB)

Vor.: 1. Standardvoraussetzungen (1) — (4).
2. B> ZA,1S.: (Bv,v) > Z(Av,v) Vv e H.

Bh.: Dann ist DS (16) stabil bzgl. AB (d.h. DS (18)) mit ¢; = 1 im Raum H 4
(= zu H energetischer Raum):

(20)  [lw/ L = (Aw w0 < w4

Beweis: ) = 0, d.h. DS (18) ! Fiir (18) folgt aus (19)
= (Aw,w) = (Aw,w) — 27 ((B — %A) wt,wt) < (Aw, w).

= [l@lla < [lwlla- >0 /!

m Beispiel: o-gewichtetes DS aus Pkt. 2.1.:
B=1+4+710A, A=A, Av = —vz,;

H =L, (&) = Ly(w).

e Voraussetzungen (1) — (4) offenbar erfiillt, sogar B = B* (mms)
e Allgemeine Stabilititsbedingung: B =1+ 7104 > %fl !
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1
: [l 4 < [l
g

: offenbar erfiillt }

L

(AVARAYS

0=1%- % : ebenfalls erfiillt

U231 >

+1
lwz ] < flwg]]

. Man zeige fiir das gew. DS mit homog. RS und mit 1 > ¢ > 09 =
die A—priori-Abschitzungen:

, n 2\ 1/2
@ ot = (50 (1)) < o,
() 10 o, < Sl

—= 2 xr

B Lemma 2.15.: (Stabilitdt bzgl. RS)

Aus der Stabilitdt bzgl. der AB gem&fi Lemma 2.14. folgt die Stabilitdt
bzgl. der RS (— DS (17)):

21 iy < T Bk
(21) g7 la < Q2% 1B~ ¥4
N
vgl. Def. 2.13.: [y *!|1) 10*l @) = 19M] g-1 4 -1
—_—
spd
Beweis:

e Btr. DS (17): By + Ay =, y* =0
TB™L. (17):=j=y—-7BtAy+ B = (I -7B 1Ay + 7B~
e Vor. (2): A=A4">0= JAY2; Setzen: v = AY2y, y = A1/ ?p:
= b= (I - rAY?B7 AV v 7 ARy

=: § (Ubergangsoperator) =: f

v=Sv+7f

e Schitzen nun || S || ab: 1
Dazu setzen wirp =0= f=0: 6 = Sw

Lemma 2.14. (Beweis): |[7]|4 < ||y||4

Je—y=A""%
ol < vl
0

ISol < floll Yoen
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Resultat: |S]<1

Bem.: || S ||= || - 7B71A]|4 (mms)

v=Sv+r1f | S| <1
! !
SISl 7lA< TS el + 7L< [l + 7L

e |[v

= o < I+ P S < el 7 S

. J
Sy A < 90N+ 32 1B R4 (22)
H/a/ k=0

J
< B R[4 - 1<T B 4.
< gmax (1Bl r; <T jmax (1Bl
———
=(+1r<T

q.e.d.

m Satz 2.16. (Stabilitdt bzgl. AB und RS)

Vor.: 1. Standardvoraussetzungen (1) — (4).
2. B> ZA.

Bh.: Das DS (16): Bz + Az = ¢, 2z° — geg., ist stabil bzgl. AB und RS im
energetischen Raum H 4 (genauer: Hy; Hy, Hg-14p-1):

(23) A < Ca+ T oD% [0* p-1ap-1-

Beweis:

o folgt sofort aus Beweis von Lemma 2.15., Abschitzung (22);

e bzw. aus z =w+y Lemma 2.14. Lemma 2.15.

/ / /

I H a < e+l + e <
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m Beispiel: o-gewichtetes DS aus Pkt. 2.1.:

B=1+4+710A, A=A, Av= —vs,, H:L02 (W) = La(w) = Hy,

vertauschbar
v
|B~14|[a = sup (T+or D7, v)y (AU +or4) 79, 0) _
et l|v][ 4 vel [|v][ 4
vE
/l\

= (I + o7A) ist s.a. und p.d. bzgl. Skalarprodukte (-,-)4 und (-, )

(I + o7 A)~LA%S, A0Sy)

= sup < (I +omA) 7 [9lla < 1-][40]]a
vel 0]l —_—
_ 1 4
T 14+ 0T Amin(A)
Satz v. Banach
d.h. (Has Ha, Ha)-Stabilitit: | [[=27)] < 2200+ 7 max k]
<k<j

m| U 24

Man zeige, dafl das o—gewichtete DS aus Pkt. 2.1 im energetischen Raum
H ;7 = A stabil ist und daf die a-priori-Abschétzung

J < |20 T k
llzz" 1] < lzzl] + Oglggj!ml]

(fiir das Fehlerschema) gilt, falls 1 > o > 09 = % - %.

Hinweis: 1) Satz 2.16. anwenden.

2) |Izllz = l|2z|] (Formel der partiellen Summation).

3) Satz von Banach ||(/ + K)_IH <7
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2.3 Galerkin—FEM fiir parabolische ARWA

2.3.1 Verallgemeinerte Formulierungen parabolischer ARWA

® Btr. zuniichst parabolische ARWA in klassischer Formulierung (vgl. [17] Nu II,
Pkt. 1.1: Instationdre Wirmeleitprobleme bzw. Wirmeleit-Wiarmetransport-Probleme):

Ges. u(w,1) € X = C2HQr) N CO(Q x [0, T)) NCHQUT, UTs x (0,7)):

d
88—? Z%(a”xt )—I—Zazx

1,5=1

(x t) (xvt) = f(wvt)

V(z,t) € Qr =Qx T, T= (0,T),
Q C IR* — beschr. Gebiet: I' = 9Q € C?;

(24) ci A. (Homogenisieren)
+ RB: wu(z,t) =g1(z,t) =0, Ve el
du(z,t) d du
A iEIaij(x,t)a—%ni =ga(z,t) Ve ely } vy
Ou(z,t
8(1\7 ) + r(z,t) u(z,t) =gs(z,t) , Ve els
+ AB: u(z,0) = up(z) Ve eQ
T . .
t Raum—Zeit—Zylinder
I'; 75 I'; (t)
p in der Praxis ist auch
I, =TI} (t) moglich !
Qr
/ "
1
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o 1,k
m Variationsformulierung in Sobolev—-R&umen der Art W

, (Qr) auf
dem Raum—Zeit—Zylinder Qr := 2 X T:
° ﬁ“ 1,k
Sei W, (Qr):= {u € Wy (Qr) = ulr, xjo,r) = 0} — Ansatzfkt. = Lsg.—Raum,

. — 0
Wzlvl(QT) = {v € WQIJ(QT) : ZIj:lT —0 (> 1) } — Testfkt.—Raum,
(24)

[ PDgl. «w(z,t)dedt Yve W Qr), k+1=1:
Qr

(a) Nur partielle Integration im elliptischen Hauptteil:

o 1,1
Ges. u €W,y (Qr):

d d
f (uv—l— E a” ou 8U Z v—l—auv) dacdt—l—f [ ruvdsdt =
QT 7] 1 Z

Z =1 0 F3
(25)

01,0
=/ fvdxdt—l—f fggvdsdt—l—ffggvdsdt Yo eW, (Qr)
Qr 03
+ AB: u(z,0) = up(z) 1.S. Ly(2), d.h.

lu(-,t) = uo ()| 1oy — O fiir £ — 0.

_ Ou
mit % = 5 -

(b) Partielle Integration im elliptischen Hauptteil und im Term mit der Zeitableitung

o 1,0

Ges. u €W, (Qr):

d d
- Qf (—uv—l— ]Zlamgu dv —I—Zaz v—l—auv) dwdt—l—f [ ruvdsdt =
26 T :

0T

Juo(z)v(z,0)da+ [ fvdxdt—l—f fggvdsdt—l—f [ gsvdsdt
Q Qr 0T, 0T

o e WM Q).
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Bemerkungen:

1. Existenz—, Eindeutigkeits— und Regularititsaussagen siehe Literatur (z.B. [14] La-
dyshenskaja A.: Aufgaben der Mathematischen Physik, Nauka, Moskau 1973).

2. VF (25) und (26) sind Ausgangspunkt fiir die FE-Diskretisierung mit Raum-Zeit-
Elementen !

m Linienvariationsformulierung (LVF):

(24)
o [PDgl. w(z)de, YveVo={veV =Wy (Q):vlr, =0}, Vii.teT

Q
} +— Schritte (1) — (5., [17] Nu II, Pkt. 3.1.2.1!
LVE:

(27) = (24)Lvr

(Vy) (?)
Ges. u(x,t), sodaB V fii. t € T, u € Vp und % € Ly (2):
d d
. Jdu Ov Ju
/u(x,t)v(x)dx—l—/ (Z_: aija—xj 8—962 + Z:aia—xiv—l—auv) dxr + /mwdx =
Q Q 0,5=1 =1 I
= (4, v)o =a(u,v) =< A(t)u(t),v >
N— —’
v\ = a(t;u,v) evy
=< i,v> = L(u,v)o
€
Vi

:/fvdac—I—/ggvds—l—/ggvds7 YvoeVy Vii.teT
Q Iy s

=< F(t),v>
€

+ AB: u(z,0) = up(z) in L2(9).

Nach evtl. Homogenisierung (v = ¢1 + w (1)) der Dirichlet—
§ +—  schen RB erhalten wir eine Cauchy-Aufgabe (AWA) fiir eine
Operatordifferentialgleichung (ODgl.)

Ges. u(-) : T = Vo mit a(-) : T — V§ :
(24)oDgl. w(t) + At)u(t) = F(t) in V7, VIii.teT,
+ AB: u(0) = up in Ly(92).
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e Zur prizisen Formulierung von (27), sowie von Existenz— und Eindeutigkeitsaus-
sagen bendtigen wir noch einige funktionalanalytische Hilfsmittel !

m Funktionalanalytische Formulierung und Untersuchung der LVF:

o [;—Riume abstrakter Fkt.:

X — Banach-Raum (bzw. Hilbert-Raum), T = (0,7).
Ly (TvX) = {u :T— X HuHLz(T,X) < 00}7

1/2
wobel ||ullz, (T, x) = (IHU()H%dt) -

Es gilt: (mms)
1) Ly(T,X) ist selbst ein B-Raum.
2) Ly(T,X™) = [L2(T, X)),

falls X — reflexiv, separabel; X* = Dualraum zu X.

e Evolutionstripel (Gelfand-Dreier):

Das Raumtripel {X, H, X*} heifit Evolutionstripel, falls X C H C X™:
(a) X — separabler, reflexibler B-Raum, || -||x,

(b) H —separabler H-Raum, (-,-)= (-, )m, ||-|=,

(c) X liegt dicht in H: ||v||lg < ||v||lx Vv € X.

e Beispiel: 1) X =H! (Q), H=12(Q), X*=HYQ) (1. ARWA),
2) X =V, , H=1,9Q), X*=V; (1).

e Man sagt, u € Ly (T, X) besitzt eine verallgemeinerte Ableitung
w=1u € Ly(T, X", falls

T T
/c,’o(t)u(t) dt = —/c,o(t)w(t) dt in X* Vo C%(T),

T T .
dh. <[fo)ut)dt,v>=—-< [o®)w(t)dt,v> YveX Veoe C(T),
0 0
wobei < -,->: X* x X = IR! - Dualititsprodukt.
o WHT X)=WH(T;X,H):={ue Ly(T,X):30 € Ly(T, X" }:
lullwyer xy = llullo,(r,x) + 1l (1 x) (Grapennorm) bzw.

Hunl TX) HuHL2 T.X) + HuHL2 T, x*); falls X — Hilbert—Raum.

34



Fiir w € W3(T,X) gilt (mms):

1) Abb. w:T =[0,T]+— H ist stetig (nach Anderung auf einer Menge vom Mafe
Null), d.h. WHT,X) < C( T, H) und u(0) € H ist korrekt definiert.

2) Formel der partiellen Integration:
¢

(u(®), v(t))m = (u(s), v(s))n = JI< w(7), v(7) > + <V'(7), u(r) >]dr,
wobei < -,->: X* x X = IR! - Dualititsprodukt.

d

3)%

(u(t),v) =<au(t),v> VYveX Vfii.teT.

e Damit ld8t sich die LVF (27) wie folgt formulieren:

Ges. u € W (T Vo) = Wi (T;Vo, H) mit u(0) = ug € H = Ly(Q):

d
%(u(t),v) +a(u(t),v) =< F(t),v> Yvely VIii.teT

(27) [ [
<a(t),v> < A(t),v>
a(t) + A(t)u(t) = F(t) in Vi Vii.teT

i+ Au=F in Ly(T,Vg)

717

in C(T,Vy)

mit

u € CYT,V§) ges.

e Satz 2.17:

Vor.: 1) Die Bilinearform a(-,-) : Vo x Vo — IR' (der Einfachheit halber sei
a(-,-) t-unabhingig, d.h. a;; = a;;(x),-) sei Vy — elliptisch und
Vo — beschr., d.h. 3 iy, g = const. > 0:

a) pm||v]lf < alv,v) Yo eV,
b) la(u, v)| < pollully [|v]ly  Yu,v € V.

2) F'e Ly (T,VY).
3) Uy € LQ(Q) = H.
Bh.: 1) 3! uwe W)} (T;Vo, H) : (27).
t —
2) llu®llo < [lwollo + [IF()llvzdr Ve €T .
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Bew.: siehe [23] Zeidler E.: Vorlesungen iiber nichtlineare Funktionalanalysis 11.
Teubner—Texte zur Mathematik,

‘—> Afnichtlinear‘ Leipzig 1977, S. 61 ff. und S. 155 fT.

. Man zeige die zweite Aussage (A-priori-Abschdtzung) von Satz 2.17.

Hinweis: Setzen Sie in (27) v = u ein !

e Regularititsaussagen siehe Lit., z.B. [21] Thomée, 1984.

Um Diskretisierungsfehlerabschdtzungen zu erhalten, bendtigen wir in der Regel
hohere Glattheit von der Lsg. u als die im 3 ! — Satz 2.17 angegebene.
Parabolische ARWA besitzen die sogenannte Glattungseigenschaft !

7.B. gelten fiir die 1. ARWA
@ —Au=0in Qr, uw=0auf 9Qx T, Q — glatt, u = ug(2) fiir £ =0 und
fiir up € L2(2) und ¢ > 6 > 0 die Aussagen:

1)ue HFQ) VE>1,
2) u(®)|le < ct™2F||ugllo V¢ > 0.

2.3.2 Semidiskrete und volldiskrete Ersatzaufgabe

®m Ausgangspunkt: = LVF (27):

Ges. u € W} (T,Vp) mit u(0) = ug € L2(Q) geg.:

(27) d
%(u(t),v)o—l—a(u(t),v) =< F(t),v> Yvely teT

i4 Au=Fin Ly(TVy)

m Zwei Diskretisierungsstrategien:

1) Die (vertikale) Linienmethode: Erst 2, dann ¢ !

T T
FEM ODE-Solver

Diese Methode wird in dieser Vorlesung ausfiihrlich behandelt !

2) Die Rothe-Methode (horizontale Linienmethode): Erst ¢, dann z !

(siche auch Pkt. 2.3.3 ,, Zusammenfassung®) T T
Impl. Euler FEM
Operator - fiir ellip.

ODE-Solver Problem
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_ m—1
o Zerlegen T = [0,7] = U [tj,tj41], t; = j7 (ohne Beschriankung der Allge-
6=0
meinheit: gleichméBig '), 7 =1"/m:

T = [07T] to tl tz t] =7 T tm
(t—tja)/7, t€ltj—1,t)]
o Def.  o;(t) =4 (tj1—2)/7, tE€[t;,tjn], j=1Lm—1

0 , sonst

mit offensichtlichen Modifikationen fiir 7 = 0 und j = m.

e Die Ndherung an die Losung u(z,¢) wird durch die Rothe-Funktion

m

ur(, ) =Y uj(x) i(t),

=0
gegeben, wobei u;41 € Vo (& u(-,t;41)) aus der Variationsgleichung

(Uj+1 — Uy

T vv) Faltjpiiujpr,v) = < Ftjp),v> Vv ey,
0

(7) (7 Stetigkeit)
7=0,1,....m—1; wugy geg.

bestimmt werden.

e Literatur: [18] Rektorys K.: The Method of Discret. in Time and PDEs.
Dordrecht, Boston, 1982.

[10] Kacur J.: Method of Rothe in Evolution Equations.
Teubner, Leipzig, 1985.

m Die semidiskrete Ersatzaufgabe mittels (vertikaler) Linienmethode:

= FEM-Galerkin-Approximation mit zeitabhdngigen Koeffizienten ! (vgl. [17] Nu II)

Ansatz: uy, = up(z,t) = Y wD(t) pl(x) € Wi (T, Von) € Wi (T, Vo),
zEth/—/

(28) ew; (T) /
wobel Vpp, = span {p(i) 11 €wp} C Vo - FE-UR.
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(27)h

a(t7 Up, Uh)

d
Ges. up(z,t) : %(uh,vh)o + a(up,vp) =< F(t),v, > Yo, € Vg, VEii.t €T

AB: z.B. Ly—Projektion:
(un(-,0),vp)0 = (uo(+),va)0 Yo € Vop.

i +— Ansatz (28) fiir uy, in (27)}, einsetzen: up, <> u;, = uy(t)
U — o =pH, kew, 1
FE-Isom.

Ges. wy, = [0 ()]icw, € W3 (0, T)]; N =Ny = |wy| :
> (P9, p®)o @ (t) + 3 a(pl®, p®)) uD(t) = < F(t),p®) >, k € wp,

1EWH 1EWH

AB: 32 (9, p*)o wlD(0) = (ug, p*)o, & € wp.

iEwh

(27)h

Ges. uy,(t) € (W30, : Myup(t) + Kn(t)u,(t) = [0, viiteT,
Mh@h(o) = 2h7

mit Mj, = [fp(i)(x) P (2) dx] — Massenmatrix,
Q2 kicwy,
Kp(t) = [a(t;p(i),p(k))]wewh — Steifigkeitsmatrix,

T T
falls Koeff. der PDgl. bzw. der RB 3. Art zeitabhingig sind !

ih (t) = [< F(t)vp(k) >]k€wh < [LZ(OvT)]N — Lastvektor,

g9, = [f uo(x)p(k)(x) dx] € RN — Vektor der ,Momente“ der AB.
Q2 kEwp

Zur Bestimmung der Vektorfkt. (Koeffizienten)
uy (t) = [ ()]iew, € V30, )N
erhalten wir das System (27);, gewdhnlicher Dgl. mit den

AB u,(0) = Mh_lﬂhv d.h. eine AWA (Cauchy—-Aufgabe).

Resultat:
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® Probleme:

L) 3 ay,(t) € W30, T)N: (27)5.

2.) Weitere Eigenschaften der AWA (27):
? Eventuell steifes Dgl.—System ?

3.) Numerische Verfahren zur Losung von (27);:
= volldiskrete Ersatzaufgabe ?
7 Stabilitdt, Approximation, Konvergenz, Aufwand 7

4.) Gesamtfehlerabschétzung.

m Zu Problem 1.): 3! u,(¢) € [W(0,)]N: (27),,

Satz 2.18: (Satz von Picard und Lindeldf)

Vor.: Btr. AWA fiir folgendes System gew. Dgl.

(29) —— H AWy = f() V¥ fi teT=(0,T)

mit y = y(t) = (y(t), -, yn(t)" ges.,
Yo = (o1, - - S yon) T € RN geg. AW,
A= A@t) = [ani(O)]go17 * @ri(1) € Leo(0,7T),
f(t) € [L20, )]V,

Bh.: 3! y(t) € [W3(0,1)]V: (29).

Beweis: — (siche auch [16] Nu I, Bsp. 1.2.4)

Man beweise den Satz 2.18 von Picard und Lindeldf (fiir nichtstetige Daten) !

!
Hinweise:
. ¢
1) Ubergang zur dquivalenten Igl. [ (29) d¢
0
¢

y(t) = — [ A(€) y(©) de + J F€) de +y,

0

y =By (= Fixpunktgleichung)
mit B : X = [C(T)]V — WS 0, )N C X
/l\
B-Raum !
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2) Wenden Sie auf Fixpunktgleichung
Ges. ye X:y=By in X

den verallgemeinerten Banachschen Fixpunktsatz 1.2.5 an (vgl. auch Bsp. 1.2.4 1) !

Anwendung von Satz 2.18 auf (27),:

o My : My, = M p.d. (da GRAMER-Matrix bzgl. (-,-)o)

My, 75 Mh(t)
— 3 Mh—o.5
Setzen: uy, = Mh_o'5g = U= Mh_MQ
y(t) + A y(©) = f(1)
7 E = )=y, o

mit y = MPPuy,
A(t) — Mh—OE)I(h(t) Mh—0~5 — [akl(t)]kﬂewh (k72':17Nh)
[@) =M 1, () = Uk (O, (T

_ as-05
O_Mh 95

NS

Vor.: 1) Koeff. der Bilinearform a(-,-) € Loo(Q7).

2) f € La(Qr), g:€ L2(Iix T), 1 =2,3.
o Offenbar:
Bh.: 1) a;m() € LOO(O,T).

o 2) fu(-) € Ly(0, 7).

Bew.: (mms)

e Nach Satz 2.18 gilt dann:

= | 3y e WO, T)IV: (30)

0

3y, (1) = Moy (t) € W30, 1)V (20)n

40



m Zu Problem 2.): Weitere Eigenschaften der AWA (27);, = (30):

e Seien die Voraussetzungen von Satz 11.4.4 (gleichmiBig in ¢) erfiillt:
1) a(,+): Vo x Vo = IR' : Vg — elliptisch  gleichmiBig in ¢ !
Vo — beschriankt gleichméBig in ¢!
(31) .
Vo — symmetrisch.

2) Triangularisierung sei reguldr i. S. der Def. 11.4.3.

e Nach Satz 11.4.4 gilt dann:

dcp, ¢ = const. > 0:cp # cg(h) :

(32) v =cph? <MNEKR) <eph™? =7 = w(Ky) < (¢p/eg) h™2.
EW

Diese Abschitzungen sind ordnungsgemiB scharf (vgl. |U 11.4.6]), d.h.
K(Kp) = O(h™2).

) Man zeige, daff die Massenmatrix unter der Voraussetzung (31) 2) gut
konditioniert ist, d.h. 3 vy, vy = const. > 0: v; # v;(h):
(33) { vih? < A(Mp) < voh?, v h=t < A(M;Y <withTd,
k(M) < wvy/vy = O(1).

. Man zeige fiir A, = M, %" K, M; %" die Abschitzungen

(34) 0 =cg 1/2_1 < A(Ap) < EEl/l_lh_2 = 6,h72,
d.h. I{(Ah) < (52/51) h—2.

Dariiberhinaus zeige man, dal k(Ax) = O(h™?%), d.h. die Abschétzungen
sind ordnungsgemif scharf !

Hinweis: (32) und natiirlich auch (33) sind ordnungsgemi8 scharf !

e Folgerung: Fiir kleine (?) h ist Dgl.—System (27); = (30) steif (?) !

(= unbedingt stabile Schemata zur Zeitintegration !)

m Zu Problem 3.): Numerische Verfahren zur Lésung des evtl. steifen Dgl.-Systems
(AWA) (27);, = (30): — siehe Kapitel 3!

e 7.B. o—gewichtete Differenzenschemata aus Pkt. 2.1:

T =[0,T|+— o, ={t;j=jr:j=0,m, 7=T/m}:
0:t0<t1<...<t]‘:jT<...<tm:T
Zeitschritt: 7 =t;44 —t; =T/m,

auch variabler Zeitschritt méglich !
— Zeitschrittsteuerung !
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e Bez.:

v = WOt ]igw, = Ul = Up(t;) = [UO(t)))iew, € RN? bzw. v/ wj, — R}

Gitterfkt. auf j-ter Zeitschicht
Ui = Un(ty) = Usle. 1)) = & U (1) p () € Vo

1EWp,

1=

e Resultat: Volldiskrete Ersatzaufgabe = o-DS fiir AWA (27), = (30):
(27),  Ges. v/ = U] RNk th{ + o Kp(tjpr) v 4 (1 — o) Kp(t))v) = ¢

j:0717" L 1
AB vozuh(O) = h gh’
l l wobei z.B. ¢/ = Ufh(1+1)‘|‘(1—0)ih(tj)v

falls f, (-) stetig ist (sonst Mittlungen).
(27)hr  Ges. UZ € Von: (Uhtvvh) +oal(t ]_|_1,U]+1 n)+(1—0) a(tj,Ug,vh) =
—<UF( ]+1)—|—(1—U)F(t]'),vh> Yo, € Von,
J=0,1,...,m—1,
AB: (U, v)o = (ug,vn)o  Vup, € Vop.

e Beispiel: oc=0| Explizites Schema (= Euler vorwérts):

oIt ol ) ,
M, Y T Y K(t) o | GS !
T
Mass—Lumping, d.h.

Ubergang zu einer — | ¢— (Vorsicht fiir Elemente héherer Ordnung, d.h. £>21)

Diagonalmatrix

Dj, = diag [ > m;m] bzw.

iEwh

My, = Mk icw, lineare Ansitze (k=1):
Integrationspkt.

= Knotenpunkt

oc=1/2| CRANK-NICOLSON (= Trapezregel) N\,

unbed. stabil bzgl.
Ly & Energie

()

oc=1]| Rein implizites Schema (= Euler riickwirts) ~
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e Bemerkung:

1. Mass—Lumping wird auch fiir ¢ # 0 durchgefiihrt, um fiir System—Matrix

M-

Matrix—Eigenschaft zu erhalten:
My, + 70 Ky, (tj-l-l) — Dy + 70 Ky, (tj-l-l)

/ T T
garantiert keine sel M—Matrix M-Matrix
M-Matrix (unter best. Vor.) (= C— Stabilitat

! Gesonderte Fehleranalysis fir o=11)

notwendig (siehe [21])

2. My,

Dy,

wy (t) + Ka(t) up(t) = £, (1)
L
(t]+1)T— uy (t5) _ % J/ (f, () = Kp(t) w, (1)) dt =

o = 0: Rechteckregel: t =¢;

~ — o = 1/2: Trapezregel

e

o = 1: Rechteckregel: t =1,

w, () — Uj,

e Anwendung der allgemeinen Stabilitdtstheorie (Energienormstabilitit) aus

Pkt. 2.2:

Vor.: Kj, # K (t), d.h. Koeff. der Bilinearform sind ¢{—unabhéngig !
K, = Kg p.d., d.h. Bilinearform ist sym., Vp—ellipt., Vo—beschrinkt !

Allgem. :

Kanon. Form:

Riume:

Dy, (Lumping !)

Cl Uj—l—l _I_Covj — 7—99] i
Form
o0 geg. Ci=Mp+T10 K}
Co=-—-My,+ T(l — U)I(h
BU{‘I'AUj:@Qj B=Ci=My+7170Kj,= BTpd
o0 geg. A=L(Co+C) =K, = AT pd.

H = IR" mit Euklidischem Skalarprodukt (-,-) := (-, ) g, bzw. La(wp)
mit FE-diskretem Lo—Skalarprodukt (-,-) := (-, -)m, (Mh ,+) g, oder
(*,+) := (-,")p, und der entsprechenden Norm ||-|| = (-, )% (im weiteren

sei (+;) = () ja)-
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Stabilitatssatz 2.16:

Vor.: (1) — (4)  (sind offensichtlich erfiillt)
Bx34 ()

Bh: [l 4 < [l°)la + T max 1B~ "4
= 7]

Uberpriifen Stabilititsbedingung: B>ZIA

= B:Mh‘|’TUI(hZ%A:%I(h — 0-2%_ 1

T Amax

/l\
(mms bzw. )

wobel Ayax = Maximaler EW des EWP: Kpu, = AMpu;,.

Resultat: 1) ¢ > 1/2 = Stabilitdtsbed. trivialerweise erfiillt ! = unbed. stabil !

2) 0 =0 = bedingt stabil: 7 < % < 2;? (— ).

Bem.: ||} |la = ||u ||k, = |yl

m Zu Problem 4.): Gesamtfehlerabschitzung:

1) o = 1: Pkt. 2.3.4.1:
2) o = §: Pkt. 2.3.4.2:

j;n%xm | ult;) — Unlty) o < clw) {h““r (;)} )
7 20wr  20nr  (W3(Q)) (7*)

stetig volldiskret
h. k = 1: linear
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® Zusammenfassung:

Ges. u € W21 (T,VO) mit AB: U(O) = Ug € LQ(Q) geg.: ARWA
(27)vr %(u(t), v)ot+a(t;u,v) =< F(t),v> Yvely Vii.t €T | Ausgangs-
i+ Au=Fin Ly(T,V§) aufgabe
vertikale) Linienmethode  Ortsdiskr. Zeitdiskr. Methode von Rothe
( ) e N\
(27)5, Ges. up, = 3w ()p(2) € WHT,Vp):
iEwh
AWA (dp,vn)o + a(t;up,vp) =< Fyop, > Yo, € V),
i VEit €T | | Methode | oo™
diskrete
SyStem + A_B (uh('7 0)7 Uh)o = (UO(‘)7 Uh)o vvh S Vh von Ersatz-
gew. Rothe
Del. (275 Ges. uy, = uy,(t) € [W3 (0, T)]V: aufgabe
Mpa(t) + Kp(t)u,(t) = ih(t) Vii.teT
+ AB: Mpu,(0) =g,
N\ Ve
Ges. UZH € Von : (UZJL7 vp)o+ o a(tis; UZH, vp) +
+ (1= 0)alt; Uf, on) =
=< oF(tjy1)+ (L= 0)F(tj), v, > Yo, €V
(27)h j:0717“‘7m_ 17A_B (U}?7vh)0: (u07vh)0 vvh € VO Voll-
T | Ges. U € BN : MuUS , + 0K (tj40) U+ distarote
(27)h Uy R h\bg+1 )Y Ersatz-
! +(1- U)I(h(t]‘)gi = £§L7 aufgabe
7=0,1,....m—1
+ AB: Myuj = g,, mit ) = o f, (tj11) + (1 = 0) [, ()
Folge von (m + 1) linearen Gleichungssystemen

Methode von Rothe

(27); Ges. Ut € Vo : (U = ujq0 (1))
(U7, 0)o 4 oaltjpr; U o) 4+ (1= 0)a(t;; Ui o) =< 0 F(t;11) + (1 — o) F(t;), v >
Yv € Vy
7=0,1,...m—-1; 0<o<1
+ AB: U = ug € L2(Q) fiir o =1 (1) bzaw. U = ug € Vp (!) sonst.

Folge von m elliptischen RWA
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2.3.3 Fehlerabschitzungen fiir die Losung der semidiskreten Ersatzaufgabe
(27), in der Ly— und in der Wi—Norm

m Btr. ARWA (27)rvF:

Ges. u € W}(T Vo) mit AB: u(0) = ug € L2(Q) geg.:
(27) v d

%(u(t),v)o—l—a(u(t),v) =< F(t),v> VYveVy, Vii.teT

unter den Standardvoraussetzungen:

1) a(,+): Vo x Vo IR' sei t—unabhiingige Bilinearform:

2) Vo — elliptisch: a(v,v) > pi||v||} Vo € Vo CV = W1 (Q),

3) Vo — beschréankt: |a(u,v)| < pollulli ||v]i Vu,v €V,

4) Vo — symmetrisch: a(u,v) = a(v,u) Vu,v € V; (der Einfachheit halber !)

(35)

und die semidiskrete Ersatzaufgabe (27):

Ges. up(z,t) = 32 uD(t) pD(z) € WI(T Vo) C Wi(T,Vo):

iEwh

d
(27)h %(umvh)o + a(uhﬂjh) =< F(t)ﬂ]h > VYo, € Vo, VHii.teT

AB: (up(+,0),vp)0 = (uo(+),va(-))o Vui € Vop

unter den Voraussetzungen:

1) Triangularisierung sei reguldr i.S. der Def. 11.4.3,
(36) {4 2) 7(A) =span{p(*)(&) : € A} D P(A),

3) Regularitét von w und u (J)

des Approximationssatzes (Satz 11.4.5) aus [17] Nu I, Pkt. 4.4.2.

m Ziel: 1) [|u(-,t) — up (-, t)]]o < .2. Satz 2.19/2.19%,
2) (- t) —up(- )] <.7. Satz 2.21.

m Dazu benétigen wir den Ritz-Galerkin—Projektor (siche [16] Pkt. .4.1.3)

(37)0 Rp:Vor— Von C Vo :a(Ry,u,vp) = alu,vy) Yo, € Vop.

< Fyyvp >, Fy, € V§ (mms)

siehe| U 1.4.5 | Rp(= Pgrin Nu I) ist Orthoprojektor bzgl. energetischen Skalarproduk-

tes [,] .= a(-,), und es gilt in der Energienorm ||| - |[|* =[-,-] = a(-,):
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(37 lle = Rpull| = inf[[Ju — vl

Up € Vor
bzw. (Cea)
H2 . _ k
(37)2 lu— Rypully <\ /== inf lu—wplly < €1 ppa h7ufiqa,
M1 vy, € Vg
falls a(-,-) — symmetrisch. 0

Approximationssatz 11.4.5

® Zunichst L,—Abschitzung (im Unterschied zu ellipt. RWA):

2T wr (27
| w(-t) = up(-t) Jlo < .7.

= Z('? t)
Fehler

z(z,t) = w —up, = u — Ryu — (up, — Rpu)

= =p=pt)=pla,t) =6, =0,(t) =bn(x,t) € V!

2(1) (2) (b)

a) Unter den Voraussetzungen von Satz 11.4.9 (Ly—Abschitzung fiir H?-koerziative
elliptische RWA: = Nitsche-Trick !):

(

1) Reguldre Triangularisierung
2) 7(A) D Py(A) (36)
3) w,u € WHYQ) V (fi) teT
4) W2 (= H?*)—Koerzitivitit (= (37)0)
gilt offenbar (siehe Satz 11.4.9)

h
(38) lp(®)llo = |lu = Rpullo < coprth™ " |u(t)|r4s

t
< co g1 hF {|UO|k+1 + [ la(-, 8) |41 dS}-
0

t
u(+,t) = u(-,0)+ [ (-, s) ds € Vo HF+?
0 ~—
= € Vg n k!

uo(-)
(b) [16n (D)o = llun(- 1) = Rpul-t)llo < .7.
Btr. (9h, vp)o + (b, vn) =
= (Up,vn)o + a(un, vy) —((Rp), vy)o — a(Rpu, vp)
(27), < F(6);0n > |+ (37)0

alu,vp)
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=< F(t),vn > —alu,vy) —((Rrit),vn)o ‘a(~,~) t —unabhéngig !

d . .
27 wvr, Von C Vo — e %(% vp)o = < w,vp > = (U, vp)0
/l\

da weVFNH*1CL,(Q)

= (Gt =Ruwon) = (30),om)o

di o

(Bn,vn)o + a(Bn, vi) = (p, vn)o

(39)  Resultat:
Yo, € Vop, VYHii.teT

Setzen hier v =0, :=up, — Rpu € Vi,

= (0h )0 + a(fr,0n) = (p,01)0
1 d
5 %(ehveh)o > ulHOhH? > NIHOhH(Z) >0

1 d

5 10816+ l16a11G < Ao 116nllo

d . ..
(40) g 10rllo + mllfnllo <llpllo VL.t €T

d hd ..
(40)’ %HehHo <|lpllo VYfi.teT

bf (40)"ds = |[6n (D)o < !\Hh(0)1\0+bf!\ﬁ(8)!\od8 =

= [Jun(:,0) — Ryu(-0) llo + bf [a (- s) = Bpa(- s)llods

(41) H =0, falls up(-,0) = Rpuo(-), d.h. a(up(-,0),v) = a(ug, up) Vo, € Vop
t - -
< [un(+,0) = wo (Yo + |luo = Ruuollo + [ |l = Ryillo ds
0

t
< Jun (-, 0) = uo()lo + oy A" Huolpg1 + coppr A [ |i(s) k1 ds
0
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(a) + (b): Aus (38) und (41) folgt:

t
lu(£) = un (s B)llo < [Jun(,0) = uo()llo +2€0 p1 i ! {'“0|k+1 + [ la(s) k41 ds}
0

< inf lluo — vnllo < ao,k+1hk+1|uo|k+1
vy, € Vor

up (-, 0) = Popug = La—Projektion d. AB, d.h.
(uh('v 0)7 Uh)o = (uov Uh) Yy € Vop

¢
< ag k41 hF M gl egr + 2c0 k41 AFT {|U0|k+1 + [ 10(8) ka1 dS} :
0
Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen:

m Satz 2.19: (Ly-Konvergenz: O(h**1))

Vor.: 1) Vor. (35) an Bilinearform a(-, -) seien erfiillt.
2) Vor. (36)1),2) an FE-Diskretisierung seien erfiillt
(d.h. Approximationssatz 11.4.5 gilt).
3) Wi-Koerzitivitit der Bilinearform (Nitsche-Trick).
4) ug € Vo N WITH(Q).
5) u, i€ Wath(Q) v (fii) t € T=(0,T) ().

Bh.: [[u(t) = wpn (51) Jlo < flun(-0) = uo() flo +

t
+ 2¢0 g1 K Juo g + [ 10(8) [pg1 ds}
0

t
ao et hF T o | rgr + 2¢0 et RF { ol ks + [ 1(, 8) g1 ds}
0

<
/l\ —
up(+,0) = Popto(-) VteT =[0,T).

m Verbesserung der L,— Abschatzung aus Satz 2.19:

— exponentielles Abfallen der Fehler in den AB !

Dazu benétigen wir das Gronwall’sche Lemma:

Lemma 2.20: (Gronwall’sches Lemma)

Vor.: 1) f € W(0,T) (d.h. absolut stetig): f(t) >0 Vt € T;
2) 40 <) fit)+e(t) VEi.teT=(0,T);

dt
3) ¢ € L1(0,T) fiir i = 1,2.
Bh.: Dann gilt V¢ € T = [0, T] die Abschétzung:

fcl(s)ds fcl(s)ds ¢
RN U R U R R PICE
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—fcl(s)ds —fcl(s)ds —fcl(s)ds
U S camrme T e
—fcl(s)ds —fcl(s)dS
O awrwle " <ame
d —fcl(s)ds
=7 f(t)e o
gt = ¢
Jé (5) f (s)
— { c1(s)ds — | c1(s)ds
T calge
b
0
t &
—fcl(s)ds ¢ —fcl(s)ds
ft)e o - f(0) < 6[02(5)6 0 d¢, vteT.

Satz 2.19*: (Verbesserte Ly—Abschitzung)

Vor.: Es gelten die Voraussetzungen 1) — 5) aus Satz 2.19. ()

Bh.: 27 wr  (27)n
| w(t) = up (1) [lo < e fJun(-, 0) = uo(+)llo +

VteT.

t
(43) + Co,k+1hk+1 {6_“1t|uo|k+1 + fe_“l(t_s)W(v ) |kt1 ds + |U('7t)|k+1}
0

Beweis: Analog zu Satz 2.19 mit folgenden Modifikationen:
o (38) lle()llo=llu — Brullo < copsrh™+ ul, 1) esr.

e Verwenden anstelle von
d hd ..
(40)’ o7 10ullo < lpllo VY fi.teT

die verschirfte Abschitzung

d . ..
(40) 7 10nllo < —pa|lOn]l + |I2ll0 V fi.t € T.
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e Anwendung des Gronwall’schen Lemmas mit

FO =10nOllos 1 =—pa, o) =1lpD)]o
ergibt:

¢
165 (B)]lo < e+ 164(0)]]o + ge_“l(t_g)!\ﬁ(f)!\o dg.
q.e.d.

m W —Abschitzungen:

Satz 2.21: (W}-Konvergenz: O(h*))

Vor.: 1) Vor. 1) — 4) aus Satz 2.19 seien erfiillt, a(-,-) — symmetrisch,

N ueVonWithQ), weVonWEQ) Vi ii.teT=(0,7) (})

Bh:  (Muwr (27,
@ ) = G0 < TR0 = w0l + e b ol +

1
+ 51,k+1hk|u('7 Olk+1 + \/Q—W

(27)LVF (27)h
Beweis: z = u — up =

(b) Setzen in (39) (éh, vp)o + a(fn,vr) = (p,vn)o Yur € Vou
vp = 0y € Vou:
.. . o £ . 1, .

= (n:0n)o + @ (0n,01) = (p.00)o < S 11416 + 52 1104 llG

— S—_— &

=)16nl12 =% a(0n,00)=% 2|1l6nllI? T

Cauchy
&£-Ungleichung:

ab<5a2—|— 1b2

e

£ =

1. :
SlIAlIG | mit Bez. [[[64][1* = a(-, ).

d
— 118,117 <
— | S8l <

[ = 118 < NI + 5 [ 1505115 ds
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t
1 .
= ula(®)IF < p2|0n ()17 + 5/!\,0(8)!\3 ds
0

; 1/2
M2 1 . 2
= || O,(¢ < =1 8,(0 + — / d
1 6n(t) Il < 0 | 6,(0) |1 o (0 | £(s) 116 8)

1 I
Vatb</a+vb

a,b>0

uh(~,0)—Rhu(~,0):uh(~,0)—Rhu0 (~):uh—u0 +uo —Rhuo

< & lwn (-, 0) — uo () |]1 + ,/& 51,k+1hk | 2o k+1+
H1 M1

Bemerkung 2.22:

Inverse

Lo—Abschitzung

1 .. |
Ungleichung W, —Abschédtzung !

Unter Verwendung der inversen Ungleichung (siehe Lemma 11.4.10)

(45)  Nlvnllie < ch™Ylunlloa  Yon € Vou

kann aus einer Ly—Abschitzung immer auch eine Wj-Abschitzung abgeleitet werden:

Satz 2.19/2.19"
(46) 1

(- t) = un ()l < (@0 psr + € o ppn) B () kr + b u( 1) = un (- 1)]lo

Interpolant in Vo, : Tyu = 3 u(2 ) p(d(2) !

iEwh
Tatsdchlich, 4
e = unlly < Nlu = Thully 4+ [[ Ihw = up |1 <
N—_———’
(45) € Vo
i}

<l = Thully + ¢ A7 |[Thu — upllo <
< = Tulls + e b= T = ullo + ¢~ = wlo <

< (@1 gt + cao )P [u() kg1 + b7 u = uplo
/l\
Approximationssatz 11.4.5 (Beweis)

Nun kann |[u — upllo sowohl mit Satz 2.19 als auch mit Satz 2.19* weiter abgeschitzt
werden. Falls up(-,0) = FPopuo(+), dann gilt:
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(A7) flun(-0) = uo()llo < a0kt k™ fuofrss,

und damit erhalten wir in beiden Fillen insgesamt eine O(h*)-Abschitzung. Im Falle
der Anwendung von Satz 2.19* mit Abklingverhalten e™#1" des Fehlers in den AB.

U 2.7 Man zeige, daB fiir die Ly—Projektion der AB,

up(+,0) = Fopuo(-), d.h.

(wn(+0),0n(-))o = (wo (), va(-))o Vv € Vo,
die Abschitzung

[ (-, 0) = uo()][1 < (2¢ a0kt + a1 ps1)hF U]kt

gilt !

Hinweis: Verwenden Sie wieder die inverse Ungleichung (45) !

Bewelis: up = Popug Satz 11.4.5
! !
) llun(40) = wo(Mlo = inf Jluo = vnllo < doer1 ol
vp € Vop

b) lun(+,0) = uo()ll1 < |lup — Tnuolls + [[1n wo — uollx
e Vo,

< ch Y up — I, uollo + || In uo — ol <

< ch™H(JJup — uollo + ||uo — In uollo) + || 1n o — uoll1 <

< Ch_l(ao,k+1hk+1|uo|k+1 + ao,k+1hk+1|uo|k+1) + @1,k+1hk|uo|k+1 =
= (2cag 1 + @1 gy1)PF [uolrrr = O(RF).

2.3.4 Fehlerabschitzung fiir volldiskrete Ersatzaufgaben in der La—Norm
2.3.4.1 Rein implizites Schema (Euler riickwarts)

m Btr. rein implizites Schema (27),, < (27),, (o0 =1):

(27);” Ges. UZ-H e Vo : (UZ,L‘? Uh)o + a(U;;H7 Uh) =< F(t]'_|_1), v > Vo € Von,
7=0,1,...,m—1,
AB: (U}?,Uh)o = (uo,vh)o Yo, € Von.
(27)nr Ges. Q{LH e RN . MhQ{WL + KhQ{LH = fi = f, tjr1), J= 0,m— 1,
MyU;, = 9y
Vor 3 U = 5 UO(1) p () +— U} = U (1)]iews, € BV

1EWp,
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m Satz 2.23: (Ly,-Konvergenz: O(h**+! 4 ) fiir impl. Schema)

Vor.: 1. Vor. 1) — 4) aus Satz 2.19.
2. u, € WHTH(Q), e Ly(Q) V(fi)teT ({).

Bh.: Dann gilt die Diskretisierungsfehlerabschitzung
27 wr  (27)nr < ag k41 P ol pgr
—_——

(@8) Nlu(t;) = UL () o < I1U; = uollo+

t] t]
+2¢0, k41 KT Juo gt 4 S 16(8) i1 ds} 4+ 7 [ |]ii(s)]|o ds,
0 0

7=0,1,...,m.
Beweis:
e Bez. u(t]‘) = u(-,t]‘) e Vu : (27)L\/F
vl = Ul() € Vo @ (20

e Btr. Fehler
u(ty) — Ul = u(ty) — Ry u(t;) — (U] — Ry u(ty))

a) =:pl €V b) ::Oj:0i€V0h
o a) [lp’llo = |lu(t;) = Bru(t;)llo < coppr W u(t;)|or =

t] t]
= co D" u(0) + [ i(s) dslir < coppr B {]u(0) s+ f 1ie(s) s ds}
0 0

o b) (6, v1)0 + a(BF!, vy) =
= (U], on)o + (Ui v) =((Rrw)f, va)o — a{ Ry u(tjq), o) =
N —

H H ¢—a(-,") zeitunabhéngig \

Ry uslty) aluttn), on)
< F(tjan), v > = (itj), vndo + alultyer) on)

/l\

(27)Lve, VornCVo

= (a(tj41) — Ruue(t;),vn)o = (5, vn)o  Yoi € Von,

= ﬁj
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Resultat:

(50)

(67, v1)0 + a(0F vp) = (3, v1)0 Vo € Vor, mit

Pl =t(tjp1) — Rpue(t;) = altipr) — wi(ty) — (Ru = T) wel(t;)

=i By

— 5l

~J
2

Setzen in (50) v, = 01 = 0{;'_1 € Von

(51) | (6,070 + a6, 07 = (3, 671)g | < [[57]o 67 o

—————

1
1. Variante: > 0
2. Variantes > o |67+ > |67 3
= Satz 2.23* (mms)
— Abklingverhalten !

1. Variante: (0{701+1)0 < 11710 1167+ o

g+ _ gs
T
= 07 — (67,670 < 7l17lo 1167 o
_—
< [167]lo 116"+ lo
= 671 < 7l1A o 167+ llo + 1167 llo 1167+ lo

= 107+ lo < [167llo + 71170

—> Rekursiv anwenden:

, j=1
190 < 19°l0-+ 7 3= 7o <

i—1 i—1
< N16°llo +7 3= 1350 + 7 3 11A5lo
k=0 k=0
1) 2) 3)
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u(0)
I

1) 1[68°llo = I|1U} = Ry uollo < 1UR = uollo + w0 — Ry uollo <

< HU;? — ug|lo + CO,k+1hk+1|U0|k+1

2) p = iltgn) = walt) = iltin) = (i) — u(te)) =

1x
1 trt1 1 trt1 .
= iftin) - - / ifs) ds = = /(s—tk)éi(s) ds
iy iy
T tpt1 1 .
partielle Integration: = —— / w(s)ds+ —(s — tg) u(s) tkH
T i T k
j—1 o j=1  tr41 .
= 7 2 I#illo = Z I f (s — ) i(s)dsllo <
k=0 —
<7
7—1 te+
SUPVE [ s )HodS—TfHU( o ds
=0 1
1 tpt1 1 tpt1
3) 5= (B = Dulty) = (B =)~ [ is)ds=— [ (Ri—1)ils) ds
iy iy
/l\
a(-, ) — zeitunabhéngig !
J=1 tk41
= T Z 175]l0 = Z I f (Bn—= 1) a(s) dsljo <
j—1 tk41
<5 T RwiGs) — ils)lods <
k

.]
< o1 PFTY [ 1a(s) g ds
0

— (49) + (52)1)_3 = (48)  q.e.d.

2.3.4.2 CRANK-NICOLSON-Schema

m Btr. CRANK-NICOLSON-Schema (27);, < (27),. (o = 0.5):

(27) 1 Ges. Uit € Vg - (Ui,nvh)o+a(%(UZ+1—|—UZ),vh) = < Fltpp1),on> Yop € Vo
j=01,...,m—1,
AB: (Uf?v Uh)o = (u07 Uh) Yuy, € Von.

@T)r Ges. U € RN - MAUY  + (53U + U7)) = £, (ty1), j=0m—1
M, U;, =9,
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m Satz 2.24: (Ly,-Konvergenz: O(h**+! 4 72) fiir CN-Schema)

Vor.: 1. Vor. 1) — 4) aus Satz 2.19.
2. u,u € WHTH(Q), e W3Q), "€ ly(Q) Viii.teT({),

wobei u" = d?u|dt>.

Bh.: Dann gilt die Diskretisierungsfehlerabschitzung

(27)1vr (27)hr < ag g1 P ug|pan
) P tj
(53)  lu(t;) — UL () llo < NNUR = uo |lo+2¢0 k41 AT uolepr + [ [i(s)|pt1 dsI+
0

i

+ (1 +82cQ) 72 LJ[(H@(S)HOJF i(s)||2) ds| ,

wobei ¢y = W2-Beschrinktheitskonstante (= partielle Integration):
(54) la(w,v)| < ex||wl|z |[v|lo YVw € WEQ)N Vo, Vv eV,
co,k+1 = Konstante aus Satz 11.4.9 (Ly~Abschitzung),

ap x+1 = Konstante aus Approximationssatz I1.4.5.

Beweis:

e Btr. Fehler
2 = u(t;) — UZ =u(t;) — Rpul(t;) — (UZ — Rpu(ty))

a) ::ijVO b) ::01':0{L€V0h
. t]
e a) |lplo < copr M u(ty) k1 < coprr PP {Juolrgr 4 [ 10(s) g1 ds}.
0

o b) (6, 00)0 + a (%(0]*1 +ef‘),vh) —  a(-,-) = t-unabhiingig !
(55) | | /
(U} oo+ al5 (U + UL, on) =((Ba w(t))ey va)o — a By (Htdtld) o) =

(27)vr, VonCWo H H
I } Ry ui(t)) a(3(u(tivr) 4 u(t;)), vn)
< F(tjpr),vn > = (iltjpry2),on) + a(ultjprja),vn), tipie =t + 57

= (ilt4172)so0)o — (Bt o+ a (it - L LEM0) )

= (ﬂ(tj+1/2)(f) (), on)o + (1 = l(%h)) us(t;), vn)o +
ta(ultig) = 5(ultn) - u(t) o) = < oy >
(iii)

unter Benutzung der Beziehungen
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ti41/2 ﬁ ti41 ﬁ

(56) iltp)—uilt) = 5= | [ G-t ds [ (5= )P () ds

I 2] tit1/2

2x partiell integrieren !

und
57
( ) 1 1 ti+1 ] tit1/2 ]
ultinr2) = (ultin) —ult) =5 | [ =t i) ds— [ (s—t;)ils)ds
ti41/2 ty

1x partiell integrieren !

erhalten wir die Abschitzungen

() [(a(tjq1/2) = welty), vn)ol < [@(tjpr/2) = we(tj)llo |[onllo <

| 2 4172 L1
]
CO T [ e Glods+ [l (s)llods| florllo =
2] ti41/2
tj41
]
=& [ 1" lods- Jlonlo
t]
1 tj41
(i) (7= B wilts)ondo | = | | = [ (1= Riyits)ds,on| | <
N——
ty 0
=L [0 a(s)ds 1
a(-,-) t-unabhéngig
1 tj41
<l [ (1= R i) dslo onlo <
t]
1 tj41
< [0 = Ruis) dsllo oulo <
t]
1 tj41
< ot B[ i) s ds - fonllo.
t]

(57)

(i) Jo (uti4172) = 5 (0lt500) + u(t)), 00
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ti41 tit1/2

1
—la = (s = tj41) ii(s) ds — /(s—tj)ii(s)ds Lo || GO
i+1/2 tj
1 tj41 tiy1/2
<als| [ eotiad- [ -y ds|| <
Lit1/2 tj 2
tj41
c .
<Zr [l ds oo
t]
Aus (i) — (iii) folgt sofort die Abschitzung
ti41 1 tj41
. T .
59) 1< o> 1< | [ I llods + o B4 [ (o)l ds +
t] t]
tj41
c . ,
T / [a(s)l[2ds | |lvnllo = [(58)7] [[vrllo
t]
1 ..
Setzen in (55) v, = 5(0] + 6T e Vot =
1 , g7 4+ 9i+t1L gi 4 i+l 97 4 gitt
<0§7_(0]+0]+1)) +a - ) - = ﬁ]7+7>
2 o 2 2 2

+1 . .
| > g || EEE |3 > LL)j67 + 62 > 0 !
g+l _ @i
T
(

58
, A - :
1677115 = 1167115 < 7[(58)7] (1167 1[0 + 116" llo)

= (167l = 116”ll0) (1[6[lo + 116 **Ilo)

= | 107 lo < 116710 + 7[(58)7] < 16°[lo + Tli[(58)’]

Wegen [[0°llo < [|U} — wollo + |[uo — Rruollo < ||U — uollo + coprr B4 |uglits
erhalten wir

j—1

(59)  N16llo < 16°ll0 + 7 X [(58)] <

t]
7_2
< UR = wollo+ oo B+ ol + - [ Il (s)lods +
0
t

k1 f L €2 o o
+ ot B[ i) g ds + 2 72 [ (o)l ds,
0
0
Aus a) und (59) folgt (53). q.e.d.
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2.3.5 Abschliefende Bemerkungen

m Fehlerabschitzungen in anderen Normen (z.B. H*, L, ):

1. Uber inverse Ungleichung unter Benutzung der Lo—Abschitzungen.
Vorsicht: z.B. liefert diese Technik fiir CN—Schema offenbar die folgende
H'-Abschitzung:
lu 1) = wy ()l = O + 71 7%) = O(h) |
? k=1, 7=0(h)

2. Direkte Abschitzung (e=#1¢ bzw. e~#1(!=%) — Abklingen ?)

a) H'-Norm: analog zu Satz 2.21 !
b) L.,~Norm: siehe [4] S. 311, [21] S. 62 ff.

3. Mass—Lumping ist nur fiir k = 1 (lineare Dreieckselemente) begriindet:

siehe [4] S. 312 fT., [21] S. 166 ff.
m Auflésung:

1. Explizites Schema (o = 0): MhQ{LJ + Ki(t;) Q{L = [, (L)

(60) MU} =g, =dj

j=0,1,...,m—1
(60) MU = dj := MU + (£, (1) = Kult;) U})

k k +— Mass—Lumping fiir k=1

Dy, Dy = Losung ist explizit hinschreibbar !
Bemerkung: k(Mj) < vo/vy = O(1), d.h. M}, ist gut konditioniert.

Folglich sind obige GS mit Systemmatrix offenbar selbst mit

klassischen Iterationsverfahren (z.B. Jacobi-Verfahren) schnell

auflgsbar. Startndherung fiir (60) ist Ndherung Qil’hj von letzter
Zeitschicht.

2. Implizite Schemata (0 < o < 1):

(60) MU} =dj =g
j=0,1,....m—1
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(61)  (My+70Kn(tjr1) U™ = &) = MU}, = 7(1 = 0) Ky(t;) Uj, + 7}
Mass-Lumping fiir k = 1
auch im Fall & # 0 moglich
und sinnvoll, insbesondere

l l fir c =1 (= C-Stabilitat)
! Dy+roKy(t;41) st fiir k=1

und ¢ < 90° M-Matrix !
Dy, Dy,

Offenbar gelten fiir die Systemmatrizen My +7 0 K}, (t;41) die folgenden Eigenwert— und
Konditionsabschidtzungen:

nhi+rocght < AMp+T10Ky) < vo h® + 7o h42

> EW <
(v +70)h? (va +orh™?)R?
>
141 hd

Also: kKMp+710Kp) < ——— < =4 — rh?
vi+orT 12 12

Damit gilt z.B. fiir £ =1 und K, # Kj(¢;) o. B. d. Allg.:

a) g =1: Ly Konvergenz: O(h? 4+ 1), d.h. 7 = O(h?)

1
— | s(Mp+TE)< 24— c=0(1)
141 141

/l\
T < ch?

Praktisch: 7 < ch?, wobei ¢ = const. > 0 wesentlich gréfier sein kann als

Konstante in der Stabilitdtsbedingung fiir explizites Schema !

b) o= 1/2: Ly—Konvergenz: O(h* + 72), d.h. 7 = O(h)

— | & (Mh + %Kh) <l opmy

141 21/1
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—> Losung von (61) durch Multigrid—Verfahren bz
CG—Verfahren 4+ Nested Iteration (siehe auch

-

w. MG-Prikonditionierte
[17]):

to ty ()

m Nichtlineare parabolische ARWA: (= Kap. 3)

e Nichtlinearitidten: a) Koeffizienten hdngen von d
b) Strahlung
o {Vy, H,V5} — sei Evolutionstripel, T= (0,7T),

er Temperatur ab

1 _
-|-5—1

a(-) + A() u(-) =
AB: u(0) =up € H
62 | mee

mit geg. ' € L,(T,Vy), w € H,
A() Vo =V

Ges. u € W) (T;Vo, H) :={u € L,(T,Vp) : € Ly(T,Vy)} :
F() in Ly (T, Vg)

Genauer: A : W) (T; Vo, H) — Ly(T, V)

FE-Galerkin—Semidiskretisierung

Ges. uy(t) € [Wpl((LT)]N:
My, (8) + Kp(t,up (1) = £, (
(62)s My (0) =g, || oft

Ky (t;u, (1)) u

t) Vii.teT

5 (t) — quasilinear

AWA fiir System nichtlinearer gew. Dgl. 1. Ordnung

Ges. u(-) : T — RN : w(t) = f(t,u(t)),
AB: u(0) = ug geg.

tefT

e Literatur: [2], [10], [23].
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Kapitel 3

Anfangswertaufgaben fiir
gewOhnliche
Differentialgleichungen und
Systeme gewohnlicher Dgl.

m Literatur:

[1]  Deuflhard P., Bornemann F.: Numerische Mathematik II: Integration
gewOhnlicher Differentialgleichungen.
de Gruyter Lehrbuch; Berlin - N.Y. 1994.

[6]  Hairer E., Ngrsett S.P., Wanner G.: Solving Ordinary Differential
Equation I: Nonstiff Problems.
Springer—Verlag , Berlin - Heidelberg 1987.

[6] Hairer E., Wanner G.: Solving Ordinary Differential Equation II:
Stiff and Differential-Algebraic Problems.
Springer—Verlag, Berlin - Heidelberg 1991.

[19] Stetter H.J.: Analysis of Discretization Methods for Ordinary
Differential Equations.
Springer—Verlag, Berlin - Heidelberg - N.Y. 1973.

m Bezeichnung:
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3.1 Beispiele

® Bsp. 3.1: Chemische Reaktionen (Brusselator)

Brusselator (von R. Lefever und G. Nicolis, 1971) ist ein Modell einer chemischen Reak-
tion, die aus den folgenden Einzelreaktionen der Substanzen A, B, D, I/, X, Y besteht:

A Lox (monomolecular reaction),
B+ X g Y + D (bimolecular reaction),
2X +V 2 3x (autocatalytic trimolecular reaction),
X & F (monomolecular reaction),

wobei k; — Reaktionsgeschwindigkeitskoeffizient (reaction rate coefficient).

Aufgrund des Massenwirkungsgesetzes ergibt sich die folgende Reaktionskinetik (siehe
[1], S. 8 ff.), beschrieben durch ein System von Dgl. fiir die Konzentrationen

ca = ca(t), e = ¢p(t), ecp = ep(t), cg = cg(t), cx = cx(t) und ¢y = ey (t) der
einzelnen Substanzen als Fkt. der Zeit ¢:

— dy = —kica tET:(O’T/)l
— g = —kyepex
p = +hkyepey EB X
gg . = +kscx X
| x = dkica—kyepex 4 (—2ksck ey +3ksck cy) — kacx
L ¢ = 4hkyepex —ksck ey

+ AB: c4(0), ¢B(0), ¢p(0), cp(0), cx(0), cy(0) geg. (ca+cp+ep+ep+ex +oy =1).
Literatur: [1], S. 8 — 14; [5], S. 111 f.
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U 3.1 | Der Oregonator (Zhabotinski-Belousov-Reaktion einer chemischen Oszillati-
on) wird durch das Reaktionsschema

BrO; + Br— % HBro,

HBrO3+ Br— — P

BrO3 + HBrO,
2HBrOy — P

Ce(lV) — Br~

beschrieben, mit ky = 1.34, ko = 1.6-10%, k3 = 8.0-10%, ky = 4.0- 107, ks = 1.0
und geg. AB fiir die ges. Konzentrationen ¢; = 0137,03_(t)7 cy = cp,-(1),
3 = cHBro,(t), ca = cp(t), c5 = coe(rv)(1)-

Stellen Sie das Differentialgleichungssystem fiir die ges. Konzentrationen
c1(t), ca(t), es(t), ca(t), cs(t) auf, und 16sen Sie es (spéter) numerisch mit
einem geeigneten (7) Integrationsverfahren fiir die Anfangskonzentrationsver-
teilung: ¢1(0) = 0.25, ¢3(0) = 0.25, ¢3(0) =0, ¢4(0) =0, ¢5(0) = 0.5.

U 3.2 | Die Robertson-Reaktion (1966) wird durch das folgende Reaktionsschema be-

schrieben:
0.04 .
A — B (langsame Reaktion)
B+ B ?ﬂ C' 4+ B (sehr schnell)
B+C % A4C (schnell

Stellen Sie das Dgl.-System zur Bestimmung der Konzentrationen c4 = c4(t),
cp = ¢g(t),cc = co(t) auf, und l6sen Sie es (spéter) numerisch mit einem
geeigneten (7) Verfahren fiir die AB: ¢4(0) =1,¢p(0) = 0,¢c(0) =0

(vgl. Willoughby, 1974).

®m Bsp. 3.2: Semidiskrete (= Vertikale Linienmethode: siche Pkt. 2.3.)
lineare parabolische A(R)WA:

Ges. uy(t) € W3 (0, 1)V : My, (1) + Kn(t) w,(t) = f, (1), VEi.teT=(0,T)
+AB: My uy(0) =g,

Besonderheiten: o wy,(¢) = [u(t)]icw, : v () € WHT) ()

mit geg. Daten f, (-) € [L2(T)]N und L.,-Koeffizienten der
Matrix Kp(t).

o h—0= N =N =|w,| — oo (keine fixierte Dimension !).
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Bemerkung: 3! (Satz 2.18), Integrationsverfahren (o-gew. DS), Stabilitdt, Approxi-

mation und Fehlerabschdtzungen O(7? 4+ h?) siehe Pkt. 2.3.

® Bsp. 3.3: Semidiskrete (= Vertikale Linienmethode) nichtlineare

parabolische A(R)WA (z.B. nichtlineare Wirmeleitprobleme):

Ges.u € W) (T; Vo, H) :={u € L,(T, Vo) : 34 € Ly(T, V), p~ ' +¢7+ =1} :
W(-)+ A()u(-)=F()in Ly(T,Vy) + AB 1 u(0) = up in H
mit geg. F' € Ly(T, V), uo € H, A: W (T, Vo, H) — L,(T, Vg) nichtlinear.

H + FE-Galerkin-Semidiskretisierung (vertikale Linienmethode)

Ges. uy, (t) € Wy (0, T)1N% o My ay, (1) + Kp(t, (1) = [, (), VEii.teT

oft liegt der quasilineare Fall vor: Ky, (t,u, (1)) = Ky (t, u, (1)) w, (2).

+ AB: Mpu,(0) =g,

AWA fiir System nichtlinearer gew. Dgl. 1. Ordnung:
Ges. u(+) : T — RN 1 u/(t) = f(t,u(t)), t €T mit AB: u(0) = ug geg.,
die in diesem Kap. behandelt werden (allerdings in Rdumen stetig diff. Fkt.)

®m Bsp. 3.4: van der Polsche Differentialgleichung ([5], S. 107 — 111)
Die van der Polsche Dgl.

y'(t) — (1 =y ()Y (1) +y(t) =0, t >0
+ AB: y(0), ¥'(0) ges.

beschreibt Kippschwingungen in einem elektrischen Schaltkreis. Es handelt sich hier um
eine nichtlineare Dgl. 2. Ordnung.

U 3.3

In [5] S. 110, Figure 16.3, wird die Losung der van der Polschen Dgl. fiir
¢ = 10 und fiir die konkreten Anfangsbedingungen y(0) = 0 und y'(0) = 0
gezeigt. Man bestimme die Losung mit einem geeigneten (7) Integrations-
verfahren numerisch.
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®m Bsp. 3.5: Newtonsche Himmelsmechanik (mz” = F(z,2'), F' = —=VU, U — Gravi-

tationspotential): Das restringierte Dreikdrperproblem (siehe [1],S.3 — 8
bzw. [5], S. 127 — 129):

Die Bahn eines Satelliten in der Ebene des Erde-Mond—Systems 148t sich durch das
folgende System von Dgl. 2. Ordnung beschreiben:

Y1+ p y1 — (1 —p)

= 2y — (1 — — t>0
yl yl—l_ y2 ( Iu)yDl ylu D2 1 >7
g2 ()
y2 y2 yl ( IM)D1 IuD27 >

+ AB: y1(0),41(0),12(0), y5(0) geg.,
mit Dy = [(y1 + 1)? + y31%/2, Dy = [ — (1 — p))? + y3%/?,
w=0.012277471.

Bei geeigneter Setzung der AB ergeben sich periodische Losungen !

U 3.4

Man bestimme die Losung (y1(t), y2(¢)) mit einem geeigneten (?7) Integra-
tionsverfahren numerisch fiir die Anfangswerte:

y1(0) = 0.994

y1(0) =10

y2(0) =0

yh (0) = —2.00158510637908252240537862224

t er .
Hinweis: tper = 17.0652165601579625588917206249, 7= 2= mit

m
m > 6000 (RK).

® Bsp. 3.6: Semidiskrete (= Vertikale Linienmethode) lineare bzw. nichtlineare

hyperbolische A(R)WA (Schwingungsgleichung, Wellengleichung):

Ges. u(z,t): (t,v)o+alt;u,v)=< F(t),v> YvelVy, Vii.teT

+ AB: u(0) = ug, 2(0) = wy
(vgl. auch [17] Numerik II, Pkt. 1.2.3)

JJ +— FE-Galerkin-Semidiskretisierung (vertikale Linienmethode)
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Ges. uy,(t) © My, (8) + Kp(tiw, (1) = f, (1), Vii.teT

wobei Kn(t;u,(t)) := Kh(
(

I
AWA fiir Systeme nichtlinearer gew. Dgl. 2. Ordnung:
Ges. u(:) : T — RN : u"(t) = f(t,u(t)), t € T = (0,T),
mit AB: u(0) = ug, ¢/ (0) = u.

®m Bsp. 3.7: Evolutionsgleichungen fiir interne Parameter in Prozessen, die von der

z.B.

ProzeBgeschichte abhidngen:

Elastisch—plastische Fliefprobleme in der Festkérpermechanik (vgl. auch [17]
Numerik II, Pkt. 3.1.2.2: lineares Elastizitdtsproblem = quasistatisch) [12]:

Ges. Verschiebungen u € C1(T,Vj),
Spannungen o € CY(T,9),
Verfestigungsparameter x € CY(T, H) :

(i) das verallgemeinerte Kréftegleichgewicht
[oTe(v)dr =< Fyv>:= [ flvdz+ [ gTvds, Yve&Vy, t€T,
Q Q I'a

(ii) die differentiellen Spannungs—Verzerrungsbez. (Evolutionsgl.)
6 = Dé — Dafo,k,é),

(iii) die Evolutionsgleichung & = (o, k, €) fiir die Verfestigungsparameter,
(iv) die geometrischen Verzerrungs—Verschiebungsbeziehungen

. . 10w 0w o
¢ =e(@) = [ (@)1 (W) =3 (%, + 8;) = 0.5 (i, +1,),
7 7

z.B.

(v) die AB: u(z,0) 0, o(,0)=0, k(z,0)=0, z €,

erfiillt werden.

mit Vo ={v € V=[HY Q)P :v=0 auf I'1}, (u,v)v = [T (u) De(v) dz,
Q

S={0e[La(V) 05 =0ji}, (0,7)s= [0 D 'rda,
Q
0 =[Lo(Q), (5, N = [ wXde, ||-|lx = (-,-)S° D — Matrix der elast. Konst.
Q

FE-Diskretisierung von (ii) bzw. (iii) = AWA fiir System gew. Dgl. !
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3.2 Formulierungen und analytische Resultate

m Im weiteren wird von folgender klassischen Formulierung einer AWA

fiir ein System gew. Dgl. 1. Ordnung ausgegangen:

(1) Sei I =T =1[0,7] C IR = IR' - kompaktes Intervall, 0 < T' < 0o; up € RN — geg.
Vektor der Startwerte,
f:D C IxRN+— RN - geg. stetige Fkt.
(=)
Ges. stetig differenzierbare Fkt. u: [ — RN d.h. v € C'(I):

u'(t) = f(t,u(t)), tel=10,T1],
AB: u(0) = uy,

wobei N als fixiert (?) angenommen wird !

m Bez.:

o uc CYI)=CYI, RYN) bedeutet fiir Vektorfkt.
w = (1), w20)s s un ()T € [CHDIY, dh. wil) € C1(T) Vi =T, .

e Analog: f € C(D) bedeutet f = (fi,..., fn)T € [C(D)]V.

® Bemerkung 3.8: zu verallgemeinerten Formulierungen !

1. In den Bsp. 3.2 und 3.3 konnen die Daten, d.h. f, oft nicht mehr als stetig vor-
ausgesetzt werden. Folglich kann nicht « € C''(I) erwartet werden. Typischerweise
gilt: Bsp. 3.2: w € W3 ()N Bsp. 3.3: w e [WH(T)]V.

Analoge Aussagen gelten fiir Bsp. 3.6.

2. AWA fiir Operatordgl. (vgl. Bsp. 3.7):

Ges. u e CHI1,Y) 1 a(t) = F(t,u(t)) in Y, Vte I mit AB: u(0) = ug in Y,
wobei YV ein Banach-Raum ist:
= Galerkin—Diskr. von Y — (1) (in allen Gauf—Pkt.).

m Spezialfille:

1. Die Einschrdnkung auf Systeme gew. Dgl. 1. Ordnung ist nicht wesentlich, denn
jedes System gew. Dgl. hoherer Ordnung 148t sich auf ein System 1. Ordnung
transformieren:
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z.B. fiir allgem. Dgl. (bzw. System von Dgl.) 2. Ordnung
u"(t) = f(t, u(t), (1)),
mit AB: u(0) = ug, v'(0) = wy
erhdlt man mit der Setzung
ur(t) = u(t), up(t) =u'(t)
ein dquivalentes System 1. Ordnung
uy (t) = ua(t),

up(t) = f(t, ua(t), ua (1)),
mit AB: w1 (0) = ug, ua(t) = u.

2. Das System (1) nennt man (affine) linear, falls
(Wi, f(t,u(t) = A1) w(t) + (1)
p
AC) i T — RN x RN — N x N — Matrix.
stetig

Bsp. 3.2 (nach Mh_lfl\/[ultiplikation) ist ein affine lineares System gew. Dgl. 1. Ord-
nung.

3. Hangt die rechte Seite der Dgl. nicht von u ab, d.h.
(1)integr. ul(t) = f(t), t € I mit AB: U(O) = Ug,
so 148t sich die exakte Lsg. mit Hilfe des Integrals

darstellen. Die numerische Lsg. des AWP fiihrt dann auf die Fragestellung der
numerischen Integration !

4. Hingt die rechte Seite der Dgl. nicht explizit von ¢ ab, d. h.
(Dautonom ~ o'(t) = f(u(t)), t € I mit AB: u(0) = uo,
dann nennt man die Dgl. (System v. Dgl.) autonom.
Die Dgl. (1) /(t) = f(t, u(t)) kann durch die Setzung
wi(t) =1, us(t) = u(t)

immer in das dquivalente autonome System

wi(t) =1

up(t) = flua(t), ua(t))

+ AB: w1(0)=0

u2(0) = u(0) = ug

transformiert werden.

m| U 3.5 | Transformieren Sie
Bsp. 3.1 - 3.3 — (1)autonom7
Bsp. 3.4 - 3.6 — (1) — (1)autonom-
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m Formulierung als Operatorgleichung:

e Sei
X =CHI, RNy = [CYD)]Y mit geeignet definierter Norm ||-|| x,

J— !
2.B. |Jullx == max [u(t)] + max [u'()],

mit  |v| := max |v;| oder
i=1,N

N
|U|2 = Z |Ui|27
=1

Y =C(I, IRN) x IRN mit geeignet definierter Norm || - ||y,

F: XY F(u)::lzl(gs:is.?u(-))].

Das AWP (1) wird dann dquivalent zur Operatorgleichung

(2) Ges.ue X @ Fluy=0inY |,

und es kénnen die Techniken aus [16] Numerik 1 (Kap. 6) angewendet werden.

e Eine andere Moglichkeit zur Formulierung des AWP (1) als Operatorgleichung
in einem B-Raum basiert auf der Integralbeziehung fiir Lsg. von (1):

t2 t
(3)  ulty) =ults) + [/ (t)dt = ulty) + [ f(t, u(t)) dt
11 t1
fiir beliebige t1,t, € [ =T = [0,T].
Mit der speziellen Wahl ¢; = 0 und ¢, = ¢ erhélt man aus AB und (3):
(4)  u®)=wuo+ [ f(s,u(s))ds, Vtel.

Also ist die Losung von (1) offenbar dquivalent zur Losung der Fixpunktgleichung
(= Volterrasche Integralgleichung)

(4) Ges.u€e X : u=G(u)in X,

mit G : X = C(I, RY) — X:

Existenz— und Eindeutigkeitsaussagen liefern eine Verallgemeinerung des Satzes
von Picard-Lindelf auf der Basis des Banachschen Fixpunktsatzes 1.6.1 [16]

(— Satz 3.1: 3 !) und des Satzes von Peano auf der Basis des Fixpunktsatzes von
Schauder (— 3: siehe [22], S. 26 — 27, 35 — 36).
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Satz 3.1: (Verallgemeinerter Satz v. Picard-Lindelof)

Vor.. 1) f:D—Y := RN (B-Raum) - stetig,
wobei D :={(t,v) e RXY :|t| <a=T,|v—uolly <b},
a,b e (0,00),

2) |If(tv) = f(t0)lly < Ll =olly, [If(t v)lly <K auf D
mit festen Konstanten L, K € [0, c0],

3) c¢=const.>0: 0<e<a, eK<b, ¢l <1.

Bh.: 1) Dann besitzt
() w(t) = F(t,u(0)), t € [~c,e], AB: u(0) = ug
bei festem ug € Y genau eine Losung u(-) in der Kugel
M= {ve X = Cll—e,+d,Y) : o - wollx < b}
it el = oy (o0l
u(-) ist auf [—c, 4] stetig differenzierbar.
2) Die Fixpunktiteration
(1) = o+ [ (5,10 (5)) s, (1) = o,
konvergiert auf ([J—c, +c] gleichmiBig gegen u(-).

3) Die Lsg. u(-) hdangt in der Norm auf X stetig vom Anfangswert
ug € Y ab.

4) Tst f stetig auf D fiir alle b > 0 und gilt Vor. 2) fiir alle b > 0 mit
einem einheitlichen L, dann besitzt (1) genau eine Lsg. auf

C([~a,+al,Y), folglich auch (1) auf C(I, IRY).
Vor. 3) entféllt hier !

Beweis:

1. Zun#chst fir N =1, d.h. ¥ = R! (mms)
Hinweis: Bh. 4) M = X = C[—a,al, ||v||x = ﬁ%x |U(t)|e—L|f|.
t|1<a

2. Dann iibertragen auf ¥ = R™ mit N > 1 und B-Raum Y.

Literatur: [22] Zeidler E.: Vorlesungen iiber nichtlineare Funktionalanalysis I,
Fixpunktsitze.
Teubner—Texte zur Mathematik, Teubner—Verlag, Leipzig, 1976:

Y =R:S.19-21 und Y — B-Raum: S. 34 — 35.
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3.3 Einschrittverfahren (= zweischichtig: ¢;,¢;,,)

3.3.1 Das Eulersche Polygonenzugverfahren (EPZV)

m Eulersches Polygonenzugverfahren:

= explizites Eulerverfahren (=¢ =0 in Kap. 2)
= Euler vorwirts (vorwértige Differenzen)
= linksseitige Rechteckregel

m Unterteilen Zeitintervall I = T = [0,T] i. allg. ungleichmiBig (z.B.
adaptiv durch Schrittweitensteuerung) in m Teilintervalle:

—— Schrittweitensteuerung (7) —

to=0 t to ti tivi oo tp=T
h]
| — |

0:t0<t1<...<t]‘<t]‘+1<...<tm_1<tm:T

/l\
Gitterpkt.
Iy = {to,t1, ..., tm} = ©p —  (Zeit-)Gitter,
hy =t;41 — ¢ —  Schrittweite im Gitterpkt. t; (h; = 7; (1))
h=h= (hoyhiy ooy hp—1) —  Schrittweitenvektor,
h=T/m=~h; Vij=0,m—1 — Konstante Schrittweite bei dquidistanter Un-
terteilung (h =7 (1))
o
h =1h|:= max h;
7=0,m—1
/l\

der Einfachheit halber

Friithere Bezeichnung: 7, = h;, 7 =h, @, = 1,...(1)

m Methoden zur Herleitung des Eulerschen Polygonenzugverfahrens:

1. Taylorentwicklung (= Polygonenzug):

w(t) & ulto) + (t — to) w'(to) = ulto) + (¢ — to) f(to, ulto))
Lsg. (1)
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= t=ty=0: (to,uo) AW: »(0) = uo

1
(S [to, tl] . Uh(t) = Up + (t — to) f(to7 UO)
1
t =1 : (75} ZUh(tl) %u(tl)
(t1,u1)

J+— ldee wiederholen
t€[tr,tz]: un(t) =ur + (t—t1) ft1,u1)
t =19 : U9 = Uh(tg) ~ u(tz)

(L2, u2)

J usw.

Allgemeine Vorschrift

up(t) = uj+ (¢ —t;) f(tju;), €[t tj41]

(6) Ujp1 = up(tjyr) = uj + by f(t5,u;)
7=0,1,...,m—1; AB: ug geg.

RN Polygonenzug
Up (t)
u(t)
tm=T t

Btr. up, : I, — RN — als Gitterfkt. up, € Xp, = {vop : I, — BN}.

Mit dieser Schreibweise 148t sich das EPZV (6) als diskretes Ersatzproblem (N&he-
rungsgleichung)

(2)n Ges. up € Xp @ F(up) =01in Yy,
fiir (2) F(u) = 0 interpretieren, wobei
Y}, = X zumindest mengenmiBig, aber || - ||x,, |- |lv, (?)s
Dypop(t;) = f(t,0n(ty)), 7=0,1,...,m—1,
Ep(on) (t41) = { ' S
Uh(to) — Uo, J=-1
mit
Vit — Vs
Dy, Uh(t]‘) =Dy Vj =g = %
J
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2. Vorwirtiges (Explizites) Differenzenverfahren:

IR0 = f{t,u(t)) T AB: u(0) = ug

ersetzen durch

vorwartigen Differenzquotienten

!

(1) ﬂﬁﬂ%lﬂﬁ ~ St ult)), b=t;, j=0,1,...,m—1

(6) =t=t; h— hj, ur— up, up(t;) =u;, ~—=1

3. Linksseitige Rechteckregel:

Setzen in (3) ¢ty =¢; und to =t;41 =t; + h; =
tj41

wtin) =ulty) + ] fls,uls)) ds

~ou(ty) + hy f(t,u(t;) = (6).
+

f — linksseitige Rechteckregel

m Die Sitze von Cauchy und Peano zur Konvergenz des EPZV:

Satz 3.2: (Cauchy)

Vor.. 1) f: DY = RN — stetig, wobei | - | == || - ||y— g,
D={(t,v): t €[0,T],|v— up| < b}, b€ (0,00) fix. (= Vb).
2) |f(t,v) = f(t,0)| < Llv =0|, f(t,v) < K auf D mit festen Konstan—
ten L, K € [0, 00).
3) K- T <b (fillt weg, falls 1) ¥b > 0 gilt, d.h. b = oo,
» <, <)
Bh.: Dann konvergiert uy () aus (6) gleichm&fig gegen eine stetig differen—

zierbare Fkt. u(-) fiir A — 0. Die Fkt. u(-) ist eindeutige Lsg. des
AWP (1) in D.

Beweis: siehe Literatur [5].

Bemerkung: Das EPZV liefert ebenfalls konstruktive Moglichkeit zum Beweis des
Satzes 3.1 von Picard—Lindeldf iiber 4 + ! #
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Satz 3.3: (Peano)

Vor.: 1) f:D:={(t,v):t€[0,T], |v—wugl <b} = RN — stetig, b € (0, 00)
fix.

2) |f(t,v)| < K auf D mit festen Konstanten K € [0, 00).
3) K-T <b (fallt weg, falls 1) Vb > 0 gilt, d.h. b=00, ,, <“—, <“).

Bh.:  Dann konvergiert u(+) aus (6) gleichm&Big gegen eine Lsg. u(-) des AWP
(1) fiir b — 0.

Beweis: siehe Literatur [5].

Bemerkung: Das EPZV liefert ebenfalls konstruktive Moglichkeit zum Beweis der
3 der Lsg. des AWP (1), falls f nicht Lipschitz-stetig ist. #

m Fehlerbegriffe:

e globaler Diskretisierungsfehler (globaler Fehler):
SL:te I = {t07t17---7tm}
NL:t € I=0,T]

(M) enlt) = u(®) —un(t)

Satz 3.2 und 3.3: e, — 0in C(I, IRY) fiir h = |h| — 0,

d.h. flenller,myy = max lenllmy 750 O

Btr. im weiteren
eh(-):Ih—>BN, en € Xy,

als Gitterfunktion, d.h. als Element Xj, := {vy, : I, — RV},
Wir nennen das EPZV konvergent (= diskrete Konvergenz), falls

— ..
llenl x, b0 0 fir h =0,
wobel || - ||x, geeignet definierte Norm in Xj, z.B.
lonllx, = _max fo(t;)[+ _ max [Dyos(t)],

d.h. X, = CY(I,, RN) = X = C'Y(I, RN).
Nach Sitze 3.2 u. 3.3 konvergiert das EPZV in X, = C(I, RV).

e Lokale Diskretisierungsfehler (lokale Fehler):

= Unterschied zwischen exakter Lsg. der Dgl. und N&herungslésung (bzw. SL) nach
einem Schritt des Verfahrens bei gleichen AB im Pkt. t =t¢;, j=0,1,...,m — 1:
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u(® (t)

g up, (1)

u(2)(t)

uM (1)

u(t) exakte Lsg. v. (1)

to =0 tl tg t3 t4 =T t

o EPZV t = ty: Lokaler Fehler = globaler Fehler = u(t1) — up(t1)

o Btr. AWP: o) = f(t,uD(1)), t € [ty,T] mit AB: u)(t;) = uy.
Dann beschreibt die Differenz
u®(t) — uM(t) mit v (t) = u(t)
die Fortpflanzung des lokalen Fehlers u(ty) — up(¢1) nach dem ersten Schritt
des EPZV durch die Dgl. Auch bei exakter Integration der Dgl. bleibt ab #;

dieser Fehler erhalten !

o Dem nichsten Schritt des EPZV 148t sich der lokale Fehler

uM(t2) — un(ts)
zuordnen, dessen Fortpflanzung analog durch die Lsg.

W@ (t) = f(t,u@(t)), t € [t2,T]
mit AB: u((ty) = uy
beschrieben wird, u.s.w. (sieche Abb.).

u?)(t) des AWP: {

Fazit: Der globale Fehler setzt sich aus der Fortpflanzung der oben eingefiihrten
lokalen Fehler durch die Dgl. zusammen (siehe Abb.).
Abschdtzung des lokalen Fehlers fiir EPZV:
o v(t) = ul)(t) 1 v'(t) = f(t,v(t), t €[t;,T]
AB: v(t) = v,
o Lokaler Fehler: h = h;
®)  ul(tis1) = wnltjer) = vlt; +h) = unlt; + h) =
h2
= U(t]‘) + hvl(t]‘) + —U”(t]‘) 4+ ... = uh(t]‘ + h)

2
= o)+ s 05,00 + o (S S p) o)+ 0,00

=k R ) + o) = O(8),
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Man spricht in diesem Fall von einer Methode der Konsistenzordnung 1 (d.h. =
lokaler Fehler = O(h?) ).

Falls die Fortpflanzung der lokalen Fehler durch die Dgl. ,stabil®“ erfolgt, darf er-
wartet werden, dafl der globale Fehler héchstens von der Gréflenordnung

O(h2) +O(h?) + ...+ O(h2_,) = O(h) ist !

Um in diesem Sinne zumindest mit Konvergenz rechnen zu diirfen, muf fiir die
lokalen Fehler gelten

uD(t; + B) — up(t; + ) = o(h).

Man spricht dann von einer konsistenten Methode.

Lokale Abschneidefehler (= lokaler Approximationsfehler 1 (1)):

engl.: = local truncation error:

- f(tjvu(tj)) yJ=0,m—1,

u(tj-l'l)_u(tj)
9 Tatje1) = Fr(u)(tj1) = "
0 ] = _17

Tt
(2)n Lsg. v. (1)

d.h. der Abschneidefehler mifit, inwieweit die exakte Lsg. u(-) des AWP (1) die
N&herungsgl. (2), erfiillt.

Bemerkung: 74 (tj41) = ¥Yn(u) (t41) = Fu(u)(ti41) — F(u)(tje1) (1)

Zusammenhang: lokaler Abschneidefehler < lokaler Fehler
T(tivn) = ¢ {ultjen) = [ult;) + hf(t;, ut;)]}

(10) = lokaler Fehler, wenn man EPZV in ¢t =¢;
mit exakter Lsg. der Dgl. u(t;) starten wiirde !

Wegen (8), u; — u(t;), gilt: 7, = O(h).
Im speziellen folgt
(D) i7elly, = _max - |m(t;)| = O(h) ;54 0.

=U,1,...,

Dies ist eine weitere Moglichkeit, die Konsistenz bzw. die Konsistenzordnung 1 zu
definieren:
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[ [
to =0 t to ts ty=T

Der globale Fehler kann auch aus der Fortpflanzung von u(t;4) — ﬂgj) (t;41) durch
EPZV bestimmt werden.

U 3.6 Man beweise den folgenden Konvergenzsatz !

Satz 3.4:

Vor.: Es gelten die Voraussetzungen des Satzes 3.2 mit b = oo.

Bh.:  Dann gilt die folgende Fehlerabschidtzung fiir das EPZV auf
dquidistantem Gitter [, ={t; = jh, j=0,m, h=T/m}:

T .
u(ty) = wnle)] < e {leal + T b j=1.200m,
wobei L — Lipschitz-Konstante,

eo = u(to) — un(to) = uo — up = 0, d.h. im betrach-
teten Fall ist der Anfangsfehler 0, 7 = max |7;],

1=1,m
7; = Tp(t;) — lokale Abschneidefehler.

Hinweise zum Beweis: (siehe [P VIL|):

1) Schreiben Sie unter Benutzung der Darstellung (7,41 nach u(¢;1;) auflésen)

(5) ultin) = ulty) + 05, 0007)) + 4 [ DD )

= Th(ti1) = Tin
und des EPZV
(rx) wjpr = wj+ hf(t),u5)
eine Rekursionsbeziehung ((x) — (xx) !) fiir den Fehler
ej1 = u(ljp1) — un(tjpr) = ultjpr) — wjpr
auf, und schitzen Sie diese ab.

2) Verwenden Sie dabei die elementare Bezichung (mms)
(14 ALY < GTDRE — Lt < (LT
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m Folgerung 3.5:

Vor.: 1) Es gelten die Voraussetzungen von Satz 3.4,
af o
2 Z
)] at’ v
Bh.:  Dann gilt die folgende Fehlerabschidtzung fiir das EPZV auf
dquidistantem Gitter I, = {t; = jh}:

seien auf D beschrankt.

fut;) = wn(t))] < €7 .

Beweis: folgt sofort aus Satz 3.4 und den Fakten
® €y = 0
o (1) lImnlly, := max |m(t;)] < ch

=0,..., N
(8), (10), Vor. 2)
q.e.d.

m Siehe auch Pkt. 3.3.4:  Allgemeine Konvergenztheorie fiir Einschrittverfahren® !

3.3.2 Explizite Runge-Kutta—Verfahren (ERKV)
m Motivation:

e EPZV hat Konsistenzordnung 1 = |[u(-) — un(")ll¢(z,,mrvy = O(h) !
e Lssind sehr kleine Schrittweiten {/;} notwendig, um genaue Resultate zu erzielen !

e Deshalb: Ges. sind Konstruktionsprinzipien fiir Verfahren hdherer Konsistenz-
ordnung !

3.3.2.1 Konstruktionsprinzip

m Ausgangspunkt: = dabei jene Interpretation des EPZV, die auf der linksseitigen
Rechteckregel fiir

t+h

[ f(ssu(s)) dsm h f(t; u(l))

t

t+h

beruht, d.h. [ f(s,u(s)) ds durch bessere Quadratformel (QF)
t

ersetzen !
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= Eine genauere QF “2 Mittelpunktsregel (GauBl 1):

7hf(s,u(s))ds% h f (t—l— g,u (t—l— g))
' T

zunachst unbekannt !

.

Idee: Approximieren u(t+ 0.5h) durch EPZV:

o~

t+h u(t+%)QU(t)+%f(t7U(t))
t; Lip1 =tj+ hy

Als Resultat erhdlt man das folgende Verfahren (Runge, 1895):

Ky = f(t,u(t))
Ky=f(t+5u+5K)
up(t+h) =u+h K,

bzw. vollstindig aufgeschrieben:

AB: up(to) = up(0) = uo
J=0,1,...m—1

Ky = f(t,u5)

Ky ;= f(t]‘ +0.5h;, u; +0.5h; I(Lj)
wipr = un(ljyr) = uj+ hj Ky j

Dieses Verfahren wird

verbesserte Euler—Methode bzw. Euler—Cauchy—Methode

genannt.

Durch Taylorentwicklung des lokalen Fehlers 148t sich nun leicht die Ordnung des Ver-
fahrens bestimmen:

o wn(t+h)=ut)+hf (14 5ou(t) + 5 F(tu)
= u+h[f(tu)+ Fih+ fu 51+
wh (h () 2 b b ra ()
= we b f(tou) + B4 Ll ) w) + 5 e+ 2ff + Fuu ) (st + -

2] 2]
Bez.: f; = 8—{, w = % usw.
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o u(t+h) =ult)+h-u'(t)+ 2 ut) + () + ...
Del.u’(t)=f(t,u(t))
!
(12)  =w®)+hft0)+ S+ fu D0+

FE fut fruf + Fuf + Fauf? + Fufi 4 fuluf)(tw) + .

o u(t+h)—up(t+h)=
= B4+ 8 + 4 fuaf? + AL S+ ASEf = 3w — 6 feuf = 3funf (1) + ...
= 5ilfi 2 + fuu 2+ A+ PN ) + -
= O(h?)

d.h. Verfahren hat die Ordnung 2 !

m Verallgemeinerung dieses Konstruktionsprinzips:

t+h l
o [ f(s,u(s))ds=~h > b f(t+cih,u(t+ ch))
t =1
T T
[—stufige QF unbekannt !

wobei {b;},{c;} T — noch frei wihlbar mit ¢; = 0.

e Anstelle der unbekannten Fkt—Werte u(t 4 ¢;h) werden Nidherungen
gi = u(t+ c;h)
rekursiv durch (¢ — 1)-stufige QF berechnet:
g1 = u, (c1 =0)
g2 =u+haxf(t, 61),
93 = u+ hlasi f(t, 91) + as2 f(t + c2h, g2)],

gr=u+ hlan f(t, 1) + anf(t+ c2h,g2) + ...+ a1 f(t+ ci—ih, gi—1)).

e Setzt man
Ki= f(t+cih, g:),
so erhidlt man die Darstellung
Ky = f(t,u),
Ko = f(t+ coh,u+ hag Ky),
Ks = f(t + csh,u+ hlas1 K1 + asz2 K3)),

K; = f(t + cith,u+ h[allKl +apKy+ ...+ al,l—lkrl—l])-
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e Die nichste Niherung hat dann die Form

up(t+h) =u(t)+h(b1 K1+ b2 K2+ ...+ b K)).
{
=u(t)+h 3 bif(t+cih, g:).
=1
Man nennt diese Methode ein

l-stufiges explizites Runge-Kutta—Verfahren/Formel

und ordnet dieser Methode das folgende Tableau zu, durch das die Methode ein-
deutig beschrieben wird:

C2 a21
C3 a3; 32

C] app @ - 4l

by by e b by

m Beispiele:

(a) EPZV: up(t +h) =u+ hb1 Ky, Ky = f(t, u)
d.h. EPZV = 1l-stufiges RK—Verfahren mit dem Tableau

0
1
(b) Verbesserte Euler—Methode:

Uh(t + h) = u 4+ h(bll(l + bz[(g)
I(l = f(t7 u), I(Q = f(t + %h, u 4+ %h 1(1)7 bl = 07 bg = 17
d.h. VEM = 2-stufiges RK—Verfahren mit dem Tableau

0
1/21/2
0 1

m Koeffizienten werden aus gewiinschter Konsistenzordnung bestimmt !
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3.3.2.2 Konsistenzordnung der expliziten Runge-Kutta—Formeln

® Definition 3.6:

Eine Runge-Kutta-Formel hat die Konsistenzordnung p, falls
(13) u(t 4+ h) — up(t + h) = O(hPHY),
wobei w(t+h):  w(s)= f(s,u(s)), s€[t,t+ h]

u(t) geg. (Mup(t) geg. anstelle vonu(t))
14— Start mit gleichen Werten zum Zeitpunkt ¢.

up(t+h) = u(t)+h ZZ: bi I mit K = f(t +cih, g:) (1)
=1

Beispiele:
(a) EPZV = ein 1-stufiges ERKV der Ordnung 1.

(b) Die verbesserte Euler-Methode = ein 2-stufiges ERKV der Ordnung 2.

m| U 3.7 | Verwendet man anstelle der Mittelpunktsregel die Trapezregel zur Berech-
t+h
nung des Integrals [ f(s,u(s)) ds, so erhdlt man das Verfahren von Heun:

t

s, ds B AL a(0) + 50+ bate+ )
T
EPZV

Ky = f(t,u(t))
I(Q = f(t + h, U+ h I(l)
up(t+h)=u+ 2K + LK,

u(t + b~ ult) + hf(t, ut))

Damit ergibt sich fiir das Verfahren von Heun das folgende Tableau:

0
1|1
1/2 1/2

d.h. das Verfahren von Heun ist eine 2-stufige Runge-Kutta—Formel, und
es gilt:

u(t+h) = u(t)+ 5Lf(tw) + f(t+hyou+ hf(t )]

Man zeige, dafi dieses Verfahren die Konsistenzordnung 2 hat.
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m Frage: Existiert eine 2-stufige Runge—Kutta—Formel
0

C2 | 421

by by
der Ordnung 3 oder hoher 7

Zur Kldrung dieser Frage entwickeln wir den lokalen Fehler w(t + h) — up(t + h) wieder
in eine Taylor-Reihe:

(12)
o ult +h) £ u(t) + hu'(t) + Zu (1) + Eu(t) + o(h®) =
(12)
= u(t) +hf(t )+ B+ L))+

B (fo+ 2feaf + Fuuf? + fufe + F2F) (1t 0) + o(h?)
o up(t+h) =u+hbif(t,u) + baf(t + cah,u+ haz f(t,u))] =
=u—+ hbi f+ hby[f + frcah + fuhaiaf+

+31(fre(c2h)? + 2 fru(c2h) (hagy f) + fuu(ha12f)?) + o(h?)]
=u+ h(bl + bz)f + h2b2(02ft + aleuf)‘|‘

c2 a?
+h>by (%ftt + fruc2a21f + %fuqu) + o(?)

e Koeffizientenvergleich: = (Notwendige) Bedingungen fiir Ordnung 2:

bi+b:=1 by =1—by
bg Cy = 1/2 aﬂgeg Lsg. Cy = 1/2 bg
b2012:1/2 012:1/2132
mit beliebiger Wahl von by !
0
Damit ergibt sich der lokale Fehler zu:
ultth)—un (t+h) = < {1 = - ) U 20 + S5+ Lulet L | (L)t

woraus sofort erkennbar ist, dafi die Ordnung 3 i. a. nicht erreichbar ist.

Fiir

by = 3/4

ist die Summe der Betridge der einzelnen Beitrdge zum lokalen Fehler minimal.
Man spricht von einer (in diesem Sinne) optimalen Formel. Falls f, = 0 (= reine
Integration), dann folgt fiir b = 3/4 Ordnung 3!
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® Runge—Kutta—Verfahren der Ordnung 3:

e RK-Verfahren der Ordnung 3 mufl mindestens 3-stufig sein (1):

0
C2 | @21
C3 | d31 Q32

| b by b3

e Formales Herleiten von Bedingungsgleichungen fiir die Koeffizienten {¢;}, {a;;},
{b;} ohne weiteres durch Taylor-Entwicklung und Koeffizientenvergleich moglich:

(12)
u(t+h) = u+hf+ %(ft‘Ffuf)‘F %(ftt+2ftuf‘|‘fuuf2‘|‘fuft‘|‘f3ft)—|—...USW.

up(t+h) = w+ h(bi f(t,u) + ba f(t + c2h,u + hag f(t,u)) + bsf(t + csh,u+...))
=uth(bi+b+b)f+5( V+E( )+
— Vorgehen ist technisch zu kompliziert !

m Systematisches Vorgehen zur Ermittlung der Bedingungsgleichungen

fiir die Ordnung von RK—Formeln:

e Die folgende besagt, dafl man sich bei der Analyse der Ordnung von RK-

Formeln auf autonome Dgl.
(14) u'(t) = f(u(t))

beschranken kann.

U 3.8 | Falls die Bedingungen

1—1
(15) ¢ = Zlaij, i=2,1
]:

erfiillt sind, erhdlt man fiir den Fall allgem. Dgl. der Form
u'(t) = f(t,u(t)) die gleiche Ordnung wie fiir den Fall autonomer

Dgl. (14).
o ., wi(t) =1
Hinweis: u((é; ; £St7 ®) <= ub(t) = flur(t), uz(t))
U1 (0) = 07 UQ(O) = Up

e Fiir die weitere Diskussion kénnen wir annehmen, daf§ (15) gilt und daf nur auto-
nome Dgl. (14) betrachtet werden !
Btr. dazu RK-Formeln in der Form (fiir autonome Dgl. (14))
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(16) 9= gill) = u+ T ahflg;(0), i=TT (3 =0)

J=1
Taylor—Entwicklung an der Stelle A=0

1
un(t+h) =+ X by hf (g, () = ..
N ——

71=1
/l\
he(h)

e Lemma 3.7: (Leibnitz)

Falls ¢ € C?(IR), dann gilt: [he(h)]D(0) = ¢ 7=D(0).

Beweis: durch Induktion nach ¢ (fiir ¢ =1 o.k.).

q.e.d
e Mit Lemma o) aus iur (a) = d'gi
Mit L 3.7 folgt aus (16) fiir ;(0) = —= .
q=0: ¢, (0) =u=ult),
(=1 gi0) =T a1 flg0) = T (o)
¢=2: g/'(0) =2 : aij(fog;)(0) =
ﬁ (fog) (h) = f'(g;(h)g}(h) |
2% 4 (wg)(0) =
i— =1
=2 Z_:l az]f/(u) kX:: a]kf(u) -
i—=1 j—1
— 2];1 k2:31 a;ja;i f(u) f(u)
(=31 ¢(0) =3'T ay(7og)"(0) =
[f(g;(h))]" = [f'(g;(R))g}(R)] =
{ = 1"(g;(h)g(h) g (h) + f'(g;(h)) g ()
23 a7 0)g}(0) + F'(wgl(0)] =
i—1j5—175-1
=3 ) azya]ka]n.f (u)f(u)f(u) +
7=1k=1n=1
i—17—1 k-1
+6 Wijajkagn - f'(u) - f'(u) - fu)
7=1k=1n=1
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o uy(t + h) unterscheidet sich von g;(h) nur durch eine andere Gewichtung:
dluy, (t + h)
dh? h=0

= in obigen Formeln a;; durch b; ersetzen:

= ()

{
uy,(t) :j; b; f(u)
[ -1
W) =23 % bl () ()
(17) e
w,'(t) =3 > bjagkaz f" () f(u) f(u) +
7=1k=1n=1
{ —1k-1
16T 5 biagan S (u) f(u)f(u)
7=1k=1n=1
Usw.

e Aus der Dgl. v/(t) = f(u(t)) folgen die entsprchenden Abl. fiir u:

u(t)) + f'(u(®)) f(u(t)) ' (1) =
flu(®)) + f'(u(@®) f'(u(®)) f (u(t))

e Daraus erhidlt man die Taylor-Entwicklung des lokalen Fehlers:

u(t +h) —up(t+h) = u(t)+hd (1) + Zu’(t) + Eu(t) + ... (18)
—(uf(6) + et (1) + Bafl () + G () ) (17)

J=1
2 [t
+E51-2% ’ bjai) f'(w) f(u) +
j=1k=1
2 [ 7—-1j5-1
+501-3 % byageaza) £ (u) f(u) f(u) +
7=1 k=1 n=1
R [ j—1k—1
FEQ-6Y 5 bjajar) f(w) f (u) f(u) +
7=1 k=1 n=1
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e Damit ergeben sich die folgenden 4 Bedingungen fiir RK—Verfahren
der Ordnung 3:

I
> b; =1 h
i=1
[ 7—-1
2 > biajy =1 g_?
7j=1k=1
19 [ 7—-15-1 Tavl
(19) 3 2 > > bjajpa;, =1 g—? avior
j=1k=1n=1
[ 7—1k-1
6 > bjajrag, =1 Bez.:
j=1k=1n=1 0
usw. fiir hohere Ordnung, z.B. + 4 Bd. fiir % usw. ];1 =0

e Ein 3-stufiges RK—Verfahren (I = 3) wird durch das Tableau

0
Co | A1 — Z (15)
€3 | 31 32 «— > (15)

o by by

beschrieben und hat somit 6 frei wihlbare Parameter, da die Koeffizienten {c;}
bereits durch (15) festgelegt sind.

Diese 6 Parameter {azy, asy, asz, by, ba, b3} lassen sich so wihlen, dafl die Bedingun-
gen (19) fiir [ = 3 erfiillt werden, d.h. es gibt 3-stufige RK-Formeln der Ordnung
3!

® Runge—Kutta—Verfahren der Ordnung 4:

e Um Ordnung 4 zu erreichen, miissen weitere 4 Bedingungen erfiillt werden.
e Es 1aft sich zeigen, dafl dies mit 3-stufigen Formeln nicht moglich ist !

o 4-stufige RK-Formeln werden durch das Tableau

01:0
C2 | @21
C3 | 31 32
Cq | a1 A4q2 43

o by by by

beschrieben und haben somit 10 freie Parameter, die tatsdchlich so gewdhlt wer-
den konnen, daf die 8 Bedingungen fiir Ordnung 4 erfiillt sind (Allgem. Lésung
des polynominalen GS: eine 2-parametrige Lésungsschar und drei 1-parametrige
Losungsscharen).
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e Beispiele 4-stufiger RK—Formeln der Ordnung 4:

(1) Das sogenannte , klassische“ Runge-Kutta—Verfahren:

0
1/2]1/2
/2] 0 1/2

Lo o0 1
[1/6 1/3 1/3 1/6

Fiir ein Quadraturproblem «'(t) = f(t) wird aus dem klassischen RK-Verfah-
ren die Simpson—Regel:

wltrh) =)+ [ f0+ 30 (143) + 57 (1+5) + 5o+ )]

(2) Die 3/8-Regel:

0
1/3| 1/3
2/3|-1/3 1

1| 1 -1 1

| 1/8 3/8 3/8 1/8

Fiir ein Quadraturproblem u/(t) = f(¢) wird aus der 3/8-Regel die sogenannte
Newton—-3/8-Regel:

1 3 h 3 2 1
t+h)=u(t h|=f(t =flt+ = —flt+=h —flt+h
wlt+h) =)+ b [+ 3 (10 3) + 21 (4 20) + 2ra )]
e Mit 4-stufigen RK-Formeln 148t sich die Ordnung 5 nicht erreichen !

m Ergebnisse zur Analyse von s -stufigen RK—Formeln (s > 5)
siehe [1], Punkt 4.2.3, S. 124-130.

3.3.3 Implizite Runge-Kutta—Verfahren

3.3.3.1 Beispiele

m Implizites Euler—Verfahren (= o = 1 in Kap.2):

linksseitige Rechteckregel: J ~ hf(t, u(t))

ah = Expliziter Euler: u;41 = u; + h; f(t;, u;)

J= [ fls,uls))ds

N\

o~

rechtsseitige Rechteckregel: J &~ hf(t + h, u(t + h))

= Impliziter Euler: w;41 = u; + h; f(t; + hj, uj41)
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Resultat: Implizites Euler—Verfahren (o = 1)
= Buler riickwérts

= rechtsseitige Rechteckregel

(20) W1 =uj +hif(t; +hj,u541),5 =0,1,...,m = 1; up geg.

Zur Bestimmung von uj;q mufl i. allgem. ein nicht-
lineares Gleichungssystem gelést werden, z.B. durch
Fixpunktiteration oder durch Newton—Iteration mit
der Startniherung ul, ; = u; !

Bemerkung;:
e Nachteile impliziter Verfahren: Nichtlineare GS zu 16sen (1)

e Vorteile impliziter Verfahren:

— Bessere Stabilitdt ({)
— Genauigkeit (J)

m Implizite Mittelpunktsregel:

77hf(s,u(s)) ds & hf (t—l— %,u (t + %))

t

- u(t+h)zu(t)+hf(t+%v“(t+%))

g1 )u (t + %)
durch implizites Euler—Verfahren
gi=utlf(t+Le)

Resultat: Implizite Mittelpunktsregel

g1 = utlif(t+4 )
up(t+h) = u‘|‘hf(t‘|‘%7g1) g—Form

Ky = f (t—l— %,gl) =f (t—l— %,u—l— %Kl) K-Form

up(t + h) u+h Ky

m Beide Verfahren sind Beispiele von sogenannten impliziten Runge—
Kutta—Verfahren (Formeln).
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3.3.3.2 Allgemeines Konstruktionsprinzip

m Die allgemeine Form einer impliziten I -stufigen Runge—Kutta—Formel
148t sich entweder

e in der g—Form

g1 =u+ hlan f(t+cih,g1)+ ...+ auf(t + ch,gp)]
g2 = u+ hlag f(t+ c1h,g1) + ...+ ag f(t + cih, g1)]

gl =u+ hlanf(t+cih,g1) + ...+ auf(t + cih, g)]
up(t+h) =u+hbif(t +crh,g1)+ ...+ b f(t+ cth, q1)

bzw.

e in der K—Form

Ki = f(t+cih,u+ hlan Ky + a2Ko + ...+ aKj))
Ko = f(t + coh,u+ hlaai K1 + a2Ko + ...+ ayK]))

K) = f(t+ch,u+ hlan Ky + apKa + ...+ ayKy])
up(t+h) =u+h[b1 K1 + b2 K2 + ...+ b K]

schreiben.

m Das Verfahren wird durch das folgende Tableau eindeutig definiert:

¢ | a1 Q12 ... dai1-1 a1 I It
ompa
Coy | Q21| Q29 ... a271_1 agy 71)
(21) : : : : : c| A
clan ap ... a-1| ay bT
by by ... b1 I
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® Definition 3.8:

Eine durch das Tableau (21) beschriebene RK-Formel heifit

e explizit, falls A eine echte linke untere Dreiecksmatrix ist,

e implizit, falls A nicht explizit ist.

Bem.: Diese Def. einer expliziten RK—Formel ist etwas allgemeiner,
da nicht mehr ¢; = 0 a—priori angenommen wird.

m Beispiele:

1. Implizites Euler—Verfahren = 1-stufige implizite RK-Formel:

111
1

2. Implizite Mittelpunktsregel = 1-stufige implizite RK-Formel:

1/211/2
1

3. Implizite Trapezregel = 2-stufige implizite RK—Formel:
h
wjpr = i+ 5 w) + F(t + Ry )]
(6 =1/2in Kap. 2: CRANK-NICOLSON-Verfahren)

101/2 1/2

1/2 1/2
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3.3.3.3 Durchfuhrbarkeit

m Bei allen impliziten RK—Verfahren stellt sich die Frage nach der
Durchfiihrbarkeit, d.h. nach der Lésbarkeit des i. allgem. nicht—
linearen Gleichungssystems zur Bestimmung der nichsten Ndherung:

e g-Form:

o Geg. (t,u,h)

o Ges.g=1(g1,...,9)7 als Lésung der Fixpunktgleichung

(22) g=®(g,t,u,h)

l
mit & = (Pq, .. .,(I)I)T, D, =u+hd aijf(t + C]‘h,g]‘)
J=1

li
o up(t+h)=u+h) bif(t+cjh,g;)
=1

e K-Form:

o Geg. (t,u,h)
o Ges. K= (Ky,...,K))7T als Losung der Fixpunktgleichung

(23) K = U(K,,u, h)

l
mit ¥ = (\Ill,...,\pl)T, U, = f(t+cihyu+hy ainj)
J=1

i
™ uh(t—l—h) =u-+h Z bj[(j
Jj=1
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m Der folgende Satz zeigt unter geeigneten Voraussetzungen die Existenz
und Eindeutigkeit der Losung der Fixpunktgleichungen (22) bzw. (23),
die z.B. durch die Banachsche Fixpunktiteration iterativ bestimmt wer-
den kann:

Satz 3.9: (Existenz, Eindeutigkeit, Konstruktion)

Vor.: Seiu € RN und D= {(t,v):t€I=1[0,T], |v—u| <b} mit
fixierten b € (0,00) bzw. D = I x IRY fiir b = oc. Desweiteren gelte:

1) f:D— RN - stetig,

2)  f sei auf D beschrinkt, d.h. |f(t,v)] < M, V(t,v) € D,
und f sei auf D im zweiten Argument Lipschitz—stetig, d.h.

[f(t,0) = St )| < Llv —u| V(L 0), (t,u) € D
mit fixierten Konstanten M, L € [0, 00),
3) hl|A|lee M < b, h||Alls L < 1.
Bh.: 1) Dann besitzt die Fixpunktgleichung
(22) g=®(g,t,u,h)
fiir bel. (aber fixierte) (¢, u,h) mit t,¢t + c;h € [0,T] (i = 1,1)
eine eindeutig bestimmte Ldsung
geK:={ge (R :=RN x...x RN :|g;—u|<b Vi=1,1}.
2) Die Fixpunktiteration
(24) gt = &(g™ ¢, u,h), n=0,1,...

mit dem Startwert ¢(® = (u,u,...,u)’ € K
konvergiert linear gegen diese Losung.

Beweis: beruht natiirlich auf Banachschem Fixpunktsatz 1.6.1 [16]:

o (RY)' - B-Raum, |[-[| :=|| [l = max |- .

e K=K C (IRN)" — abgeschlossen, nicht leer.
o O C K, tatsichlich

I
[u +h Z aijf(t + C]‘h7 g]‘)
7=1

l
=h Y laij| |f(t+¢;h,g;)| < hl[A]le M < b Vg €KX
——_——

— U

[@i(g) — ul =

= <M
< || Allee
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o Kontraktivitat von &:

l
[8(9) = ®(9)[[ec = max [u—h Z aij f(t+eih,g;) = [u—=h 32 ai; f(t + ¢jh, g7)]|

i=1,1 =1 j=1

| S

w1 32 a0+ ehgy) = £+ €5h )

—_

’L:,

< hmax Z |a”| |f(t—|—cjh g]) f(t+th,§j)|

i=1,0 j=

[
< hmax ) |ag| L1g; — g5l
i=1,0 =1
<h[Alleo LG = 9lloo = 117 = 9llco-
N— —
=:q< 1.

e Aussagen von Satz 3.9 folgen nun unmittelbar aus Satz 1.6.1.
q.e.d.

® Bemerkungen:

1. Aussagen von Satz 3.9. gelten auch fiir Fixpunktgl. (23), (mms).
2. Durchfiihrbarkeit impl. RK-Formeln ist somit fiir hinreichend klein h garantiert !

3. Fixpkt.-Iteration: ¢(*t1) = \Il(g(”),t, u, h) g — g(”)Hoo <q"|lg — g(O)HOO usw.
Méglich: Newton—Tteration, falls f € C'!, sowie andere Iterationsverfahren.

3.3.3.4 Konsistenzordnung impliziter Runge-Kutta—Formeln

m Eine RK—Formel 1a83t sich auch folgendermaflen aufschreiben:

up(t+h) =u+he(t,u,h),

l
(25) e(t,u,h) = Zl b;K;(t,u,h) = E b; f(t+ c;h, g;)
]:
K;=K;(t,u,h): K= \Il(lﬁ,t, u h) bzw. g; = g;(t,u,h) : g = ®(g,t, u, h)
(23) )

m Fehlerbegriffe werden analog zu den expliziten RK—Formeln definiert:

— globaler Diskretisierungsfehler: e, (t) = u(t) — up(t),
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— lokale Diskretisierungsfehler: u(t + h) — up(t + h)
(vgl. Def. 3.6) Dgl. RK-Formel

mit gleichen Startwerten u(t) = uy(t)
im Pkt. t, wobei t € {to = 0,¢y,...,tm_1}.

— lokaler Abschneidefehler (vgl. (9)):
e+ k) — ()

Th(t—|—h) —cp(t,u,h), tE{t():O,tl,...,tm_l},

— Bsgilt: 7, (t+h) = +{ult+ h) — (u(t) + he(t, u(t), h))].

— Konsistenzordnung p (vgl. auch Def. 3.6)

— entspricht der Bedingung
w(t +h) — up(t + h) = O(hPH)
an den lokalen Fehler
— bzw. der Bedingung
m, = O(hP)
an den lokalen Abschneidefehler.

m Die Konsistenzordnung impliziter RK—Formeln 1aflt sich analog zum
expliziten Fall fiir autonome Dgl. durch Taylor—Entwicklung des lokalen
Fehlers bestimmen (siehe Pkt. 3.3.2.2):

e 1 Bedingung fiir Ordnung 1:

l
> bi=1
=1
e 1 zusidtzliche Bed. fiir Ordnung 2:
2 Z b]‘a]‘k =1
5k
e 2 zusidtzliche Bed. fiir Ordnung 3:

3 > bjajpa;, =1
j7k7n
6 Z bjajkakn =1
j7k7n
e 4 zusdtzliche Bed. fiir Ordnung 4:

4 4 Y bjajrajnag, =1
]7k7n7m

8 Y bjajrajnan, =1
j7k7n7m

12 > bjajkaknakm =1

j7k7n7m

24 Y7 bjaikGrnGny, =1

j7k7n7m

l
e usw., mit > = >
=1
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Die fiir die allgem. Dgl. u'(t) = f(t, u(t)) notwendigen Koeffizienten {c;},_77:

I
(15) ci = ) ag.
J=1

!
m Unter Verwendung von (15) ¢; = 3 a;; kann man die obigen Ordnungs-

bedingungen fiir den allgemeine]n:lFall u'(t) = f(t,u(t)) umschreiben:
z=2)
2. 0b; = 1 } Ordn. 1
J
Sbie; = 1/2 Ordn. 2
] Ordn. 3
Sbjez  =1/3
Z]:bjajkck =1/6
I Ordn. 4
Y bjc =1/4
ébjCjajncn =1/8
gbjajkci =1/12
]47% bia;papnc, = 1/24
JaR512,

usw.

m Beispiele:

1. Impliziter Euler (I =1): L’% = Ordnung = 1

2. Implizite MP—Regel (I = 1): 1/2 1{2 = Ordnung = 2

3. Implizite Trapezregel (I =2): 1|1/2 1/2 = Ordnung = 2

1/2 1/2
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m Frage: 3 2-stufige, implizite RK—Formeln, die eine héhere Ordnung als 2
besitzen 7

— Fiir [ =2 haben die 4 Bedingungen fiir Ordnung 3 eine 2-parametrige Losungs-
schar !

— Die zusétzlichen 4 Bedingungen fiir Ordnung 4 kénnen durch eine geeignete Wahl
der 2 freien Parameter ebenfalls noch erfiillt werden.

Die einzige Loésung hat das folgende Tableau:

1/2-+/3/6 1/4 1/4—/3/6
1/24+3/6 | 1/4+/3/6 1/4
\ 1/2 1/2
Stitzstellen der

GauB-QF der Stufe 2
fiir das Intervall [0,1]

= 3! 2-stufige ([ = 2) implizite RK-Formel der Ordnung 4 !
— RK-Formel vom Gauf3—Typ !

— Restimee: Mit [-stufigen impliziten RK—-Formeln sind offenbar hthere

Konsistenzordnungen erreichbar als mit den entsprechenden
expliziten RK—Formeln !

m Die folgenden beiden Sitze geben Aussagen iiber die mit ! —stufigen,
impliziten RK—Formeln erreichbare Konsistenzordnung:

e Satz 3.10:

Vor.: 1. Es seien die Voraussetzungen von Satz 3.2 erfiillt:
o f:D={(t,v):t€[0,T],|v—u|l <b} = RN — stetig,
b€ (0,00) fix,
d |f(t,?]) B f(t7@)| < L|U - 77|7 |f(t,?])| <M auf D;
L, M € [0, 00),
o M -T <b (entfillt bei ;b = c0®).
2.

rle€ N v <Il; feC (D, RN); [h||Alle L < 1].

Bh.:  Falls fiir eine [-stufige RK—Formel die Bedingungen
{ & C].H_l
26 i CF —  k=0,r—2,1=1,2,...,1
(26) . ];1 ey = T r {
! 1 -
27 bk = —— k=0r—1
( ) i jgl ]C] I + 17 y T

erfiillt sind, besitzt die Formel die Konsistenzordnung p = r.
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Beweis: = direkte Abschidtzung des lokalen Fehlers u(t + h) — up(t+h) =7
l
fiir autonome Dgl. (= (15) ¢; = 3= a;;) b:

71=1
t+h
(t—|—h_u—|—/f ds_u—|-h2bf w(t + ¢;h)) + Ro
<z ——
Integral QF Restglied

Aus der Taylorentwicklung

folgt fiir das Restglied
t+h

Ro= [ f(u ())dS—hEbf( u(t + ¢jh)) =

t+h r—1
r—1 1
k=0 v 4 k_O
+O(h )
5L o PSS L e e S kot
- - S o007 -
1 , .
E uED O o = 3Tk | FO( ) = Ot
k=0 7=1
= 0

(27)
o Mit
i
Up (t + h) =u-+h Zl b]‘f(g]‘)
]:

erhalten wir fiir den lokalen Fehler
:RO

e+ 1) = une+ h) = 5 B[F(ule+ e5h) = £(g;)] + O )

die Abschitzung
28) Jule+h) = 0 W) < S B Sl 4500 = Flgp) |+ el
< hji:l ;1 L |u(t + c;h) — gj| + ch™ 1.
e Schitzen nun vollig analog wie oben

[u(t + cih) —gi| < ...
firi=1,2,...,1 ab:
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t+cih
w(t+ch)=u+ [ flu(s))ds=u+h ZI:I a;; f(u(t+ c;h)) + R;.
t ]:

Fiir das Restglied R; erhalten wir (1):

L 1) g kL ot l k

(26)
Mit
gi=u+ h]é ai; f(9;)
erhalten wir
1+ 68) = s = b 3 a1 (ult-+ 1) = Slg)] + OO,

Wegen der Lipschitz—Stetigkeit von f folgt:
max [u(t 4 cih) — gi| < h||Allec L max |u(t + c;h) — gj| + ch”,

Z:l,l ]:171

und daher gilt:

1
29 max |u(t + ch) — g;| < —————ch”" = O(h").
20) wax alt+ h) - 0] < g o = O(H)
e Aus (28) und (29) folgt nun unmittelbar:
u(t +h) —up(t+h) = OR ), h—o0.
q.e.d.

¢ Bemerkung 3.11:

1. Fiir »r = [ folgt aus Satz 3.10, daBl eine [-stufige, implizite RK-Formel die
Ordnung p = [ hat, falls

[ & C].H_l
26 g = k=0,1-2
( ) j;lajcj k_l_l

fiir alle 7 =1,2,...,{ und

l
(27) bjck = —— k=0,1-1
=1

J

gilt. Diese Bedingungen bedeuten fiir die dazugehorigen QF, daf sie den alge-
braischen Genauigkeitsgrad [ — 1 besitzt, d.h. z.B. fiir
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t+h {
(30) { g(s)ds="nh ; big(t+ c;h),

Vg(s)=(s—t)% k=0,1,...,01—1.

Tatsdchlich,
t+h
Tl m b s = 0T _ B
| E+1 k41’

t

l l
h'32 bi(t+ cjh — t)F = hFF1 3 bk,
7=1 7=1

d.h. (30) ist &quivalent zu (27).

2. Falls {C]‘}j:ﬁ paarweise verschieden, d.h. ¢; # ¢; V ¢ # j, vorgegeben werden,
dann lassen sich die Vektoren {a;;},_77 aus den I GS (26) mit k =0,/—1(!)
und der Vektor {b;},_77 aus den GS (27) eindeutig bestimmen, da die System-

matrix
1 o1 l
¢ e |, det].]= 2.7],”:1(@—0]4) £ 0,
cll_1 cg_l i>]

(Van der Monde’sche Determinante)
dieser GS offenbar regular ist.

Die damit erzeugten QF beruhen auf Polynominterpolation an den Stiitzstellen
t+ch, 1=1,2,...,1L

3. Man kann nun durch geeignete Wahl der Stiitzstellen {¢ 4 ¢;h}._77 versuchen,
die Ordnung weiter zu erhthen. Das erinnert, so wie auch schon die ersten 3
Bedingungen fiir Ordnung 3, an die Gaufi-QF (siehe Satz 3.12).

e Satz 3.12:

Vor.: 1. Es seien die Voraussetzungen von Satz 3.2 erfiillt
(siche auch Satz 3.10).

2. l€IN:feCD,RN).

Bh.:  Falls fiir eine [-stufige RK—Formel die Bedingungen
! kt1

E_ G _
(26) Y aijef = oo k=0L =L
fiir alle 7 =1,2,...,{ und
! 1
31 bich=—— k=0,1,...,21—1
( ) ];1 ]C] k—|—17 [ 9

erfiillt sind, besitzt die RK—Formel die Konsistenzordnung p = 21.

Beweis: siehe z.B. [3] Grigorieff R.D.: Numerik gewthnlicher Differentialgleichun-
gen I. Teubner—Verlag, Stuttgart 1972.

102



¢ Bemerkung 3.13:

Bedingung (31) bestimmt genau die Gaufi-QF der Ordnung [, die bekanntlich den
algebraischen Genauigkeitsgrad 2/ —1 besitzt (vgl. auch Bem. 3.11.1). Bedingungen
an die {a;;} mit k =0,/ — 1 besitzen eine eindeutige Lsg. bei geg. {c;}:

= Runge-Kutta—Formeln vom Gaufi-Typ

¢ Bemerkung 3.14:

1. QF von Radau := QF maximaler algebr. Genauigkeit (2/ — 1):

¢y =0 oder ¢; = 1.

= Runge-Kutta—Formeln vom Radau—Typ
l v 1 .
(32) o j;lbjcj:m, k=0,1,...,p—1mit p=20— 1.

(33) o a)cy=0: a3 =a3=...=ay =0 (Bd.!)
(= K1 = f(t,u) bzw. g1 = u)

(34) e b)yg=1: ay=ay=...=ay=0 (Bd.!)
(= K bzw. g; explizit berechenbar !)

35 SO S AL 1 l a)
g =" k=0,1,...,r—1mitr =2

(35) e j;la]c] I r mit r -1, b)
i=1,2,...,1.

= Konsistenzordnung = 2/ —1

2. QF von Lobatto := QF maximaler algebr. Genauigkeit (2/ — 2):

¢y =0und ¢g=1.

= Runge-Kutta—Formeln vom Lobatto—Typ

o (32)fiirp=2[—2 o (33)+ (34) e (35) firr=10-1

= Konsistenzordnung = 2/ — 2.
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3.3.4 Konvergenztheorie fiir Einschrittverfahren

m Def. 3.15: (ESV)

Ein Verfahren zur Lésung des AWP

o u'(t) = f(t,u(t), tel=[0,T]

1
AB: u(0) = uo

heifit Einschrittverfahren (ESV), falls es von der Form

(36) u]_|_1:u]—|—h]cp(t],u],h]), ]:0717777”&—17

ist, mit geg. AB ug.

Bsp.: Die bisher behandelten RK-Formeln (expliziten wie auch impliziten) sind offenbar
ESV. Tatséichlich,

l
EPZV: o= f, RK: c,o(tj, Uy, h]‘) = > b]‘f(t]‘ + cihivg:), 9= ®(g, L, uj, h]‘).

K3

®m Analog zum Pkt. 3.3.1 (= EPZV) kénnen wir auch (36) als Operator—
gleichung in der Form

(36) Ges. up, € Xy Fy(up) =0in Yy

schreiben mit

::thh(tj)
e N
1 .
Fh(?]h) (tj+1) = F(Ujﬂ-l - U]) _S‘Q(tjv Uy h]) y ] = 07 17 ceey T — 17
J
Vg — Ug 7j - _17

und (z.B.) Xp = C(I;) und Y, = C(I,).

Der lokale Abschneidefehler (Approximationsfehler) wird dann durch (vgl. (9))

u(tj+1) — u(ly)
(37)  7altjs1) = Falu)(tj41) = { h;

- @(tjvu(tj)vhj) J=0,m—-1,
0 7j:_17

eingefithrt oder kurz: 7, = Fj,(u), wobei u Lsg. des AWP (1) ist.
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m Konsistenz (lokale und globale):

e Definition 3.16: (globale Konsistenz(—ordnung))

Ein ESV (36) heifit mit dem AWP (1) konsistent, falls
7y, — O fiir b = |h| — 0.

Ein ESV (36) hat die Konsistenzordnung p, falls

I7lly;, = O(R").

e Bemerkungen:

— In den Pkt. 3.3.2.2 (explizite) und 3.3.3.4 (implizite) wurde die (lokale) Kon-
sistenzordnung von RK-Formeln studiert.

l
— RK-Formeln: > b; = 1 = Konsistenz (Ordnung = 1, falls f € C1).
=1

— Fiir (36) bedeutet Konsistenz (vgl. auch Bew. Satz 3.17)

o (t,u,h) — f(t,u) fir h — 0

bzw. préaziser (||7p]ly, = max |7;| = max |74, m =m(h)!)
J=um 1=1,m—
(38)  max _[p(tj, u(ty), hj) = f(tj, u(ti)] S0 0.
J=vm—

e Satz 3.17:

Vor:. 1) feC(IxRN)y=[C(x RN - stetig;
2) Es gelte (38).
Bh.: Dann ist das ESV konsistent.

Beweis: folgt sofort aus der Darstellung

P CEh ) = [ ) = u@) = 0] + 17 u0) - o (1 ue), ]
L1
t =1t

q.e.d.
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m Stabilitat:

e Btr. zunichst die Auswirkung eines Fehlers im Startwert (= Stabilitdt bzgl. der
AB):

(39) Vo :u0‘|’507
Uiyl = U]‘—I—h]‘go(tj,vj,h]‘), 7=0,1,...,m—1.

o Frage: |u; — v | <7 j=1,2,...,m.
T 1
(36) (39)

Lemma 3.18:

Vor.: ¢ sei Lipschitz—stetig im zweiten Argument, d.h.
3 L = const. € [0,00):

(40)  [e(t,0,h) = (tw, h)| < Lo —wl

Vi eI, Yo,we RN, V zulissigen h € {ho,hy,..., hpm-1}.
Bh.: Dann gilt fiir (39) die Abschitzung
(A1) Juj =il < e 1dol, [Dpuj — Dyog| < Lluj = vj,

. -1
mit Dpv; = v = h; (Vjg1 — v5).

Beweis: Btr. Fehler z; = u; — v;:

O Zjy1 = %5 + h][@ (tjvujvhj) - @(tj,?]j,h]‘)]
1

R Lh]
= [l < L+ LRIl < (14 L) = [0+ L) 5| < ety
S eLhJ eLhJ_l .. ‘6Lh0|ZO| — eLtJ+1 |50|
o Dpuj — Dpvj = @ (tj,ujs hy) — ¢ (L5, 05, )

= |Dhu]‘ — thj| < L |u]‘ — U]‘|.
q.e.d.

e Btr. nun die Fortpflanzung der einzelnen lokalen Fehler 6;,1 = hjyj;q durch das

ESV:
vg =uUot+ Yo
(42) Vi1 =0+ hj @ (L, v, h5) + hyygen, J=0m—1
N —
541

Frage: |u; — v;| < 7

T 7

(36) (42)
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Lemma 3.19:

Vor.: o (t,v,h)— @ (t,w,h)| < Llv—w| Yitv,w;h.
Bh:. Dann gelten fiir (42) die Abschitzungen:
(43)  fuj — vl < " lyol +

(44)  [Dpuj — Dpoj| < L |uj — v + [yj41]-

6Lt] -1

max ||,
=17

Beweis:

o Def. fiir fixiertes ¢ € {0, 1,...,m — 1} Gitterfkt. v(9):

UJ(QI = U](Z) —|—h]g0(t]7?]](2)7h])7 ]: Z7Z+ 17"'7m_ 17
(45) UZ(Z) = v; 1= vi—1 + him1 p(tiz1, vie1, hiz1) Fhicyys,

wobei A_;y =1 und v

o Btr. v](i_l):

(1)

= ug gesetzt wird.

(—1) _

(46) { U](:'_ll) = U](i_l) —I_ h]@(f]? U](i_l)7 h])? ] =1i-— 17 Z7Z+ 17 ceey M — 17

o Aus Lemma 3.18: folgt:

(47) ol Y

(m)

— U](Z)| S eL(tJ_ti)hi_1|yi|7 ] = i,m und ¢ = 1,m,

wobei vy ' = Uy 1= Vg1 F hm—l@(tm—h Um—1, hm—l) + hm—lym-

o Fiir den Gesamtfehler folgt daraus:

s = v < Jug = o 1ol = o

Btr
|v§0) _ v](j)|

S—_— A
SeLtJ|y0| =y
Lemma 3.18
0 1 1 2 i—1 i
< |v]( )—v]( )|—|—|v§ )—v]( )|+...+|U§] )—v](])|

= holy | + MG by Jyy | + .+ G0 by |y

IA

IA

[eL(tJ_tl)hO + eL(tJ_t2)h1 + ...+ eL(tJ_tJ)hj_l] max |y2|

=17
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L
........................................................................... eL(tJ_t)
/
- t
to ’ \ o
eL(tJ_tl)hO

1
< [f L= gt + ...+ f Lt =1 dt | max |y
to=0 tj—1 i=1,j
ty Lt; 1
= [0 dr - max [yi] = © max |y
0 1= 1,] i=1,5
Lt,
= |uj — ;| < eMlyol + max [yl
= 7]
DhUj—DhU]‘:gD(t]‘7u]‘7h]) @(tjvvjvh ) Yi+1
= |Dpu; — Dpvj| < Lluj —vj| + |yj41].
q.e.d.

e Das gestorte ESV (42) 148t sich kompakt in der Form

(48)

Fy (vr) = yp

schreiben. Aus Lemma 3.19 folgt sofort:

Satz 3.20:

Vor.: o (t,v,h)— ¢ (t,w, h)| < Llv—w| Vv, w;h

Bh.:  Dann gibt es eine positive Konstante C":
(49)  lon —willx, < C[Fi(vn) = Fa(wn)]ly,

Vvh,wh € Xy,

mit Xj, = CY(I,) = C (L1, RY) und Y, = C(I},).

Beweis:

o

Sei zundchst: wj, = up, : Fp(up) =0 (36)
v, : Fr(vn) = yn
Dann folgt aus Lemma 3.19 sofort:
max_ |v; — ;] ? Cy max |y;l.
J=0,m 7i=0,m

mit Cy = "7 + (eLT — 1) /L. Aus (44) und (43) folgt
max_ | Dyu; — Dpvi| < [LePT 4+ T — 1 41] max |y;|.

7=0,m

7=0,m—1
::OQ
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Daraus ergibt sich dann:
C

—_——
lvn = unllx, == max |v; —u;| + max_|Dyv; — Dpujl < (Cr+ Cy) |[ynlly, -

7=0,m 7=0,m—1
o Fiir fix. bel. wy, € X}, folgt (49) aus dem eben bew. Spezialfall angewandt auf

ﬁh() = Fh() — zp mit zp = Fh(wh) = ﬁh(vh) =Y, — Zp = F(Uh) — F(wh)
Fy(wp) =0
q.e.d.

e Definition 3.21: (Stabilitét)

Ein Einschrittverfahren heifit stabil, falls 3 C' = const. > 0, C' # C'(h):
(50)  lon = wallx, < Cl[Fu(vn) = Fr(wp)llv,  Yon, wn € X

e Bemerkung:

Seien yy, z, € Y}, beliebig, und erfiillen vy, wy, € X}, die Gleichungen
Fr(vi) =y, und Fp(wp) = z3.
Dann gilt fiir ein stabiles ESV

[lon = wllx, < Cllyn = 2nlly,-

Die Stabilitdit des ESV bedeutet also, dafi sich die Lésung der Ndherungsglei-
chung (Lipschitz—) stetig und gleichm&Big in 2 mit den Daten (den rechten Seiten)
andert !

Satz 3.20 zeigt also, daf die
Lipschitz—Stetigkeit von ¢ (-, e, )
ein hinreichendes Kriterium fiir die Stabilitit des ESV ist.

m Konvergenz: ¢, = u — up, — 0 in X, fiir h = |h| — 0.

e Definition 3.22: (diskrete Konvergenz)

Ein ESV heifit konvergent, falls

_ h—0
llenllx, = [l = unllx, — 0.
Falls
HehHXh = O(hp)7 h = |h|7
nennt man das ESV ein Verfahren der Konvergenzordnung p.
Hierbei ist e, = v — wy, der Fehler.

(1) (36)
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Approximation
e Satz 3.23: ( Konsistenzy, + Stabilitdt(y, x,) = diskr. Konvergenzy,)

Vor.: 1) ESV (36) sei stabil i. S. Def. 3.21.
2) ESV(36) sei konsistent (von der Ordnung p) i. S. Def. 3.16.

Bh.: Dann ist das ESV (36) konvergent (von der Ordnung p).

Beweis: trivial !
oue Xy, CXp:Fp(u)=m,

(1)
o up € Xy Fr(up) =0

o Stabilitdt: = || v — up ||x, < C||7lly, Konvergenz:
N——’ —_—
=ep
+ = lleallx, =0
o Konsistenz: = a) ||7|ly, =0, h —0 h—0
U b) lI7lly;, = O(R) = llenllx, = O(h?).
diskrete
Konvergenz q.e.d.

m Anwendung der Theorie auf (implizite) RK—Formeln:

e RK-Formeln sind ESV mit
I
(*) @(tvuvh): Zl bjf(t‘l’cjhvgj(tvuvh))v
]:

wobei g = (g1,...,9:)7 Losung der Fixpunktgleichung
(**) g=2(g,t,u,h)

l
ist, mit ® = (®q,..., )T, & = &;(g,t,u,h)=u+h 3 a;i; f(t+ c;h, g;).
J=1

e Konsistenz (1):
Satz 3.24: (Konsistenz)

Vor.: 1) f sei stetig, beschrankt und erfiille die Lipschitz—Bedingung
(o) = f(tw)] < Lo —w] Yt o,w.

2) Fiir die Gewichte b; gelte:

l
b; = 1.

J=1

Bh.: Dann ist die RK-Formel konsistent mit dem AWP (1).
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Beweis: — Satz 3.17 !

o Sei g; = ¢i(t,u(t), h). Dann folgt wie im Beweis von Satz 3.9 aus
(*f) I
gi—u(t) = h 2 ai; f(L+c;h, g5) =
]:
l l
=h Zl aij[f(t + ¢sh, g5) — f(E+ cjh,u(t)] + 1 Zl aij f(t+ cjh, u(t))
7= 7=
die Abschitzung
max |g; — u(t)| < hl|Allco L max |g; — u(t)] + hl|Al|oc M

=1, i=1,0

mit M = sup | f(7,u(t))].
€T

Dabher gilt fiir hinreichend kleine h

max |g; — u(t)| < _hllAlleo M _
=14 T 1-hfA]le L
o Aus
(jl‘/)vzbjzl
@ (tult), k) — f(t,ut)) =
{ {
= ‘21 bilf(t+ ¢cjhy gj) = f(L+ cihyu(t))] + ‘21 bilf(t + ejhyu(t)) — f(t, u(t))]
J= J=
folgt dann
:Z|bj|
Tl LAl M
R R e Ty
+ |10l max |f(t+ cjh,u(t) — [t u(t))]
J=1,

und daher (beachte: f(7,u(t)) ist gleichmifBig stetig !)

| max lo (tr, ul(tr), hi) — f(te, u(ty))| — 0 fiir |2| — 0.

o Der Rest folgt sofort aus Satz 3.17 !
q.e.d.

U 3.9 | Man zeige, daB im Falle expliziter RK-Formeln die Lipschitz—
Bd. fiir den Konsistenzbew. nicht benétigt wird !

Bem.: Falls f entsprechend oft differenzierbar ist, dann kann man Aus-
sagen iiber die Konsistenzordnung von RK—Formeln gewinnen:

siehe Pkt. 3.3.2.2: explizite RK-Formeln,
Pkt. 3.3.3.4: implizite RK—Formeln.
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e Stabilitit:

Satz 3.25: (Stabilitit)

Vor.: f sei stetig und erfiille die Lipschitz—Bedingung.
(o) = f(tw)] < Lo —w] Y to,w.
Bh.: Dann ist die RK-Formel stabil.

Beweis: — Satz 3.20 = z.Z.: |p (t,v,h) — ¢ (t,w, h)| < i|v —w|!
o Seien t,v, w, h bel.: =

)
1

o (t, v, h) = (t,w, k)| < Zl |0;] [ f(t4cjh, gj(t, v, h)) = f(t+ch, g;(t, w, h))| <
]:

[
< Zl |b]| L |g]‘(t,?],h) - gj(tvwvh)|-
]:

o Wie im Beweis von Satz 3.9 folgt:
(*f)
max |gj(t7 v, h) - gj(tv w, h)| < Juv—w[+nh HAHOO L max |gj(t7 v, h) - gj(tv w, h)|

J=1, 7=1,1
v 1
max |g;(t,v,h) — g;(t,w,h)| < ———— |v — w|.

o Insgesamt folgt damit die Lipschitz—Bed. fiir :

LIl
t,o,h)— @ (t,w,h)| < — w|.
o (1,0,h) = @ (1w, 1) < i Jo = wl
N— ——

=L

o Der Rest folgt aus Satz 3.20 !
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e Konvergenz:

Konsistenz+Stabilitit = Konvergenz
Aus den Sdtzen 3.24, 3.25 und  3.23 folgt sofort:

Satz 3.26: (= Satz 3.23!)

Vor.: 1) f sei stetig und erfiille die Lipschitz—Bedingung:
(o) = f(tw)] < Lo —w] Y to,w.

2) Fiir die Gewichte b; gelte:
l

S b= 1.

7=1
Bh.: Dann ist die RK-Formel fiir das AWP (1) konvergent.

Bemerkung;:

Falls die RK-Formel die Konsistenzordnung p hat, und f entsprechend oft stetig
differenzierbar ist, dann ist auch die Konvergenzordnung p.

Bemerkung;:

o Die obigen Aussagen gelten auch unter der lokalen Lipschitz—Bd.
[f(t,0) = f(t,w)| < Lo —w] Y(t,v), (L, w) € U,
wobei U C I x IRV eine Umgebung des Graphen von f
(@t f(tu(t) :tel}
ist und u(t) die exakte Lsg. des AWP (1) bezeichnet.

o Fiir eine lokale Variante des Stabilitétssatzes 3.25 geniigt ebenfalls eine lokale
Lipschitz—Bed. der Art

lp (t,v,h) — @ (t,w, h)| < Llv—w| V(t,v),(t,w)e U, h<H,
falls zusétzlich die Konsistenz des Verfahrens vorausgesetzt wird. Man kann

die Aussagen Yoy, w, € Xy, ¢ ||[Fh(vn)llv,, [|Fr(wh)]|y, < n mit n — hinr. klein,
zeigen.
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3.3.5 Praktische Durchfiihrung von Einschrittverfahren

m Die Wahl der richtigen Schrittweiten {h;} ist offenbar von entscheidender Be-
deutung fiir eine effiziente Durchfiithrung eines ESV. Die Aufgabe einer Schrittweiten-
steuerung ist es, den jeweils neu entstehenden lokalen Fehler in einer gewiinschten
Gréfienordnung zu halten.

® [m folgenden werden zwei Méglichkeiten zur Schatzung der lokalen Fehler ange-
geben (Pkt. 3.3.5.1), darauf aufbauend eine Schrittweitensteuerung vorgeschla-
gen (Pkt. 3.3.5.2) und schliefllich eine Technik zur Berechnung von Néherungen
an vorgegebenen Punkten ¢ + 05, die nicht von der Schrittweitensteuerung her-
riithren (Pkt. 3.3.5.3).

3.3.5.1 Schétzung der lokalen Fehler

m Betrachten den lokalen Fehler

u(t+h) —un(t+h)

t t+h t

bei u(t+h) Losungd. awp: § U8
wobei u osung d. : wt) = u
im Pkt. ¢+ A, und
up(t+h) =u+ he(t,u,h) — ESV.
Es wird nun vorausgesetzt, dafl das ESV die Konsistenzordnung p hat, d.h.
u(t 4+ h) — up(t + h) = O(hPHY),
und der Fehlerterm die Gestalt
(51) u(t +h) — up(t +h) = c(t,u) P4 O(RPF2)
N ——’
= fithrender Fehlerterm

(engl.: principal error term)

hat, wobei ¢ unabh&ngig von der Schrittweite h sein soll.
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Fiir Runge—Kutta—Formeln 148t sich diese Darstellung des lokalen Fehlers durch Taylor—
Entwicklung leicht nachweisen, z.B.:

o cxplizites Euler—Verfahren (vgl. Pkt. 3.3.1):
1
u(t+h) —un(t+h) = 5 (fi+ fuf) (8, 0) 2 + O(R7),

=:c(t,u)
o cxplizite Mittelpunktsregel (vgl. Pkt. 3.3.2):
1
u(t+h) —un(t+h) = o (Fir+ 2fuf + fuuf* + 4 (Fufe + F10)) (8, u) B> + O(RY).

=: ¢ (t, u)

Im folgenden wird nur von der Existenz eines von h unabhdngigen, in ¢ und « hin—
reichend glatten (!) Koeffizienten ¢ (¢, u), nicht aber von seiner speziellen Gestalt Ge-

brauch gemacht !!

m Schitzung durch Extrapolation:

e Zuerst wird ein Schritt mit der Schrittweite h durchgefiihrt. Man erh&lt eine N&he-
rung uy im ndchsten Gitterpunkt ¢t + h und wegen (51) gilt:
u(t +h) —up(t+h) = c(t,u) P+ O(hPT2).
e Zwei Schritte mit halber Schrittweite h/2 fiihren ebenfalls zum Gitterpunkt ¢ + h,

erzeugen aber eine andere Nidherung uh/Q(t + h) im Punkt ¢ 4+ h. Fiir den ersten
Schritt gilt wegen (51):

ult + h/2) = (i + h/2) = e (t,0) (5)7  O(ht2).

Der Fehler nach dem zweiten Schritt setzt sich aus der Fortpflanzung des ersten
(1) lokalen Fehlers (= Fehler in den AB: siehe Lemma 3.18) und dem neuen lokalen
Fehler zusammen:

up ot +h/2)
up/a(t +h)
b u(t+h)
u
b u(t+h)
t t=t+h/2 t+h
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(52)  u(t+h) —wyp(t+h) =
= [u(t +h) = a(f+ h/2)] + [t + h/2) = wpya(t + B)] =

(mms)

!

= (L+O(h)) c(t,u) (g)p+1 + (e (t,u) + O(h)) (%)p+1

+ O(hPtt) =

= e (t,u) ()" + O(w )

Aus (51) und (52) kann nun ¢ = ¢ (u,t) offenbar eliminiert werden:
(1) |u(t+h) — up(t+h) = ch*t! + O(hP*?) (51)
Wx | u(t+h) — wplt+h) = 2 (g)pH + Oy (52)
ol @ = Dt h) = 2w+ h) + un(t+ h) = O(h#+2)

Daraus folgt sofort, daf3
upya(t 4 h) — up(t 4 h)
20 — 1

Up(t +h) == up(t +h) +
eine bessere Niherung fiir die Losung
u(t + h) = ap(t + h) + O(hF+?)

ist, d.h. mit einem um eine Ordnung verbesserten Fehler.

Eine Schitzung err (— fiilhrender Fehlerterm) des lokalen Fehlers erhédlt man nun,
indem man u(t 4+ h) durch den extrapolierten Wert @y (¢t 4 h) ersetzt:

_ () —un(t £ h)

err 7 )
wobei

1 fiir den absoluten Fehler,

d= 19 |up(t+h) fiir den relativen Fehler,

max {[uy,/o(t + k)|, 1} fiir ein gemischtes Fehlermaf

ein Skalierungsfaktor ist. Gebr&uchlich ist auch eine komponentenweise Anwendung
der obigen Skalierungsfaktoren.

Um den Mehraufwand zur Schitzung des lokalen Fehlers auch zumindestens zum
Teil fiir das Verfahren zu nutzen, betrachtet man entweder wy,(t 4+ h) oder sogar
den extrapolierten Wert 4y, (¢t + h) als die Ndherung im néchsten Gitterpunkt ¢ 4+ h
(— lokale Extrapolation).

Der berechnete Fehler err kann jedoch nur als Schitzung des auf die urspriingli-
chen Werte definierten Verfahrens interpretiert werden. I£s darf allerdings erwartet
werden, daf} die Verwendung von a4y (t 4 h) anstelle von uy(t + k) die Genauigkeit
des Verfahrens insgesamt eher erhtht. Die konsequente Verfolgung dieser Idee fiihrt
zu den Extrapolationsverfahren (siehe z.B. [1], [5]).

116



m Schitzung mittels eingebetteter Runge—Kutta—Formeln:

o Grundidee:

Neben der das ESV bestimmende RK-Formel der Ordnung p wird eine weitere
RK-Formel mindestens der Ordnung p + 1 konstruiert. Die erste Formel liefert
einen lokalen Fehler

u(t + h) — up(t +h) = O(hPTh),

fiir die zweite Formel gilt
u(t + h) — @t + h) = O(R'+?),
und somit folgt
u(t +h) — up(t +h) = @p(t + k) — up(t + k) + O(RPT?).

Daher bietet sich fiir den lokalen Fehler folgende Schétzung an:

ﬁh(t—l— h) — uh(t—l— h))
d

mit d =1 — absoluter Fehler, d = |, (¢t + h)| — relativer Fehler,
d = max {|ay(t + h)|, 1} — gemischtes Fehlermaf.

err =

e Eingebettete RK—Formeln:

Um den Aufwand zur Berechnung von 4y (¢t + h) moglichst gering zu halten, wihlt
man die gleichen Werte fiir ¢ und A in den beiden Tableaus. Man spricht dann
von einer eingebetteten Runge-Kutta—Formel (engl.: embedded RK-formula) und
stellt die Koeflizienten in einem gemeinsamen Tableau dar, z.B. im Fall expliziter
Formeln:

0
C2 | 421
C3 | 31 32

a|an ap ... aun
by by ... b1 I
by by ... by b

Die beiden N&herungen sind durch
up(t+h) =u+h(b1 K1+ b2 Ko+ ...+ b K))

und

Ut +h) =u+h(by Ky + by Ky + ...+ b K))
gegeben.
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e Beispiel: Runge-Kutta-Fehlberg Formel [RKF 2(3)]: Ausgangspunkt ist das all-

gemeine (expl.) Tableau fiir [ = 3:

0

C2 | @21

C3 | d31 Q32
by by b3
by by b

Die Bedingung, daf die erste (eigentliche) Formel die Ordnung 2 besitzt, lautet
(siche Pkt. 3.3.2.2: ¢; = 3" a;;):

by + by + b3
by ca+ b3 cs3

1,
1/2.

Damit die zweite (zur Schitzung benutzte) Formel die Ordnung 3 besitzt, muf

gelten (siehe Pkt. 3.3.2.2: ¢; = 3" ay5):

by + by + by 1,

by o 4 b3 c3 1/2,
by 3+ by c? 1/3,
bs azz Co 1/6.

Fiir die Wahl

co=1, c3=1/2, b3=0
erhdlt man eine sogenannte Runge-Kutta—Fehlberg-Formel mit der Kurzbezeich-
nung RKF 2(3). Das Symbol 2(3) bringt zum Ausdruck, daff das eigentliche
Verfahren von der Ordnung 2 ist und daf fiir die Schétzung des lokalen Fehlers

ein Verfahren der Ordnung 3 verwendet wird. Entsprechend ist ein Symbol p(¢) zu
interpretieren. Das Tableau fiir RKF 2(3) lautet:

0
1 1
1/21/4 1/4

1/2 1/2 0
1/6 1/6 4/6 <+ Gewichte der Simpsonregel

+— Gewichte der Trapezregel

e Bemerkungen:
1. Vom Blickwinkel der Effizienz sind eingebettete Runge—Kutta—Formeln mit
ap =b;,, 1=1,2,...,1 (Q by = ay :0)
besonders giinstig (= Fehlberg—Trick), da gilt:
Ki(t+h) = f(t+ h,up(t+h))

= f(t + ¢ih, uh(t) +h> ah’(t) I(i(t)) = I(l(t)
t ag=>a;=>b;=1 (Konsistenzbed.)

uh(t) +h> ah’(t) I(i(t) =up+hdY b K; = uh(t + h)
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2. Am Beispiel der 3-stufigen, expliziten, eingebetteten RIK—Formeln sieht man,
dafl die Losung keineswegs eindeutig ist. Es wurde daher versucht, die frei
wihlbaren Parameter so zu wéhlen, daf§ der fiihrende Fehlerterm von uy, (t+h)
moglichst klein wird. Das fiihrt allerdings dazu daf err den lokalen Fehler eher
unterschétzt.

3. Es liegt nahe, nicht u(t + k), sondern den genaueren Wert uy (¢t + h) fiir das
(eigentliche) Verfahren und wp (¢4 h) nur fiir die Schitzung des lokalen Fehlers
zu verwenden.

Man versucht dann natiirlich, die frei wihlbaren Parameter so zu wihlen,
daf} der fithrende Fehlerterm von (¢t + k) moglichst klein wird. Dann darf
damit gerechnet werden, dafl err den lokalen Fehler (fiir die erste Formel) eher

iiberschitzt.

4. Ein sehr wichtiges, 7-stufiges, eingebettetes Runge-Kutta—Verfahren 4(5) mit
den Eigenschaften aus Bemerkung 1 und 3 wurde von J. R. Dormand und
P. J. Prince konstruiert [7], [8]:

0

1 1

5 5

3 3 9

10 40 40

4 | 4 _56 32

5 45 15 9

8 | 19372 25360 64448 212

9 6561 2187 6561 729

1 9017 355 46732 49  _ 5103
3168 33 5247 176 18656

1 35 0 500 125 2187 11
384 1113 192 6784 84
35 0 500 125 2187 1
384 1113 192 6784 84
5179 0 7571 393 92097 187 1
57600 16695 640 339200 2100 40

In der Literatur hat dieses eingebettete Runge-Kutta—Verfahren die Kurzbe-
zeichnung DOPRI 4(5).
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3.3.5.2 Schrittweitensteuerung

m Idee:

Es wird nun davon ausgegangen, dafi eine Schitzung err des lokalen Fehlers vorliegt,
die auf einer gew#hlten Schrittweite h basiert und fiir die gilt (vgl. Pkt. 3.3.5.1):

err = ch?tl,

Eigentliches Ziel ist es, dafi der lokale Fehler einen vorgegebenen Wert tol nicht iiber-
schreitet. Also wire die ,optimale“ Schrittweite hye, durch die Bedingung

tol = chPtl!

neu

definiert. Aus diesen beiden Bedingungen 14t sich die Unbekannte ¢ eliminieren, und
man erhilt:

()

P +1/ tol
hew i= h - PR/ 22l

Daraus leitet sich sofort der folgende Algorithmus zur Schrittweitensteuerung ab.

m Algorithmus zur Schrittweitensteuerung;:

1. Es wird ein Schritt mit einer vorgegebenen Schrittweite h durchgefiihrt und gleich-

zeitig eine Schitzung err fiir den lokalen Fehler berechnet.

2. Falls err < tol, wird dieser Schritt akzeptiert und mit der neuen Schrittweite hpey

das Verfahren fortgesetzt.

3. Andernfalls wird der Schritt verworfen und noch einmal mit der neuen Schrittweite

hneu gestartet.

m Praktische Hinweise:

1. Um sicher zu sein, dafl die neue Schrittweite auch tatsichlich den lokalen Fehler

unterhalb des Wertes tol hilt, wird die optimale Schrittweite um einen Sicherheits-
faktor fac reduziert (z.B. fac=0.8).

. Weiters ist es zweckmdfig, zwischen h und hye, einen maximalen Vergroflerungs-

faktor facmaz und einen minimalen Verkleinerungsfaktor facmin einzufiihren,
um allzu dramatische Anderungen der Schrittweite zu verhindern. Mit diesen Mo-
difikationen wird aus (k) die Formel

hnew = h - min {facmax, max {facmim fac- (%) 1/(p-|—1)}}‘

. AuBlerdem ist es ratsam, nach einem verworfenen Schritt zwei erfolgreiche Schritte

abzuwarten, bevor wieder eine Vergréflerung der neuen Schrittweite zugelassen
wird.
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3.3.5.3 Berechnung von N&dherungen an vorgegebenen Punkten

® Problematik:

Hiufig ist es erwiinscht, Ndherungen an vorgegebenen Punkten zu berechnen (z.B. fiir
eine graphische Ausgabe mit gegebener Feinheit). Beriicksichtigt man solche Punkte
bereits bie der Schrittweitensteuerung (z.B. indem man grundsitzlich héchstens bis zum
nichsten gegebenen Punkt fortschreitet), so verliert man unter Umsténden an Effizienz.

m Kontinuierliche Runge-Kutta—Formeln:

e Eine Moglichkeit, Niherungen an vorgegebenen Punkten effizient zu berechnen,
bieten die sogenannten kontinuierlichen (engl.: continuous) RKF. Diese Formeln
beinhalten einen Parameter § € (0, 1] und liefern N&herungen fiir u(t 4 0h).

Fiir § = 1 erhdlt man also die eigentliche RKF. Durch spezielle Setzungen fiir 6
kann man Ndherungen an vorgegebenen Punkten mitrechnen, ohne die Schrittwei-
tensteuerung zu beeinflussen.

o Aus Iffizienzgriinden fordert man, dafi die Werte von ¢ und A im Tableau un-

abhingig von 6 sind:
c| A

b(6)

e Beispiel: Damit eine explizite, 3-stufige RKF fiir alle # € (0, 1] von der Ordnung
3 ist, miissen folgende Bedingungen gelten (vgl. Pkt. 3.3.2.2: ¢; = 3~ a;;):

bi +02+b3 =

byca+bzcs = %7
bQC%—FbgC% = %7
b3a3202 = %

Man sieht leicht, das es nicht moglich ist, ¢, 3 und asy unabhingig von 6 zu
wihlen. Man fordert daher Ordnung 3 nur fiir § = 1 und begniigt sich sonst mit
Ordnung 2. Fiir ¢ = 1/2 und ¢3 = 1 erhdlt man dann folgendes Tableau einer
kontinuierlichen RKF:

0

1/2 1/2

1 ~1 2
o(1-0(3-140)) ¢ (2-40) 6*(2-10)

=1 1/6 2/3 1/6
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3.4 Mehrschrittverfahren (MSV)

J=1
g= (I)(g7 Ly Uy, hn)
9= (917"'791)T
Nachteil:

i
m| ESV |z.B. RK-Verfahren: w11 = u, + by, 3 b, f(tn + ¢jhn, g5), n=0,m—1
N——

Funktionsauswertung in den
Zwischenpkt. t, 4 c;hy, auch

im expl. Fall !

expl.
AB impl. ¥
Uo Uy, Up 41
| | | | | t
1 f T I T I 1 I
to=0 1 tp—1 bn—kt1 ln Loyt by =T
() (1 Uk —1 Up—k+1 Unp, Un41
a) | 4 4. % n—(k-1)
k-1  ESV-Schritte ‘ k-Werte ‘
b) expl.
e ESV @ impl.
o—0 Vorteil:
\_‘?S‘—Vf 1 neuer Fkt.-Aufruf im
ESV, ZSV, ..., (k- 1)SV expl. Fall (Bt = 0)
’ g ey fn:f(tnyun)
n+1

MSV

® Bemerkungen:

z.B. lineare MSV (h,, = h): 3

1. Bez. der Ndherungen im MSV:

j=n—k+1

fi = filtj, uj)

k—Werte

Up—k+1y--
n—(k—1)

n+1
ajuj=h 3 Bif;

oy Up—1,Up ” Up 41

Upy ooy Upgpk—2, Ungphk—1 — Uptk
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2. Im Startschritt: %]03,1“, e Up_q| up MSV:
N— ———

unbekannt

a) k—1 ESV-Schritte entsprechender (= MSV) Genauigkeit,
b) ESV, ZSV, ..., (k—1)SV entsprechender (= MSV) Genauigkeit.

3.4.1 Spezielle Mehrschrittverfahren

m Ausgangspkt.:

1) Degl: W/'(t) = f(t,u(t))
T

Numerische Differentiation eines

Interpolationspolynoms = ¢ = t,41

2) gl w(t)=ult-s) + ti flryu(r))dr
T

Numerische Integration
beruhend auf Interpolation
bzw. Extrapolation von f
= =tl,4

m Btr. folgende 5 Klassen von MSV fiir h=h,, n=0,m — 1 :

1. Adams—Bashforth-Formeln (Pkt. 3.4.1.1)

Ausgangspunkt = 2)

tnt1
Idee: u(t,41) =u(t,) + [ f(t,u(t)) dt
ty S————
pE Py
JA— Up+41 Extrapolationsquadratur mit
~e . ®Jun] e Stitastellen: ¢;
" e Stiitzwerten: f; = f(t;, u;)
tn‘—(k—l)““ toy b, fri t=n—k+1,....,n—1,n

1
Upt1 = Un +h [ p(t, + sh)ds
0
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2. Adams-Moulton—Formeln (Pkt. 3.4.1.2)

Ausgangspunkt = 2)

tnt1
Idee: u(t,41) =u(t,) + [ f(t,u(t)) dt
p* 6 Pk N 7an g

Jn—kt1 —"®~ frt1 it Interpolationsquadratur mit

g @ I A f ntl . .

---------------- . o Stiitzstellen: ¢;
} } } 1 J e Stiitzwerten: f; = f(t;, u;)
by (k1) - - - -1 t,  lopr i=n—k+1,...,n,n+1

1
Upt1 = Un + h [ p*(t, + sh) ds
0

3. Nystrém-Formeln (Pkt. 3.4.1.3)

Ausgangspunkt = 2)

tnt1
Idee: u(tnt1) = u(tn—1)+ [ f(t,u(t)) dt
~ tyl S———
peE P
fn—k-|-.1// """"""" .- Jn-1 f f”.‘"l Interpolations/Extrapolationsquadr. mit
ey e Stiitzstellen: ¢;
} } ‘ ‘ ‘ t e Stiitzwerten: f; = f(t;, u;)
tn—(k—l)"' th_1 t, tht1 t=n—k+1,...,n—1,n

+1
Upt1 = Un—1 + P [ p(t, + sh)ds

-1
4. Milne-Simpson—Formeln (Pkt. 3.4.1.4)

Ausgangspunkt = 2)

tnt1
Idee: u(tyq1) = ult,—1)+ [ f(t,u(t)) dt
. tpoy S——
P e by
Jn—kt1 o ozt fots Interpolationsquadratur mit
./ @ fn ///. 11 . .
___________ o , e Stiitzstellen: ¢;
} } ‘ ‘ ‘ e Stiitzwerten: f; = f(t;, u;)
bo—(k—1) - tho1 tnt1 t=n—k+1,...,n1,n,n+1

1
Upt1 = Up—1 + b [ p*(tn + sh) ds
21

5. BDF-Verfahren (Pkt. 3.4.1.5)

Ausgangspunkt = 1)
Idee: v/ (tp1) = f(tas1, u(tny1)) q€ by
N—_——’

Interpolation von u(-) mit
e Stiitzstellen: ¢; ; ; ; ; ;

e Stiitzwerten: u; boe =1y -+ th—1 Uy lnt1
t=n—k+1,....,n—1,n,n+1

q' (tng1) = fag1 = [(tng1, Ung1)

124



3.4.1.1 Die Adams—Bashforth—Formeln

m Idee: Extrapolationsquadratur mit
o Stiitzstellen ¢; .
=n—k+1,...,n—1
e Stiitzwerten f; = f(t;, u;) }Z " the,n=ln

Interpolationspolynoms mit

k aus Newton-Darstellung des
Hilfe dividierter Differenzen =

tnt1
U(tnyr) = ultn) + [ f(t,u(t)) dt
tn E/_/
c P._ k—1 e .
P Pty +sh) = 3 (1) (7)V fa
fn—k—l—l e Up 41 7=0 4 4
¢ ., [ Wit Vfy = fu — fumr, VI = VIV, V0=
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ t T _w(ac—l)-...-(x—j—l—l)_ x!
tn—(k—l) th—1 tn tn—l—l ] - 12] o ($—])']'

1
Upt1 = Up + D [ p(t, + sh)ds
0

m Resultat: Adams—Bashforth-Formeln (k= 1,2,...)

k—1 . A Y
Upg1 = Un + b Y0 vV f, mit ;= (=1)7 [ S) ds
=0 0

i= J
jlof1 2 13| 4 5 6 7 8
R 312511 95 | 19087 | 5257 | 1070017
i 2112 181720 | 288 | 60480 | 17280 | 3628800

m Beispiele:
k=1:uy41 =u, +hf, = Explizite Euler-Methode,

3 1
k=2 P Un41 —Un‘|‘h |:§fn - §fn—1:| )

23 16 5
k=3: Upt1 = Up + h [Efn - Efn—l + Efn—2:| .

® Bemerkungen:

1. Adams—Bashforth—Formeln sind explizite MSV.
2. Konsistenzordnung = k (siehe Pkt. 3.4.2).
3. Stabilitdt: O-stabil (siche Pkt. 3.4.3).
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3.4.1.2 Die Adams—Moulton—Formeln

m Idee: Interpolationsquadratur mit
o Stiitzstellen ¢; .
=n—k+1,...,n—1 1
e Stiitzwerten fZ:f(t“uz)} e=n=ftl. 0=l et

Interpolationspolynoms mit

k aus Newton-Darstellung des
Hilfe dividierter Differenzen =

tnt1
u(tprr) = ulty) + [ f(t u(t)) dt
tn E/_/
f reh Ut “(tn + sh) i( 1) (Vi
ek o o n p n S — — . n+1
v Igr A Jat 4=0 g ,
"""""""" t k WitV s = Jr — [ VI = VIV, VO = 1,
tn‘—(k—l)““ t . t tt1 x :w(ac—l)-...-(x—j—l—l): x!
j 1-2-...-5 (z — )5

1
Upt1 = U + b [ p* (t, + sh)ds
0

®m Resultat: Adams-Moulton-Formeln (k=0,1,...)

koo L 1 st 1
Upt1 = Up +h Y0 Vjvjfn-l—l mit v = (=17 J . ds
Jj=0 0

1oy 1 2 | 3 | 4 5 6 7 8

1 1 19 3 863 275 33953

*

il -

1
21 12 24| 720 160 | 60480 | 24192 | 3628800

m Beispiele:
k=0:uy41 =u, +hfny1 = Implizite Euler-Methode,

1 1
k=11t =up+h [5 Jarr + 3 fn] = CRANK-NICOLSON,

5 8 1
k=2:Upy1 =up+ 0 [Efn-l—l + Efn - Efn—l] .

® Bemerkungen:

1. Adams—Moulton—Formeln sind implizite MSV: Fiir hinr. kleines h ist Auflésbarkeit
nach u,4; durch Fixpunktiteration garantiert (f = Lipschitz-stetig) !

2. Konsistenzordnung = k + 1 (siehe Pkt. 3.4.2).
3. Stabilitdt: O-stabil (siche Pkt. 3.4.3).
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3.4.1.3 Die Nystrém—Formeln

m Idee: Interpolations/Extrapolationsquadratur mit
o Stiitzstellen ¢;

e Stiitzwerten f; = f(t;, u;) t=n—k+l..,n=-1n

Interpolationspolynoms mit

k aus Newton-Darstellung des
Hilfe dividierter Differenzen =

tn41

u(tn—l—l) — u(tn—l) + f f(t7 u(t)) dt
by S——
PE Pr - k=1 S
Sn—kt1 o f Jnt1 Pty + sh) = Z (_1)]< j )v]fn
' e o =0 , ,
4 ‘/ mit an:fn_fn—hvj—l—lzvjvvvozlv
tn}—(k—l)} tln—l tln £n+1 e\ _ zz—=1)-...-(x—j+1) _ x!
j 125 (@ — !
1
Upt1 = Up—1 +h [ p(t, +sh)ds
21
m Resultat: Nystrom—Formeln (k= 1,2,...)
k-1 , 41
Upg1 = U1 +h > K;VIf, mit k;=(=1)7 [ | | |ds
7=0 -1\ J
7101112 (3] 4 5 6 7 8

29 | 14 | 1139

1]1
3131901451 3780

k; 210

m Beispiele:

k=1:uy41 =un—1+2hf, (Ek=2) = Explizite Mittelpunktsregel,
2

7 1
k=3 upp1 =up1+h gfn — gfn—1 + gfn—? .

® Bemerkungen:

1. Nystrém—Formeln sind explizite MSV !
2. Konsistenzordnung = k (siehe Pkt. 3.4.2).
3. Stabilitdt: O-stabil (siche Pkt. 3.4.3).
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3.4.1.4 Die Milne—Simpson—Formeln

m Idee: Interpolationsquadratur mit
o Stiitzstellen ¢; .
=n—k+1,...,n—1 1
e Stiitzwerten fZ:f(t“uz)} e=n=ftl. 0=l et

Interpolationspolynoms mit

k aus Newton-Darstellung des
Hilfe dividierter Differenzen =

tnt1
u(tn—l—l) — u(tn—l) + f f(t7 u(t)) dt
Tr—1 S———
p* e Py k , ,
NPT ot Pty +sh) = 3 (=1)7 (T VI £
e gt g s = g |
.......... * t [ mit an—l—l = fn-|—1 - fn7 V]-I_l = V]V7 VO = I,
tn}—(k—l)}“‘ tln—l tln £n+1 T :w(ac—l)-...-(x—j—l—l): x!
j 1-2-...-5 (x — 7)ij!

1
Upt1 = Up—1 +h [ p* (t, + sh)ds
21

m Resultat: Milne-Simpson—Formeln (k=0,1,2,...)

k . . i ot Ry gy |
U1 = Up—1 +h 30 K7V frpr mit K7 = (=17 [ . ds

7=0 -1 J
7101 11213 4 5 6 7 8
1 1 1
wrl2] 2| Lo 1|1 3T
I 3 90 90 3780

m Beispiele:
k=0:u41 = Up—1 +2hfry1 = Impliziter Fuler mit doppeltem Schritt,
k=1:u,41 =un—1 +2hf, = Explizite Mittelpunktsregel (2h),

1 4 1
k=2:u,41 =tUp_1+h gfn-l—l + §f” + gfn—l = Simpson—Regel.

® Bemerkungen:

1. Milne-Simpson—Formeln sind implizite MSV ! — Fiir hinr. kleines h ist Auflésbar-

0
keit nach u,4+1 durch Fixpunktiteration garantiert: Startndherung uSH)_l:: ty, bzw.
0
uSH)_l := Nystrém—Naherung.
2. Konsistenzordnung = k + 1 (siehe Pkt. 3.4.2).

3. Stabilitdt: O-stabil (siche Pkt. 3.4.3).
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3.4.1.5 Die BDF—Verfahren (Backward Differencing Formula)

m Idee: Numerische Differentiation des Interpolationspolynoms mit
o Stiitzstellen ¢;
e Stiitzwerten u;

} t=n—k+1,....n—1,n,n+1

Interpolationspolynoms mit

k aus Newton-Darstellung des
Hilfe dividierter Differenzen =

u’(tn+1) = f(tn—l—lv u(tn-l-l))
—_———

x5

q(t, + sh) = —1) (Y Vi,
on (a4 51) = 35175 Vs
U Un41 . . .
‘/ n—k-l-if/'\ un—.l ’LU-I- mlt Vun_H = un-l—l — UN7 V]‘I’l — V]V7 VO — 17
L el e\ zx-1)-...-(z—j+1) x!
tn—k41 - tn—1tn fntl j o 1-2-...-7 - (z — )y

¢ (tng1) = fot1 = [(tngr1, tUny1)

m Resultat: BDF—Verfahren (k =0,1,2,...)

2 PV
Z 5*V]un+1 = hfn_|_1 mit &% = (_1)1_ $ +
7=0 I J d

s

1
55 =0, 5]*:}fﬁrj21

m Beispiele:

k=1:up4y1 —uy = hf,y1 = Impliziter Euler,

3 1
k=2: §un—|—1 = 2uy, + §un—1 = hfn—|—17

11 3 1
k=3 Fun—l—l = 3u, + §un—1 - gun—Q — hfn—l—l-

® Bemerkungen:

1. BDF-Methoden sind implizite MSV !
2. Konsistenzordnung = k (siehe Pkt. 3.4.2).
3. Stabilitdt: 0-stabil fiir & < 6, nicht 0-stabil fiir £ > 7 (siehe Pkt. 3.4.3).
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3.4.2 Konsistenz linearer MSV

® Lineare MSV:
Alle bisher betrachteten MSV sind von der Form

n+1 n—k4+1
T T k
(53) QpUp g + Q1 Upik—1 + ...+ QQU, = hjzo Bifoyj, n=0,1,....,m—k,
mit idealisierter Startphase (o. B. d. Allg.): 1
U :u(t]‘), j=0,1,...,k—1. f(tn-l—j7un+j)

MSV der Form (53) heiflen lineare MSV (k-Schrittverfahren).

Durch eine Normierungsbedingung

k
(54) ar =1 oder Zoﬁj =1
]:

wird das MSV eindeutig festgelegt. Betrachten im folgenden nur lineare MSV !

m Lokaler (Diskretisierungs—)Fehler, Konsistenz, Konsistenzordnung:

(55) u(s): u'(s)= f(s,u(s)), s>t

k k

(56) up(t+kh) : Z ozjuh(t—l—jh) =h Z ﬁ]‘f(t—l—jh,uh(t + jh))
J=0 7=0
up(t+jh) =u(t+jh), j=0,1,....k—1

e Definition 3.27: (Konsistenz von MSV)

Ein MSV heif3t konsistent, falls

u(t + kh) — up(t + kh) — 0 fir h - 0 Vt.
Falls

w(t + kh) — up(t + kh) = O(hPTY) fiir h — 0 Vi,

dann ist die Konsistenzordnung p.

Dabei wird u(-) immer als hinreichend glatt vorausgesetzt.
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e Lemma 3.28: (Darstellung des lokalen Fehlers)

Vor.: f sei stetig differenzierbar.
Bh.: Dann 36 € (0,1):
(57)  u(t+kh) — up(t + kh) = [agd — hBy fu(t + kh,v)] 71 L(u;t, ),
mit v = v(0) = up(t + kh) + S[u(t + kh) — up(t + kh)],
k
(58)  Llust,h):= 3" [agult + jh) — hju'(t + jh).
7=0
Im Fall von Systemen ist (57) komponentenweise zu verstehen
mit 6; € (0,1) und v; =v(§;), i =1, N.

Beweis:
Aus (56) folgt sofort die Beziehung
k=1
(59) X legult +jh) = hg; f(t 4 Jh, u(t + j0)] + ag up(t + kh) -
7=0
! (t+75h)

—hBk f(t+ kh, up(t + kb)) = 0.

Aus (58) und (59) ergibt sich dann
L(u,t,h) = apu(t+ kh) — hBy f(t + kh,u(t + kh))+

k—1
+ Y o ult+ jh) — h B’ (t+ jh)] =
7=0

) L jun (t-+kR) = BBy f (t-+ kb (t4kh))]
= c[ult + k) — wn(t + kh)] = hBLF(t + kh, ult + kR)) — f(t + kh, un(t + kh))]

WL 550 [ T By fu (e + ko, )] (ult + kh) — up (¢ + kh)).
q.e.d.

e Bemerkung: Fiir explizite MSV (5 = 0) und Normierungsbed. (o = 1):
= u(t+ kh) —up(t + kh) = L(u,t, h), sonst = O(L(u;t, h)).

m Niherungsgleichung und lokaler Abschneidefehler:

e Schreiben MSV (53) als Operatorgleichung in der Form

(60) Ges. up, € Xp @ Fr(up) =0in Yy

mit X, = Cl(Ih), Y, = C(Ih) und
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k k
Fh(Uh)(ti + kh) = % ZO Oejvh(ti +]h) — Zoﬁ]‘f(ti —I—jh7 Uh(ti —I—(]h))7
j= j=
(61) 1=0,m—k
und idealisierter Startphase
Fh(?}h)(to ‘I’]h) = Uh(to —I']h) - U(to +]h)7 ] = 07 17 .- '7k -1
Dabei ist es jetzt zweckmiBig, (o. B. d. Allg.) von der Normierungsbed.

k
(62) >, b; =1 auszugehen.
J=0

o [Fiir den lokalen Abschneidefehler

(63) 7, = Fp(u), wobel u Lsg. von (1) ist,

gilt offenbar die Beziehung

(64) Th(t + kh) = %L(u; t,h).

Der damit verbundene Begriff der Konsistenzordnung p
65)  mllv=c) = O(RF)

entspricht wegen Lemma 3.28 genau dem in Def. 3.27 eingefiihrten Begriff der Kon-
sistenzordnung {iber die Kleinheit des lokalen Fehlers.

m Zur Bestimmung der Konsistenzordnung linearer MSV:

e Ordnen den Koeflizienten eines linearen MSV Polynome zu:
(66) p(?) = apz® +ap_12¥"1 4+ ...+ ap; (charak. Polynom)
o(z) = Brz* + Br_1 28+ L+ Bo.

e Satz 3.29:

Vor.: f sei hinreichend oft stetig differenzierbar.

Bh.: Ein MSV der Form (53) besitzt genau dann die
Konsistenzordnung p, falls
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L Taylor
Lwth) = % [agult + k) = hf; w(t+h)] +
]: v~ V
> L@ @rto(rt) T E e (g +0 ()
q=0 =0
k p u(q)(t) k . p ul2 )( )q ) )
=u(t) 3 o+ ) BN EEEDY 711‘12@]‘1 + O(hPtl) =
! — -1
7=0 q=1 q- 7=0 g=r+1=1 (q ) q
k P R k . )
=u(t) }_aj+ X —uld() |3 eyt - qZW O =
7=0 g=1 ¢ 7=0 J=0
=0 =0 fir ¢=1,2,...,p
= O(hPt1) q.e.d.

e Bemerkung:

Fiir den Fall p =1 (Konsistenzordnung 1) lautet (67):

(68)

e Folgerung 3.30:

Die hochste erreichbare Konsistenzordnung eines
k—Schrittverfahrens = 2k.

Beweis: mms.

e Folgerung 3.31: (Konsistenzordnung der MSV aus Pkt. 3.4.1)

MSV (k-Schritt) | Konsistenzordnung | MSV ist exakt fiir v/(t) = gt}
Adams-Bashforth | &k g=0,1,...,k

Adams-Moulton | k+1 g=0,1,....k+1

Nystrom k g=0,1,...,k

Milne—-Simpson k41 g=0,1,....k+1

BDF k g=0,1,...,k
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Beweis: Unter Benutzung von (57) aus Lemma 3.28 und der Exaktheit des MSV
fiir u/(t) = t?71, d.h. fiir u(t) = t + c erhalten wir sofort die Identitét

Lemma 3.28, (57)

0

L [l — O)(ult+ kh) — up(t + kh)) = Lt + c,t, h) =

= f:o[aj[(t-l-jh)q—l—c] — hBiq(t + jh)1™1] =

J=

k k
= ) Z%tﬂh — hBq(t + jh)T]
Ny
=0

k
= 103 Yo — g8
J=0 q.e.d.

l —

o~
<

=0

3.4.3 Stabilitat linearer MSV

m Im Gegensatz zu den RK—Formeln (Satz 3.25: f — Lipschitz—stetig =
Stabilitéit) ist die Untersuchung der Stabilitét fiir MSV komplizierter !

U 3.10

Man zeige zunidchst, dafi das explizite Zweischrittverfahren (k = 2)

(*) Upt2 + 4un—l—l — DUy = h(4fn+1 + an)
die héchstmogliche Konsistenzordnung p = 3 hat !

Tatsichlich: p(z) =1-22+42 -5

o(z) = 4z 42
p
2
e Ya; = 1+4-5=0 0/
=0
2 !
o Yajj = 0-(=5)+1-442-1=62155,°=6 1y
=0
2 ;2
o Yt = 4-1241-2=822% 5,5 =24-1)=8 2y

J=0

4. 1341-22=21223%6,2=3(4)=12 3y

4104122 =204£456;5% = 4(4) = 16 4%

[ ]
M M
o o °
By By
(SR o,

w

Il

[ ]
N

Wendet man dieses Verfahren auf das AWP
u'(t) = f(t,u(t)) :==u(t), t>0; Lsg. sei u(t)=¢

mit der exakten Startphase u(0) =1 und u(h) = €* an, so erhilt man
vollig unbrauchbare Resultate, auch und insbesondere fiir 1 — 0, obwohl
f(t,u) := u Lipschitz-stetig mit der Lipschitz-Konstanten L =1 ist !
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Bestitigen Sie diese Behauptung durch numerische Experimente, und
begriinden Sie die Behauptung theoretisch !

Hinweis: e theoretisch: (*) mit Ansatz: u; = ¢
= Charakteristisches Polynom: ¢(?44(1—h)( — (54+2h) = 0
= Wurzeln: (;(h) = 1+ h +O(h?), (o(h) = =5+ O(h)
un = ar( (h) + az( (h)

m 0—Stabilitit von MSV:

e Untersuchen Stabilitit von linearen MSV zunéchst fiir die triviale RS | f =0
(h — 0%):
(69) Oyt + Q1 Upyp—1 + ...+ Qoti, =0

als Ndherungsgleichung fiir die triviale Dgl.
(70) u'(t) = 0.

e Der nichste Satz liefert die allgem. Lsg. der Differenzengleichung (69):

Satz 3.32:

k .
Vor.: Seien (3, (s, ..., die Wurzeln von p(z) = Y a;27
-

J
l
mit den Vielfachheiten mqy, mq,...,my (3 m; =k, [ < k).
7=0
Bh.: Dann ist die allgemeine Lésung von (69) durch
(71) un = p1(n)CT + pa(n)Cs + - 4 pi(n)Cf

gegeben, wobei p;(-) bel. Polynome vom Grad m; — 1 sind.

Beweis: siehe auch [5] S. 328:

o I =k, d.h. p(2) hat nur einfache Nullstellen (m; =1 Vj)
= U, = a1(] + ...+ ar(} ist offenbar allgem. Lsg. von (69) !

o | <k, d.h. p(2) hat mehrfache Nullstellen (3 m; > 1):

1) Sei ¢ eine Nullstelle der Vielfachheit m. Dann sind u, = (7)¢" fiir jedes
i=0,1,...,m— 1 spezielle Lsg. von (71).
Tatsdchlich, wegen der Identitit (nj']) . (.") (]l) (mms) gilt:

=0

L ajting; = 1 0 ("F)C =y (M) 2 e (D =
]:

7=0 (=0 7=0

=3 (P)ICpO(C) =0

(=0
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mj—1

[ [
2) Superposition: u, = >> > a; (?)C}l = > pi(n)¢}
7=1 =0 71=1
mit frei wihlbaren Koeffizienten {aij}j_ﬁ. i—0m—1 -
Tty =g

q.e.d.

Durch die Vorgabe der k Startwerte

Uy ULy v vy Uk—1

wird die Lsg. (71) von (69) eindeutig definiert.

Damit Stérungen §; in der Startphase, d.h. w; + &;, ¢ =10,k — 1, nicht zu unbe—
schrankten Losungen fiihren, muf fiir jede Nullstelle ¢ von p(-) offenbar gelten:

e |(] <1, falls ( — mehrfache Nullstelle.
Das fiihrt auf die folgende Definition:

e [(] <1, falls { — einfache Nullstelle,
(72)

Definition 3.33: (0-Stabilitét)

Das MSV (53) heifit 0—stabil, falls jede Nullstelle ¢ des cha-
rakteristischen Polynoms p(-) die Bedingung (72) erfiillt.

Beispiele:
1. Adams—Bashforth und Adams—Moulton: 0-stabil, da
p(z) = zF — 2F=1 = (¢, = 0 (k — 1)~fach; (3 = 1 (einfach).

2. Nystrém und Milne-Simpson—Formeln:  0—stabil, da
p(z) = 2% — 2572 = ¢, = 0 (k — 2)—fach; (33 = £1 (einfach).

3. BDF-Formeln: £ < 6 = 0-stabil; £ > 7 = nicht 0-stabil !
k
Analyse komplizierter: > %Vjum_l — p(z) = ... 7 siehe [5] S. 329 ff.
=

Die erste Dahlquist—Barriere (1956):

Fiir die hichste, erreichbare Ordnung p eines O—stabilen k—Schrittverfahrens gilt:
k+ 2, falls k — ungerade,

(73) p<< k41, falls k — gerade,
k , falls 8i/ar < 0 (also insbes. fiir explizite MSV).

Beweis: siehe [5] S. 332 ff.
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3.4.4 Konvergenz linearer MSV

m Idee: [Butcher,1966]

MSV Ubergang zu ioduktrétumen ESV
] !
e Konsistenz (Satz 3.29) Satz 334 | Konsistens (Satz 3.17)
_I_
e 0-Stabilitdt (Def. 3.33) } Satz_3>.36 e Stabilitdt (Satz 3.20)
I
o [ = L-stetig e Konvergenz (Satz 3.23)

Satz 3.37; Folgerung 3.38 ‘

m Schreiben MSV in IRY als ESV in (IRV)* :

e Sei f(-,-) stetig und im 2. Arg. Lipschitz—stetig, d.h.
(74) |f(t,v) — flt,w)| < Llv—w|, Vtel, Vv,wc RN,
Dann gibt es fiir bel. (fix. !) Werte
bry Upy U1y - v oy Upgk—1

und hinreichend kleinen h eine eindeutig bestimmte Losung

Un+k = g(tn; Upy Up41y -« oy Untk—13 h)
des MSV (53)
k—1 k—1
Z O‘;Un-l-j + Wptr =N Z ﬁ;fn-l-j + 0Bt + khy W)
7=0 7=0
b

Beweis:  Banachscher Fixpunktsatz angewandt auf

Ut = B f(tn + kh,usqr) + Rest ! (mms)
Damit 148t sich die Funktion ) definieren:
k=1
¢(tn; Upy Un+41y -+ oy Untk—1; h) = ZO ﬁ;’fn-l—j +
]:

+ ﬁ;gf(tn + khv g(tn; Upy Up41y ooy Uptk—13 h))

=Un+k
Damit erhélt das MSV (53) die Form:
k=1
(75) Upn+k = — Z O‘;‘un-l—j + h¢(tn7 Upy Up 41y« -y Updk—1; h)
J=0

=:Up
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Definieren

Uptk—1 —ah_ I —ap I ... —ogl I

U i o ... o o
U, = . ) A= . . y €1 =

Uy, I 0 0

und kénnen damit das MSV (75) = (53) als ESV

U1 =AU, + h®(t,, Uy h), n=0,m—k

76
(76) AB: Uy geg. (ESV aus Pkt. 3.3: A=1")

im Produktraum (IRV)* = RN x ... x RN schreiben, wobei
O(t, U h) =(t, U, h) e,

X, = C (I, (RN)Y), X3 =C(Iy, (RM)F), I = {to, . trks1}-

m Konsistenz: MSV (53) = (75) = ESV (76)

Satz 3.34:

Aus der Konsistenz(-ordnung) des MSV (53) = (75) gemdf Def.
3.27 folgt die Konsistenz(-ordnung) des zum MSV dquivalenten
ESV (76) und umgekehrt.

Beweis:

e Sei u(s) die exakte Losung des AWP (1) und
(77)  U(s) = [u(s+ (k — D)h),u(s + (k — 2)h), ..., u(s)]F

e Die Niherungslosung an der Stelle ¢ + h, die man aus dem ESV (76) mit dem
Startwert U(t) gewinnt, sei Uy, (t + h) !
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e Dann gilt offenbar:

u(t + kh) wn (t + kh)
Ult+h) —Up(t+h) = u(.H =om ) “(,H(k_ D _
u(t + h) u(t+ h)
u(t + kh) — up(t + kh)
0
:

Daraus folgt:

(78) Ut +h) = Un(t+h)||x, = |lu(t +kh) — up(t + kh)||x, = O(RPT).
q.e.d.

m Stabilitét: 0-Stabilitit des MSV 4 L—Stetigkeit von f = Stabilitit v. (76)

e Lemma 3.35:

Vor.: Das MSV sei 0-stabil (Def. 3.33).

Bh.: Dann gibt es eine Vektornorm in (IR™)* sodaf
fiir die zugeordnete Matrixnorm gilt:

1Al < 1.

Beweis: siehe [5] S. 343 f.

e Bemerkung: Lineares MSV ist 0-stabil, genau dann, wenn 3 ¢ = const. > 0:
|A"|| < ¢ Vn e IN.

e Satz 3.36: (Stabilitdt des ESV (76) i. S. der Def. 3.21)

Vor.: 1) MSV (53) = (75) sei O-stabil.
2)  f(:,-) erfiille die Lipschitz-Bedingung
|f(t,v) = f(t,w)] < Llv —w| Yv,we RN Vtel.

Bh.: Dann ist das zum MSV zugeordnete ESV (76) stabil
i. S. der Def. 3.21.

Beweisskizze:

o Aus der Lipschitz—Stetigkeit von f(-,) folgt (mms):

|®(t, V, k) — &(t, W, h)|| < L*||V = W|| VYV, W € (RN)* vt, Vh < H.
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o Unter Benutzung von Lemma 3.35 (= ||A|| < 1) zeigen wir zunéchst
Stabilitdt bzgl. der AB (Startphase) analog zu Lemma 3.18:

(77 (76)
Zi = U=

D1 AZ, + h[®(t,, Uy, h) — ®(t,, Vi, h)]
[Znsall < NIAIIZall + LR (| Za]] < (1 + L7R)|| 20|

< eltntr

usw.

o Daraus folgt analog zu Lemma 3.19 und Satz 3.20 die Stabilitét:

Vi = Whllx, < ClIF(Vi) = En(Wh)lly,,-

q.e.d.

m Konvergenz: Stabilitit + Konsistenz = Konvergenz

e Satz 3.37: (Konvergenz des ESV (76))

Vor.: 1) MSV habe Konsistenzordnung p.
2)  f sei entsprechend oft differenzierbar.
3)  f sei Lipschitz—stetig im 2. Arg.
4)  MSV sei O0-stabil.

Bh.: Dann ist das ESV (76) konvergent von der Ordnung p.

Beweis:  analog zum Beweis von Satz 3.23 unter Benutzung der

Satze 3.34 und 3.36.
q.e.d.

e Folgerung 3.38: (Konvergenz des MSV)

Unter den Voraussetzungen von Satz 3.37 ist das MSV (53) kon-
vergent von der Ordnung p.

Beweis: MSV (53) = (75) = ESV (76).
q.e.d.
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3.5 Steife Differentialgleichung

m Btr. Beispiel | E 6 |aus | P IX

(80) { w(t) = =50(u(t) — cos(t)), ¢ €[0,7]

AB: u(0)=0

Das explizite und das implizite Euler—Verfahren verhalten sich véllig unterschiedlich

(siehe P IX):

e expliziter Euler: sinnvolle Resultate erst fiir h = %, % < % !

e impliziter Euler: keine Probleme auch fiir groflere h !,
obwohl beide Verfahren

e Konsistenzordnung 1 haben und

e stabil im Sinne der Def. 3.21 sind.

Offenbar reicht der bisherige Stabilitdtsbegriff nicht aus, um das Verhalten der Ver-
fahren fiir groBere (,endliche®) Schrittweiten h zur Losung steifer AWP (1), d.h. grofie
Lipschitz—Konstante L bzw. grofie Kondition der Jacobi-Matrix J = f, (¢, u(t)), zu
erklédren:

?
e Lemma 3.18: (14 Lh;)< elhy = elhi . elho = eltitr < T

e Beweis Satz 3.25: h hinreichend (?) klein.

m Zur Untersuchung der Stabilitdtsverhalten eines Verfahrens mit ,,end-
licher® Schrittweite wird das Verhalten des Verfahrens fiir das Test—
problem (81) mit A € @ betrachtet:

u'(t) = Au(t) a'(t) = Aa(t)
(81) w(0) =1 - a(0) =144 (82)
3 3
u(t) = eM a(t) = (1 + 8)e
N\ Ve
Fehler

A:A1+iA2, /\1:Re A, AQ:IT)’L A

2(t) = a(t) — u(t) = §eM = §efte Mt enImAt

= |2(t)] = defteM < 5, falls Red < 0
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0.K., aber bekommt man so Aussagen iiber den allgemeinen Fall

u'(t) = f(t,u(t)) ?

m Motivation fiir das Testproblem (81):

} = u(t) exakte Losung

} = u(t) gestorte Losung

e Linearisieren gestortes Problem (83) in der Ndherung der exakten Losung u(t):

= @(t) = f(t,u(t) +fu(t, u(t)) (at) = u(t)) + o(a(t) - u(t))

=u'(t)
= Erhalten also fiir den Fehler z(t) = a(t) — u(t):
A0 = fult u0) 20 + o[ (:(0) ), +(0) =3

Einfrieren der Jacobi—-Matrix

J=fu(te,u(ts))=[-1vxn, z.B. flir t,=0
Dann ist die Dgl.
(84) 2'(t) = J z(t) (vel. Kap. 2: J = M; %° K;, M;7%%)

ein Modell fiir die Fehlerausbreitung.

Sei J diagonalisierbar, d.h.

o Jvollst. System v. EV vy, ..., un
o EW :Ah...,AN.

Ansatz:

N
2(t) = X ni(t)vi

Eingesetzt in (84) ergibt das:

N
2 (t) = Zm’»(t)vi =Jz(t) = Zm(t)/\wi,

dh. | ) =Am(t), Vi=TN | =1

Schlufifolgerung:

Verhalten des Integrationsverfahrens (ESV) fiir (81) mit A € o (f.(¢,u(t))) =
{ EW der Jacobi-Matrix } gibt Aufschluf} iiber Stabilitdt des Verfahrens !
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® Wenden nun expliziten und impliziten Euler auf unser Testproblem
(81) an:

e expliziter Euler:

Upt1 = Up + RAu, = R(AA)u,, mit
R(z)=1+=

e impliziter Euler:

Upt1 = Uy + ABAUL41, also
1 .
Up+1 = mun = R(hA)Un7 mit
1

1-—=2

R(z) =

® Wendet man nun ein ESV auf ein ,,stabiles AWP (81) an,

— d.h. mit Re A < 0 (Storungen in den AW vergréfern sich nicht !),
dann sollte das ESV

Upp1 = R(hA)u,
die gleiche Figenschaft haben, d.h.
[B(RA)| < 1,
falls A e @': Re A < 0und A € o (fy(t, u(t))).
Diese Stabilitdtsinterpretation fithrt zum Begriff der A-Stabilitdt (Pkt. 3.5.1) !

3.5.1 A-Stabilitit (— ESV)

m Stabilitatsbereich:

e Ein ESV zur Losung des Testproblems
(81) u'(t) = Au(t)
habe die Form
(85) Upp1 = R(hA)u,
mit der Stabilitdtsfunktion R(z).

e Definition 3.40: (Stabilitdtsbereich)

Die Menge
S={zed:|R(2)| <1}

heifit Stabilitatsbereich des ESV.
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e Bemerkung:

1. Fiir z = hA € S produziert ESV (81) beschriankte (d.h. stabile) Losungen !

2. Fordern daher, Schrittweite h so zu wihlen, daf§
hh € S

fiir alle ,,relevanten® (1) A : Re A < 0.

o Beispiel: Expliziter Euler: R(z) =1+ 2

= S={ed:|z—(-1)| <1} L F=AR
T1

Fiir das Bsp. (80) aus = A= -50= Re ) @

= Stabilitdtsforderung: —50h € S, d.h. —1 < =50h+1 <1 w . Re
T —1

= h <2/50 (vgl. mit num. Resultaten !)

m A-Stabilitat fiir ESV

o Ideal: @~ :={z:Rez <0} CS

= VAed: Rel<0 hitte man Stabilitit im obigen Sinne unabhédngig von
der Schrittweite h !

e Definition 3.41: (A-Stabilitét fiir ESV)

Ein ESV heifit A-stabil, falls @~ C S:={z € ¢': |R(z)| < 1}

Im z=Xh
e Beispiel: Impliziter Euler: R(z) =1/(1 — 2)

Beispiel: 7
= S={zec:|1-2"1<1}= //

={zed:1<|z-1]} 1 Re
= '~ C S5, d.h. impliziter Euler ist A—stabil !

o d.h. impliziter Euler produziert beschrinkte Ndherungen, falls Testproblem
(81) beschréankte Losung hat !

o d.h. Fehler im AW werden nicht vergréfiert, falls Re A < 0!

m A-Stabilitdt von Runge—Kutta—Verfahren:

e Wenden allgemeines RK—Verfahren (o. B. d. Allg.: N =1, h,, = h)

{
Upt1 = Up + R Y b f(ty, +cih, g;)
c| A =1

b

I
=

auf das Testproblem (81) u/(t) = Au(t) = f an:
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(36) { g=1upe+hrAg, e=(1,1,....,1)T, i. allgem. (1 = I),
Upt1 = Uy + habTg,

= (I — hAA)g = une, d.h. g = (I — hAA) " (une).

Also gilt die Darstellung

(87)  wpy1 = uy + RN (I — RAA) " eu, = R(hA\)u,

mit der Stabilitdtsfunktion

(88)  R(2) =1+ 2bT(I — zA) e.

e Anwendung der Cramerschen Regel auf das zu (86) dquivalente System (z = Ah)

I FO ) Y AR

liefert eine weitere Darstellung der Stabilitdtsfunktion

I—zA e
det T
(88)" R(z) = —zb" 1 ] det (I — zA+ zeb?)
T et (I — zA) N det (I — zA)
I—2A e\ _ I—2A+zebl 0 _ T
det ( T ) = det ( T 1 ) =det (I — zA + zeb")

e Betr. explizite RK—Verfahren, d.h.

0
as 0
A= a1 @32 0 = echte untere Dreiecksmatrix.
(275 N au_l 0
1 O
—> det ([ — zA) = det . = 1.
z 1

— |R(2)| = |det (I — 2zA + zebT)| — oo fiir |2]| — oo !

— | Explizite RK-Formeln kénnen nicht A—stabil sein !

= Damit gewinnen implizite RK-Formeln fiir steife Dgl. an Bedeutung !

e Beispiele A-stabiler impliziter RK—Formeln:
1. Impliziter Euler (1)

z _2—|—z
1—-2 2—z

2. Implizite Mittelpunktsregel: R(z) =1+

z
2
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f:/\U3Un-|—1:Un-l-h/\gmitg:un+%,\g
-1 _1
o= (1= 8) = (1 (- )
= S:={ze€l:|R(?)|<1} =T~ (mms)

3. Implizite Trapezregel (CN-Schema):

R(z) = 3=
hA 1T z
f:Au:unH:uﬁ?(uﬁunH):»unﬂzEffi Uny 2= M
)

— S=¢" (mms)

4. Implizite [-stufige RK-Formeln vom Gaufl-Typ (mms).

3.5.2 L—Stabilitat

m Motivation

e Liir die implizite Mittelpunktsregel und fiir die implizite Trapezregel (CN-Schema)
gilt z.B.
S={zed:|R>)|<1} =0

— |R(iy)|=1 Yye R

= lim R(z)= lim R(z)= yli_}n(r)lo R(iy), da R(-,-) — rationale Funktion

Z——00 z—r400
= ze€@':Rez << 0= |R(z)| £ 1,
wihrend exakte Lsg. €* (z = At) sehr klein ist.

= Steife Komponenten werden langsam geddmpft (1)

m Definition 3.42: (L-Stabilitit)

Ein ESV mit der Stabilitdtsfunktion R(z) heifit L—stabil,
falls es A-stabil ist und

lim R(z)=0.

Z—r 00
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m Beispiel: Implizites Euler—Verfahren ist L—stabil, da

= 0.

1
lim R(z) = lim

Z—00 z—oo | — 2

Impl. MP-Regel und impl. TR sind zwar A-stabil, aber nicht L-stabil (mms) !

m Satz 3.43:

Vor.: Fiir eine implizite, [-stufige RK-Formel i’% mit regulérer

Matrix A sei eine der folgenden beiden Bedingungen erfiillt:

(89) a;; =b;, 7=1,2,...,1 bzw.
(90) aﬂ:bh 22172771
Bh.: Dann gilt:

ILm R(z) =0.

Beweis:
e Aus Darstellung (88) folgt:
R(z) =1+ 20T (1 — zA) te = 14 20T ((—2A)(—LA71 + 1))~ Le
=1 =T (1 1a1) 7 Lt

= lim R(z)=1-0bTAte.

e Bed. (89): Afle =0
=1-blAle=1—-¢lAA"le=1-1=0.

e Bed. (90): Ae; =bye %61 =A71le (by#0,da Areg.!)

:>1—bTA_le:1—bT%61:1—Z—1:1—1:0.
q.e.d.

3.5.3 B-Stabilitat

m Zur Behandlung stark nichtlinearer steifer Probleme benétigt man Verfahren

mit noch stirkeren Stabilitéitseigenschaften, wie etwa die B—Stabilitét:

e Dazu betr. wir eine Klasse nichtlinearer Testprobleme

0 u'(t) = f(t,u(t)) mit der Eigenschaft
(91) (f(t,v) = ft,w),v—w) <0 Yvwe RN Vtel.

Solche Dgl.—Systeme nennt man dissipativ.
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e Seien v(t) und w(t) zwel Losungen des dissipativen Systems (91). Dann gilt:
(93)  lo@) —w®)| < llv(to) = wlto)| Yt = to,

d.h. insbesondere, daf§ Fehler im Startpunkt ¢, = 0 nicht zunehmen.

Beweis: (mms)

Btr. m(t) := ||v(t) — w(t)||* = monoton fallend, da
m/(t) =2 (v'(t) = w'(t), v(t) —w(t)) =

F(t,0(0) = Fltw(®), o)~ w() <0 #

e Fiir ein B-stabiles Verfahren (ESV) fordert man nun das gleiche qualitative Ver-
halten !

m Definition 3.44: (B-Stabilitit)

Ein ESV w11 = uy + hnw (En, un, t,) heiit B-stabil, falls aus der

Dissipativitét

94)  (f(t,v) = f(t,w),v—w) <O Vo,we RY Vtel
folgt, daB3

(95)  [lor = wi| < [[vo — wol|

fiir alle Schrittweiten h(z)O gilt, mit

v1 = v + he (to, vo, h) und wy = wo + he (to, wo, h).

m Satz 3.45: Aus der B-Stabilitdt folgt die A-Stabilitét.

Beweis: (mms).

m Die folgenden 2 Bedingungen (algebraische Stabilititsbed.) garan—
tieren die B—Stabilitit von (impliziten) RK—Formeln:

Lb;>0 Yi=1,1

2. Matrix M = [my; := bia;; + bja;; — b;b;] ist positiv semi-definit.

Beweis: siehe [5] S. 193 f. #
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m Beispiele: B-stabiler RK—Formeln (mms)

1. Impliziter Euler: L’%
2. Implizite Mittelpunktsregel: 1/2 1{2

3. Implizite RK—Formeln vom Gaufi—-Typ
(siehe [5] S. 194 ff auch weiter B-stabile RK-Formeln).

3.5.4 A-Stabilitat von MSV

® Wendet man lineares MSV

(53) aptingr + Qp_1Ungh—1 + -+ Q0Un = W Brfryr + ...+ Bofn)
auf das Testproblem

(81) w'(t) = Au(t) =: f(t,u(t)) = f(u(t))
an, so erhdlt man die Differenzengleichung

(96) (cx — pBk)untr + (k-1 — Br—1)Untk—1 + ...+ (0 — pBo)uy = 0
mit g = hA.

Die charakteristische Gleichung der Differenzengleichung (96) lautet:

97) p(=) — polz) = 0.
Im Stabilitdtsbereich S werden nun diejenigen Werte p € €' zusammengefafit, die
stabile (d.h. beschr.) Losungen der Differenzengleichung (96) zur Folge haben:

(98) S:={ue@: Alle Nullstellen ¢ von p(z) — po(z) erfiillen die Bed. (72),
d.h. [¢| < 1, falls einfach und |{| < 1, falls mehrfach }

Um das Testproblem stabil zu lésen, muf} gelten:

(99) h A € S.

® Bemerkung: MSV (53) ist 0-stabil, genau dann, wenn 0 € S.

m Definition 3.46: (A-Stabilitit von MSV)

Ein lineares MSV heifit A-stabil, falls @~ C S.
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m Satz 3.47: (2. Dahlquist — Barriere)

Ein A-stabiles lineares MSV muf} die Ordnung

p <2
haben.

Beweis: siehe Literatur [1], Satz 7.36, S. 318-321. #
m Beispiel: Impl. TR = CN = Adams-Moulton (k= 1)
Die implizite Trapezregel (CRANK-NICOLSON)
Up41 — Up = h (%fn-l—l + %fn) =p (%un-l—l + %un)

(1 — ,u%) Z+ (—1 — ,u%) =0 (charakteristische Gl.)

1+2 2
¢ 2 = ﬂ — einfache Nullstelle
1-5 2—p
24 pu

|C|:‘—‘§1gdw.u€@":5‘,
2—p

ist A-stabil (1 o.k.) und hat unter allen A-stabilen MSV mit der Konsistenzordnung

p < 2 den kleinsten fiihrenden Fehlerterm: = lineare MSV sind fiir steife Dgl.
uninteressant !

150



Kapitel 4

Numerische Behandlung

hyperbolischer ARWA

4.1 Dreischichtige Differenzenschemata fiir hyperbolische
ARWA

4.1.1 Allgemeine und kanonische Form dreischichtiger Schemata

m Allgemeine Form:

Clvj"'l + C()Uj —|—C_1Uj_1 = T@j7 J=L2...,m—1,

1
(1) AB: v, v! geg.,

wobei v = v/ : w, — IR' — Gitterfkt. auf j—ter Zeitschicht,
0= 1wy — IR — rechte Seite auf j—ter Zeitschicht,
C_1,Co,C1 — lineare Operatoren (RB-eingearbeitet),
T — Zeitschritt (mr =T), h — Ortsdikretisierungsparameter,
w = wy, — Gitter fiir @ (vgl. Pkt. 2.2.1).

m Entsteht z.B. bei der Diskretisierung:

2

— hyperbolischer ARWA: ZT;L — ug  (z: FDM, FEM)

2
ZT;L—I_Lu(x?t):f(xvt)v (wvt)GQT:QXT, T :(07T)7

4+ RB: 1.-4. Art;

9 _
+ AB: u(ac,O):uo(x),a—?:(x,O):ul(x), r €
L—elliptischer Differentialausdruck (siehe [17] Nu II).
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Jdu
ot
(siehe Kap. 2, insbesondere Pkt. 2.2).

— parabolische ARWA: — Uo (z: FDM, FEM)

m Kanonische Form:

ng—l—rzRvgt—l—Avj:cpj, 7=12,...,m—1,

(2)

AB: 0%, vl geg.

m Beziehung zwischen kanonischer und allgemeiner Form:

it L 9pi _ il
(2) e Biv Y + TQRU i
27 72

1 , , 1 , ,
= <§B + TR) v/t 4 (TA - 2TR) v + <—§B + TR) viTl = 7l
S———

+ Av! = |- 7

~——————
=0, 0 =C_,

Ci=iB+71R, Co=1(A-2R), C_y=-iB+7R

B =C-C,4, R :%(01-%0—1)7 A:%(Crl-co—l-c—ﬁ

4.1.2 Ein allgemeines Stabilitatsresultat fiir dreischichtige Schemata

m Standardvoraussetzungen an (2):

H — (diskreter) reeller Hilbert-Raum (— Grundraum)
i. 5. Raum von Gitterfkt.: || ||, (-,").

1) B,R,A: H— H — lineare Operatoren;

2) A=A* R=RY

3) A>0, B+2rR>0 (=2C;>0=3C{');
4) B, R, A — zeitunabhingig.
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m Idee: Riickfiihrung des 3—schichtigen DS in H auf ein 2-schichtiges DS in H x H
und Anwendung der Resultate aus Pkt. 2.2 !

Sei m — ungerade, m > 3:

27+1 -
oo () en
X 27 -
——  e=di=(fl)eH =HxH
X 2]—1 —
. 27—1
—— VEV]:<52J_2>€7'L
27 —2  —
1 -
AB{ ——— Vi=(%)eH =HxH
0 |
m—1
Jj=1—

m Bezeichnungen:

e Vorwirtige Differenzen:

Vi=Vi=L(V-V)=LV -V)mit 7 = 2r,
e Skalarprodukt und Norm im Faktorraum H = H x H:
y! zt 1.1 2 .2
Y, 72) = ((y2) (22)) =y, 2 )+ (Y525 VY, Ze H,

1
Y
IYIP = (7, Y) = [+ 2 ¥y = (y) =

e Energetisches Skalarprodukt:
HYH?A =(A YY) fir A : H — H - linear, s.a., p.d.

153



m Resultat:

3-schichtiges DS (2) in LVi+ AV =0 V! geg %)
L2 =
H oty 2 schichtiges DS in H = H x H
. B+2rR 27(A-2R)
(mms) mit L= o) B+2rR
Ansatz mit unbekannten

Koeffizienten (£ ,.4 ) und

Koeffizientenvergleich: A = [ 2h A=2R ]

A-2R 2R
LV L (FA - L)V =70

L 11U2j+1 + L 12U2j + (QTA 11 — L 11)U2j_1 + (QTA 12 — L 12)U2j_2 ZQTQOQj

(511)allg. Form £ 024! 1 £ 502 4 (27 A 51 — £ 91) 03~ 4 (21 A 55 — £ 35)0%2 = 27p% 1

@2, (B +2rR)v¥ ! £ 27(A - 2R)v% 4 (=B + 2rR)v¥ ! = 2rp?
(B+ QTR)UQJ +27(A - QR)UQJ_I +(-B+ 27’]%)1}2]_2 = 27?1
C 11:B—|—2TR7£ 12:27'(14—2]%)7(27'44 11 — C 11):—B—|—2TR 7(27’.«4 12 — C 12):0
£21:0 7£22:B—|—27—R 7(27’.«421—[,21 ZQT(A—QR)7(2TA22—£22):—B+2TR
#
m Satz 4.1:

Vor: 1. Standardvoraussetzungen (4): 1) —4).
2. R> A
3. B>0.

Bh.: Dann ist das 3-schichtige Schema (1) = (2)
(& 2-schichtiges Schema (5)) stabil (bzgl. AB u. RS)
und V j: (254 1)7 < T gilt die A-priori-Abschitzung:

J+1 < |VI —1pk
6) IVlla < IVila +7 max [l€ 708 4

Beweis:  folgt aus Satz 2.16 angewandt auf das 2-schichtige DS (5):

e Standardvor. 1) - 4) an 2-schichtige DS aus Kap. 2, Pkt. 2.2.2:
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1) A.L :H — H — lineare Operatoren: o.k.

2) A =A% > 0folgt sofort aus 2) 4+ 3) von (4) und R > %A :
A = A~ (mms) unter Benutzung von 2): o.k.
A pd.:

o= (L 52)[2] [2))

= (2Rv!, v!) + (2Rv?, v?) + ((A — 2R)v% v1) + ((A — 2R)v!, v?)

= 2Rv' oY) + 2Rv*,v?) + ((A = 2R) (v? — o), 0! — v?)+
+((A = 2R)v!, ob) + ((A = 2R)v?, 0?)

= (Av',v!) + (Av? v?) +((2R — A) (v — v!), 02 —vl) =

= (AW + v?), vl + v + 1AW = oY), 02 =0l

1
= %(A(vl +v?), vl +0?) + (<2R— §A) (v — ol v =0y >0
————

=2(R-14)>0

YV = () #0
3) £ >0: Folgt aus der noch zu beweisenden Stabilititsbedingung
£L>7A=1A >0.
4) A, L — seien zeitunabhingig folgt aus (4) 4).

e Stabilititsbed. £ > 2.4 = 7.4 2-schichtiges DS:
(£ —1A)V V) =

B B+2rR 27(A-2R) 2R A-2R ol ol

- (l( o) B+27R )_T(A—QR 2R )][v2]7[v2])
B B (A - 2R)
_([—T(A—QR) B ]

= (Bvl, oY) + (Bv? v?) > 0, da B > 0.
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4.1.3 Beispiel: Gewichtete dreischichtige Differenzenschemata fiir die Sai-
tenschwingungsgleichung

m Betr. ARWA fiir Saitenschwingungsgleichung:

*u *u
W —azﬁ = f($7t)7 T € Q = (071)7 t & T = (071—7)7
(7) u(z,0) = ug(x), € Q =10, 1], Konsistenzbed.:
AB:  9u - ug(2) = u1(z) =0
E(av,O):ul(av)7 x € Q=][0,1], =01
RB: Ef 4. Art; z.B. fest eingespannt: u(0,¢) = u(1,t) =0
e AB: 1.0 =ug(zy), i=0,n t h=1/n
T it
2. w(a, 1) =ul(e;,0)4 [ Mdt T
o Ot
A ug(x;) + Tug () @
t,=grT
Also: !
v} = ug(w;) + Tuq(z;) bzw.
v)(z) = ui(z),z € @), bzw. unter 0 Jf o—o— o
Benutzung %{5_@1 =...0(t?% 0 z; = ih
Q=(0,1) '=z/l =(0,1),d' =1
o Bems p_o,7) | v=toapi | T =T api -

m Gewichtetes, 3—schichtiges DS fiir (7): (0<o< 1)

vl —oa?ultt — (1 = 20)avl, —oa®vl = @i (a), x cwp, j=1,m—1

(8) AB: 0? =ug(z;), vl =uo(z;) + Tui(z;),i=0,n bzw. i=T,n—1

m Formulierung von (8) als Operatorgleichung:

Def. diskreten Hilbert—Raum
H = Ly(wy) = LY(@p) dv:ip = R 0|y, —g\wy, =0

und den Differenzenoperator



Dann 1d8t sich (8) als dreischichtiges Schema in allgemeiner und kanonischer Form
schreiben:

(9) (ll + TO'A) It 4 (—g +(1- QU)TA) vl 4 (ll + TO'A) vl =1
= T T T

- N —
allgem~ ::Cl ::CO ::O_l
Form (1) | + AB: v°, 0! geg.

B B=Ci- o=
ﬂ R == (Cl—I—C ) TQI—I—O'A

A=Y +Co+Cy)=A

(10) —
~ (I+ 20 A)vg + Av = ¢ o
1=1m-1
kanon. + AB: UO,Ul geg.
Form (2)

1=1,n—1

m Resultat: Approximation + Stabilitit = diskr. Konvergenz

1. Approximation (Konsistenz)' (mms)

Y =1p(x,t) = uy, — oa2ullt — (1 = 20)a2ul, — cault — @iz, 1) = . 2.

— Methode: Taylor-Entwicklung im Pkt. (z,¢) = (24,¢t;)
(— siehe Pkt. 2.1.2 fiir 2-schichtige DS)

— Resultate: ¢ = O(7* + h*) Vo €[0,1]

=02 +h?) falls o=0.:=0— L5 €0,1],

1272
= [ -o.rGk,
o # &(h, 1) bel. Konst. (Stabil.)
(a® =1)

2. Stabilitit:

— Methode: a) Fourier—Analyse nach Eigenfkt. von A
(— siehe Pkt. 2.1.3 fiir 2-schichtige DS !)

b)  Allgemeine Stabilitdtstheorie aus Pkt. 4.1.2:
Satz 4.1: = Voraussetzungen iiberpriifen !

1. Standardvor. (4): 1) —4) o.k.
22R=LI+0A> A= 1A
3.B=0 > 0o0.k.

— Resultate: 2.7
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1
o> 1= unbedingt stabil: = A-priori-Abschétzung (6).

o0 = 0 = bedingt stabil: = A-priori-Abschétzung (6).

Y f y
- 1 = klassische Stabilitdtsbed.
(11) CFL-Bed. 7 < — | fiir das explizite DS von
“ Courant, Friedrichs und Levi
Tatsichlich:
TA=1a*A < 1P A (M < 3a* 51 < ST (0=0)
i / (i

Avi= —vg Pkt 213 Apax(A) < & 5 < L

U 4.1 | Untersuchen Sie die Stabilitit des O(72 4- A*)~Schemas !

4.2 Zuriickfithrung auf AWA mittels Semidiskretisierung

m Btr. zunichst hyperbolische ARWA in klassischer Formulierung
(vgl. [17] Nu II, Pkt. 1.2):

Ges. u(x 1) € X = C22(Qr)NCON Q% [0,T)) NCLAQUT, UL x (0,T)) :

8t2 Z 92; (a” (x,t ng) +a(z,t)u(z,t) = f(a,1),

1,5=1

ellipt. Anteil
V(z,t) € Qr =Q x(0,7T)

d
@—N =2 (e t)g—ni=ga(w ), @ €12 L e 7= (0,7)
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m Linienvariationsformulierung (vgl. Pkt. 2.3.1):

Ges. u € C(T, Vo) mit @ € Lo, (T, Vo) NC(T, L2(Q)) und
it € Lo (T,L2(Q)):
(i(t),v)o+a(t;u(t),v) =< F(t),v> Yvely, Vii.teT
+ AB: u(0) = ug in Vp,
U(O) = U1 in L2 (Q)
mit Vo:={veV=HYQ):v=0auf 1}, FeC(TV5).

Bemerkung: FExistenz—, Eindeutigkeits— und Regularitdtsaussagen
siehe [10] Method of Rothe in Evolution Equations.
Teubner—Verlag, Leipzig 1985.

m Galerkin—-FEM-Semidiskretisierung von (13):

Ansatz: uy(z,t) = 5 ul(t) p(z) € Vo, = span {p() :icw,} C Vo (14)

iEwh

(13)h

2

d
Ges. up(z,t): @(Umvh)o +a(t;up,vp) =< Fyop > Yo, € Vo VG tET

+ AB: z.B. Ly—Projektion:
(un(+,0),vp)0 = (uo(-),vr)o YV vn € Vop,

(4n(+,0),vn)0 = (ur(-), vn)o Y vn € Vop.

(13)

Ges. w, (1) := [ ()]iew,:  Maiiy(t) + Kn(t)u,(t) = £, (1), teT
+AB: u,(0) = M gy,

ﬂ System gewdhnlicher Dgl. 2. Ordnung

(13)"4

Ges. y(t) = MPPuy(t) : [ =T — RN=Nn
y'(t) = ft,y(t)) == —M; O KM %y(t) + Mh—0~5ih(t), tel
+ AB: y(0) = yo := My “Pugp,, y'(0) = vo := M, " uyy.
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(13)’s
Aquivalentes System gew. Dgl. 1. Ordnung
U'ty=F(t,u(t)), tel y'(t) = v(t)
U(0) = (yo, )" V(t) = f(ty(t)
: _ | v _ _
mit F(t,u(t)) = [ £ y(t) ] y(0) =yo, v(0) =y

m Volldiskretisierung mittels gew. 3—schichtiger DS:

Ges. v/ = Q{L = [U(i)(tj)]iewh c RN

Muvl, 4+ oK (tj11)0/ T + (1 = 20) K (t;)v/ + oK (t;_1)v/ ™" = ¢
+ AB: %, v! geg.

mit M =M, K= Kh(t)7 QPJ‘

z.B.

£5().

Allgemeine Form: Cyvitt 4+ Covd + C_jpi~1 = Tfj
K # K(t) mit Cy = IM + 70K, Co=-2M+(1-20)K, C_y=IM+710K

Kanonische Form: B = C1—-C_; =0 ,R = %(Cl—I—C_l) = T%M—I—UK,
A= %(Cl + Co+ C_l) =K

(M + T2O'I()th +Kv=¢
+ AB: 0%, v! geg.

Stabilitit: R= LM 4+ oK > A= 1K

o 7> % = unbedingt stabil !
e 0 =0 = bedingt stabil: CFL-Bedingung !

4 (Ky,v) —17 —0.5 7~ 3 7—0.5 ¢
— ——— = Apax(M T K) = Apax(M " KM™7) = —
T2 > mﬁax (Mu,v) ( ) ( ) h?
/l\
4 sieche U 2.6
T2 < Y — —
/\maX(Mh Kh)
= = CFL-Bed. !
T P 2
h c

= T < 2/1/Amax (M} 1 K}).
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m Volldiskretisierung mittels A—stabiler Einschrittformeln angewandt
auf (13)’,: U'(t) = F(t,U(t)), U(o) geg.:

z.B. implizite Trapez—Regel (A-stabil = unbedingt stabil):

Uipr = Uj+ S+ Fiy), Uo= l %0 ] geg.

Vo

e

.
Yit1 = y; + 5( i+ vj+1)

2
Vi1 = vj+ §(f(tjvyj) + f(tir1,Yi41))

| L
w = )+ g+ ")
Myag™ = My, + 5 (f) + [~ K, = Ky ™)

A S Y k| 0 . g1
AB:  uy = M ugy, g = M gy,

1 1
= Newmark—Schema (siche P VI und [11], S. 165-169) mit g = 1 und v = 3 (mms)
!
VB T R =

2
Wt =l + 7 + 5 {(1—28) @, + 28"}

an] L il
Wt =al +r{(1—-7) @, +yit'}
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Kapitel 5

Praktikum

“Zeitintegrationsmethoden*

(Gundolf Haase)
zur Vorlesung

“Numerik III (Anfangs- und Anfangsrandwertaufgaben)*
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Numerik III (Zeitintegrationsverfahren) WS 94/95, WS 96/97

PRAKTIKUM

“Zeitintegrationsmethoden*
(Gundolf Haase)

zur Vorlesung

4

“Numerik III (Anfangs- und Anfangsrandwertaufgaben)

Po Einfiihrungspraktikum?!

5.1 Einfiihrung

e Im Praktikum “Zeitintegrationsverfahren“ werden

— Ubungsaufgaben U 1 |- U 22 | gelost,

— kleinere Programmieraufgaben mit numerischen Experimenten | B 1 |- | E 9
durchgefiihrt und

— von einem Team (in der Regel 2 Studenten) &hnlich zum Praktikum in Numerik 11

eine grofere Praktikumsaufgabe | P X | gelost.

o Iiir die groflere Praktikumsaufgabe stehen die parabolischen bzw. hyperbolischen Ana-
loga zu den im Praktikum zur Vorlesung Numerik I vorgestellten Aufgaben zur Wahl :

'Fiir jedes Praktikum Px stehen 45 Minuten zur Verfiigung.
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Px || RWA Numerik I || Numerik III || parabol. | hyperbol. | Bem.
Team Team ARWA ARWA
1 Kolben X
3 || Schellbach X nicht-
linear
4 || Courant X
7 || Kanal 1 X
9 Kammer X
11 || Warmeaus- X
tauscher
12 || TWD X
13 || E-Magnet X
14 || Chip X
15 || Draht X Konvek-
tion
16 || Tetraeder X 3D-FEM
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Abrechnung :

e Bewertung :

1. Vortrag (15 - 20 min)

2. Belegarbeit

U:40%
E:20%
P:40 %
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PI

Praktikum 1

5.2.1 Differenzenverfahren

5.2.1.1

5.2 Numerische Behandlung parabolischer ARWA

Ein spezielles diskretes Eigenwertproblem

stetig diskret
Ges.u € C3H0,0)NC[0,(] : uZ0und A€ R | Ges. v : &), — R! v Z0und A € R,
: r€wy, = {z,=th:1=1,n—1:
—u"(z) = du(z),z € Q= (0,6.2.1) — Vg () Av(z) (14)
u(0) w(l) = 0 v = Up 0 h=10/n
Homog. lin. Dgl. mit konst. Koeff. ! Matrixeigenwertproblem
" = Xu 0 2 -1 v1 v1
. -1 2 -1 0 v2 v2
o = A
0 -1 2 -1 Vp—2 Vn—2
—1 2 Up—1 Un—1
1. Eigenfunktionen
2 k 2 k
wg () 7 sin%7 z € [0,(] p () 7 sin%7 T €Wy
k=1,2, k=1,2,...n—1
2. Figenwerte
k‘ﬂ' 2 4 .9 k‘ﬂ'h
Ak (7) k=1,2,... /\k:ﬁsm YA k=1,2,...,n—1
8
0<(Z)?=A <X <A< — 00 7 S A < A < < Mo <
...</\n_1<h—2 — OO
3. Orthonormalitdt der Eigenfunktionen
£
(s w) ey = [ us(@un(@)de = e | (st = 30 b () = G
0 TEWH
k7m:1727'” k,m:l,Q,...,n—l
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4. Ableitungen (bzw. Differenzen) der Eigenfunktionen

2 k 2 k —h/2
up(z) = \//\kﬁ COS%, z € [0,(] prz(z) = V/\kﬁ COSM, x € oy

k=1,2,... k=1,2,...,n—1

5. Orthogonalitdt der Ableitungen (bzw. Differenzen) der Eigenfunktionen

TED,

¢
0

F=1,2,...n—1
S =A{z, =th : 1=1,n}

6. Uber die Vollstdndigkeit des Systems der Eigenfunktionen

Sei fe Ly, Q=1(0,0).] Vf(-) : wp — R!-Gitterfunktionen gilt :
Dann gilt fiir die Fourierreihe :

n—1
Y frpw(z), @ €wp

f(x) Y frule k=1
k=1 \l/
l Fourierkoeffizienten
Jr = (fiu) 00,0 fo = (Fpn = S bf(a
ei.S. [L5(0,0) falls f e L2(0,0), TEwW

dhe | f= 5 feur(@) I, ),

oiS. WLQ), falls feTri(Q).
0iS. C(Q), falls fe wi@)nc2(@).

7. Die PARSEVAL’sche Gleichung

L o n—1
171y = [ s@)ide = 3 5 LI, = 207
2! 0 k=1 k=1

U1

Man l6se das diskrete EWP (13) bzw. man beweise, daf§ die angegebenen Eigenfunktio-

nen (1.) und Eigenwerte (2.) richtig sind !

(O Hinweis : Ansatz v(z) = c-sin(az) oder exp-Ansatz.

U2

Man beweise die Ungleichungen :

2\ 2 E\? -
) (7) </\k<<%) VE=T,n—1
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] 4
b)€—2<A1</\2<...</\k<...<An—1<ﬁ !

U3 | Man zeige, dafl die Eigenfunktionen T, = ¢ - sin %x , & Ewy, k=1,n—1 fiir c=4/2/C

bzgl. des Skalarproduktes (-, -); orthonormal sind !

U4* | Man zeige die Beziehungen 4. und 5. fiir die riickwirtigen Differenzen der diskreten

Eigenfunktionen !
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P II Praktikum II

5.2.1.2 Konsistenz- und Stabilitdtsuntersuchungen

Betrachten das instationdre 1D-Wirmeleitproblem

Ju 9%u

Ges. u(z,t) : R flz,t), 2€(0,1),teT=(0,7T)
+ RB: w(0,t) = go(t), teT
u(l,t) = gi(t), te€T

+ AB: u(z,0) = wup(z), a€]0,1]

(5.2.2)
und approximieren es durch das Leapfrog-Schema (RICHARDSON-Schema) :
Ges. v : Ty, — R
Ve = Upp = e(a,t), (2,t) € @Wpy bzw.
oIt — it ol =20l 40l
1 o 1 T h22 1+ — 9937 1=T,n—1,j=T,m—1
+RB: vy = golty) v, = qi(ty) s=1,m
+ AB: 0 = wg(z,) =0,
+ geeignetes (7) Einschrittverfahren zur Bestimmung von v}, =Tn 2
mit ¢! = f(z,,¢,) .
(5.2.3)

U5 | Man untersuche die lokale Approximationsordnung (= Konsistenzordnung) des Leapfrog-Schemas (5.2.3)

fiir (5.2.2) und gebe die fiihrenden Terme des lokalen Approximationsfehlers (= lokaler
Abschneidefehler = local truncation error) ¢ =.7. hP 4+ 7. 7% + 0(h? 4+ 7%) = O(h* + 79)

an !

1

Welches Einschrittverfahren schlagen Sie zur Bestimmung von v, vor 7

U6 | Untersuchen Sie die Stabilitét (im v. NEUMANNschen Sinne) des Leapfrog-Schemas mit

homogener rechter Seite !
(O Hinweis :

— Ansatz : v! = (e“T) MM (12 = —1)
(Fortpflanzung der harmonischen Anfangsstérung)

— Stabilitdtskriterium : [e*7| < 1

— Allgemeines Stabilitdtskriterium : [e”"| < 1 4+ ¢7 mit ¢ = const. # ¢(7, h)
(exponentielles Wachstum ist zugelassen !)
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Untersuchen Sie das DU-FORT-FRANKEL-Schema (= Modifikation des Leapfrog-Schemas (5.2.3)
mit v/ — L(w/F 407 )

Ges. v : Ty, — R

_ J 1 -1 J
ot et o T T ey =Ln=L,j=lm-1
27 72 = @, =l =T
FRB: vl = golt,) | vl = q(ty) =Im
+ AB: ! = wg(z,) o

1 JE—
on v, , =10 7

<

+ geeignetes (7) Einschrittverfahren zur Bestimmung
mit ¢! = f(z,¢,) .

(5.2.4)

zur Diskretisierung von (5.2.2) auf Konsistenz (lokaler Approximationsfehler) und Sta-
bilitdt (im v. NEUMANNschen Sinne).
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P III Praktikum III

5.2.1.3 Numerische Experimente

E1 | Die parabolische ARWA

Ges.: wu(z,t) mit = €[a,b], t€[0,1] :
du(z,t) O*u(x,t)

— — — s—1 — — —
T 957 flz,t) == 7 (s(z—a)(z—b) —2t) (5.2.5)
+ AB: w(z,0) = 2z V& €la,b]
+ RB: uw(a,t) = a Ve (0,T]
uw(b,t) = b  Vte(0,T]
besitzt fiir s > 1 die exakte Lésung
w(z,t) = z 4+ (z—a)(z-0b)t° . (5.2.6)

Man diskretisiere (5.2.5) mit dem o-gewichteten Differenzenschema auf einem gleichm&8i-

gen Gitter der Form @&y, = &, x @, , &, = {&, =29+ th : =0}, &, = {t, = )7 : j=0,m}
mit zg =a, h=(b—a)/n, 7 =T/m.

Implementieren Sie die Familie von Differenzenschemata und fiihren Sie Rechnungen

fiir verschiedene

— Ausgangsdaten : a=0,b=1,T=1,s=
— Gewichte : 0'2170':%,0:0'*_%—%, =0
— Diskretisierungen : 1) h=1i.7=%
_ 1 _ 1
2) —E7T—m
_1 _ 1
3) —177'—%

durch. Beachten Sie, daf} die rechte Seite entsprechend der Parameterwahl diskreti-
siert werden sollte (Satz 2.10). Vergleichen Sie die diskrete Losung mit der exakten
Losung (5.2.6) !

E2 | Man diskretisiere die parabolische ARWA (vgl. | E1 )

Ges.: wu(z,t) mit x€[0,1],t€][0,1] :

Oulw,t) (@) o) —9t)  we(0.1)te (0,1]

ot dz?
+ AB: w(z,0) = a  Vaze€l0,1]
+ RB: uw(0,t) = 0  Vte(0,T]
w(l,t) = 1 Vte(0,T]
Losung : u(z,t) = a4+ x(z—1)¢

mit dem DU-FORT-FRANKEL-Schema auf einem gleichméBigen Gitter der Form &y, = &y X &,
O = A{z, =20+ 1th : =00}, W, ={t, =7 1 j=0m} mit 29 = a, h = (b — a)/n,
T="T/m (vgl.| U7 ).
Wihlen Sie ein geeignetes Einschrittverfahren im Startschritt. Implementieren Sie das
Differenzenschema und fiihren Sie Testrechnungen fiir folgende Félle durch :
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) h=%,7=%

2) Wihlen Sie h und 7 so, dal der Fehler in der GréSenordnung 1072 liegt bei
moglichst geringen Aufwand !

Die parabolische ARWA

Ges.: wu(z,t) mit 2 €[0,1], t€]0,1] :
du(z,t) O*u(w,t)

5 % 9.2 = flz,t) = 10t — 2 (5.2.7)
+ AB:  u(z,0) = 27 Va € [0,1]
+ RB:  u(0,t) = ¢ vt € (0,1]
u(l,t) = t*+t+1 Vte(0,1]

besitzt die exakte Losung 3 9
w(z,t) = 2” + at + ¢ . (5.2.8)

Man diskretisiere (5.2.7) mit dem o-gewichteten Differenzenschema auf einem gleichm&8i-

gen Gitter der Form @&y, = &, x @, , &, = {&, =29+ th : =0}, &, = {t, = )7 : j=0,m}
mit zg =a, h=(b—a)/n, 7 =T/m.

Wie sieht die Lo-Stabilitdtsbedingung aus 7

Implementieren Sie die Familie von Differenzenschemata und fiihren Sie Rechnungen

fiir verschiedene

— Gewichte : U:l,az%,aza*z%—?,azo

— Diskretisierungen : 1) h=1i.7=%
2) Fehler 1072 fir o =0, h=...,7=...
3)

durch. Beachten Sie, daf} die rechte Seite entsprechend der Parameterwahl diskreti-
siert werden sollte (Satz 2.10). Vergleichen Sie die diskrete Losung mit der exakten
Losung (5.2.8) !

Randbedingungen der Form ?(07 t)y = f(t)

x
kénnen bei der numerischen Behandlung der homogenen Wirmeleitgleichung

b _

ot dx?
durch die Approximation

2
w(0,t+7) ~ u(0,t)+ h_g [u(h,t) — u(0,t) — h - f(£)] ,d.h.
2
véH = v+ h—;— [v] —v) — h- f(t;)] J=0,1,....,m—1

beriicksichtigt werden (Warum 7).
Man diskutiere auf dieser Basis die ARWA
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Ju 9%u

Ges. t) : — - — =0 i = (0,1 0,1
es. u(z,t) 5% 922 ,in Qr (0,1) % (0,1)
Q T

t —

+ RB : 8“5;’) = 10, teT

u(l,t) = 0, te€T

+AB:  wu(z,0) = 0, veN

mit dem expliziten Euler-Verfahren (¢ = 0) unter Verwendung der Schrittweiten

a) h =102, =001
b) h=01, =001

bis T = 0.08 (m = 8). Vergleichen Sie die numerischen Ergebnisse !
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PIV Praktikum IV

5.2.1.4 Stabilitat des o-gewichteten Differenzenschemas in der Energienorm

U8 | Man zeige, dafl fiir beliebige Gitterfunktionen

O,n, h="25) R

w,v : W = {x,=x0+h 11
mit zg = a, z,, = b, b > a, die folgenden Formeln gelten :

a) Die diskrete Produktregel :

(u- v)x,z = Uy, Vg1 + UUpy (5.2.9)

b) Die Formel der partiellen Summation (= diskrete Formel der part. Integration) :

(Ul’7u) = —(U7U5] + UnpUp — UgUy (5210)

n—1 n
mit (u,v) = Zhvzuz , o (u,v] = Zhvzuz
=1 =1

U9 | Man zeige, daB fiir beliebige Gitterfunktionen wu,v : @, — R' mit ug = u, = 0,

vg = v, = 0 die folgenden Formeln gelten :

a) Die diskrete Greensche Formel :

(U, v) = (uz,vs] Vu,v € W3 (wp) (5.2.11)

d.h. fiir u = v gilt also insbesondere
~(uze,w) = Nzl = Y bk,
1=1

b) Die diskrete Friedrichs-Ungleichung :

[ull < cr |luzl] (5.2.12)
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U10*

U11

n—1
mit || ul|? = Zhuf = (u,u) und cp =
1=1

K3

1
Hinweis : u, = E uzh = E (u; —uy—q) = u,—ug = u,
=1 =1

¢) Die diskrete C-Einbettung (1D-Fall !!) :

| u HC(u)h) = max |u| < Vb-aluz|] (5.2.13)

1=1,n—1

Man gebe die optimale (kleinste !) Konstante cp in der diskreten Friedrichsunglei-
chung (5.2.12) an !

Man zeige, daf§ das o-gewichtete Differenzenschema (Fehlerschema)

do—oadl - (l—0)z,, = ¢, =TaT,=0m—1 (5.2.14)
RB : o=z =0 V=T,m
AB : 20 = w? Vi=0,n w® (ist geg. Stérung der AB)

im energetischen Raum Hy ( H = LY(©)) = La(wp) , ©n = {a,=1h : =Tn} A=A,
Av := —vz, ) stabil bzgl. AB und RS ist und daB die a-priori-Abschitzungen

a) |l < 221) + 7 omax | k]
k=0,3

b) (1= |, = max [#F < |2 + T omax || k]
1=1,n—1 =0,7
1 2
gelten, falls 1 > ¢ >0y := = — — gilt.
2 4r
Hinweis : 1) Satz 2.16 aus der Vorlesung anwenden !

2) Beziehungen (5.2.11) und (5.2.13) benutzen !

3) Zeigen, daf

| (I+o7A)~! || < Spektralnorm ([I—I—O‘TA]_l) < 1 !

177



PV Praktikum V

5.2.2 FEM-Galerkin-Verfahren fiir parabolische ARWA

U12 | Man beweise den Satz 2.8 von P1cARD und LINDELOF :

Vor.: Betrachten AWA fiir folgendes System gewdhnlicher Differentialgleichungen

dy(t)
At ylt) = t fii.t e T=(0,T
O L Amyn) = S0 LieT=(0.1) -
y(0) =y,
mit gesuchter Vektorfunktion y = y(t) = (1 t),...,yN(t))T7
gegebenen Anfangswerten QO = (ym,.. . YON )T RV,

und gegebenen Daten A = A(t) = [ag(t )]kl:m tag(-) € Loo(0,7)

A(
sowie [(t) = (fi(),--, Sn()" € [L2(0.T)]

N
Bh.: 3'y(t) € [W3(0,T)] : (5.2.15)

Hinweise :

t

1) Ubergang zur dquivalenten Igl.: /( )d¢ , d.h.
0

y(t) = fA d€+/f )d€ + y,
0
Y

y = B (= lepunktglelchung)

. =2 N 1
mit B: X = [CT)] ~ [w (o,T)} cx
(X - Banachraum == Il 1s)-

2) Wenden Sie auf die Fixpunktgleichung
Ges: yedX : y = By ind

den verallgemeinerten Banachschen Fixpunktsatz 1.2.5 an (vgl. auch Bsp. 1.2.4) !

U13 | Man zeige am Beispiel linearer Dreieckselemente, dafi die Massenmatrix Mp, gut kondi-

tioniert ist, falls die Triangulation im Sinne der Definition 11.4.3 (vgl. U.H.4.4) regulér
ist, d.h. I{(Mh) = /\m(w(Mh)//\mm(Mh) = O(l)'

Hinweise :

1) Definition der Massenmatrix :

(Miwoz) = [ w@w@)de  Yuu e R
Q
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U14

RMr 5 Uy, vy > up,vp € Vo (FE-Raum),

wobei (-, ) das Euklidische Skalarprodukt im R™» ist.
Wdh. Def. 11.4.3 (Regulédre Triangulation) :

Wir nennen die Familie {7, };co der Triangulation 7, = {4, : r € Ry} regulir,
falls positive, h-unabhingige Konstanten ¢;,¢,cq,¢3 = const. > 0 existieren :

aht < |Js| < @h? V€A VreRy, Yhe®
1 Js, | = [ Amax(JETs,) < b VEEA VreRy, YVhe®
1T = A5 I5T) < esh™  VEES VreR, VheO®

Qs () 4 _ dg, (o) ©

de T T da o
Zu zeigen ist also : Jyy,v2 = const. > 0 : v # v(h) :

ih® < Ain (M) und Amas(My) < y2h® .
Gehen Sie analog zum Beweis von Satz 11.4.4 vor, in dem die Eigenwerte der
Steifigkeitsmatrix K} abgeschidtzt werden.

oA und 5 O A

wobei Js5 =

Geben sie fiir das Beispiel der
gleichmiBigen Triangularisierung des
Einheitsquadrates y; und 72 an.

Man zeige, daf3 die Stabilitdtsbedingung

B = My+r0K, > —A = %Kh

N =

i.S. (Bu,u) > %(Ag, u) Yu € RY fiir das Schema (27) 1, aus der Vorlesung Nulll,
Pkt. 2.3.2, dquivalent ist zur Bedingung

N 1 1

O' —_ —

= 2 TAuar

wobei A4 = Maximaler Eigenwert des verallgemeinerten Eigenwertproblems

Kpu, = AMpuy,
M, = Massenmatrix,

K5 = Steifigkeitsmatrix ist.

Die Steifigkeitsmatrix wurde hier als t-unabhingig vorausgesetzt !
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P VI Praktikum VI

5.2.3 Konsultation zur Praktikumsaufgabe | Px

5.2.3.1 Konsultation zu den parabolischen ARWA

e Theorie : siehe Vorlesung

5.2.3.2 Hyperbolische ARWA

U15

U16*

Geben Sie analog zu den parabolischen ARWA die Linienformulierung der hyperboli-
schen ARWA der nichtgeddmpften Schwingungen einer fest eingespannten Membran

2
Ges. u(z,t) : %—Au(x,t) = f(z,t), 2€QCR?* teT=(0,T)
+ RB: w(0,t) = 0, VaedQ;VteT
+ AB: u(z,0) = wup(z), 2€Q (Kompatibilitét !)
Ju _
e0) = mie). e

an und leiten Sie mit der vertikalen Linienmethode (FE-Ortsdiskretisierung) die semi-
diskrete Ersatzaufgabe her !

Betrachten Sie das System gewd&hnlicher Differentialgleichungen 2. Ordnung

Ges. u(t) = [wi(t),....un()]" € [€2(1)]"
Mii(t) + Ca(t) + Kut) = f(t) , tel=T=][0,T]
mit geg. AB : w(0) = w , w(0) = wuy.

Hierbei sind f € [C'(1)]Y die gegebene rechte Seite und

M,C,K - (N X N) - Matrizen :
M = MT pd. - Massenmatrix,

C - Dampfungsmatrix,
K = KT pd. - Steifigkeitsmatrix.

Schreiben Sie die folgenden Zeitintegrationsschemata auf und motivieren Sie diese :

a) o-gewichtetes dreischichtiges Differenzenschema (siehe Vorlesungsmanuskript)
b) NEwWMARK-3-Methode (Kikuchi[l], S. 165-169),

¢) WiLsoN-O-Methode (Kikuchi[l], S. 165-169),

)

d) Riickfithrung auf ein System 1. Ordnung und Anwendung von Integrationsverfah-
ren flir Systeme 1. Ordnung soweit bekannt.
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P VII Praktikum VII

5.3 Numerische Behandlung von AWA fiir gewéhnliche Dgl.

5.3.1 Einschrittverfahren

U17 | Der Oregonator wird durch das Reaktionsschema

BrO; +Br~ &L HBrO,
HBrO; + Br~ 2% p
BrO; + HBrO; =%  2HBrO, + Ce(IV)
2HBrO, % P
Ce(IV) 2% Br-

mit gegebenen Reaktionsgeschwindigkeitskoeffizienten Ky, Ko, K3, K4, K5 beschrieben.
Stellen Sie das Differentialgleichungssystem fiir die gesuchten Konzentrationen

a(t) = egoz ()
ca(t) = epe-(1)
c3(t) = cuBro, (t)
ca(t) = cp(t)
es(t) = coeavy(t)

auf, und stellen Sie sinnvolle Anfangsbedingungen zum Zeitpunkt ¢t =¢, =10

(O Bemerkung :

Im Praktikum | P IX | (18.12.1996) werden wir das abgeleitete Dgl.-System numerisch
integrieren und damit den Oregonator numerisch simulieren.

U18 | Die Robertson-Reaktion wird durch das Reaktionsschema

A — B (langsame Reaktion)
3.107

B+ B — C+ B (sehr schnell)
B+c X Arc (schnel)

beschrieben. Stellen Sie das Dgl.-System zur Bestimmung der Konzentrationen c4(t), cg(t), co(t)
auf, und schreiben Sie geeignete Anfangsbedingungen zum Zeitpunkt ¢ =ty = 0 vor!

(O Bemerkung :

Im Praktikum | P IX | (18.12.1996) werden wir das abgeleitete Dgl.-System numerisch
integrieren und damit die Robertson—Reaktion numerisch simulieren.
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7 19 | Man beweise die folgende Konvergenzaussage zum Fulerschen Polygonzugverfahren

(EPZV) auf dquidistantem Gitter (Satz 3.4 aus der Vorlesung):

L) w(): «'(@t) = f(tul),tel=]0,T]
U(O) = 4o

20 up: Iy = {t;j=jh:j=1,...m} - RV :
Uiy = u]‘—l—hf(t]‘,u]‘),j:(), 1,....m—1
up(0) = up=go+9
uh(t]‘) = uy, h=T/m.

3.) f:D — RN, wobei
D=IxRN={(twv):tel=[0,T],|v—ug|<oc=b}
4) |f(t,v)—f(t71?)|§L|v—ﬁ| V(t,?]), (tvﬁ)GD‘

Bh.:
Dann gilt die Fehlerabschitzung

[ults) = un(ty) | < 2 [16]+7 ]

mit 7 = max;=1,., | 7; | und den lokalen Abschneidefehlern (siehe Vorlesung)

T = Th(ty) = % [M - f ((tj—lvu(tj—l))]

(O Hinweis :

a.) Schreiben Sie unter Benutzung der Darstellung (*)

ltsin) = ults) + g, uley)) + [ UL )

=7h(tj41)=T541
und des EPZV (**)
ujrr = uj+h f(t, ug)
eine Rekursionsbeziehung ((*) - (**)!) fiir den Fehler
€1 = u(tjrr) — untjsr) = ultjpr) = i

auf, und schitzen Sie diese ab.

b.) Verwenden Sie dabei die elementare Beziehung

(1 _I_ hL)]-I—l S e(]-l—l)hL — eLtJ+1 S eLT

c.) Interpretieren Sie die zu beweisende Behauptung !
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P VIII Praktikum VIII

1020

U21

Verwendet man anstelle der Mittelpunktsregel die Trapezregel (TR) zur Berechnung
t+h

des Integrals / f(s,u(s))ds so erhdlt man das Verfahren von HEUN :
t

t+h
[ sty ds B S0 0) + £+ b+ 1)

t

Ky = f(t,u) A
Ky = f(t+h,u+ hKy) EPZV
w(t+h) = u+4 gKl L ng w(t+h) ~ u(t) + hf(t, u(t))
Damit ergibt sich fiir das Verfahren von HEUN das folgende Tableau :
0
11 1

| 1/2 1/2
d.h. das Verfahren von HEUN ist eine 2-stufige Runge-Kutta-Formel und es gilt :

w(th) = ult) o)+ F b ()]

Man zeige durch Taylor-Entwicklung des lokalen Fehlers w(t + h) — un(t + h) , dafl das
Verfahren von HEUN die Konsistenzordnung 2 besitzt !

Fiir die autonome Differentialgleichung

{ V() = g(u(t)
v(0) = 0

sei eine (-stufige Runge-Kutta-Formel durch das Tableau (Koeffizienten {¢;}._57 kom-
men im Falle autonomer Dgl. nicht vor !)

a21
az;  a32
(*)
Ggp Qg2 ... Qi
by by ... by

gegeben und habe die Ordnung p.

Fiir eine allgemeine Differentialgleichung der Form

{ u(t) = ftu()
uw(0) = uo



U22

ist dann eine f-stufige Runge-Kutta-Formel der Ordnung p durch das Tableau

0
C2 | G21
C3 | 31 a32 (**)
Ce | Gpp Qp2 ... Oy
by by ... by
gegeben, falls
1—1
¢ = Y ay , =20 . (5.3.16)
=1

gilt. Zu zeigen ist also, daf die Runge-Kutta-Formel (*) fiir die autonome Dgl. dieselben
Néherungen liefert wie (**) fiir eine allg. Dgl., falls (5.3.16) gilt.

Man zeige, daf3 das klassische Runge-Kutta-Verfahren

0

1/2
1/2

1

1/2
0 1/2
0 0 1

die Konsistenzordnung 4 besitzt !

| 1/6 1/3 1/3 1/6

184



P IX Praktikum IX

5.3.2 Praktische Durchfiihrung von Einschrittverfahren

X | Man studiere den gleichnamigen Punkt 3.3.5 im Vorlesungsskriptum Numerik I11.

5.3.3 Einfache numerische Experimente mit Einschrittverfahren

E5 | Wir betrachten das Anfangswertproblem

(5.3.17)

W(t) = Blu+A) , tel=1]0,1] }
w(0) = 0

mit B=3 und A =1-(F-1).

a) Man bestimme die exakte Losung von (5.3.17) analytisch !

b) Man l5se (5.3.17) mit den folgenden expliziten Runge-Kutta-Verfahren| Mx |unter

11 1 1
Verwendung der Schrittweiten h = 1, — nd

y 71 g U T
2 478 16

M1 | Explizites Euler-Verfahren,

M2 | Verbessertes Euler-Verfahren,

M3 | ,klassisches“ Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung 4 (siehe 722 ).

Man veranschauliche die Ergebnisse graphisch durch Vergleich der numerischen

1 1 1 1
Lésungen fir h = 1, =, —, =, — mit der analytischen Lésung :
247816
v M1 v M2 u A M3
up, up Up
t t t
Expliziter Euler Verbesserter Euler Klassisches Runge-Kutta
¢) Man trage in die folgende Tabelle | u;(1) |als Approximation von w(1) = ... fiir

die betrachteten Verfahren | Mx |ein :
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h —
Mx \ 1] 1/2]1/4]1/8]1/16 || u(1)

M1

(
i
M2
(
(

M3 -
MxE
wobei  (*) = urspriingliches Verfahren

(E) = Verbesserung der Werte durch globale Extrapolation
(siche S. 115/116 im Skriptum) nach der Formel

() = wyatt) + 22— 00

20— 1
mit p =0rdnung des Verfahrens.
(MxE) = Verfahren Mx fiir ein x€ {1, 2,3} mit lokaler Extrapola-
tion (siehe S. 115/116 im Skriptum).

Wir betrachten das Anfangswertproblem

u'(t) = =50 (u(t) — cos(t)) , tel=1]0,15] } (5.3.18)

w(0) = 0

a) Man bestimme die exakte Losung von (5.3.18) analytisch !

b) Man l6se (5.3.18) mit den folgenden Runge-Kutta-Verfahren | Mx |unter Verwen-
1 3 1 1
dung der Schrittweiten h = —, —, —, —;
207 80 " 30 " 40

M1 | Explizites Euler-Verfahren,

M2 | Verbessertes Euler-Verfahren,

M3 | Implizites Euler-Verfahren.

Man veranschauliche die Ergebnisse graphisch durch Vergleich der numerischen
r 3 1 1

Lésungen fir h = — |, — , —, —
20 ° 80 " 30 " 40

mit der analytischen Lésung :

v M1 v M2 v M3

Up, Up, Up,

A
A
A

Expliziter Euler Verbesserter Euler Impliziter Euler
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c) Man starte die Explizite Eulermethode bei t; = 1/2 mit der exakten Losung
u(to) = u(1/2) unter Verwendung der Schrittweite A = 1/20 und stelle das Re-
sultat wieder im Vergleich mit der analytischen L&sung graphisch dar.

Ab welcher Schrittweite mufl das Verfahren stabil werden ?

d) Losen Sie (5.3.18) nochmals mit dem impliziten Euler-Verfahren und der Schritt-
weite h = 1/2. Stellen Sie das Resultat wieder im Vergleich mit der analytischen
Lésung graphisch dar.

e) Man trage in die folgende Tabelle | up(1.5) |als Approximation von u(1.5) = ...

fiir die betrachteten Verfahren | Mx |ein :

h —
Mx \ 1/20 | 3/80 | 1/30 | 1/40 || u(L.5)
M1
M2
M3
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5.3.4 Numerische Lésung komplizierter Anfangswertprobleme

E7 | Die Bahn eines Satelliten in der Ebene des Erde-Mond-Systems 148t sich durch das fol-

gende System von Dgl. 2. Ordnung beschreiben (vgl. Bsp. 3.5 der Vorlesung Numerik 111
und [2, 3]) :

"

Yy = i+ 2y — (1—p) ) - H )

D D,
"o_ _ 9 — (1 Y2 Y2 " 7
Ya Y2 i1 ( :u) Dl D RS [07 ] )
+AB: 3 (0) = 0.994

yi(0) = 0
u2(0) = 0 (5.3.19)
y5(0) = —2.001585 106379 082522405378 62224

. 3/2

mit  Dio= [+ +ud]

Dy = [n--w)?+ 4]

o= 0.012277471

9

Fiir diese Daten ergibt sich eine periodische Lésung mit der Periode

tper = t = 17.065216 560157962558 891 720 6249

1) Man iiberfithre (5.3.19) in eine dquivalente AWA fiir ein System gewohnlicher Dgl.
1. Ordnung ! Ist dieses System autonom ?

2) Man l6se dieses System numerisch mit den folgenden Integrationsverfahren :

M1 | Klassisches Runge-Kutta-Verfahren mit dem Tableau

0
1/2 | 1/2
/21 0 1/2

1 0 0 1
| 1/6 1/3 1/3 1/6
mit b =T1/m , m = 6000 und m =7 (eigene Wahl).

M2 | Verfahren eigener Wahl !

3) Man stelle die Losungstrajektoren (yip(¢), y2n(t)) , t € In = {to,t1,...,tm}, linear
interpoliert, grafisch dar !
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ES

E9

Mond | 1y
1- ,ui

Die Robertson—Reaktion [4] wird durch das Dgl.-System

du(t) = —0.04ca(t) + 10 ep(t)ec(t)
Ag(t) = 0.04cy(t) — 3-107ch(t) — 10 ep(t)ec(t)
(5.3.20)
(t) = 3-107ch(t)  ,t€]0,T], T=0.3
+AB:  c4q(0) = 1 cg(0) = 0 cc(0) = 0

beschrieben (vgl. 18 ). Aufgrund der Gréflenordnungsunterschiede in den Reakti-
onsgeschwindigkeitskoeffizienten ist zu erwarten, dafl das Dgl.-System (5.3.20) steif ist.

Losen Sie die AWA (5.3.20) mit einem geeigneten Integrationsverfahren und stellen Sie
den zeitlichen Verlauf der Konzentrationen c4(t), ¢g(t) und cc(t) (getrennt) grafisch

dar !

Der Oregonator [2] wird durch das Dgl.-System

() = —kicrea — kseyes
ch(t) = —kicreg — kacges + kses
cs(t) = kicyeg — kacges + kzejes — 2heqch
(t) = kycaes + 2heqch
cs(t) = kycacs — kses ,t€[0,17, (5.3.21)
+ AB c1(0) = 1/2 c2(0) = 1/2 c3(0) = 0
cs(0) = 0 c5(0) = 0,
wobei ki = 134  ky = 1.6-10° ks = 8.0-10°
ky = 4.0-10° ks = 1.0

beschrieben (vgl. U17 ). Aufgrund der Gréflenordnungsunterschiede in den Reakti-
onsgeschwindigkeitskoeffizienten ist zu erwarten, dafl das Dgl.-System (5.3.21) steif ist.
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Losen Sie die AWA (5.3.21) mit einem geeigneten (?) Integrationsverfahren und stel-
len Sie den zeitlichen Verlauf der Konzentrationen c¢;(t), ca(t), c3(t), ca(t) und cs(t)
(getrennt) grafisch dar !
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Kapitel 6

Ergebnisse der numerischen
Experimente

Fiir die Uberlassung der folgenden Ergebnisgraphiken danken wir :

Gerald Fehringer, Franz Gruber, Ferdinand Kickinger, Roswitha Kroiss,
Joachim Schéberl

192



