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Vorwort

Das vorliegende Vorlesungsskriptum entstand aus Vorlesungen, die der zweite Autor von 1985 — 1993
an der Technischen Universitit Chemnitz, sowie im Wintersemester 1993/94, im Sommersemester
1994, im Wintersemester 1995/96 und im Sommersemester 1996 an der Johannes Kepler Univer-
sitdt Linz zu ,,Multigrid-Methoden“ und ,,Numerik diinnbesetzter Systeme® gehalten hat. Ab dem
Wintersemester 1997/98 iibernahm der erste Autor die Vorlesung und erweiterte das Skriptum. Die
Lehrveranstaltung besteht aus zwei Teilen, die jeweils als zweistiindige Vorlesungen im Winterseme-
ster bzw. Sommersemester gehalten wurden. Der erste Teil der Vorlesung (Kap. 1 - 4) ist bewuft
einfach gehalten. Die Motivation und die algorithmischen Aspekte der Methode stehen im Vorder-
grund. Es werden Grundkenntnisse zur Konvergenz- und Effektivitdtsanalyse, sowie zur Steuerung des
Verfahrens bereitgestellt. Dies soll es den Studenten und Lesern erméglichen, das Verfahren schnell
zur LOsung von eigenen Problemen zu nutzen und optimal an die Problemstellung anzupassen. Der
erste Teil ist deshalb auch fiir Studenten und Mitarbeiter aus technischen Fachbereichen geeignet
und wurde vom Autor bereits in Vorlesungen fiir Studenten der Elektrotechnik genutzt. Der zweite
Teil der Vorlesung (Kap. 5 - 6) wird im Sommersemester gehalten und ist speziell fiir Mathematiker
gedacht. Im Mittelpunkt stehen modernen Techniken zur numerischen Analysis der Konvergenz von
Multigridverfahren (einschliefllich von Konvergenzratenabschétzungen fiir den V-Zyklus mit einem
Glattungsschritt) und die Verwendung von symmetrischen Multigridtechniken zur Konstruktion von
Priakonditioniern. Hier werden Kenntnisse aus der Theorie der Sobolev—R&ume und {iber die moderne
Analysis von Randwertaufgaben, wie sie in den Vorlesungen NUMERIK [ [32] und NUMERIK II
[33] vermittelt werden, ben&tigt. Zum ersten Teil der Vorlesung gehort ein Praktikum, in dem die
Entwicklung von Multigrid—Programmen in verschiedenen Programmiersprachen betrachtet wird, das
numerische Verhalten von Multigrid—Programmen ,life* am Computer studiert wird und komplexe
Multigrid—-Programme zur Lésung praktischer Probleme vorgestellt werden. Im Anhang zu diesem
Skriptum werden die Quelltexte eines Demoprogramms in verschiedenen Programmiersprachen sowie
Ubungsaufgaben angegeben. Das Praktikum wurde von Herrn Dr. Gundolf Haase bzw. Herrn Dipl.-
Ing. Michael Kuhn abgehalten.

Das Skriptum wurde bewufit im Stile eines Vorlesungsmanuskriptes gehalten. Im Gegensatz zu vielen
Lehrbiichern wurde auf ,belletristische Ausschmiickungen verzichtet. Die Lehrinhalte sollen schnell
und kompakt erfalbar sein. Iis wird eine Vielzahl von Abkiirzungen eingefiihrt. Die Abkiirzungen
U x.x und (mms) bedeuten harte Arbeit an der Materie. Das Lisen von Ubungsaufgaben und das
»Mach-Mal-Selbst* ist angesagt. Das vorliegende Skriptum ist ein Arbeitspapier. Es ist kein Ersatz
fiir den Vorlesungsbesuch und auch kein Ersatz fiir ein Lehrbuch, aber eine gute Vorbereitung auf die
allfillige Priifung.

Die Autoren méchten an dieser Stelle ihrer Sekretdrin, Frau Doris Holzer, fiir die Erstellung und
technische Uberarbeitung des I¥TpX—Files recht herzlich danken.

Gundolf Haase und Ulrich Langer
Linz, Jinner 1998
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Kapitel 1

Motivation der Multigrid—Idee

n Betrachten zunichst folgende Modellbeispiele:

. Ges. u(z) : —Au(z) = f(z),2 € Q= (0,1)¢ C R,
W w(z)=0 ,zel =00

_U// ) = xT , T 6 07 1
MBsp. 1 d=1 (z) = f(2) (0,1)
uw(0) =u(1l) =0
a) FDM JJ b) FEM
diskrete i
2) Ersatzaufgabe Kypun = [, GS

a) FDM = Finite-Difference-Method (Differenzenverfahren)

h=1/n

—_
]

21 x; = th Tyl

o —_
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wi Z (i), fi=flri), i=Tn—1
ug=1u1 =0 Taylor

i—1— 2u; +uy R —
_tim Ui+ it = (x)+OM) =f;, i=1,n—1

h2
2 -1
1 -1 2 -1 0 (73] f1
K= 3 Do, = Cf= e kY
(o) -1 2 -1 Up—1 o1
-1 2 NxN
mit N =n — 1.

b) FEM = Finite-Elemente-Methode (Nu I, Pkt. 2.3)
Bsp.
Prakt.

(1) —u"(z) = f(z), 2€(0,1), u(0)=u(l)=0 =
—}u”vdw = }fvdx VveVy :HO1 (0,1)
part. 0 0

Integr. mit HC>1 (0,1) :=={v:[0,1] = R : o' € Ly(0,1), v(0) =v(1) =0}
iu’(x)v’(x) de — v/ (z)v(z)]} = E)Ilhfv dz VveV

1 1
(3) Ges. u € Vp: [u'v'de = [ fvde Yv eV, Variationsformulierung (VF)
0 0

a(u,v) = < Fvo>

Ansatz: Suchen nun Ndherungslosung in der Form
n—1
up(x) =) up;(x)
i=1

mit unbekannten Koeflizienten
[u;] = u, € RN, N=n-1

i=Tn—1 —

und gegebenen Ansatzfunktionen

pi(e) : pi(x;) = by




KAPITEL 1. MOTIVATION DER MULTIGRID-IDEE 5
n—1 1 1
@ =| T p@pie) do= [ fae)de, i =TT
j=1 0 0
2 1
) -1 2 -1 fi
-1 2 -1 Jn—1
-2 dnw
1
mit f; = [ f(z)pi(z)dz, t=1,N, N=n-1.
0
0% 0*u
I L 29), c29) € Q= (0,1)%
MBsp. 2 d=2 dz? Ol Haryza), (o1, 22) (0,1)
w(zy,29) =0, = (21,22) € IQ.
a) FDM H b) FEM
(2) I(h@h - fh
a) FDM
L2
1/ P P i i
N=| (n-1, Durchnumerierung (z.B.):
7 8 9l n—1)
D, p (f1,42) = (1,1), . . .4(n—1,n—1)
o 4 4 5 6 1 i = 1,..., N
n = 4 N p ﬁ
o _1)2 — 1 2 3
N=-1)"=9 3 (1,1) (n—1,1
1)
u(il,iz) = U($117$222) 3 3 3 3 3 — (u(l,l)7 7u(n—l,n—l))T € RN
1 T1
h=1/n
—Au(xf,xé?) = _u(il_1’i2)—2u(212’i2)—u(i1+17i2) _ u(il’i2_1)—2u(2127i2)+u(i17i2+1) +O(h?) =
2) = JO) = fad o)
(i1, 49) = (1,1),...,(n—1,n—1), «D =0, i€y ={X}
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S[No oL
s NN
O

o — NxN
£, =[O0, 7D, i, )] € BN, N = (0 - 1)
b) FEM
T2
1/ 2 2 1
(@) =
n==4 |
N=(n-1)>*= o .
(n ) 9 A 3 p p, /1 " i = (i1,%2), ta=1,n—1, a=1,2
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e RN mit /O = [ f(a)pi)(x) d,
1EWp, Q

[ = {f(i)}

Up, = {u(i)} = {u(l’l), ur=tY .,u(”_l’”_l)}T c RN,

iEwh

Bemerkung: siehe Nu I, Kap. 4, insbesondere Pkt. 4.3 (Bsp.),
Nu II, Kap. 3 und 4.

v ?u 0w

022 022 92 = Q=01
MBsp. 3 d=3 922 022 022 f(z), = (21,29,23) € (0,1)°,

FEM FDM

{ | 2(D—Knoten

7-Punkte—Stern

p(z)(gc) = st('etig7 4stiickweise linear: Kpu, = f,
p(l)(x(])) = 52]7 27] € wp
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NN @

S N N T N T R R e
(D NS
‘ — NXN

N=(n-1)3 6 -1

mms: Wiirfel

1
6 Tetraeder
h=1/n

/1/7@

h=1/n
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m  Allgemeingiiltige Eigenschaften dieser GS fiir h — 0 (siehe Nu II [33]):

= praktisch : h=10"1,...,1073, ...
Genauigkeit d. Fkt.-Werte : a~ h?2=10"2,...,1076, ...
1. Grofidimensioniert: Allgem. MBsp. d
T T
N = Anzahl der Unbekannten = O(h™%) = (n — 1)<.
2. Diinnbesetzt: MBsp. d
1

NNE = Anzahl der Nichtnullelemente von K;, = O(h™%) = (2d + 1)(n — 1).

3. Bandmatrix: MBsp. d

)
BW = Bandweite von K, = O(h~(@=1) = 2(n — 1)(d—1) 41,

Bem.: - Bandweite ist numerierungsabhingig !
— aber Aussage ist in der Klasse der betrachteten Aufgaben (FEM-
bzw. FDM-Diskretisierung von RWA) ordnungsmifig nicht verbes-
serbar !

4. spd Matrix: K, = KF> 0 (<af(-,-) spd).

5. Eigenwerte A\(Kp): ch? < MK, < chi™? FEM,
(Bew. sieche Nu II) ¢ 7 1+ ¢h™? FDM.

ordnungsméafiig scharf !

6. Schlecht konditioniert:
Amax(I(h) )
Kp) = ——2=0(h™7).
K( h) Amin(I(h) O( )

u Folgerung fiir Auflésung von Kpu;, = f,:

1. Klassische direkte Verfahren: GauB, LT DL-Zerlegung, Cholesky, . ..

M = Memory (= fill-in !) ~ BW - N = O(h~2+)
@QQ = Anzahl der arithm. Operationen ~ (BW)?- N = O(h—3d+2)

s = Verlust an giiltigen Ziffern lg k(Kp) )
Situation:
d=1 : M=0(/h™Y, Q=0(h"') = optimal !
d=2,3 :  Starkes Anwachsen von M und @) fiir h — 0!
(Optimal wire: M = O(h™%), @ = O(h™%) 1)
d=1,2,3 : Bei einfacher Genauigkeit kann Verlust an giiltigen Ziffern zu sinnlosen

Resultaten fiihren !
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Beispiel: MBsp. 2 und 3; 100MFlop—Computer

n d=2,d.h. 2D-Fall d =3, d.h. 3D-Fall

CPUZeit M | s CPUZeit M | s
20 0.8 ms 31 KB | 2.6 6.4s 12.2 MB | 2.6
50 30 ms 4883 KB | 3.4 65 min 1192 MB | 34

100 0.5s 3.6 MB | 4 5.8 Tage 38146 MB | 4
200 8s 30.5 MB | 4.6 2.1 Jahre | 1220672 MB | 4.6
500 | 5.2 min 476 MB | 5.4 || 1233 Jahre - |54

1000 1.4 h 3816 MB | 6 - -6
2000 22.2 h 30528 MB | 6.6 - - 16.6
5000 | 36.2 Tage | 477000 MB | 7.4 - - |74

Bemerkungen:

1) Fiir MBsp. 2 und 3 existieren auch ,schnelle* direkte Verfahren mit M = O(h™%),
Q=O0(h~%Inh™1), z.B. FFT, Buneman, ...
Diese Verfahren sind aber nur beschrénkt einsetzbar (Geometrie = Rechteck, Quader,
konstante Koeff. im Differentialoperator, gleichmifiige Vernetzung etc.)

2) s =logygk(K})

— 1)
o Nu [: I(h@h — fh’ I(h@h — fh —I_éh = M S H(I(h) H hH -
- - 22| —— 11,
108 N~
10—t
o Kpspd =EW:0< A <A <...< AN
EV: Fra Lho @0 ONS, |- 1= ()
/l\
h weglassen
Kpuy, = ¢y = u, = Ay
Kpiy, = @5 + 09, = @y, = Aytey, + A7 g,
— 7 SAT! Y Abschitzun
s = ] = | —11 EIH =52 =4 K (Kp) ist scharf ! i
[ AN enll A !

107t 10°

2. Klassische iterative Verfahren:
GSV (Jacobi-Verfahren), ESV (Gaufi—Seidel-Verfahren), Gradientenverfahren, ...
M ~ NNE=O0OMh% (Ky*xu,!),
I(e) = Anzahl der Tterationen = O(x(Kp)Ine™!) = O(h™21lne™1),
Q(e) = I(g)x Aufwand pro Iteration + evtl. Voraufwand = O(h~% 2 Ine~1),

€ = relative Genauigkeit.
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Situation:

+ Speicherplatzbedarf ist optimal, d.h. nur die NNE der Matrix K} werden
gespeichert = Kompaktspeichertechniken !

— Anzahl der Iterationen wichst fiir A — 0 stark an !

Beispiel: MBsp. 2 und 3; 100MFlop—Computer

n d=2,d.h. 2D-Fall d =3, d.h. 3D-Fall
M | GS (%) | w — opt. SOR M GS (%) w — opt. SOR
(+) () (+) ()
20| 3.8KB 2 ms 0.2ms | 83.2 KB 57 ms 4 ms
50 | 21.2 KB | 76 ms 2 ms 1.1 MB 53 s 160 ms
100 | 81.3 KB 1.2s 19 ms 8.3 MB 2.8 min 2.6 s
200 | 319 KB 19s 150 ms || 64.4 MB 1.5h 40 s
500 2 MB | 12 min 2.3 ms 989 MB | 5.8 Tage 26 min
1000 | 7.9 MB 3.3 h 18.6 s || 7860 MB | 130 Tage 7.2 h
2000 | 31 MB | 2.2 Tage 2.5 min 64 GB | 17 Jahre 4.6 Tage
5000 | 200 MB | 72 Tage 38 min 960 GB | 1589 Jahre 180 Tage

(*) SOR: I() = O(h~'Ine™t), Q(e) = O(h~ 41 Ine™1),
(+x) CPU—Zeit, die fiir 1 giiltige Ziffer gebraucht wird (¢ = 1071).

Auswege:

(1) Vorkonditionierung: Kpu, = [, e Ch_lthh = Ch_lih
a) k(C;'Ky) < Kk(Ky) = O(h™2), Wunsch: #(C; ' K;) = O(1)

] b) VK-GS: Chwy, = /f, schnell aufldsbar, d.h. O(h~4) arithm. Operationen,
z.B. C), = CF > 0: SSOR, IC, MIC, ..., BPX

(2) Multigrid-Methoden (M GM).

u Untersuchen nun genauer die Ursachen der ,,schlechten* Konvergenzeigen—

schaften der klassischen Iterationsverfahren:

— Methode = Fourieranalyse nach den Eigenfkt./Eigenvektoren (EV) von K, !

Betr. dazu MBsp. 1 (FEM):




KAPITEL 1. MOTIVATION DER MULTIGRID-IDEE

Es sei n >4, n — gerade, h = 1/n:

0 1
| : : | : : : |
2o 1, =th= % T
EWP: thﬁ,k = /\hkah,k R —u"” = Auin (0,1)
uw(0) =u(1l) =0
k=1,n—-1=1,2,...,n—1
(Index h wird weggelassen !)
mms
!
— L[EV: fk:{\/ﬁsinkﬂ'ﬂ , k=1,n-1;

t=1,n—1

{Ek}k:—l,n—l ONSin RN, N=n—1:

n—1 )
(o) =2 5 hsin 220 = 5

N (h)=4(r—1) sin? Zh EW: M\ =13

I

4 1.2 7 4 s
0<h§%:>/\'1(h)>0 8h < A= 7, sIn”® o= <A< <A1 = L sIn® — o <
1 (h:%) /

= max Aj(h)=A
o<h<i

An—1 —

sin

=1

P h=Ta T

= k(K}) =7

Btr. zur Losung von (2)

2n—=1m
n 2 __ -2 172
sin2%2 - O(h ) < §h
I(h@h = ih

n=8, h=1/8

2 n—1

S

das w—JACOBI-Verfahren (w =1 = klassisches Jacobi-Verfahren = GSV):

— it = (I — w%K) ul —I—w%

Btr. Fehler: 2/ = u — o/

und zerlegen Anfangsfehler_nach EV Ao, bt

\ o
Ku'=f, D=diagK = 2/h ,
o \
[=0,1,...; u’ € RVN=""1 geg

n—1 ne1
L=Y ag, 1= =Y o,
k=1 ne1

mit den Fourierkoeffizienten

n—1
ap= (2% e )n =D hzle, (i

=1

n—1 .
— V25" hV6in k.
) \/_; z sin ko

12
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Dann erhalten wir das folgende Fehlerschema

i h +1
S+ (I _ w§K) Zd=...= (] — w§K) 20 = Sl-l—l(w)go =

= S(w) = lterationsoperator = Fehleriibergangsoperator

. h/\ I+1
= ap| 1 —w=A ©, -
k=1 2 Tk

———

3

AR? < BN <2

Folglich gilt

n—1 2(1+1
2 = (=T e (1 wha) T
B 2(141)
< [ max ‘1—w%/\k” > oo
k=1,n—1 n=1
2(141)
= erllaxl‘l—w%/\k” HZOH%L'
=1,n—

Definieren Konvergenzfaktor (= Fehlerdimpfungsfaktor)

= Spektralradius (S(w))

h
1—-—w=2X
w2 k

p(hw) = p(S) = max

k=1,n—1

und untersuchen das Verhalten des Konvergenzfaktors p:

sin2 o= 1—cos 2a
= 2
h — k4 o2k in2 kr _
l—w3iAe = 1-wgpsin®f =1—2wsin” - =

= 1—w(1—cos%7r) =1—w(l—coskmh)
‘1—w%/\k‘

‘1 —w%/\n_l‘

Popt = PP, Wopt)

schnelle Reduktion % n—oo,d.h. h—0
hoher Frequenzen 2sin® =7=3
fiir w = 1/2

= Glattung
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NR: 1- w%/\l = — (1 — w%/\n_l)

1 — 2wsin? & = 2wsin? (2=L2) — 1
2n n 2

2 =2w (sin? £ +sin* (Z — £)) = 2w (sin® £ + cos’ ) = 2w

. 2
:>w:wopt:1:>,00pt:1—231112%:6037711%1—”—/12

2
T w2
Resultat: p(h,w) > popt = p(hy1) =1 — 2sin? oy, = c08 Tha1-— 7/12
n
J1-00),0<w<1
] >1 , fiir w > 1 (fix) bei hinreichend kleinen £

Untersuchen nun die Reduktionsfaktoren

Kis

h k ~
(1 — w—Ak) =1 2wsin? L =1— w(l — coskmh)
2 2n

3=

fiir verschiedene w—Werte in Abhéngigkeit von k= 1,n — 1:

w=1: 1—-wli=cos’E =coskrh (n — gerade)
1l +~~T"""""F7"-5-°¥>°735-5-— —— — — — hochfrequente
o Eigenfunktionen
™ N k‘ — %7 n — 1
0 ‘ N — — — . .
5 " alih k keine Glattungs—
2 N eigenschaften !
..... ~ w212
w:%: 1—%%/\k:1—sin2§—221—(%—%Cos%r) %—I—%Coskn7r
L e
1/2 ~ gute Gliattungs—
0 T eigenschaften !
[

14
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15
w:%: 1—%%/\k:1—%sinz§—z:1—%(1—605’%):%—I-%COS%7r
LT e
S
_f/g s ny L‘F k
1

Definieren Gléttungsfaktor als Ma8 fiir den Glattungseffekt von S(w):

h
how) = pu(S) : 1—w=A
p(h,w) = p(S) o B PR
und den asymptotischen Glattungsfaktor
pr(w) = sup p(h,w)
R<1/4

Die Auswertung dieser Ausdriicke ergibt:

p(h,w) =max{|1 —w|, |1 —w(1l+ coswh)|},
:u*(w) = maxﬂl - w|7 |1 - 2w|}7
sodaB wir fiir die optimalen (minimalen) Werte fiir g und p* erhalten;
2

cosTh
“h 24 coswh plh,7) oénzj%l’u( ) 24 coswh’
w=g Pprn) = min ptw) =g
Beispiel: h =103, w* % optimal: w =1
2 \l/ 2
plhyw?)=1—4sin Za1- 202 (x1- 502
TACOES
) 1 10 100 1000
[ (w*)] 1/3 0.7-107* 0.2-1078 —
[p(h, )] 0.9999967 0.999967 0.99966 0.9966
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n Approximation ,glatter® Gitterfunktionen auf gréberem Gitter:
n =3~
k=1
............................................ @
___________________ o ~@_
L | | | | I | LT |
[ * w * w * w * !
k=2
/////// —.—“\\\\\
e /// \\\\\
o e
\\\\\\\ . —
k=3

Reduktion durch Grobgitterkorrektur

¢«
P, Y /’T
A y
A (
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k=17

/ \ /
i Ly L/
[ ™y [ 7

Reduktion durch Glattung

Resultat:
— Die niedrigen Frequenzen (k =1,% - 1) im Fehler kénnen auch bei

punktweiser Injektion auf dem gréberen Gitter (2h) gut erfafit werden !

— Die hohen Frequenzen (k =4,n— 1) kénnen auf dem gréberen
Gitter nur schlecht oder iiberhaupt nicht (k = n/2) erfafit werden !

u Schluf3folgerung:

1. Hohe Frequenzen (k= %,n — 1) im Fehler

2’ Glitt

konnen durch w—-JACOBI-Iteration (sr?lo;lt?fn )

schnell reduziert werden ! &
wechselseitig bl?.gum
iterativ ér:tSte'n
1vter

—_— Grobgitter—
fod 7 7 _
2. Niedrige Frequenzen (k=1,5 — 1) approximation

im Fehler kénnen auf gréoberem Gitter
(2h) gut approximiert werden !

(CGC = Coarse-
Grid—Correction)

17



KAPITEL 1. MOTIVATION DER MULTIGRID-IDEE

n Idee fiir Multigrid—Algorithmus zur Lésung von Kpuy, = f,:

Startniherung: & = 0; u) geg. z.B. u) = O (bzw. FMGM-Niherung !)

— 1. Schritt Glattung z.B. mit w—JACOBI-Verfahren (w = 2/3):
QZ’U — QZ’O = gg (v Glattungsschritte)
. Fehl
2. Schritt: Defekt berechnen: T
dk = ih — I(h@i’y [: I(h@h — I(h@i’y = I(hgz’y]*)
3. Schritt: Grobgitterapproximation
Projekti
df rOJ'—e.—> l.on d5, = d,;, | z.B. durch punktweise Injektion
Restriktion
i}
k=0,1,2,... Schritte 1-4 auf .
bis
Grobgitter 2h
- GS
thwzh = dzh — | mit Startvektor .
o leicht
wy, = O ~y-mal .
: l6sbar
wiederholen™*)
i}
Interpolation . .
wy, wyy, | z.B. durch lineare Interpolation
4. Schritt: Korrektur der ,geglitteten® Niherung durch Grobgitterappr.:***)
| k+1 kv
Lo = wy
MBsp. 1 hel
- v
Anmerkungen: %) dﬁ = Kh§Z’” £2 Z: 04;0) (1 — w%/\j) /\jfj

71=1
=z glatt = df glatt !

wk) v =1:V-"Zyklus; v=2:W-Zyklus.

. . Glatt hritt
%) 5. Schritt: Nachglattung: (gz’” +wy) e S gi"’l.



Kapitel 2

Geschichte — Situation — Perspektiven

2.1 Geschichte

n Grundkomponenten, deren Kombination zu effektiven Multigrid—Algorith-

men fihren:

1. Fehlergliattung durch klassische Iterationsverfahren;

2. Approximation glatter Fehler auf gréoberen Gittern;

3. Rekursive Anwendung von 1. und 2. auf Folge von Gittern;
4. ,Nested—Iteration“—Prinzip: Start vom grobsten Gitter;

5. Adaptive Netzverfeinerung.

1961 ff 1.-3.: R.P. Fedorenko (Rufiland): [1961: [17]; 1964: [18]].
1966 : 1.-4.: N.S. Bachwalov (Ruf}land): [1966: [3]].
1972 1.-5.: A. Brandt (Israel): [1972: [15]].

n Weitere wichtige Daten in der MG — Geschichte:

1971: G.P. Astrachancev (RuBland) [1]:
— Analysis von MGM fiir Variationsdifferenzenschemata, die 2D elliptische
RWA zweiter Ordnung approximieren.

1976 ff:  V.G. Korneev (Rufland) [30]:
— MGM fiir Finite-Elemente—Gleichungen.

19



KAPITEL 2. GESCHICHTE — SITUATION — PERSPEKTIVEN

1976 ff:  W. Hackbusch (BRD) [siehe [23] bzgl. Literaturreferenzen]:
— verdffentlicht erstes MG-Programm [21],
— neue Konvergenzbeweise,
— Ubertragung auf neue Aufgabenklassen.

1981 ff:  Multigrid—Konferenzen:
1981: 1. EMG-Konferenz in Kéln: [25],
1985: 2. EMG in Kéln: [26],
1990: 3. EMG in Bonn: [27],
1993: 4. EMG in Amsterdam: [28],
1996: 5. EMG in Stuttgart: [ ]

1985: W. Hackbusch: 1. zusammenfassende Monographie: [23].

2.2 Situation

n Breite Anwendungsmoglichkeiten:

z.B. e auf partielle Differentialgleichungen (PDgl.):

allgem. elliptische Randwertaufgaben (RWA),

parabolische und hyperbolische Anfangsrandwertaufgaben (ARWA),
linear — nichtlinear,

Systeme partieller Dgl.,

Eigenwertprobleme (EWP),

FEM, FDM, BEM, ...,

e auf Integralgleichungen,

e rein algebraisch (!)

] Enorme Effektivitat:

— fiir 2D (d = 2) und 3D (d = 3) RWP erhélt man asymptotisch optimale
Komplexitidtsabschdtzungen:

Q(g) ~ N = Anzahl der Unbekannten = O(h~91 )
FMGM
e=0(h?) =
Diskretisierungs—

fehler
M ~ N = O(h™?

— Praktisch erweisen sich Multigrid—-Methoden als die effizientesten Verfahren
fiir grofle Klassen von Aufgaben !

20
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n Numerische Experimente mit dem MG—Programm MGMTEST am
MBsp. 2: — Praktikum P3 + P4 !

e Programm: MGMTEST: BASIC, FORTRAN 77 (90), PASCAL, C, C++
e Problem: —Au=fin Q=(0,1)?, u=gauf ' =99,
mit <1> f=-32(z(z—-1)+y(y—1)),
g=0:u=16z2(z — 1)y(y — 1)
<3> [f=1, g=0
e Diskretisierung: FEM (lineare Dreieckselemente: A)

e Solver: MGM: V-Zyklus, verallgem. V-Zyklus, W—Zyklus
[FMGM = Full-Multigrid-Method (mit V-Zyklus)]

o Glittung: lexikographischer Gaufi-Seidel: Vorgldttung: 1x vorw.
1t Nachglattung: 2x riickw.
[w-Jacobi: w=1/2, 2/3, 1]

e Interpolation: bilineare [lineare] Interpolation

e Restriktion: Injektion, (bilinear)”, (linear)”

e Genauigkeit: e=10"*:||d¥||ln < el dP||n, dF = /- Kpuf, 9 =0

e Computer: z.B. PC 486 DX 2 — 50

e Resultate: p = durchschnittliche Konvergenzrate

Gitter— V—Zyklus verallg. V-Zyklus W-Zyklus

anzahl = CPU CPU CPU

[ n| (n—=1)7%]1I() p [sec] | I(¢) p [sec] | I(¢) p [sec]

3 8 49 | 5 |0.118 | 0.11 4 10.080 | 0.11 4 10.076 | 0.16

4 16 2251 5 | 0.128 | 0.22 4 10.068 | 0.16 4 10.059 | 0.33

5 32 961 | 5 |0.130 | 0.38 4 10.056 | 0.33 3 |0.044 | 0.60

6 64 3969 | 5 |0.134 ] 0.93 3 10.041 | 0.60 3 10.039 | 1.54
] Theorie: — Konvergenzfaktor— und Aufwandsabschéitzungen

— Verfahrensmanagement

e ,Optimale“ Theorie fiir spezielle Modellprobleme, z.B. wenn Eigenfunktionen (~vektoren)
explizit bekannt sind:
— Modellproblemanalyse [25],
— praktikabel: lokale Fourieranalyse von A. Brandt [25].
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e bis Ende der 70-er / Anfang der 80-er Jahre:

— allgemeine Konvergenztheorien [25]

v N\
Summenaufspaltung Produktaufspaltung
(Russische Schule) (W. Hackbusch)

des MG-Iterationsoperators

— Nachteile: — fordern , hinreichend® viele Glattungsschritte !
— schlielen i.a. V-Zyklus aus !
— setzen volle elliptische Regularitit voraus !

e Seit 1984:
— neue allgemeine Konvergenztheorien, die auch die praktisch interessanten

Fille einschliefen:

— 1 Glattungsschritt
— V-Zyklus
— H'*T® — Regularitit bzw. keine Regularitit

— Literatur: [Braess, Hackbusch, McCormick, Bank, Douglas, ...
Bramble, Pasciak, Xu, ...
Axelsson, Vassilevski, Kuznetsov, ...]

u Anwendungen: — Modellprobleme
— Standardprobleme
— Komplexe praktische Probleme
— Industrielle Probleme

] Software:

— e gut entwickelt fiir 2D Probleme
e erste Realisierungen fiir 3D Modell- und Standardprobleme

—  Beispiele: fiir 2D Standardprobleme und praktische Probleme:
e PLTMG = Piecewise-Linear-Triangular-Multi-Grid [4] von R. Bank.

e FEMGP = Finite-Element-Multi-Grid-Package [Chemnitz].
= wird im Praktikum vorgestellt !

e KASCADE [H. Yserantant, P. Leinen, P. Deuflhard].

e SUPRENUM-Projekt [1983-89 an der GMD: U. Trottenberg]:

Superrechner fiir numerische Anwendungen.
= Parallelrechner 4+ Multigridprinzip

e UG von P. Bastian [7].

22
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] Einwande:

— Die Multigrid—Idee ist zwar einfach, aber die Implementierung effektiver Algorithmen und
ihre Steuerung ist schwierig ! (FORTRAN-Leute ?77?)

— Optimale Anpassung des Algorithmus an spezielle Situationen erfordert grofie Erfahrun-
gen ! (0.k.)

— Robustheit (= Gegenstand der Forschung !?)

u Monographien und Lehrbiicher:

e Hackbusch W. (1985) [23]: Standardwerk zu Multigrid-Methoden !
e Hackbusch W. (1985) [24]: Lehrbuch.

e Shaidurov V.V. (1989) [41]: Monographie (Multigid-Methoden fiir Finite-Elemente-
Gleichungen).

e McCormick S. (1989) [34]: Lehrbuch.

o Wesseling P. (1992) [45]: Lehrbuch (Differenzenverfahren; Konvektions-Diffusions—
Probleme).

e Bramble J.H. (1993) [11]: Monographie (Moderne Konvergenztheorien).

e Riide U. (1993) [37]: Monographie (Adaptivitdt, Implementierung, Parallelisierung).
e Vandewalle St. (1993) [43]: Monographie (Parabolische ARWA, Parallelisierung).

e Wittum G. (1992) [46]: Monographie zur Methode der Filternden Zerlegungen.

o Griebel M. (1994) [19]: Multilevel Methoden (praktische Aspekte).

e Oswald P. (1994) [35]: Multilevel Methoden (theoretische Aspekte).

2.3 Perspektiven

] Durch die Nutzung der Multigrid—Technik wird die Konstruktion superschneller und gleichzei-
tig robuster Algorithmen fiir Standardprobleme und auch fiir komplexe praktische Probleme
moglich:

— 3D, nichtlineare, instationire PDgl.-Systeme !

] Neue Programmiersprachen (C4++) erméglichen die effiziente Umsetzung von MG-Algorithmen
in der heutigen ums Mehrfache iiberlegenen Software zur schnellen Simulation naturwissen-
schaftlicher und technischer Prozesse (z.B. CAD, Echtzeitrechnungen, Vorzeitrechnungen, in-
verse Probleme, optimale Auslegung von Produkten etc. !), siehe auch [37].
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] MG—Verfahren kénnen neue Rechenarchitekturen, insbesondere MIMD—-Rechner mit verteilten
Speichern, gut ausnutzen:

— 2 Méoglichkeiten zur Parallelisierung:
1. direkte Parallelisierung durch ,,Data Partitioning*

2. Nutzung von MG—-Algorithmen als lokale Solver in ,,Domain—-Decomposition—
Preconditioners®

— Zukunft gehért:  MGM + Parallelrechner
O(N) Teraflop

10° Komplexitit im Sekundenbereich !
vgl. dazu
Gaufl + Parallelrechner fiir 3D
N = (10%)%/7 = 10¥"/7 ~ 10* Komplexitit im Sekundenbereich !



Kapitel 3

Algorithmische Aspekte bei der
Konstruktion von Multigrid—Methoden

3.1 Das Zweigitterverfahren

] TGM = Two—Grid—Method

u Btr. diskretes lineares elliptisches RWP (sieche MBsp. 1 - 3)

,Gittergleichungen® Hlineares Gleichungssystem*
Kpup(z) = fu(z), = €wy = Kypu, = f, in RNn
(wesentl. Rbd. sind in ¢(wy) und (wesentl. Rbd. sind in RS eingearbeitet !)

in RS eingearbeitet !)

MBsp. 1:  FDM

1 2 -1 U1

=1 2 =1y up(z) = fal2), 1 2 -1 Us fi
r—h = z+h i X . _ .

T €wy :i=Hth:i=1,n—1}, h? - : N '
. =t o J -1 2 -1 UN -1 In

mit & (wy,) =G (wn), -1 2 un

Gy (o, ::{uh:@h%ﬂ%l:uho =up(l :0}
(@n) © @ mit N=n—-1, h=1/n

welches durch FEM- bzw. FDM-Diskretisierung entstanden sei:

Hierbei sind:

G(wp) -  Raum der Gitterfkt. up(-), fu(),...,
IRN» — der zu G(wy,) isomorphe Vektorraum der Vektoren der Knotenparameter:
Up, ih’ teey

25
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dim @(wp) = N, = N(h) = Anzahl der Unbekannten = O(h~9),

/l\
skalare Dgl.
wp  — Menge der Gitterpunkte,
K, : Gw,) — G(wy) — Gitteroperator,

RN s IRN» — Ny x Njp-Matrix (Steifigkeitsmatrix).
L] Btr. weiter ein gréberes Gitter wgy mit der Schrittweite H (H > h) z.B.
H = 2h (standard) und entsprechend:

Glwy) = RN7 . dim Gw,) = Ng < Ny,
Standard: Nj, = 2Ny (QC Bd),

RNe 5 RNH z.B.
Kp: = = Grobgitter—
Glwp) — Glwn) diskretisierung.
[ Zweigittermethode: uf — ujt!
k -k 5k ~k -k ~k k41
Uy, v uy, d, Wy, up + wy Uy,
Vorali h schwach ] schwach
vy Oig.?:jtungsf y besetzt ? besetzt VN Nach—
schritte H hro " 8
Ih _[W} N xNp, IH —{é} glat}?u.il;gs
Restriktion NnxNg schirishe
Prolongation
MBsp. 1
dy Ky wy = dp

Grobgitterapproximation

K H—-Approximation
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— Ausgangsniherung;:
= df=f —K,uf =K —uf) = Ky wk FIN o =
e =J, huy = Ky (u), —uy) = hwh_za A8,
————
= (b = Ausgangsdefekt

k _
wh - Z ]
i

f = Ausgangsfehler
!

EV EW
EV: K, L =Aje, J
uf = G}V uf — Vorglittung: z.B.
Gy, gh =95 @h + Ty ih — affine linear, z.B.
e w—JACOBI: G gg = (Ih - nglKh) gg + ngl I, (z.B. w =2/3),
o w-GAUSS-SEIDEL: G, uf = (I, — w(Dp + wK; )7 Kp) uf +w(Dyp +wK; )7 f,,

:Sh :Th
(wa1, z.B.w=1.1),
etc.,

mit K, =K, + D+ K= D\ ]+ [\ J+[ N ], D, =diag Kp,

d: =f, — K @g = K (w, — @g) = KQZ’” = Zd;k) A P - Defekt nach der Glattung,

= wi’” =2 @;k) . — Fehler nach der Glittung
J

|07§k)| < |04§k)| YV j € Inochfrequent s Wobei p = Gldttungsfaktor,

I,{J —  Restriktion: — viele Moglichkeiten: % Injektion, falls wy C wp
dH =" dh * gewichtete Mittlungen
* Galerkin: IH = (1)~
II’fI —  Prolongation: — viele Méglichkeiten: * FEM-Interpolation

Kpg — Grobgitteroperator:  — viele Méglichkeiten: * Grobgitterdiskretisierung

@b = K5 dy « Galerkin: Ky = I, Ty
wF = Itk * FEM: p—Abstieg:
ub Tl = GYN (@ + ) h: quadr. — H: linear
/l\

Relaxationsparameter
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3.2 Die Multigrid—-Methode (MGM)

u In der Praxis werden anstelle von (h, H)-Zweigittermethoden Multigrid—
Methoden mit 4, 5 und mehr Gitterebenen (—levels) benutzt !

] Idee: In

E+1 h
uy,

a’;ij T—_

16sen wir | Ky @% = dj | approximativ durch «

(H,2H) = (2h,4h) - Zweigitteriteration mit Startniherung w5, = O:

2-Grid F— 3-Grid
Piktogramm vy=1 v=2 vy=3
feinstes h
Gitter .\E/O
. 2h Hilfs—
gribstes gitter
Gitter 4h V—Zyklus W—Zyklus
Bezeichnung: @  Glittung ® Vorglittung — Defektberechnung
O Exakte Losung ® Korrektur — Nachglattung
N\, Restriktion ® Korrektur — Nachglédttung —
/" Interpolation — Vorgléttung — Defektberechnung

Startlosung fiir Defektsystem auf Gitter 2h = O !

Die Fortsetzung dieser Prozedur unter Einbeziehung immer gréberer Gitter bis zu einem ,,1—
Level* (= grébstes Gitter), auf dem die Defektsysteme Ky, ), = d;, wegen ihrer kleinen
Dimension ohne Probleme schnell aufgelést werden kénnen, fiihrt zum Multigrid—Verfahren:
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Beispiel:
h

2h

4h
8h

4-Gitter-Methode (y

29

=2 : W-Zyklus)

Rekursive Definition des Multigrid— (Mehrgitter—)Verfahrens:

Bezeichnungen:

{
{

Diskretisierungsparameter

Gitterpunktmengen (bzw. Indizes): wy

Raume der Gitterfunktionen

Zugeordnete Vektorrdume

Gitteroperatoren /Systemmatrizen :

Glattungsoperatoren

Standardgitterverfeinerung: h, ~

Zugeordnete Iterationsmatrizen

hq > ho >0 > Iy >0 > hy
wo Wy wy

HG (@) (w2) (wy) (1)
B_Nl B_N2 B_Nq B_Nl
K Ky K, K;
G Gy G, G
St S S, Si
Hilfsgitter /

I(l U = il

%hq_l (= N, ~ 2IN,_4, falls Q C IRY),

Startwert RS Systemmatrix
N\
Glattungsprozedur: GgV/N) = G((JV/N))(Qq,Qq) = G((JV/N)(Qq,Qq, K,),
Restriktionsoperator: Ig_l = { }N N RNe — IRNe—1 — Projektion, Einschrinkung,
g—1 X Vg
/l\

schwach besetzt !

Prolongationsoperator: Ig_ 1

|

Ia=1

Bemerkung;: g

] : RNa1 — JRNe — Interpolation, Erweiterung,
NqXNq_l

, 15—1 werden natiirlich nicht gespeichert, sondern Ig_l X v, und

15—1 X v,_y werden programmiert !
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30

Betrachten zunichst einen MGM-Schritt zur Losung des GS (¢ = [: Ausgangssystem mit v; = 1

und d; = f; ¢ < I: Defektsystem)

K,v, =d

q=q —q
verbesserte Naherung Q§T1
/l\
in der Form: v — vk"'l : Call MGM (q, v, d,, K,):
INPUT OUTPUT 1 RS SM
Level  Ausgangsndherung Qg
procedure MGM (g, v,, d,, K,) Kyv,=d,
a if g =1 then Vg = I(q_l dq else »genaue” Losung des Grob-—
~ direkt
gitterproblems <
iterativ
@ | begin array K, i, d,_y, w,_y,...; (%)
\ for j :=1 step 1 until vv(q) do v, := G(V)(vq7 d,); | Vorglattung
dq—l = Ig_l(dq — I(q Qq); Defektberechnung, Restriktion
[Kq_lt— ]q 1 I(q Ig 1] (¢ — 1)-Level-Matrix
— Galerkin—Zugang
Grobgitterkorrektur:
w1 =0 Zweigitterverfahren y=1: V-Zyklus
1 v =2: W-Zyklus
w_y = K, 5d, 4 v =3: VW-Zyklus
— : _ 1, g=l—-1,l-3,...
for j := 1 step 1 until v(q — 1) do )=, ! o la
s Q= 40—,
MGM ((] L, Wa—1s dq—l’ Kq_l); — Alternierender Zyklus
usw. (— Kap. 4)
Vg =1, + 7y 13_1%;—1? Prolongation, Korrektur
PY for j :=1 step 1 until vn(q) do v, := G( )(vq,dq) Nachglittung
end;

Bemerkung: 1. v(1) = 1.
2. Parameter und Komponenten zur Steuerung und Anpassung des MG-Algo-
rithmus an das zu 18sende Problem sind fettgedruckt (X') hervorgehoben !

Beschreiben nun die Benutzung der Procedur MGM () zur Ldsung des Ausgangsproblems

h=h : Kyu, = f, in Gwy) bzw. RN K =
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auf dem feinsten Gitter:

main MGM
array Ky, [y wgy o5 (%)
w; = u?; (Anfangsniherung !)

for k := 1 step 1 until k. do MGM (I, u, [ K))

ke =O(lne™1), ¢ € (0,1) — gewiinschte relative Genauigkeit
praktisch: Genauigkeitstest, z.B. Defekttest (J):
K = [l < el Kiu) = £l

Bemerkungen:

1. Gldttung: = iiblich: vy (q) =const.=1,2,...,4; Standard: vy = 2,

= ]/V
vn(q) = vy =const. =0,1,...,4; Standard: vy = 1.

2. V-Zyklus,d.h. v(¢) =1 Vg=2,1-1:

(a) reiner V-Zyklus: vy (q) = vy = const.
vy (q) = vy = const.

z.B.
(b) Verallg. V—Zyklus: VV<(q>) = wvlg+1) } g=2,0-1

3. Speicherplatz: () array K, d,, v,y ... = M, <ecN,!

Dann erhalten wir aus der Bedingung N, < N,41/2¢ sofort:

l
1 1 —1 1— (L d
A47§ 2{:(?A@ ::CZV?EE: (é%)q ::C——Iigggg_ Ah S C Qd?— 1 Ah

q=1 g=1 2d

C%Nl,fﬁrd:2
= M <
c%Nl,fﬁrd:3

31
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u PAP fiir MG—-Algorithmus zur Lésung von Kju; = f, falls zur Programmierung
eine Programmiersprache verwendet werden soll, die keinen rekursiven UP—Aufruf hat, wie z.B.

BASIC und FORTRAN: uf s uft!

Alte Niherung: gf
1

clq) =0, ¢=1,2,....01—-1,1

gi=l v =k, dp:=
1

= G (v, d,)

Yy q,vV  \Ygr g

clg) =clg)+1
1

d,y = 1374 d, — Ky,

g =q—1

1=1 nein v, = o

Lia

Lose ,exakt“: Kyv, = d, . (4) = 2 W-zyld

nein = Z: —4LYyKIus
7 T\
1 .

¢:=q+1 c(q) : (9)=>(q)
1 v(q) = 1: V-Zyklus

Yg = G:ﬁ\gq)(gquq)

G=17 nein

Lia

Neue Niherung: uft! := v,
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3.3 Die Full-Multigrid—Methode (FMGM)

3.3.1 Der FMGM-Algorithmus

u FMGM = | Nested-Iteration“~Prinzip + MGM (als ,,Nested—Iteration*)
= Prinzip der geschachtelten Iteration + MGM

] Idee: Im Multigrid—Algorithmus aus Pkt. 3.2 wurde vom feinsten Gitter (mit dem
Index ) ausgegangen. Um eine moglichst gute Startniherung uf zu erhalten,
ist es aber oft sinnvoll, vom grobsten Gitter auszugehen und unter Anwendung
des Nested—Iteration—Prinzips immer feinere und feinere Gitter einzubeziehen,

bis hin zum gewiinschten feinsten Gitter !

n Dann ergibt sich der folgende Algorithmus:

until { do
= I-:;I_lgq_l (Startndherung fiir Level ¢)
k:=1 step 1 until k4 do

MGM ((]7 @qv iqv I(q)

main  FMGM
o
uy = K i1
for qg:=2step 1
begin Uy
for
end

Hierbei sind:

Gleichungssystem, das bei der Diskretisierung des RWP bzgl.
des Gitters mit dem Index ¢ entsteht,

Interpolationsoperator fiir die volle Approximation:
= moglich: 1_3—1 = 15—17

besser: 1_3—1 = Interpolationsoperator hoherer Genauigkeit,

Anzahl der ,nested“ MG-Iterationen, d.h. Anzahl der
Multigrid—Schritte auf dem ,nested“ Gitter mit dem Index ¢:
= praktisch: k, = 1,2 fiir ¢ = 2,1 -1,
kr=1,2,...,4,
= theoretisch: k, = k. # k.(q)
—> lteration zum Diskretisierungsfehler (siehe Kap. 4) !

33
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u Bemerkung:
FMGM bietet die Moglichkeit einer adaptiven Netzverfeinerung, denn zur Konstruktion des
Gitters ,,¢* kann w,_; = gsq__ll genutzt werden !

Literatur: [16] (Brandt A.), [5] (Bank R.E., Weiser A.).

] U 3.1 Zeichnen Sie das Piktogramm fiir die FMGM mit den folgenden Parametern:
1247 7:27 k2:k3:17 k4:2

3.3.2 Die Konstruktion des feinen Gitters

Wie generiert man das nichstfeinere Gitter 7

Geg.: Ty1,Wy—1, U1
Ges.: 74, wq.

2D—Fall: lineare Dreieckselemente, gleichmifiige Verfeinerung

Tg—1; ® €Wwy—1

Ty m € Wy \ We—q

regulédre, gleichm&flige Verfeinerung,
d.h. jedes Dreieck wird in
4 kongruente Teildreiecke zerlegt

1 I
Inkreisrad. —p—gemessen.

e Qualitdt eines Dreiecks wird mittels Umkreisrad. = ,,

e Ein Dreieck heifit degeneriert, wenn PL ahe Null ist.
PA

m Q geradlinig begrenzt — min M >c=const. >0 Vg=1,1, c#c(q)
7o Pag(Ty)
Eine solche Vernetzung heifit stabil.

B 2 Moglichkeiten der Dreiecksviertelung:

e Viertelung: @gera:(ﬂ;mg 4 kongruente Teildreiecke
e zweistufige Bisektion: Algera:(ﬂ;mg 4 Ahnlichkeitsklassen [6] (lingste Seite !)
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B Q) krummlinig begrenzt

= unglinstige Anfangsvernetzung fiihrt zu degenerierenden Dreiecken, d.h.
PI

PA

q—+00 . . . .
— 0, und somit zu einer instabilen Vernetzung.

> Instabile Vernetzung (Viertelung)

T2
a9
r 1
0 1 r=1 2
2 2 h—0
<L T —om) | = o
PAyq g—+00

> Stabile Vernetzung (Viertelung)

— Vermeidung von 2 gekriimmten Randseiten pro Dreieck in der Ausgangsvernetzung.

a2

T2

r=1

i —0(1) V=11

TAq

Anmerkung: e L kann max. & annehmen (gleichseitiges Dreieck) !
A
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> Stabile Vernetzung (zweistufige Bisektion)

— Vermeidung von 2 gekriimmten Randseiten pro Dreieck im feineren Netz.

T2

e Die weitere Verfeinerung ab dem 2. Gitter 7 kann auf den vorigen Fall einer stabilen
Vernetzung zuriickgefithrt werden.

e Falls die zweistufige Bisektion auch auf den feineren Gittern 7,..., 71 angewandt wird,
sichert nur eine Bisektion der lingsten Seite eine stabile Vernetzung.
e Es gilt: £ = 4sin%-sin§-sin%
Gleichschenkeliges A: £ = 4sin § - sin? g =4sing -1 (1-cosp)
p=z_2 2L = 2sin § (1 - sin §)
= mia=%= (&) =v2I-1 A 0.4142
nia=%= (£) =v3/1-3v2- (1-1v2) ~ 04725

= Die Qualitdt des Netzes 73 ist hier (lokal) besser als die Qualitdt von 7y !

! Vorsicht bei konkaven Gebietsrindern !

2D—Fall: adaptive Verfeinerung

Adaptive Verfeinerung: Nutzen die bekannte iterative Losung wu,_;, um den Fehler z, ; = u —
tq—1 lokal abzuschidtzen (verschiedenste Schitzer/Indikatoren moglich).
Das Gitter 7, wird nur dort verfeinert, wo der geschdtzte Fehler relativ
grof} ist (siehe z.B. [44]).

(D Gleiche Genauigkeit der Losung u, bei weniger Knoten im Vergleich zu einer gleichméBigen
Verfeinerung — geringerer arithmetischer Aufwand !
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zur Verfeinerung markiert

Algorithmus: 1. gleichmé&Bige Verfeinerung der markierten Elemente (rote Verfeinerung).

2. reguldrer Abschluff der Verfeinerung (green closure).

Die Teilelemente des griinen Abschlusses haben i. a. eine schlechtere Qualitit als das Ausgangselement.
= Bei mehrmaliger adaptiver Verfeinerung miissen die am griinen Abschlufi beteiligten
Elemente temporir wieder vergrébert werden (hier: Halbierung zuriicknehmen).

3D-Fall 4 Knoten—Tetraedernetze: gleichméflige Verfeinerung

> Dreifache Bisektion: Auf jeder der 4 Tetraederflichen wird eine zweifache Bisektion nach der
léngsten Seite durchgefiihrt. Jeweils 3 bzw. 4 der Bisektionskanten definieren eine Schnittflache.

Diese Unterteilung in 8 kleine Tetraeder ist stabil, da nur endlich viele Tetraedertypen entstehen
[6],dh.,Fe>0: pr/pa>c V1,

> Achtelung: [8]
Ziel: Analog zur Dreiecksviertelung in 2D soll ein Tetraeder 7" in 8 volumengleiche Teiltetraeder
T; (i = 1,8) unterteilt werden.
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e Schritt A: Abschneiden der 4 zu 7" &hnlichen Tetraeder an den Ecken von 7" (Viertelung
der Tetraederflichen).

2(2) Fig. 1: Abschneiden der Ecken

— Tetraeder T, 15,T5, T, + Oktaeder O

e Schritt B: Das Oktaeder O besitzt 3 Mittelebenen (def. durch jeweils 4 Kantenmittel-
punkte des Ausgangstetraeders T'), welche O in zwei bis auf Spiegelung kon-
gruente Pyramiden zerlegt.

N

Fig. 2: Die 3 Schnittebenen des Oktaeders O

Zerschneidet man O entlang von zweien dieser Parallelogramme, so entstehen 4 Tetraeder

gleichen Volumens.

Frage: Welche 2 Schnittebenen mufi man fiir eine stabile Verfeinerung auswéhlen ?

= Eine stabile Vernetzung kann nur durch eine zyklische Vertauschung der Schnittebenen
mit fortschreitender Verfeinerung erreicht werden (nur 6 Ahnlichkeitsklassen) [8].
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= Rekursiver Algorithmus (Reihenfolge/Orientierung der Knoten wichtig !)

Verfeinere (T = [(0) (1) 2(2) $(3)])

T = - 2(0) 7

Ty := : : (x(l) + x(o)), 2

Ty [ 1 (2@ 420, 1 (2 1 2),

Ty := - : (gg(?’) T gp(o))7 1 (x(?’) + $(1))7 L (

Ty = [ 1 (o© 1 20), 1 (o0 @), 1 (

Toim [ 3 (29 +20), 3 (+©) 1 2@), 1 (

T; = - : (gg(o) T 33(2))7 1 (x(o) + $(3))7 L (

Tyim [ (o0 4 2), 1 (a0 4 200), 4 (

for 1 =1,8 do if Weiterverfeinern (T5)
end

> Orientierung der 4 (zu T &hnlichen) Tetraeder 17,75, 15,7y ist wieder die Orientierung des

Ausgangstetraeders T, siehe Fig. 1.

> Hat das Ausgangstetraeder T eine Orientierung gemif Fig. 1, so wird das Oktaeder O durch
die 2 linken Schnittebenen in Fig. 2 in T5, T4, T7, Ts unterteilt (Fig. 3).

T

lokale Orientierung

m 2z

o 0V
NE)
o 2®

Fig. 3: Unterteilung des Oktaeders mit Orientierung der Teiltetraeder

> Weitere Unterteilungen erfolgen rekursiv in den Teiltetraedern T;

Orientierung.

¢ = 1,8 entsprechend der
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3D—Fall: adaptive Verfeinerung:

Analog wie im 2D-Fall ist ein ,griiner* Abschlufl notwendig. In jedem Tetraeder des griinen Ab-
schlusses mufl beim weiteren Vorgehen je nach Anzahl und Lage der bereits unterteilten Randkanten
unterschieden werden.

3.4 Algebraisches Multigrid

3.4.1 Grundidee

Betrachten zunichst den Fall, dal man aus den Informationen des feinsten Gitters
> Matrix Ky = Ky, fr = fi
> Gitter 7, = 7, w;

die folgenden Komponenten der Grobgitter konstruieren kann:

> Grobgitter 7,, w, g=1,1—1,
> Transferoperatoren 15_1, Ig_l q=2,1,

> Matrizen K, g=1,1—-1
> rechte Seite f, g=1,1-1

Nach der Def. geeigneter Glattungsoperatoren .S, wendet man auf die entstandene Gitterfolge {Tq}ézl
den Multigridalgorithmus MGM an.

e Falls keine Gitterinformation 7; vorliegt, mufl man sich ein rein algebraisches Multigridverfahren
konstruieren (— Pkt. 3.4.4).

3.4.2 Eine exakte Zweigittermethode

Annahme: Es existiere bereits eine Einteilung der Knoten in

Grobgitterknoten »,C* mit Indexmenge wc  und

Nichtgrobgitterknoten , F* - W

-[#]

— Ausgangsproblem

(1) l Koo Keor ] ' l Ue ]

Krc Krrp Up

=K

Uc € BNC N
u € IR
U € RNF } <



KAPITEL 3. ALGORITHMISCHE ASPEKTE 41

Mittels T' = ,_1I . 0 wird K aus (1) in der Blockdiagonalform
K FFK o 1
S 0
- T C
(2) K=T l o K ] T
dargestellt.
Die Matrix

So = Keo — Ker I(};}l? Kre
heifit Schurkomplement (bzgl. der F-Komponenten).

Definieren:
— I — - r—1 — 0 0
P .= ( —I(};}l?I(FO ) , R:= (I — Kor KFF)? G = ( 0 I(};}lr )

Lemma 1:

Beziiglich der Transferoperatoren P, R stellt das Schur-Komplement den Galerkin—Grobgitteroperator
dar, d.h.

(3) Se = RK P
Beweis: Ubung (einfaches Nachrechnen) u
Lemma 2:

Die Zweigittermethode, bestehend aus der durch P, R, S¢ definierten Grobgitterkorrektur und dem
Nachgldttungsschritt I — G K, ist exakt.

~1
Beweis: Man sieht leicht, daff G = T~} ( 00 ) T7-T, PST'R=T7"" ( S¢ 0 ) T-T

0 Ky 0 0
—1
und K=t =771 S¢ ,0_1 T-T gilt, wobei T7' = ! I 0 und
7-T = ( iher Kir ) ist.

Die Iteration mit dem Multigridoperator M wird als u**' = (I — M) K~' f + M u* geschrieben. Falls
nun der Fehleriibergangsoperator M Null ist, ist die Zweigittermethode exakt.
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Nachglattung Grobgitterkorrektur
- _1 -
Mexaxt = (I_GI() (I_PSC RI() =

0 0 S=1 o
— _ -1 -T _ -1 c T\ —
(e (92 Yo (o (550 Y rene)
e 0 0 Szt o T
=I1-T ((01{;})+( 0 0 K+

(2)

= K!
0 1
0 0 S~ 0
T-1 7T K 177 "¢ T-TK =
+ ( 0 Kpp ) 0 0 )
(2) einsetzen
0 0 Sc 0 Sz oo .
_ -1 c Ty _
=T (0 K;}p)( 0 KFF)( 0 O)T K=0
00
017
0
MBsp. 1: N=7,h=3% (—u" = f, w(0) =u(l)=0 =€ (0,1))
@ L - ® - @ * ®
4 1 5 2 6 3 7
[ 2 -1 -1 1
2 -1 -1 C
2 -1 -1
. 1 Keco Ko
I(h = hZ -1 2 — - -
1 1 9 Krc Krp
1 -1 2 F
. _1 2 -
C F
Y -
2
2
P= % 1 = — K;IITKFC lineare Interpolation !
1 1
1 1
. 1 -
[ 2 11
R= % 2 11 = - K(;FK];]I; lineare Restriktion !
2 1 1

42
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4 -2 0
Kp=Sc=RKy P=qGpz| -2 4 =2
0 -2 4

Die Grobgittermatrix S ist bis auf den Faktor 2 gleich der FDM-Matrix Ky des groben Gitters (dann
2 11

ist aber full weighted restriction R = 1 2 1

3 fiir die Erfiillung der Galerkinbe-

1
1 1
dingung notwendig).

Kpp ist Diagonalmatrix
= leicht invertierbar
= keine Fernwirkung.

MBsp. 2: N =7,h=3% (—Au=f, ulr=0 (z,y) € (0,1)?)

-1
FEM: Kp=| -1 4 -1
-1
[ ] ® [ ] ® [ ] ® [ ]
Kpp keine Diagonalmatrix 39 42
. . L4 @ @ @
— Invertieren genauso teuer wie 7 8 9

Lésen der Ausgangsaufgabe
= Exaktes MG nicht brauchbar

. ' 28 29 30 31
in 2D ! ° ° ° °
4 5 6
21 23

(Fig. 1)

we=A1,...,9}
wp = {10,...,49}
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Betrachten trotzdem einmal die Struktur der Transfermatrizen P, R und des Schur-Komplements bei
einem exakten Zweigitterverfahren.

- Ie -
0.169 0.014 0.001 0.014 ... Zeile 10
0.338 0.049 0.004 0.008 ... 11
p— 0.183 0.184 0.015 0.016 0.017 ... 12
0.055 0.055 0.005 0.351 0.352 0.009 0.055 0.055 0.0054 29

PT

—0.48 —1.88 —0.48 —1. 10.4] —1.88 —0.48 —1.88 —0.48 Zeile 5
S = REWP = 1 | 88 88 |10 88 88

—0.008 —0.05 —0.07 —0.05 —0.48 —1.8 —0.07 —L1.8 Zeile 9

Beobachtung: Die Struktur der betragsmiflig grofiten Eintrége in P (R) und S¢ entspricht der Struk-
tur einer bilinearen Interpolation/Restriktion und dem 5-Punkte Differenzenstern einer Grobgitter-
matrix bzw. eines 9-Punkte Differenzensterns.

Frage: Wie weit ist das iibliche Zweigitterverfahren (mit linearer Interpolation/Restriktion) vom

exakten Zweigitterverfahren entfernt, d.h., wie grof§ ist
K([ (I — Mreal) K" ]+ K) = £ (I — Myeat) 7
N—— ———

C—=1_Vorkonditionierer

Antwort: Kap. 5.2

3.4.3 Geometrisches Zweigitterverfahren / Multigrid

MBsp. 2 — Exaktes Multigrid nicht realisierbar. geom.
1

— ldee: Approximation von _I(EI{_‘I(FC durch einen geeigneten Operator Brc. 7y, entstand

aus 7y !

> Knoten ,C*“ und ,F“ spannen mittels der FE-Knotenbasis ® = {¢y,...,on} den FE-

Ansatzraum auf, welcher durch die Basistransformation 7" = [ P (} in die orthogonalen
Teilr&ume
0
Vg = span ((P( I )) V(jzspan((I)-P)

zerlegt wird. | — Diagonalmatrix So ,0
0 Krp
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1

> Ersetzt man P = T — P = ! , verliert man diese Orthogonalitdt bei
—KppKre Brc

den Riumen Vi = span (® P) und Vi = span (q) ( ? ))

Lemma 3: Sei Do = (B%C + K(;FK];]I;) Kpp (BFC —I_I(E}J‘I(FC) die Stérung des Schurkomple-

ments S¢ = Koo — K(;FKE}?KFC, so 1aBt sich der Winkel zwischen den Raumen \7(; und {/F mittels

7::COS<)(\~/C,\~/F) :,/ﬁ

ausdriicken, wobei = p (Sg'D¢) der Spektralradius von Sz D¢ ist.
Beweis: [20]

Satz 1: Definieren einen Zweigitteralgorithmus wie folgt

~ I ~
P = , R=PT

=, 0 0

e Grobgitterlsser Co = CL > 0
mit den Spektraldquivalenzungleichungen (y > 0)
(4) Y.Co <S¢+ Do <7c¢Ceo und v,.Cp < Kp < ypCr
und S¢ = K¢ — Kep K7 Kpe
Do = (Bho + KorKi') Kp (Bro + K5' Kro) -
Sei  pu=p(S;'Dc) der Spektralradius von S5' D¢ und

(5)  pr=max{[l —y.[,|1-7Fl}
pc =max {[1—7,[. |1 -7c|},

dann [48t sich die Konvergenzrate ¢ des Zweigitteralgorithmus zu

©) | a=pet+(1-pe) (pr+ (- pr)Va/TTm)

abschétzen, falls pc, pr € [0, 1).

Beweis: [40]

Bemerkung: Wie aus (6) ersichtlich ist, wird fiir pc = pr = 0 die Konvergenzrate ¢ = ﬁ, d.h., sie
wird von der Giite der Interpolation/Restriktion bestimmt.
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3.4.3.1 Schluf3folgerungen aus Satz 1

Um ein gutes und schnelles algebraisches Zweigitterverfahren zu erhalten, mufl

0 0

0 Cxi! U

) Glattung
Y 7 beliebig gut

(A) Cp ~ Kpp — G = (

(B) Sc = S¢ (Bre) =58 (P) ~ Cc
1

héngt von Prolongation/Restriktion ab !

Pattern (S) &= P, R=PT

e Wiinschenswert ist ein Besetztheitsmuster analog zu K. (Multigrid !)

(C) P= ( IB ) sollte lokal realisierbar sein, aber gleichzeitig den (V¢ Vi) nahe % halten.
Il

e Keine Invertierung von Kpp !

3.4.3.2 Die Prolongation P

1 S . . . .
P = T ist eine diskrete, harmonische Erweiterung unter Beachtung von Kpp.
—K FFK e

> Betrachten zur Motivation der harmonischen Erweiterung das Problem:

o o o

Boundary
—~Au =0 in Q=(0,1)

w =g auf 0Q

mit der Diskretisierung;:

(KiB Igz)(g@?):(

== uy = —KI_IIKIB g dies ist analog zu —KE}?KFC F—1T
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> In 1D ist die harmonische Erweiterung nichts weiter als die gewichtete lineare Interpolation.

:C' .F :C —u(z) = 0, z € (0,1), ) .
harmonische Erweiterung
90 Uy 92 u(0) = go, 0 1D
= = = n
z=0 r=a« x=1 u(l) = g,
1 0 0 Uo 9o
Diskretisierung: I(IO I(ll 1(12 U1 = 0 I(ll = _(I(IO + 1(12)
0 0 1 U 92
K -u o= f
= (7) wm=(1-a)go+ao-g1= ﬁ Kiogo+ K122
10+ K12
/l\
— vgl. MBsp. 1in 3.4.1 Allg. Matrizen !

e Interpolationsgewichte sind von Koefl. der Matrix abhingig.

> Approximieren _I(EI{_‘I(FC im 2D Fall durch 1D-homogene Erweiterungen (9 Punkte-Differen-
zenstern)

(Fig. 1) — 5 30 6 {2,3,5,6} C we
e {19,24,25,26,30} C wp

[ ] [ ]
N I ) 2

N

2 19 3

® W19, Ugq, Uze, Uzp Werden analog zu (7) berechnet.

1
® U9y a) Ugs :

— W{K%’Q g2+ Kas6 ‘96} — gewichtete lineare
25,2 25,6

Interpolation (nur
9-Punkte-Stern

moglich )
b) Bestimme diskrete, harmonische Erweiterung in Qp, d.h. lése
0=K _ -u
25,%
T

25—te Zeile
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-1

Kos 95

Ugs = {3725,19 urg + Kos.94 Uog + Kos 26 Uzs + K25 30 U30}

weiteres Einsetzen der uqg, ..., usp aus a)

hier gilt: K595 = —{3725,19 + K594 + K25 96 + Kz5,30}
= gewichtete bilineare Interpolation auch auf 5 Punkte—Stern

> Allgemeine Netze mit 7y C 7, d.h. das Feingitternetz entstand durch reguldre Verfeinerung.

11,12 € we
1€ WE

Bezeichnung: Vater: Knoten auf Grobnetz
Sohn: neuer Knoten auf Feinnetz mit (mind.) 2 Vitern (i1, 2)

— Gewichtete lineare Interpolation:

1
9| wm (K gn 4 Ko g
( ) ) I(i7i1+1(i7i2 i1 " 9il + 142 " 9i2
= Interpolationsgewichte: «; ;1 1= Kiia a; =1 j7€uwc
: 1= & =
o Kia+ Kizo v
Ko

Q49 1= 0 sonst
e Kiin+ Kz
Bemerkung: Interpolationen analog zur bilinearen Interpolation im regelmé&Bigen Fall sind

hier ebenfalls denkbar.
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3.4.3.3 Die Grobgittermatrix S

S=PTKP TH C Th
=S4+T= Kece + BLoKre + KcrpBre + BEoKprBrc
R 1é—m 1é— m T — p

Betrachten Zeile ¢ € wg in S

{i7j7k7l7m7n7p} Cuwe

Sei K mittels linearer FEM Diskretisierung erzeugt, dann bleibt die Diinnbesetztheit von K auch fiir
S erhalten (weil sich K¢ K];]l; Kgc in S und T aufheben !)

/l\

globaler Transport

p— i ! Jedoch ergibt ein AbschluB einer adaptiven Verfeinerung einen zusitzlichen Eintrag im
Vergleich zur restlichen Verfeinerung.

2D: e Kj —5 Punkte Diff.-stern 4 lin. Interpolation/Restriktion — S: 5 Punkte Diff.-stern

° -r— + bilineare Interpolation — S: eine Art 9 Punkte
Diff.-stern

o K; — 9 Punkte Diff.-stern + bilineare Interpolation — S: 9 Punkte Diff.-stern
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Wie bestimmt man die Matrixeintrdge 7

a1 0

[ovij]
e 7, = { Menge aller Punkte p;, welche mit p; Verbindung haben (Nachbarn) },
d.h.i € Z;, (S6hne von i € 7;), evtl. we 5 j € Z; (auch Grobgitterknoten p) sind in Z; enthalten.

i,jEwc

= (9) Sij= 2 o Ky - oy
KET, 1E7,

3.4.3.4 Das Bestimmen der Grobgitterknoten w¢

V; := { Nachbarknoten von i} Menge der Nachbarknoten U {i}
= {7 Kl + [ K| # 0}
V Menge aller Knoten
Einfacher Vergroberungsalgorithmus
F:=0
C:=0
U=V restliche Knoten (frei)
while U # () do
« pick i € U Welches ¢ 7 (— heuristisch)
C:=CU{i} neuen Grobgitterknoten hinzufiigen
F:=Fu{v,nU} freie Knoten der Umgebung V; zu Feingitter
U=U\{(VinU)u{i}} Demarkieren der Knoten (gesperrt)
done
we =C
wp =F

() ® Verbesserte Heuristiken miissen die Kopplung der Knoten iiber die Matrix K} nutzen
— nédchster Abschnitt.

() « Man konnte z.B. den Knoten ¢ € U mit den meisten Nachbarn auswéhlen.

e Bestimmte Knoten kénnen a priori zu €' gehéren — Geometrie bleibt erhalten.
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Mlustration zum Einfachen Vergréberungsalgorithmus

Probleme bei
/ Interpolation/Restriktion

3.4.4 Reines Algebraisches Multigrid (AMG)

Es werden keine Gitter mehr benutzt, d.h.,
geg.: Matrix K, = Ky, fn = fi;

ges.: Transferoperatoren I,f_l, I,f_l k=21
Matrizen Ky k=1,1-1
Ik k=1,0-1

3.4.4.1 Zwei-Level AMG

geg.: Ky,
ges.: [we,wr], PR, K= RK, P

Das Hauptproblem besteht nunmehr im (intelligenten) Finden der Indexmengen w¢ und wg aus den in
der Matrix K, enthaltenen Informationen. Die Bestimmung von Interpolation/Restriktion geschieht
dann wie im Pkt. 3.4.3.2.

Einfacher Vergréberungsalgorithmus aus 3.4.2.4 — grofle Probleme bei anisotropen Partiellen Diffe-
rentialgleichungen.
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Bezeichne (I C V)

1
d(i1) = ———=> —Kj
gl e

die Stédrke der Kopplung einer Menge von Knoten (meist eines Knotens) zu einem Knoten 7.
Dann ist

Sti={jeVI]d(i,{j}) > a} i—J

die Menge aller Knoten, deren Kopplung an i grofer ist als ein Parameter o € [0, 1], und

ST = {jeVl]ie s} i—]

ist die Menge aller Knoten, zu denen ¢ eine starke Kopplung besitzt.

Bemerkung;:
Fiir K}, resultierend aus der Diskretisierung des Laplace-Operators, gilt S* = ST, Jedoch gilt dies
nicht mehr bei anisotropen Koeffizienten in der Differentialgleichung.

Vergroberung nach Ruge / Stiiben: [38], [39]
Phase I  (Teile V in C, F ein)

.C=0, F=10
2. While CUF #V do
pick i € V \ {C U F} with maximal |S*T| 4 |57 N F| heuristisch
it |SYT]+1S%TNnF|=0
then F:=V\C = Abbruch

else C:=Cu{i}, F:=Fu{S"T\ C}
endif
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Phase Il (Absichern, daf jeder Punkt aus F' entweder mit einem Punkt aus C' stark gekoppelt
ist, oder zumindest mit einem Punkt aus I’ gekoppelt ist, der seinerseits stark mit
einem Knoten in C' gekoppelt ist.

1. T:=0 Menge der bereits getesteten Knoten

2. While " C F do
pick i € F\T; T :=TU{i}

C:=0
Ct=5"nC starke Nachbarn in C'
FP=8nNF starke Nachbarn in F
While I* # ( do
pick j € F'; F' .= F*\ {j} Nimm Pkt. 7 heraus
if d(j,C%)<p-d(i,{j})
then if |C'| = 0
then C:={j}; C"'=C'U{j}
else C:=CU{i}; F=F\{i}; GOTO 2
endif
endif
od
C:=Cul, F=F\C
od

we=C, wgp:=F

> Die fettgedruckten Algorithmenteile sind heuristisch, d.h., hier sind andere Vorgehensweisen

denkbar.

> Die Parameter «, 5 werden ebenfalls heuristisch gewihlt. In [42] wird v = 0.25 (wird aus 5 Pkte.
Diff.-stern plausibel) und § = 0.35 gewé&hlt.

> Im Falle eines regelméfigen Netzes und des Laplace-Operators liefert der Ruge — Stiiben Al-
gorithmus das zu erwartende regelmiflige Grobnetz — falls die Numerierung die heuristischen
(nichtdeterministischen) Punkte im Algorithmus unterstiitzt.

> Falls die Geometrie bekannt ist, kénnen zur besseren Approximation der Geometrie bestimmte
Punkte zwangsweise zur jeweiligen Knotenmenge we zugeordnet werden.
— Starte Ruge — Stiiben Algorithmus mit C' = { Geometrieknoten }
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3.4.4.2 Interpolation im AMG

54

Betrachten den Ausschnitt der durch den Matrixgraphen gegebenen Vernetzung nach der Vergrébe-

rung (we =C, wp = F)

{17 27 3} C we
{4, 9, 6} C wr
(Fig. 3)
> C' = {Knoten € w¢, welche mit Knoten i verbunden sind }
——
cw
— C%=1{1,2,3} !
C5={1,2,...}
Ct*={1,3,...}
F' = { Knoten € wr, welche mit Knoten i € wy verbunden sind }
— F% = {4,5}
> Interpolationsgewichte
a;; =1 Vjewe
zu bestimmen: ay; Vicwp YVjeC"

a; =0 sonst

Bestimmung der Integrationsgewichte «;;:

> Variante §:
Lineare Interpolation (8) zwischen Vater- und Sohnknoten
(Fig. 3) — keine eindeutigen Vater-Sohn-Beziehungen mehr.
i=6 = 3 Viterpaare {(1,2),(2,3),(3,1)} '
= alle 3 Grobgitterknoten, d.h. j € C"* zur Interpolation heranziehen

verbesserbar
> Variante 1:

Interpolation in ¢t =6 <= harmonische Erweiterung mit Polygonzug
1—+5—=2—+3—4—1als Rand
<~ Z I(i]‘u]‘ =0
JeEUCtU{i}
+ RB u; =g; V]EFZUCZ
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3 5
(Flg 3) — 1(66 Ug = — Z:l I(6j 95 — 24 I(6j g5
= jeo T jer
g; bekannt g; unbekannt !
e Lineare Interpolation (8) zur Bestimmung der g; j € F*
Ks5191 4+ Ks2.92

— = — - - = é ‘|‘ é
gs Ko+ o2 [+ K53 [ 51 91 52 92}
=0
_ K191 + Kaz g3
Kqg + K3 5.4 I
x) — 6 €L
(%) y. <
-1 . Kgs K51 Kgq4 K41
= —< | K
1o K66{ ( o1t Ksi + Kso + K + Ky ) g1t
. Kegs K52 ) ( . Ko Kus )
+ (K + + Koz + 7
2T Ka + K5y 72 BT K+ Kus g3
NR: Kes K51 n Keqs Kyn Kes K51 Keq K4y .
" O Ksi+ Ksy Ka+ Kiz Ksi+ Kso+ Kz Kan + Kao+Kas
— —
. Kgs K51 Kgq4 K41 . I(&k I(kJ
> Ksp o X Kagpo T X Ky
leCs leCs leCs
¢
K- Ky
N
keFs VRl
leCy
2:=6
(#%)
1 R
uzh = U = K"{ Z (Kij+¢i) 95 }
k3 ]e C’ T
_u]
¢ o
1 1=7 € wo
~(Ky+ey) o
(117) aij = % 1 Ewp, jEC”
0 sonst

~

55
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Die lineare Interpolation zur Bestimmung der g; j € F'in () kann noch verbessert werden
ohne daf das Besetztheitsmuster des Prolongationsoperators P (und damit das Pattern von
Ky = S) verdndert wird.

> Variante 2:  Ruge / Stiiben [38], [39]

(¥) — Verbesserte Bestimmung von gs, g4.

Fig. 3
Betrachten fiir g5 das lokale System 1
Ks1 g1+ K5 9o+ Kss5 g5+ Ksgug = 0 9

. Ug
mit geg. g1, g2, Us 6
und 1(55 = —(1(51 + 1(52 + 1(56)
Zeilensumme = 0 gs
92
1(5 1 1(5 2 1(56

fr— = — — — —|— — — — —|— — — — U

g5 Kse + K51 + Ks2 n Kse + K51 + Ks2 72 Ksg+ K51+ Kz ©
analog g4.
g . . Kgs K51 Koy Kaqg )

K = — <K

66 te { ( ot Kse + K51 + Ks2 * K + Kq1 + Ky3 gt

. Kegs K52 ) ( . Keq Kas )
+ (K + — - = + | Kgs + — = = + kK ok
o Kse + K51+ Kso 92 63 Kae+ K41 + K4u3 g3 ( )

Koo+ K51+ Ksy | Kug+ K1 + K3/ °

Kes K51 v Keq K4y .
Kse+ K51 + Kso [+ Ks3]  Kag+ Kag + Kag [+Ka3]

= — — — — e — — = 661
Kse+ > Ks;  Kas+ ) Kay ke me > K+ Kis
leC® leCs leCs
N\
K. - I(k]‘

10 Cii 1= _
10 ! kg:F > Ky + Ky
leCs

Ruge / Stiiben
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(%)

N
(Ke6 + co6) ug = —(Ke1 + c61) 91 — (Ke2 + c62) 92 — (K63 + c63) 93
1=6
N
-1
uzh =u; = K+ c“{ 421(1(21 + ¢ij) 9; }
JECH _m
_u]
N o
1 1=7 € wo
—(Kij + cij) . . :
e B St A C Qi
(11) Qgj Kot i 1€ wE, J € Ruge — Stiiben
0 sonst

3.4.4.3 Generieren der Grobgittermatrix in AMG

Ky:=S=RK,P
R = PT mit a;; aus (11)
N\, Abschnitt 3.4.2.3

(8) [Kulij=| X oy Ky oy
kel; leI; iy

mit Z; = { Knoten p;, mit denen p; Verbindung hat } (einschl. p; !)
= C'UFU{i}

> Eine simple Implementierung von (8) resultiert wegen der grofien Anzahl von Suchprozessoren
und einer Komplexitéit von O (N2) in einem sehr schlechten Laufzeitverhalten bei der Generie-
rung des Grobgittersystems.
Seien F*,C" wie in 3.4.3.2 definiert, so ergibt eine Vertauschung der Schleifendurchliufe den
folgenden optimalen Algorithmus:
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Algorithmus zur Generierung der Grobgittermatrix nach (8)

For k€ wprUwe do
Bestimme F* C*
For 1€ FFuC*u{k} do
T:=C*uC'U({l}Nnwe)
For ¢€T do
For j €T do
Ky ;= Kpg;;+ op Koy
od
od

od
od

Dieser Algorithmus hat eine Komplexitdt von O (Nr) = O (N¢), d.h. er ist optimal.

3.5 Multigrid—Methoden zur L6sung nichtlinearer Probleme

n Betrachten
nichtlineare Gittergleichungen bzw. entsprechende nichtlineare GS
(1)  Ap(un(z)) =0, z€w, Ap (up) = O in RN

h = hy: Ay (gh) = K (gh) _ih = K; (gl) - il =0

»quasilinear* — ||
Ky (up) w, mit K (up,) @ IRV — RN

die durch Diskretisierung (auf Gitterfolgen) nichtlinearer, elliptischer RWA mittels FDM bzw.
FEM entstehen, z.B.:
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MBsp. 4

Wirmeleitproblem mit temperaturabhdngigen Wirmeleitkoeffizienten und

Wirmeiibergangszahlen:

Ges. u(z) € X = C* Q) NC(QUT) NCHQUT, UT3):
J du J du
T (Al(x,u) 8—361) - (Ag(w,u) 8—962) +q(z,u)u= f(x)
Va=(v,29) € QC IR?

+ Randbedingungen z.B.:

=gy auf I,
%2: Al (%U)g—;m-l-/\z(%u)g—xinz:gz auf Iy, .
ou 91

N a(x,%(uA —u) auf I's.

UA

U T ¢— Regularitdtsvoraussetzungen !

Ges. weV,i={veV=W}(Q):v=g auf I'1}:
a(u,v)=<Fv> YveVy:={veV:iv=0auf [},

du  Jv du  Jv
it =/ 4 — —+A — —
i o0y e JE I I S
nichtlinear linear +q (z,u) uv} dz + [ a(z)uvds,
I's

< Fyv>:=[fode+ [ govds+ [ augvds.
Q I's Is

H

Vo CVy, Vor, CVp (mittels FEM: siehe Numerik 11 [33]).
Ges. uhEVQh : a(uh,vh):<F,vh> Y v, € Von,

+— Homogenisieren der Dirichletschen Rbd. (nichtlinear !)

Ges. uy € RN @ Ky, (uy) = [, in IRN®,
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MBsp. 5 Berechnung magnetischer Felder:

Ges. u=A, (z-Komponente des Vektorpotentials):

9 (%ﬂ)_i (%ﬂ)_

dzy \p(z,|Vul) dzq drg \p(x,|Vu|) dxy/)
J [1 a (1 9
—Sz(x)_a—xl<;Bx2)+a—$2<;Bm)vxGQCBv

+ Randbedingungen z.B.:
u =0 auf 9 Q.

I 1

Ges. uweVy=H'(Q):
a(u,v)y=<Fv> VYuvéel,

1
mit  a(u,v) = {7VTqudx,
0= e

T2 1
Qun MM 0z 0z

<F,v>::fSZvdw—|—fi<B 8U—B 8v)dav.
Q

|

Vo C Vo (mittels FEM: siehe Numerik 11 [33]).
Ges. up € Vg @ a (uh,vh) =< Fyup > Yo € Vop,

Ges. uy € RN» @ Ky, (uy,) = [, in IRNn,

+— Homogenisieren der Dirichletschen Rbd. (nichtlinear !)

Hierbei sind:

p(z,|Vul) = popr (2,|Vu|) — Permeabilitét,

Lo — absolute Permeabilitit,

pr (2,|Vul) — relative Permeabilitét,

KM = Ho ftr Magnet — Permeabilitit des Permanentmagneten,
S,=5.(x) =19 (z1,22) — Stromeinprigung,

B= (Byy s Bey)T — Remanenzinduktion,

Qyp CQ — Teilgebiet der Permanentmagneten.

60
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MBsp. 6

Nichtlineare Poisson—Gleichung

KF VFE

—Au+q(z,u)= f(z)in Q T
u =g auf 0Q; Q C IR? IR? 1 &

= | Ges.ueV,:={veV=WHQ):v=g auf 0Q}:
Vorl | J(VTuVv+q(e,u)v)de= [ foda,
Q

— VveVo=HY Q) =W(Q).

+

Ap(up) = —Apup(2) + q(z, up(x)) —&, T E wy

FDM FEM

Vg CVyy Vo, CVo

R

I(h (Eh) ih

\ /

Ap (up) = Ky (u,) — f, = O

Beispiel: Gleichungen der inneren Elektronik: q(z,u) = e'7" 4 gu2mu,

Bemerkungen:

1. MBsp. 4 und 5 sind quasilinear, d.h. K}, (uy,) = Kp, (up,) up,.
N —’

Np, X Np—Matrix

2. MBsp. 6 ist i. allgem. nicht quasilinear (vgl. Gleichungen der inneren Elektronik !).
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3.5.1 Indirekte Anwendung der Multigrid—Methode auf nichtlineare Probleme

] Idee:

— iterative Linearisierung von (1) z.B. durch Newton— bzw. newtonidhnliche Methoden (siehe

NUMERIK T [32]);

— Lineare Systeme werden mit MGM geldst;

— Bsp.: Newton—Verfahren zur Linearisierung:

uf d = —Ap (wf) = [, — Kn (uf)
Ausgangs—
naherun \L

g

w =d;, | — wird mit (linearer) MGM gelsst !

Jacobi—
Matrix
wpt! = uf + wj
verbesserte

Naherung

u Problem: Optimale Anpassung der MG-Iterationen an die

(Newton—)Iterationen:
} Konvergenzgeschwindigkeit = linear !

1 Konvergenzgeschwindigkeit = quadratisch !

Methode 1 1 MG—Zyklus pro Newtonschritt !
Resultat: Nur lineare Konvergenzgeschwindigkeit !

Methode 11 MG-Zyklen werden von einem zum anderen Newtonschritt entsprechend
der MG-Konvergenzrate vergrofiert, z.B. verdoppelt, wenn MG-KF = 0.1:

{Newton : 1 2 3 4 T ) < clluf - wpl? =7

MGM : . . . . : bei KF ~ 0.1 und ¢~ 1.
10-Y 1072 10~* 1078

laufend a—posteriori Konvergenzanalyse notwendig !

Ziel: Rettung der quadratischen Konvergenz !
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u In der Praxis: Anwendung der Full-Multigrid-Newton—Technik:

Btr. dazu (1) auf einer Folge sich verfeinernder Triangulationen, die wir wieder mit den Diskre-

tisierungsparametern
h1>h2>...>hq>hq+1>...>hl

verbinden wollen. Wir interessieren uns im Endeffekt fiir die Lésung des nichtlinearen (7} qua-

silinearen) Gleichungssystems

1) Kiw) =f mit Kw=Kwy
N—_——’
N; x Ni—Matrix

auf dem feinsten Gitter h;.

Full-Multi-Grid-Newton-Technik (FMGNT):

main FMGNT

C’: Lésung des Grobgitterproblems mit reinem Newton—Verfahren;
Uy = Ig'l_l(O)il; (direkter Solver; Ki(-) = K, (-)-)
[By := K{(O) fiir das modifizierte Newton—Verfahren);
dy = [ — Ki(w);
d := ||y l;
dl := dj;
for j:=1step 1 until j; do
begin  if d1 < ey % df) then goto 10;
[B1 = K1 (u;) fir das Newton—Verfahren;
wy = By dy; (direkter Solver)
Uy = Uyt Ty W
dy = [, = K1 (w);
dl = [[dy]];

end;
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C:  Nested—Iteration;
10 for ¢ :=2 step 1 until [ do
begin C': Benutze u,_; und d,_y zur adaptiven Gittererzeugung;
U, = ~5—1@q—1 (Prolongation/Interpolation);
[By := K (u,) fir das modifizierte Newton—Verfahren];
dy =1, - Ky (2y);
a0 = ||d, I
dl := dj;
for j = 1 step 1 until j, do
begin if dl <&, d) then goto 20;
[By = K, (u,) fir das Newton—Verfahren];
w, = 0
for k = 1 step 1 until k;; do MGM (q, w,,d,, B,);
U, =, + Ty W,
dy = iq = Ky (ug);
a1 = |Id, I
end
20 C: Genauigkeit auf dem q—ten Level erreicht !
end
Hierbei ist K7 (u,) = [N (% &, @q)}”) o + [, @q)}"’“] die Jacobi-Matrix
7=1 \Juyg i k=1,N,

, AL LN
von Ky (u,) = | 30 {Iﬁq (gq)} Ug .
g=1 i=1,Ng

Kernstiick der FMGNT ist die lineare Multigrid-Prozedur MGM (¢, w,, d,, B;) zur Losung
des linearen Gleichungssystems

2 Byw, = 4,

(siche Pkt. 3.2).
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n Problem: Steuerung und Adaption (an das konkrete Problem) der FMGNT:

1.

3. kq; — Anzahl der linearen MG-Zyklen pro Newtonschritt j = 1, j, auf jedem Gitter ¢

3.5.2 Direkte Anwendung der Multigrid—Methode auf nichtlineare Probleme

3.5.2.1

n Idee: fiir (h, H)-Zweigittermethode: uf — u}

. Nested—-Iterations—Prolongation fg_l, q=2,

A—priori und a—posteriori Gitteradaptionsalgorithmus:

— adaptiver, automatischer, hierarchischer Netzgenerator !

auf jedem Gitter ¢ = 1, 1.

. Jq — Anzahl der Newtonschritte } _

g4 — relative Genauigkeit (0 < g, < 1)
Testwahl: Defekttest, ... 7

. 74; — Newton-Dampfungsparameter fiir j = 1,7, und ¢ = 1, 1.

. Newton—Verfahren/Modifiziertes Newton—Verfahren/...?

.

. Wahl der linearen MG-Prozedur MGM (¢, w,, d,, By):

Wy, lys
— Hilfsgitteroperatoren: B, — B,y — ... = By — Bi:

(a) B; (i=1,¢q) aus der Nested—Iteration !

(b) Galerkin-Projektion: B;_; = "' B; Il |, i=q(—1)2;
— Glittungsiteration, Parameterwahl, Anzahl der Glattungsschritte;

Prolongation I!_; und Restriktion If_l, i=2,1;
- MG-Zyklenwahl;
— Relaxation der Grobgitterkorrektur.

FAS = Full-Approximation—Scheme von A. Brandt

k+1,

Btr. (1) Ap(uw,) =0 = Kp(u)=/f,.

Defektsystem: Geg. 1y,

Defekt : d, = S, — Kn (@)

oy, DKy (@, + ) — Ky () = d,

65

2

.
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(h, H)-Methode | uf F————— uf*!

alte ?FA” Grobgitter— verbesserte
Naherung Full-Approximation Defekt korrektur Naherung
} } l } }

v g g -k ko sk -k v k+1
uf Y ay dy = f, — Ky (@) Bf — Af + Thpdb) N yyt
Vorglattungs— Nachglattungs—
schritte schritte

o Restriktion .
Restriktion jH TH] des olatt h Prolongation der
der ”FA” h h o8 glatten H glatten Korrektur

Defekts
~k
dyy -
Ty Ky (i + @p) — Kp (iy) = dy
praktisch:
L 05 : K (0) = dy + Kp (ig)
2. Wy = by — iy = Hglatt”

| FAS—MGM: {} Rekursiv auf Gitterfolgen hy, hy_1,..., h; definieren:
Lose @l mit (H, H') = (hi—1, hi—2)~Methode etc.:
f} Analog wie im linearen Fall: V-Zyklus, W—Zyklus, ... ;
f} Siehe Pkt. 3.4.2.3 zur Beschreibung des Algorithmus !

] Unterschiede zum linearen Fall:

1. Zur Glattung sind nichtlineare Relaxationsmethoden notwendig, z.B.:

(a) nichtlineare Gauf—Seidel-Methoden:
etwa Newton-Gauf3/Seidel-Relaxation

I(h(@h):fh : I(i(ulvu27"'7un):fi7 ZZLN
Up

Geg. ggj) = (u]17 u‘%, . .,uf\,)T — alte Ndherung;
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(+1) _ ( J+1 i+l j+1)T

Bestimme neue Nédherung u; A N nach der folgenden Proze-

dur:
u{“: Fiihre 7;; Newton—Schritte fiir die skalare Gleichung
I(l (1117 ué, ey u%) = f1

mit der Startndherung ui’o = ujl durch:

- Jp 0 J
Jip+1 Jip Ji _Kl(uf y W ---7UN) .
Uy = Uy + Ok - - - s p:0717...721]‘—17
K, (uy,p o u])
Ty (U7 Uy ey Wy
i+1 Jii1
= ]t =",

u‘%“: Fiihre 75; Newton—Schritte fiir die skalare Gleichung

R S j
Ky (u" ", ug, u 7uﬁ\f) =/

mit der Startndherung ué’o = ué durch.
usw.

(b) nichtlineare Jacobi-Methoden:
etwa Newton—w-Jacobi—Relaxation.

etc.

2. Neben dem ,glatten“ Defekt mufl auch die i. allgem. ,nichtglatte“ volle Approximation
@gk) (gegldttet wird nur der Fehler und der Defekt !) auf das grébere Gitter wy projiziert
werden:

0 I}fl :@2 — @% — spezielle Restriktionsoperatoren notwendig (vgl. jedoch NMGM von
Hackbusch im Pkt. 3.4.2.2)
ko

aber riickinterpoliert wird nur die ,glatte* Korrektur wy; !

3. Grobgittergleichung zur Bestimmung von @% ist nichtlinear:
K (ify + ) = K (i) = dyg, d.h,

) Lk )
dfr = Ki' (dy + Ky () — ity

3.5.2.2 Die NMGM von W. Hackbusch

n Neben der FAS von A. Brandt wurden auch andere Vorschldge zur Lésung nichtlinea-
rer Aufgaben gemacht, die nicht die Projektion der vollen Approximation bendtigen,

z.B. fiihrte W. Hackbusch die folgende Vorschrift zur Bestimmung der Grobgitterkorrektur @2
ein:

N . . - k -
6 ok =21 (K5 (Kn ) +ody ) - in )
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_ l]h i I'—l 5k Ry _ 7h o1 #*
=, \ug+o Ky dy —uy | =Ty Ky dy
Kpg-linear !
=17 (K;Il (j+ai§_]) —@H),
wobei ¢ — ein zusitzlicher Parameter ist,

fH = I(H (@H)7
4y = ein geeignet (7) gewidhlter Grobgittervektor ist.

u Bemerkungen:

1. Realisierung von (3): vk : Ky (v}) = iH +ody,
@% = (Q% - @H)/O-v
)y = Ify by

Vom feinen zum groben Gitter wird nur der ,glatte“ Defekt iibertragen !
2. Frage: Wahl von @y 7 (siehe Pkt. 3.4.2.3: FNMGM).

3. Fir ¢ = 1 und @y = @% = ff@% erhalten wir aus dem Schema von Hackbusch als
Spezialfall das FAS von A. Brandt, (mms).

4. Von W. Hackbusch gibt es fiir die NMGM eine Konvergenztheorie:

Resultat: 1) Lineare Konvergenzgeschwindigkeit,

2) Konvergenzfaktor ist unabhingig von h, d.h. von [ !

Literatur: [22], [23], [36].
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3.5.2.3 FNMGM-Algorithmen

69

Analog zum linearen Fall kann fiir nichtlineare Probleme eine FNMGM mit

der "Nested—Iteration”—Strategie definiert werden:

main FNMGM

4y := Ndherungslosung von Ky (uq) = /y
z.B. durch (geddmpftes) Newton-Verfahren mit direktem Solver

fiir das Jacobi—Problem;
for ¢ := 2 step 1 until [ do

begin [fq_l = K1 (@,_y)] nur fir Hackbusch NMGM !

@q = 5—1@(]—1;
for k :=1 step 1 until j, do
NMGM ((]7 @qv iqv qu ())7

end

wobei NMGM (q,@q,iq, K, (-)) eine nichtlineare MGM-Prozedur ist, also z.B.

e die FAS-MGM von A. Brandt (siche Pkt. 3.4.2.1) oder

e die NMGM von W. Hackbusch (siehe Pkt. 3.4.2.2), in der f], = K; (1),

Parameter o; fiir alle j = 1,9 — 1 bend&tigt werden.

Die Prozedur NMGM (q,@q,iq, K,(+)):

u; und der

alte Néiherung

procedure NMGM (g, &y, [, Ky(+))

— =z

neue Ndherung

C: Zur Lésung von K, (u,) = iq mit der Startndherung i, .

Verfahren unter Verwendung der Startndherung 4, .“
else

if g=1 then ,Ldse Ky (u;) = [, hinreichend genau z.B. mit dem Newton—
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. : . N vy, .
begin  for j := 1 step 1 until vy (¢) do @, := NGSI ) (gq,iq,lﬁq(-));
dq = iq - K, (@q);
dq—l = Ig_l dq?
[,—1 = geg., fq_l = K,_1 (4,-1) = geg. von FNMGM,
0q—1 =0 (||d,—1|])] in NMGM von W. Hackbusch;

[ly—1 = fg_l Ty fq_l =Ky 1 (8y—1); 04-1=1] FAS von A. Brandt;

Qq—l = @q—l; TGM: I(q—l (@q—l + 0q—1 wq—l) = f~

_q—l

+o41d, 4

for j:=1step 1 until v(¢g—1) do
NMGM (q - 17Qq—17i~q_1 ‘I’ Uq—l dq—h I(q—l ())7

Wy_q = (Qq—l - @q—l)/gq—l;

S q )
Uy =ty + 1y wy_y;

for j =1 step 1 until vy (g) do @, := NG (i, £, K, ());

end
Bemerkungen:
1. y(1)=1.

2. NGgN/V) (+,-, ) bezeichnen nichtlineare Vor— bzw. Nachgldttungsprozeduren
(siche Pkt. 3.4.2.1).



Kapitel 4

Allgemeine Methoden zur
Konvergenz— und Effektivititsanalyse
von Multigrid—Algorithmen fiir lineare
Probleme

4.1 Allgemeine Bemerkungen zur Konvergenzuntersuchung linea-
rer Iterationsverfahren

n Jedes (zweischichtige, stationéire, regulére) ,lineare® Iterationsverfahren zur
Losung des reguliren (3 K; ') GS

(1) Ky = f,
kann man in der Form
wt = Muf + Af, (Y uf — ul ™' — affine lineare Abb.)

(2) k=0,1,...
u? € RNt — gegebene Startniherung

aufschreiben, wobei
(Fehler—)
M : RN — IR — Tterationsoperator (-matrix),
A RN — RN — affiner Anteil.
/l\

lineare Operatoren ("} Matrizen)

71
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n Beispiele:

1. w—JACOBI-Verfahren: D; = diag K;

wt = (- oD K) uf + oD £
—_— S——

B =D
::Ml ::Al
T =w
2. Priakonditioniertes Richardson—Verfahren:
uth — uf k k+1 1 k 1
B, —lf—JrK,g, =f, & w=0-mB'K)u+7B f,

S—_— S——
::Ml ::Al

3. Zweigittermethode, MGM: gf — gf"’l = i. allg. affine linear
(4 Pkt. 4.2.1 bzw. 4.3.1)

m  Als notwendige Konvergenzbedingung (gegen die Lsg. von (1)) erhilt man sofort die
Forderung, dafl die Lésung w; = Kl_lil von (1) Fixpunkt von (2) sein muf}, d.h.

(3) w=Muw+Af =Muy+AKuwy, VuyecRY
— N——

:il
/l\
(¥ [, € BR™)
<— I =M+ A K]

(4) <~ A= (I[ — M])I(l_l bzw. My =1 - A K,

u Um das Konvergenzverhalten

SF=w—uf 707 (Fehler —07)

des Iterationsverfahrens (2) zu untersuchen, miissen wir das Fehlerschema aufstellen.

Aus (3) — (2) folgt
(5) éf—l—l = Ml i;gv

d.h. fiir das Konvergenzverhalten des Iterationsverfahrens (2) ist nur der Iterationsoperator M;
(= Fehlerdimpfungsoperator = Fehleriibergansoperator) verantwortlich !

u Zur Bestimmung von M;:

1. f,=0 0 affiner Teil =03 u/*' = Myuf 4 | M,
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2. A = (Il — Ml) I(l_l

u Bekannte Resultate zur Konvergenz von Iterationsverfahren:

1. Konvergenz <= pf = pj = p(M;) <1,
E ) wobei p(M;) := max {|A| : A EW von M}
= Spektralradius von M;

2. Konvergenzgeschwindigkeit ist die Frage danach, wie schnell der Fehler z
bestimmten Norm reduziert werden kann:

5 k
g <
Vektornorm zugeordnete  Vektornorm
Matrixnorm
Definieren: of := || Iterationsoperator || =
My
= = sup BBy g,
S do Tl

zugeordnete Matrixnorm

heifit Konvergenzfaktor (KF) bzw. Konvergenzrate:

k
= [l < () Il

Aus 0] < 1 = Konvergenz mit KF ¢} in der Norm || - ||.

3. Asymptotische Eigenschaften fiir h=h; -0 (I — oo):

pr . p“=1Dbei den meisten bekannten IV (Jacobi, Gaui—Seidel, SOR, ..

h—0
p* < 1 typisch fiir MGM (z.B. p* = 0.1),

of —> 0* =1 bei den meisten bekannten Iterationsverfahren (IV),
o* < 1 typisch fiir MGM (z.B. ¢* = 0.1).

n Literatur: [24] Hackbusch W.: Iterative Losung grofier schwachbesetzter Glei-
chungssysteme.
Teubner—Studienbiicher Mathematik, Teubner—Verlag, Stutt-
gart 1991 (— Kap. 3)

k
l
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4.2 Konvergenz des Zweigitterverfahrens (TGM)

4.2.1

Der Zweigitteriterationsoperator M}?

Der Glattungsoperator G,(lV/N) habe die Form

[terationsoperator des Glattungsverfahrens

V/N V/N V/N
T AR
N——— N———
linearer Anteil  affiner Anteil

Btr. das Zweigitterverfahren aus Pkt. 3.1 fiir den Fall f, = O.

In diesem Fall ist der Operator, der gg in QZ-H tiberfiihrt, identisch mit dem Zweigitteriterati-

onsoperator (affiner Anteil fehlt !) = Fehleriibergangsoperator, der i. allg. Fall (f, # O) den
alten Fehler gg in den neuen Fehler gi"’l iiberfiihrt:

w (@5 o I Kt Qﬁl) -
(k4 K 111 ) =
af + 7 1y K 18 f,—Knif)) =
——

(
=0
s (@i —m Iy Ky I K, @g) =
(

In = I Kt 1K) (S8

—.AfH
=M

Resultat:

Zweigitteriterationsoperator:

M= (S (1 = m fy K5t 1K) (587)™

=: CH =Grobgitterkorrekturoperator
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m  Aus Pkt. 4.1 folgt damit fiir den allg. Fall (f, # O):
e Fehler: gi"’l = M}fl gg mit gg =u;, — gg

1
d.h. M} = Fehleriibergangsoperator

o TGM: uft' = M uf + (Ih - M}?) Kh_lih

=linearer Teil = A,

=affiner Teil
uftt = (= [(1 = MP) K7 K w4 (10— MP) K

=: Ap=: B;l = Prakonditionierer !

Bp(up™ —uf) + Kyuf = f,

= Prikonditioniertes Richardson—Verfahren mit 7 =1 (siehe Kap. 6 !)

u Bemerkungen:

1. Zur Wahl des Grobgitterkorrektur—-Relaxationsparameters 7y:
e iallg:m =1
o Kpspd
(a) 7, = (k) — nichtstationdres IV (Tschebyschev—Idee)

(b) 7, =7 (d:,@ﬁ) — nichtaffine lineares 1V (Gradientenidee),

d.h. Energie :=.J (@2 + T@i) — m7in

mit Jy,(vy) = 5(Kp o5 05) = (£, 00),

& N
3= (dh@i) / (Kniof, i} ).

2. Glattungsverfahren muf3 nichtnotwendig station&r oder affine linear sein, z.B. Tscheby-
schev—Typ—Verfahren, Gradientenverfahren, CG—Verfahren usw.

= Zweigitter— bzw. Multigriditeration ist dann natiirlich ebenfalls nichtnotwendig
stationdr oder affine linear !
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4.2.2 Methoden zur Abschitzung von M}?

pragmatisches Herangehen: —  TFehlschlag !

!
N \VN vV o\ PV
poufy < ot = [ (32) "t (3) | < fer] ]
mit v =vy +vy =0(1)=1,...,10
el =1 1Snll” = (1= O(h))”
—
h—0 ’
dav=fix=1,..
Tatsichlich:
H_ B _
I} = { }NHxNh Restriktionsoperator,
ker If .= {gh € RNn : [T, = O}  ,hochfrequent*,
i. allg. rang If = Ny (7} Vollrangmatrix)
= dim ker [}l =N, — Ny >0
CHay
— i = s gl
w, € RN» 1
uy, # O
=0
hope—1 7H j-
> sup | un — 7 IHHKHHIh Knuy || _
up € K ' (ker I17) L
uy, # O

., 10.

] Keine Beriicksichtigung der Unterschiede zwischen niedrig— und hoch-
) frequenten Anteilen !

Ausweg: = andere (nichttriviale) Aufspaltung von M ! (siehe Pkt. 4.2.2)

76
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4.2.2.1 Methode der Fourier—Analysis

1. Modell-Problem—Analyse:

Idee: Fehleranalyse durch Zerlegung des Fehlers gg z.B. nach den Eigenfunktionen von
Ky, bzw. thh = /\Bhffﬂ falls S, =1 — nglKh.

Anwendung: nur auf beschrinkte Problemklassen mdglich:

1) Efkt. von K} miissen explizit bekannt sein
— Rechteck, konstante Koeff., uniforme Netze etc.

2) Efkt. miissen bei der Glattung invariant bleiben:
— Jacobi- bzw. Richardson-Typ—Glattung !

3) Invarianzeigenschaften bei Grobgitterkorrektur:
— Einschrankungen an Projektion und Interpolation !

Resultat: Analyse liefert Spektralradius und exakte Konvergenzfaktoren (i. allg. bzgl.
der Euklidischen Norm).
Bsp.: 1. MBsp. 1 (Kap. 1)/FDM: K, = h™2[-1 2 —1],, H =2h
G =w-Jacobi: vy =v, vyn =04 w=1/2= GF: p=1/2
I =11 2 1], = "Full residual weighting”
Kop = Grpl=1 2 = 1an

Izhh = lineare Interpolation

w=1/2 v=1 v=2 v=3 v=+4
p (M) 1/2 1/4 1/8 0.083
|| MA" | 1/2 1/4 0.156 0.116

[ 1/2 1/4 1/8 0.0625

2. MBsp. 2: [25] Lecture Notes Bd. 960, S. 29 — 41.

2. Lokale Fourier-Analyse:  (— Archi Brandt)

Idee: ,lokale* Idealisierung des Problems unter Vernachldssigung der Rbd.,
von Gitterdnderungen, von Koeffizientendnderung etc.
— sodaB Fourier-Analyse nach ¢%/"Fkt. méglich ist !

Resultat: liefert in einigen Situationen realistische KF !

Literatur: [25] Lecture Notes Bd. 960, S. 77 — 140.
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4.2.2.2 Klassische und allgemeine Methoden

»klassisch® = ,,fiir hinreichend viele Glattungsschritte®.

Btr. hier nur den Fall mit Vorglattung: vv = v, vy =0

— M} = (Ih — I Kt I Kh)sg =CHgr.

Methode I: Die summarische Aufspaltung (russische Schule, 1966 ff.)

e Btr.

Mt = cff sy = cffnosy = off (P & P sy

/l\

I, = P}ILOW D Piligh

/

@ orthogonale Zerlegung
bzgl. energetischen
Skalarproduktes, falls
K4 spd und Pp,—Orthoproj.

= Aufspaltung des Gitterfktraumes G(wy) = Glow (wn) ® (' hish (wp)

H pl v
M < GBI ISkl +
—— S——

klein <1 < ¢ = const. klein

bei geeigneter (1—ch®)”~0.99

Wahl von "low”

/l\

H-Approximation der
niedrigfrequenten Anteile

e Bemerkung: "low” /”high”

grofle v

/l\

ICH| |IPPESE | = (+) < e 4 e(GF) < 1
S—_—— N———

i}
0<exl

fiir hinreichend

Glattung der

hochfrequenten Anteile

1. K, = KI' p.d.: Energienorm || - ||? := (K-, +) = a(-,-):

Glov (wp) := span {fg) 11 € w}?w} — niedrigfrequente Efkt.,

¢ high (wp) := span {fg) = wzligh} — hochfrequente Efkt.,

fg) Efkt.: Ky, fgj) = X\ Dy gﬁf)
(Jacobi: Dy, = diag K3})

bzw. K fgj)

= \; By ng).

(Richardson-Gldtter mit
Priakonditionierer By,)
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Fehler: 2z} = w,—u} = X Oégk) gﬁ? ® > Oégk)fgf)
€W iEw 8

H—-Approximation T Glattung
bzgl.
('7 ')Khv ('7 ')Dh bzw. ('7 ')Bh

2. GOV (wy) i=im I, GMEM(wy) = ker T,
falls 1T = (15)7.

Diese Wahl wird durch die folgende Zerlegung motiviert:

RNn = ker I @ (ker TH)L
1 |
() im (1T = im 1
= ker I{I fas im I;}
,hochfrequent* ,hiederfrequent*

Literatur: [1983: McCormick]
e Bemerkung: Nachteile dieser Abschitztechnik:
1. v = ,hinreichend grof“ = O(1) \
2. IMI|| < (%) < e 4+ ¢(GF)” < 1fiire€l0,1).
(x) > |CH P}LOWH I[SKIIY ~ - (1 —ch*)" =099 ¢

= praktisch unabhingig von v !

| 4

e Literatur: [3], [1], [30],...

n Methode II: Die Produktaufspaltung (W. Hackbusch, 1989 ff.)

e Btr.

M =clHSy=cf1,s=CHK'K,S}

/l\
I =K 'Ky
I < e s [KnSill < en(v) <1
N— —— N—_———’
< ch? < b= T
mit n(v), . 0 fiir hinreichend grofle v !
unabhéngig von h, z.B. n(v) = E-IE-V
T T
Approximationseigenschaft Glattungseigenschaft

(approximation property) (smoothing property)
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e Motivation: Kh_l ~ AL Vo — W
ol
H' —H falls A Diff.-Oper.
Ly — H? 2. Ordnung

Pseudodifferentialoperator (der Ordnung +2)
wirkt glattend !

Nachteil: v = O (1) — hinreichend grof§ !?

Vorteil gegeniiber Methode 1:

| M < () <en(v) 2B (v=1) schngll

V=00

Bemerkung: Im Kap. 5 (Teil II) werden wir die Produktaufspaltung benutzen !

Literatur:  [23] Hackbusch W.: Multigrid Methods and Applications.
Springer—Verlag, Berlin 1985.

4.3 Konvergenz— und Effektivititsabschitzungen fiir Multigrid—
Methoden

4.3.1 Der Multigrid—Iterationsoperator M,

n Zweigitterverfahren: — siehe Pkt. 421! (¢=h, ¢—1=H)

M=t = (S§ Ny (1, = 12 {q_llfg-l Ky) (58

v
Defektgleichung
(1) Ky 1w,y = dy4 wird exakt gelost, d.h. w,_; = Kq__ll dy_y!

u MGM: Loésen (1) ndherungsweise durch v,_; = v (¢ — 1) MG-lterationen ((g —1)-Gitter—
Zyklen) mit Startndherung w ; := O !
f} Bezeichnen (q — 1)-Gitter—Iterationsoperator mit M,_;.
(} Ziel: Rekursive Definition von M, !
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u Machen dazu folgende einfache Uberlegung (lassen Index ,,g — 1% weg):

Btr. (1) K w = d mit Startniherung w® = O fiir MGM 1}
MY . Kl'd—w® +— K='d—w", d.h.
Anfangsfehler Fehler nach v Zyklen

— Kld-w =M"(K1'd-uw’)y=M"K-td

u Resultat: w”= (- M")K~'d 1 gestérte Grobgittergleichung !

— K ~ (Tmr = MJ3") K7
exakte Losung der approximative Losung durch
(¢ — 1)~Gittergleichung Yo—1 (¢ — 1)-Gitter—Zyklen
u Lemma 4.1:

Der Iterationsoperator M; der MGM wird rekursiv durch die folgenden Beziehungen
definiert:

M,y = le = (SgN))VN (12 _ 112 1(71_1 121 I(z) (SéV))w

2 My = (59) ™ (1 = (f = M) K2 1 i) (1)

4.3.2 Analyse des Iterationsoperators M; und Normabschéitzung

] Lemma 4.1 — Der MG-lIterationsoperator M, kann als gestorter Zweigitterope-
rator Mg_l aufgefafit werden:

My = MJ - bei exakter Lésung der Gleichung auf dem grébsten Gitter (z.B. durch
direktes Verfahren),

g=3.4,.... [

N \ YN vV \¥
M, = (5q) (Iq —r Il K 1! I(q) (5q) +

—. A9t
=My

q

AN ¢ Mt kL el AN M1 AL Mt gel
—I_Tq Sq q—1 q—1 q—1 q Sq - q ‘|'Tq q—1 q—1 q .

—.pe1
q—1 —'Bq
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] Lemma 4.2:

VYor.:. 7,=1,
M <o <1 (siche Pkt. 4.2),
JAS_ - 1B < e = const. # e (hy),
¢g=2,3,...,0 mitl=3,4,....

Bh.: Dann gilt
M| < m,
wobei n; rekursiv durch die folgende Vorschrift definiert wird:

772:(7*7
3
() {Uq:U*+C7733117 q=3,4,...,1,

mit [ =3,4,... .

Beweis:
Aus der Darstellung M, = Mg_l + A3—1 MJET Bg_l und den Voraussetzungen folgt sofort die

Abschitzung
M|l < [ME=H| + [[AG ] M g e || BETH| <

<o F ety =y

u Folgerungen aus Lemma 4.2:

Aus Lemma 4.2 lassen sich nun h;—unabhéngige (d.h. levelanzahlunabhingige) Konvergenz-
faktorabschdtzungen fiir das MG—Verfahren ableiten, falls die (hy, hy—1)-Zweigitterverfahren
fiir alle ¢ mit hinreichend kleinem ¢* konvergieren und das Zyklenregime {v,},=23 . geeignet

gewahlt wird !

Btr. dazu die Rekursionsformel (3) aus Lemma 4.2

*

7y ::U*—I—cnzi_ll, q=3,4,...; m=o0

fiir die folgenden Fille:
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l.y=9v,=2Vq: W-Zyklus:

Ny = o~ Fixpunktiteration fiir Fixpunktgleichung:
g = 0%+ ey - n=fn)=oc"+cry’
°/

f ng St =0t e ()
/ O < g <7

Vor.: ¢ (bzw. o)
hinreichend klein !

|
|
1
=0 n* 1 n

Ges.:  kleinste Wurzel von = 0*+cn? d.h. p? —c i+ clo*=0:

1 1 -
= me=—= —2—0— unter der Vor. 1 —40"¢ >0
2c 4c c

= 7 =(1-VI-1o¢c) /2

Resultat: Vor.: 40*c<1, d.h. 0*<1/(4c)
1 —+1—40*
Bh.: o =||M]| <n*= 2—” <20"
c
/l\
1-/1-z <=z

Vi>2 1-z < 1=z, Y €[0,1]

Beispiel: ¢=1: o*=1/4 = o <n*=1/2,

" =1/10 = o <=4 (1-4/2) = 0121,
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2. y=7v,=1Vq : V-Zyklus:

Ny =0"
g = 0"+ Chg-1
g =3,4,...
[ c=1
c>1
c<1
1
y |
g \
]
¥
n=0"n" n

= Fixpunktiteration fiir Fixpunktgleichung: n = f(n):=0"4+c¢n

O.*

1-c

= n=0"+en N (l-cn=0" F1y"=

Resultat: Vor.: e<1

O.*

Bh.: o =||M]| <n*= T <1, falls o <1—-¢

—C

Leider: i.allg. ¢ > 1!
d.h. mit dieser Technik ist kein Konvergenzbeweis fiir MGM mit V—-Zyk-
lus auch bei beliebig guter 2-Gitterrate (o* klein !) méglich !
—> Neue Beweistechnik fiir V-Zyklus notwendig (Teil II) !

Praktische Regel: o* klein = W -Zyklus hat gute Konvergenz

U
V—Zyklus hat gute Konvergenz

fiir ,,gutartige* Probleme !
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3. Es lassen sich jedoch Konvergenzresultate ableiten, die ,,zwischen® reinem V-Zyklus und

reinem W—Zyklus liegen:

(a) Alternierender Zyklus:

| 1, g— ungerade
Ta = 2, g — gerade

/ [-gerade
oF N 7 g \ 2 \

[—ungerade

Divergenz, da ¢* zu grof} !

e [—ungerade: 1 = 0"+ cnt | = 0"+ c(o*+ cm_z)?
Fixpunktgl.: n= 0+ c(a?+ 2con+ c*n?)
1 — 20¢? o(l+co
i e

c3 c3

(1 — 20c* £ \/1 —4c(1+ C)O')

2

n =0

1

=53

o [-gerade: =0+ enoy=0"+ (0" +enty)
Fixpunktgl.: 1= 0+ c(o+ en?)

1 o(l+c
772—6—277+¥=0

c2

1
Mg = — (1 /1 - 4c2o(1+ c))

2c2
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Resultat:
Vor.: 4c*(1+¢)o*<1,d.h. o* < 1
N - T de e(14+¢)
Bh.:
1—y/1—4e2(1 *
v clteo < 20%(14¢), [—gerade
2¢?
/l\
o] = HM]H S 1-/1-z <=z
1
1—20%c? — /T —4c2(1 * *
-V {1+ o < 37 , [ — ungerade
2¢3 c
17 l 2 q 2 lO
(b) Zusammengesetzter Zyklus: Vg =
27 lO >q 2 2

Resultat:

(¢) Verallgemeinerter V—Zyklus:

hinreichend klein

hinreichend grof§

b=

hi — (I—=)unabhéngiger
Konvergenzfaktor

|

mims

genaue Analyse

Vg =1, vy = svg4q1 mit 5 > 2

Resultat:
Vor.. 1) of=|Mi7Y| < @ Vg=2,1
_ e q q — I/q7 S
mit o = const. > 0 (siehe Teil II),
2) s>
3) 217 qh opy> 2
v s—c
Bh.: o =|M||<< 2 <1
v s—c
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Beweis:

n

% (0% (0%
= Uz‘|‘C771—1§V—l+C S—Vl-l-cm—z <

(87 (87 (87
ezl

s2y;

sy;

IA
AN
TN
(-
—+
TN
WO
N—
—+
TN
| &

IA

4. y=7v,=3 Vq: 3erZyklus:

rens)) <

2 =0
Ny = 0"+ 0773—1
g =3,4,...
fn)
1
______________________________________________________________ A
s |
/ L
1
= 0"
Resultat:
Vor.: o hinreichend klein  (mms)
Bh.: [[M||<n*<1l VI>2

mit n* — kleinste positive Wurzel:

n=oc*+cn’
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n Generell gilt:

verscharften sich !

Voraussetzung an o*

0" < Nger < Mer < Hw < Nan. < v < 1
———

)

neue Beweis—
technik notwendig !
— siehe Teil II.

u Bemerkung: zur Konstante c: [|[A?_|| - || B[] < ¢ mit

q N AN
o 3)

Im allgem.: ¢ > 1, aber nicht sehr grofi !

1 VY
BI' =K\ I K, (5q) :

Bsp.: MBsp. 2, d.h. —Au= fin Q= (0,1)%, u =0 auf §Q;

FDM-Diskretisierung;;

GS-Glittung, I7~" — Full weighting, I}

= a) ||+ || = Spektralnorm: 7} ¢ < /2,
b) || -|| = Energienorm: } ¢=1.

; — lineare Interpolation:

88
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] U 4.1| Zwischen dem V- und dem W—Zyklus ist auch der sogenannte F—Zyklus ange-
siedelt, der, wie folgt, rekursiv definiert wird:

e Fiir ¢ = 2 stimmen F— und W-Zyklus iiberein;

o Fiir ¢ > 3 werden auf dem Level ¢ — 1 ein F-Zyklus und anschlieflend ein
V—Zyklus durchgefiihrt.

Geben Sie das Piktogramm (siehe Pkt. 3.2) fiir [ = 5 an,

5

und schétzen Sie || M; || mit Hilfe von Lemma 4.2 ab, d.h., geben Sie die Bedin-
gung fiir die Zweigitterrate ¢* an, sodaf gleichméfiige MG—Konvergenzfaktoren
erhalten werden kdnnen.

4.3.3 Effektivitatsabschitzungen

n Sei N, = Anzahl der Unbekannten auf Gitterniveau q = 1,1:

Ny, =p-|wy|, wobei |w,| — Anzahl der Gitterpunkte auf Gitterniveau g,
p — Anzahl der Freiheitsgrade (Knotenparameter)
pro Gitterpunkt.

n Voraussetzungen:

L. Ny > 7Ny Vq=24q,
wobei 7 > 1 — Vergréflerungsfaktor fiir die Anzahl der Unbekannten.

Standard: hy = h,—1/2, N, = hq_d

d-dim. Probleme : 7 =2¢
d=2 T =4
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Der Einfachheit halber setzen wir

(4) Nq = TNq_l.

2. g =7 Vg=2,1-1.

" 7 Gitter ¢ =1 — j | Anzahl der Unbekannten N, =7 N,_;
0 [ N; = N = Anzahl der Unbek. auf feinstem Gitter
<
1 (-1 Nl—l = N/T
. . < :
j=01-1|1-7 Ni_; =N/
< 1-2
-2 2 N2 = N/T
-1 1 Ny = N/7!=1 = Anzahl der Unbekannten
auf dem grobsten Gitter
n Aufwand an arithmetischen Operationen auf (I — j)—tem Level, 3 = 0,1 — 2:

1. v =y_; = vy + vy — Gldttungsschritte: v ¢y N/7; arithmetische Operationen

2.
di_; — Kj—;w;_; — Defektberechnung :
=7t — Restriktion ‘ ‘ ‘
} ! ¢ N/1; arithmetische Operationen
R T — Interpolation
fas — Korrektur

u Aufwand auf grébstem Gitter: K;w, =d,

— 3Ny =c3 N/Tl_l — arithmetische Operationen

Bem.: ¢ = 3 (N}) < ¢ w —o(N)Lomn
T T

/l\
direkte Lésung d=2 N — oo
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n Anzahl an arithmetischen Operationen pro Multigrid—Zyklus auf

feinstem Gitter:

Q (M) = Anzahl der arithmetischen Operationen pro Multigrid-Zyklus auf
feinstem Gitter =

N N
= (VCI—I_CQ)N—I_P)/{(Vcl‘I’CQ)?‘I")/{(VCl‘I—CQ)ﬁ—l—...
N N (1-2)
ety (V01‘|‘C2)7_l—_2‘|‘037_l—_1 Klammern { =

-2 J 1 -1
(ver+e) N (z) e (z) N =
T v \T

i=0

-1

—_— N <
1-5 -

1
— [(Vcl + ¢3) + ca ;ﬁl_l

e3) =1 -1
< max{(vcl—l—CQ),—} SSp-N=¢c > [N
7 j=0 3=0
mit 5 =~/7, ¢:=c(v,7v) = max{(vei + c2), c3/7}.

] Resultat:
LL1<y<7t N B3=7v/r<1:

c

1-p

2. y=r1 N B3=v/r=1:

— Q(M) < N, Q (M) = O (V)

In N +1In (N%)

InT

QM) <c N

lil 1] N=cIN=c
7=0

/l\
Ny = N/778 § 7l = N (7/Ny)
_ InN +1In(7/Ny)

InT

[

In N;+In (Nil)

= QM)=xec InT

N, Q (M) =0 (InN,- N})

3.y>7 N pB=~v/r>1:

g -1
3-1

da fla "N =N*—=InNhfB=alnN, dh. a=Ing.

— QM) <e N, Q (M) =0 (N7
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m  Satz 4.3: n=n#nh)

Vor.. 1) M| < m* <1, mit n*#n*(h;); siehe Pkt. 4.3.2.
9) 1<y<r.

Bh.: @(s) = Anzahl der arithmetischen Operationen, die notwendig sind,
um den Anfangsfehler in der vorgegebenen Norm || - || auf das
e-fache zu reduzieren (|lu; — ul*|| < |l — «9||)

lne~! B
= o QM) =0 (Nl
N——’
=:1 (8) = Angzahl der Iterationen = k, = k;

*

mit der vorgegebenen relativen Genauigkeit ¢ = 107> € (0,1), n=n*.

Beweis: folgt aus der offensichtlichen Relation

Q(e) =1(c)Q (M)
und den obigen Abschitzungen von Q (M) fiir 1 <~ < 7, sowie der Iterationsfehlerabschétzung

kv=I (e ke
e e A T
——
<e
t 1
I em
0<npf*<e<l & k,> ne T
Inn
q.e.d.
u Folgerung:

Unter den Voraussetzungen 1) und 2) aus Satz 4.3 ist das Multigrid—Verfahren asymptotisch
optimal bezliglich der arithmetischen Operationen und ebenfalls beziiglich des benétigten Spei-
cherplatzes M (siche Kap. 3), d.h. bei fixierter relativer Genauigkeit ¢ (0 < ¢ < 1) ist der
Aufwand proportional zur Anzahl N = N; der Unbekannten auf dem feinsten Gitter !

Allerdings gilt i. allgem.: ¢ =ch = 107"  Diskretisierungsfehler
I Sicherheitsfaktor
Q(2) =0 (h7In k') = O (N;In N)
U

Verfahren ist nur asymptotisch fast optimal !

— Frage: Kann das Verfahren so modifiziert werden, daf 10~ Diskretisierungsfehler
mit asymptotisch optimalem, arithmetischen Aufwand erreicht werden kann,

d.h.
Qe=chf) = O (N) = O (k™) 2
Antwort: ja'! 1 FMGM (siehe Pkt. 4.4 ).
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m  Diskussion von Q (M;) fiir zwei Standardfille in 2D:

1. Btr. 2D-Probleme (d = 2) und Standardgittervergroberung h,_y =2h, : — 7.=4:

—
|

1

J
cFO(i) Ni<e(w,)iN,  y=1
-1 1]‘
CJZ:O (5) Ny <ec(v,2)2 Ny, y=2
Q(MI)S -1 3]‘
Cj—o (Z) Ny <c(v,3)4 Ny, ~=3
-1
cY. 1-Ny=¢clN=cIlnN-N, v=141
J=0

2. Btr. 2D-Problem mit h,_; = \/§hq = T =2

-1 J
CZ(%) Ny < 2eNy, v=1
J=0
Q(Ml) < —1
cY. 1-Ny=cln Ny - Ny, v=2
J=0

n U 4.2 Man schitze @ (M) fiir die Standardgittervergréberung h,_1 = 2 h,
im 3D-Falle (d = 3) ab !

n Effektivitdtsabschidtzungen fiir den verallgemeinerten V—-Zyklus:

e Btr. den Fall des verallgem. V—-Zykluses, d.h.
l.ygy=7=1 Vg

2. vy =v:i=vy + VN

vi_j=sv, j=1,1—2 mit s> 1 (z.B. s = 2).
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Dann gilt:
v=1
!
QM) = (ver+c2) Ni+ (svep +ea) Nioy + ..o+ (877 2vey 4+ ¢2) Na 4¢3 Ny

N N N
= (ver+e2) N+ (sver + 02)? 4+ ...+ (81_21/61 + 02)7_1—_2 + 3 g

= (vei+e2) N+ (I/Cl—l—%) (;)N—I—...—I—
(-2 -1
# (vt fz) () veE (5) s
T st= T
1-2 / g\ g\ 12
: ) N<
(I/C1+02)];0 (T) l 2 (T) =~

ez ) 1=l (f)
max{(vcl + c3), 81_2} ];0 - N
=:¢(v,s)

IA

IA

o Resultat: Q(M;) < é(v,s) i (;)
<c

mit é(v,s) < ¢(v,s) < c(v,y) fiir vy < s

e Damit gilt fiir s = 2: | Qverallg. V-Zyklus (M1) < Qw—zyidus (M1)

u U 4.3 | Man schitze Q (M) fiir die folgenden Fille ab:

a) Verallgem. W-Zyklus: v, =v=2 V¢; vy =v:=vy +uy,
Vl_j:sjl/, 7=1,1-2 mit s> 1.
Bsp:vy=2, s=2, 71=4

b) Verallgem. 3er—Zyklus: v, = v =3 V¢, sonst wie a) !

c¢) Alternierender Zyklus !
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4.4 Konvergenz— und Effektivititsabschitzungen fiir die Full-Mul-
tigrid—Methode (FMGM)

4.4.1 Vorbemerkungen

] Sel

(1) Kyu, = [, in R (bzw. G(w,)),
g=1,2,...,1 (1=2,3,..)

eine Folge von (FEM~- oder FDM~) Diskretisierungen einer elliptischen RWA in

Variationsformulierung oder klassischer Formulierung
(2) Ges.ucV,: Lu=fin QC IR?
alu,v) =< Fiv> YveV lu=gauf ' =09

bzw. allgemein eine Folge von diskreten Ersatzaufgaben, die eine Operatorgleichung der Art
(2) Ges,ue Xt Au =b in Y

auf immer , feineren* Diskretisierungen (Ny < Ny < ... < N,_; < N, < ... < N;) approximie-
ren (siehe Kap. 3 und Vorlesung Numerik I).

n Wiederholung: FMGM aus Pkt. 3.3:

Den FMG—Algorithmus

main FMGM

— — -1 .
vy =y = IG i17

for q:= 2 step 1 until [ do
begin v, = I_:;I_lgq_l
for k :=1 step 1 until K, do

MGM (g, v,, £, K,)
v, = Myu, + (I, — My) Kq—liq

end

kann man auch kompakt in der Form
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(3) vy = I(_Tl i17
:27l (q:2737 7l)
92 = 15—1 Y1
vy = Mywg™ (I = M) K7V k=120 0k,
v, = up

aufschreiben, wobei

I_g_l . RN — IRNe — Interpolationsoperator fiir die volle Approximation,
M, = MG-Iterationsoperator = ¢—Gitter—Iterationsop. (siche Pkt. 4.3.1),
k, = Anzahl der ,nested® Iterationen.

m  Wie genau braucht man die Lésung von (1) K,u, = f ?

—q

Fehler

1. Diskretisierungsfehler:
= fixiert mit der Wahl der Diskretisierung !

exakte Losung von (1) = Skelettlsg.

!

I (@)q - @qH < ¢ep (u) hg

auf wg projizierte exakte Losung
der Ausgangsaufgabe (2)
(u — hinreichend glatt !)

= Konvergenz der Skelettlosung (= diskrete Konvergenz)

Analog:  Konvergenz der Niherungslésung, insbesondere bei FEM,
z.B. fiir PDgl. 2. Ordnung (MBsp. 1 - 3):

lu= gl < exprn B2 |ulpen (B p=1: [\)

= cp(u)

(siche Vorlesung ,,Numerik I1%)

2. FMGM-—Verfahrensfehler:
— hingt sicherlich von k,, I |, ||M,]| ab!

k
H@q - v < g

96
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sinnvoll |} &, &~ ¢p (u) h?, d.h.

k
= v || < ev iy

mit minimalem Aufwand an arithmetischen Operationen
(z.B. FMGM: QFMGM o N7 1 vgl. MGM: QMEM & Ny In V).

Dann gilt:

| (Wi — v || < (ep (u) + ev) Y.
N——

~1.1-cp(u),
falls CVZCD/IO (T)

4.4.2 Voraussetzungen

(V1) | Myl <" < 1 (siehe Pkt. 4.3);

exakte Lsg. von (1) fiir ¢ — 1 und ¢

Lo

(V2) 1y gy — ]l < ex (u) bt

/l\

_(@)q + (@)q Bem. 1)

Bemerkungen: 1) exakte Lsg. u von (2) sei hinreichend glatt !
2) Diskretisierungsfehler: || (u), — u, || < ep (u) hb.

(V3) 5l = sup

U1 gl

(V 4) hg—1/hy < a = const.;

g=2,3,...,1; YI>2 Vqg=2,3,...).

Es ist implizit vorausgesetzt, dafi die Konstanten

n*, c1(u), ¢y und «

Verfahrensfehler a2 Diskretisierungsfehler zumindestens fiir ¢ = !

Ziel | = FMGM so zu organisieren (1_3—17 kq, ||M,]]), daB

(praktisch: ey = ¢p/10)

— auf wy proj. exakte Lsg. von (2)

I v,
7" a—1>4 il < ¢j = const.;

97

positiv sind und nicht vom Diskretisierungsparameter b, (Vv ¢ = 2,3,...), d.h. Gitterlevel

abhingen !
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4.4.3 Fehlerabschiatzung

] Satz 4.4:

Vor.. 1) (V1) - (V4),
2) k,=iVq=2,0, miti:cyn' <1,

wobei 7= 7* und ¢y = cya?, d.h. i > Incy/Iny~L.

Bh.: Falls auf jedem ,nested“ Level der FMGM (3) ¢ MG-lterationen
durchgefiihrt werden (d.h. k, =i V¢), dann gilt fiir v, die
Abschitzung

(4) 11y — w5 || < es (n) ex (u) 1,

mit c3 () = 7°/(1 = c27'), wobei u, die exakte Lésung von (1) und
v} die FMGM-Néherung (siehe (3)) ist, und ¢ = 1,1.

Beweis: (induktiv)
Lg=1: v = =u G (4)ist trivial erfiillt: | u; — v} || = 0.

Bemerkung: Hinreichend ist, Kyu; = f néherungsweise zu losen, und
zwar so, daff die Niherungslésung v} der Abschitzung (4)
fiir ¢ = 1 geniigt !

2. Sei (4) fiir ¢ — 1 richtig.
Zeigen dann, daff (4) auch fiir ¢ gilt !
Tatsdchlich, unter Benutzung der Voraussetzungen (V 1) — (V 4) und der Induktionsvor-
aussetzung (IV), d.h., daB (4) fiir ¢ — 1 richtig ist, erhalten wir:

(V1)
!

lu, =2l < n'lla—o)ll=n'llw—I_ v, | =

= ol - L AL, — T 0| <

<o Ny = Ty [+ T ey — iy ]} <
(V2) (V3) (IV)()furq—l
< ni{ (u) bl + cres (n ql}—
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- WQ+Q%W>U;j)cuw@s

(V4)
< ' (T+eres(n) a?) e (u) hY
=c3(n)
/!
NR: mu+@mwmw=#(“ﬁi%ﬁQ):

=cy

- anteany  ont

= 1—0277i _1—0277i_03(77)

q.e.d
u Bemerkung:

Das Resultat von Satz 4.4 ist nicht an die FMGM gebunden, sondern es gilt fiir jede ,nested*
Iteration, vorausgesetzt, die Bedingungen (V 1) — (V 4) sind erfiillt.

4.4.4 Anzahl der notwendigen arithmetischen Operationen: Verfahrensfehler ~
Diskretisierungsfehler

m  Rechenaufwand FMGM (3): k, =i Vq=2,1:con' <1 (Satz 4.4)

1)  Grobgittersystem Ky uy = il l6sen : Wi = aq Ny,
2) Interpolation 1_3—1 LW = ay N,
3) MG-Zyklus MGM (q, v, [, K,) : WMG = a3 N, (Pkt. 4.3.3),

wobei a1, az, ag = const. # ¢(q) — universelle, positive Konstanten.
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m  Gesamtaufwand fiir FMGM (3): ||u — /'™ || < e3(n) 1 (u) B

l
QFMGM — 041N1 + Z (qunt —|—ZW;VIG) —
9=2
l .
= agNi+ ) (g +iag) N, <
=2
Ng—1 < 1N, (Pkt. 4.3.3)

!
<

IA

i
max {ay, g +ias} >, N,
g=1

T=a, % <1

! 1\!—¢
< max{ay,as+iaz} > (—) N; <
=1\ T

q=1

< max{ay,ay+ias} TTle =as Ny = O (N)).

mit ay = max{ay, @y +ias}

T und i=Inecy/Iny~ L.
T—1

] Resultat: Der Aufwand an arithmetischen Operationen zur Berechnung einer
FMGM-Niherung v!, die sich von der exakten Lésung in der GréBenord-
nung des Diskretisierungsfehlers unterscheidet (das ist die einzig sinn-
volle Forderung !), ist fiir die FMGM direkt proportional zur Anzahl der
Unbekannten auf dem feinsten Gitter:

— FMGM = asymptotisch optimales Lésungsverfahren !

4.4.5 Diskussion der Resultate an einem Beispiel

n Btr. allgemeines, symmetrisches, elliptisches Variationsproblem fiir PDg]l.
2. Ordnung mit homogenisierten Dirichletschen Randbedingungen:

MBsp. 7|  (siehe auch [32] NUMERIK I, Pkt. 4.3):

(5) Ges.u e Vora(u,v)=< Fiv> Yovely,

wobei Vo C V = W; (Q); Q C IR* — beschriinktes und polygonal berandetes Gebiet.
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Wir setzen nun voraus:
(i) a(-,-):Vox Vy— IR' — Bilinearform:
a) Vo — elliptisch: a (v,v) > py ||v]|? Vv e Vo,
b) Vo — beschrankt: |a (u,v)| < po||ulli ||v|i Y u,v € Vp,
¢) Vo — symmetrisch: a (u,v) =a (v,u) Yu,ve V.
(6) (i) FeVinLy(Q)
(} wegen (iii) folgt daraus: u € Vo N WZ (Q) ).
(i) H? = W2 — Regularitit:

weVpia(w,v)=<d,v> VveV w e VoNW3(Q),
SeVynLla(Q) =1Ly (Q) w2 < ek [|P]|o-

Die Voraussetzungen (i) — (ii) garantieren 3! u € Vj: (5) gemdB Lax-Milgram-Lemma (siehe
[32], NUMERIK 1, Kap. 4) und wegen (iii) gilt sogar u € Vo N W3 ().

u Diskretisieren (5) mit FEM—-Galerkin—Verfahren auf einer Folge von gleich-
maéflig verfeinerten Dreiecksgittern mit linearen Elementen (siche [32] NUMERIK

I, Pkt. 4.3):
gribstes feinstes
Gitter Gitter
1 2 g—1 q ... [—1 )
f——— A
hy > hy  >...> heq > hg=lelos s ohl > by
i C Vs C...C Vq_1 C Vq C C Vit C Vi
B_]Vl B_N2 B]Vq—l B_Nq B]Vl—l B_N 1

K, K, Ky K, Ky K
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L] Fir die FMGM und die darin benutzte Multigrid—Procedure MGM (...)
werden folgende Grundkomponenten verwendet

w=wv(qg)=v, vn=vn(q) =0 bzw. =v;
Sy = (I; — wy K;) — Glattungsiterationsoperator (einf. lteration);
I_g_l = 15—1 — lineare Interpolation iiber Dreiecke;
T

-1 _ (e .
= (1)
=1 =7 =7=1bzw. =2
g=2,3,....,L

L] Uberpriifen nun die Vor. (V 1) — (V 4) aus Pkt. 4.4.3 (— Vor. von Satz 4.4)
beziiglich der Energienorm:

(8) [l Il = (g 24, 2,)%" = (a (vg,99))*" = || vg |l

fiir v, € IRNq, v, ¢ vy € Vy. Fiir die Energienorm gilt nun:

M, v
(V1) |M,| :== sup 134 | <" <1

e Tl S
=q

<= wird im Teil II der Vorlesung (SS 96) gezeigt (einschliellich: V—Zyklus
mit 1 Glattungsschritt, d.h. vy =1, vy =1, vy =01!) #

I ]_3_1%_1 —u, || < e (u) hE, mit p =1,

(V 2) wobel  wuy € Vyta(ug,vy) =< Fog > Vo, €V

!

Ny . 1o _
u, € IR q.I(ng_iq

Dazu benétigen wir die FE-Diskretisierungsfehlerabschitzung in der Wj-
Norm (siehe [33] NUMERIK 11, SS 96):

u — uq 1S —2 a1y |u|2 hq7
(9) ] < £
M1

mit der positiven Konstante a1, aus dem Approximationssatz [33] und der
exakten Losung u von (5), die wegen (6) () aus Vo N ¢W3 (Q) ist.
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Tatsédchlich, unter Benutzung der Dreiecksungleichung und der Fehlerabschédtzung (6) erhalten

wir:
_ [ug—1—uq|ll
] 15—1 1=y || = (a(ug—r — g, ug—1 — uq))1/2 <
T T
Ug—1 Uq
< Ve | wg—1 — ug |l <
< iz (Jug—r —ulli +lu—ugfly) <
9)
< iz % arz (hg—1 + hy) |ulz =
1
= 3«/,&2 % a12|u|2hq. #
1
=:c1 (u)
. I v,
(V3) | I;_y || == sup 7" o1 %t | = sup R T =1=c¢y,
v gl Vg1 > gmr [l vg—1 |l
da wgq = 1] u,_q
\
#
(V 4) hg—1/hy < a = 2

Bei gleichméfigem Netz ist (V 4) offensichtlich. Im Falle eines reguldren
Netzes [33] kann (V 4) aber auch mit o = 2 angenommen werden, wenn
die h, als entsprechende Diskretisierungsparameter definiert werden bei
gleichméafliger Verfeinerung. #
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] Aus Satz 4.4 erhalten wir nun:

Falls auf jedem ,nested“ Level der FMGM (3)
i<, cp=craf =121 =2, n=n*,

MG-Iterationen durchgefiithrt werden (d.h. k;, = ¢ V¢), dann gelten fiir
Qé — vé die Abschidtzungen:

i n

1) [, — o5 || <
H2 K2 77i
2 o luls (143, /22 — L ),
5} 12| |2( 5} 1—2772) !

mit ¢y (u) = 3\/p2 (p2/p1) a1z ulz.

A

IA

2) [l u—vglh

Abschitzung 1) folgt direkt aus Satz 4.4.
Unter Benutzung der Dreiecksungleichung und (9) folgt 2):

. 9), 1)
lu—vglls < Jlu—uglli+[lug —vglls <
H2 1 Uk H2
< = ag|ulahyg+ —— - 3 /lg — aqz ||z hy.
= 12| |2 q o l—2q H2 m 12| |2 q

n Beispiel: s/ =1 (—Au+u=f)
<& (i=1:7<0.034; i=2:7<0.186)

o 3/29 3
— (143 /2 T Yoy 2 2 A
(+ m 1—2772) HEEE Y AT

— lu—vi] <11 % arz |ulz by |
1

Diskretisierungsfehler

d.h. fiir n < 0.034 bzw. n < 0.186 langen 1 bzw. 2  Nested“ MG-Iterationen !!



Kapitel 5

Spezielle Konvergenztheorien fiir
symmetrische Variationsprobleme

5.1 Symmetrische Variationsprobleme fiir elliptische PDgl. zweiter
Ordnung

n Btr. wieder das allgemeine, symmetrische, elliptische Variationsproblem
fiir PDgl. zweiter Ordnung mit homogenisierten Dirichletschen Randbedingungen aus

Pkt. 4.4.5

(5.1)

MBsp. 7 | (siehe auch [32], [33]):

Ges.ueVyra(u,v)=<F,v> Vvelp,

wobei Vo C V = W3 (Q) (bzw. V = [W3 (Q)]? fiir Systeme PDgl. zweiter Ordnung), Q C R* —
beschrianktes und polygonal berandetes Gebiet.

Wir setzen nun wieder voraus:

(i)

a(--): Vo x Vo IR' — Bilinearform:

a) Vo — elliptisch: a (v,v) > py [[v|]} Vv eV,

b) Vo — beschrankt: |a (u, v)| < pz ||ull1 V|1 YV u,v € Vo,
¢) Vo —symmetrisch: a (u,v) =a(v,u) Vu,ve V.

Fe VO* N L2 (Q) = L2 (Q)

(Y wegen (iii) folgt daraus: u € Vo N W2 (Q) ).

H? = W2 — Koerzitivitit (- Regularitit):

weVyra(w,v)=<®,v> VYveVy | weVonWi(Q):
VN L) = 15 (9) ol < e 9o

Die Vor. (i) — (ii) garantieren 3! u € Vp: (5.1) geméB Lax—Milgram—Satz 1.2.9 [32], und wegen
(iii) gilt sogar u € Vo N W3 (Q).

105
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m  Diskretisieren (5.1) mit FEM—Galerkin—Verfahren auf einer Folge von gleichmiflig verfei-
nerten (reguldren) Dreiecksgittern mit linearen Elementen (siche [33] Kap. 4):

Hilfsgitter
gribstes feinstes
Gitter Gitter
1 2 g—1 q ... [—1 )
f——— —
hy > hy > ...> hgy > hy=lL S>> hy o> Ny
i C Vi c...c Voo C V=V, C...C Vi1 C Vi c W
B_]Vl B_N2 B]Vq—l B_Nq B]Vl—l B_N 1
K Ky K, K, = Kp, K4 K;
(5.1), uq €V, toa(ug,vg) =< Fiug > Vo, €V,

(5.1), U, € RNa Kyu, = iq in IRNe.

m  [m Kapitel 1.4 der Vorlesung Numerik II [33] wurden folgende Eigenschaften bewiesen
(g e{1,2,...,0}):
1. Kyspd, d.h. K, = KI' >0 (siehe [33] Pkt. 11.4.3).

2. BWP: K, pl) = Afj)ffjh epht <AV <ephi=? i =T,N,,
EV  EWEV  (d=2:QC R*!)
q= 17l (fgl)vﬁg])) = 52]7 VZ7] - 17Nq7

{fz(;)}zim ist vONS.
(siehe [33], Pkt. 11.4.3, Satz 11.4.4).

3. Approximationssatz 11.4.5 [33]:

inf ||lv—vy|s < g2 hg_s lv] fiir v e W2(Q), s=0,1.
vg€Vy
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4. Wi-Konvergenzsatz 11.4.7 [33]:

lu=rulli < 52 int
(5.1) (5.1) bt —
=12

5. Ly—Konvergenzsatz 11.4.9 [33] (Nitsche-Trick):

inf = vl < E2 a0k fuls.
H1

My _ 2
llu = uyllo < 1y 2 Ry Juls.

= 0072

m  Fiihren folgende ,,diskrete* Sobolev—Normskala ein:

(5.3) e llls = (Kv,,v,)°% Vo, € RV, se R', qe{l,2,...,1}.
Dann gilt:
Ll lllo = llz,| == (2] v,)°* ~ Buklidische Norm:

co hig 1113 < llvgl? < co by Nglllf V1, ¢ v, € V.

H 5 La(Q)  da
12,1
Beweis: mms (siehe auch U 11.4.7 aus [33]). #
2. el = lzgllk, == (Kqu,,1,)%? — energetische Norm:

pallvgll? < Nllwglllf = (Kq vy, 25) = @ (vg,0) < pallvgllf Vo, ¢— vy €V, v, € RV,

1/2
2 S
) ) = 1K v,
(7)

mit «y’ = (gq,ﬁ(j)) — Fourierkoeffizienten,

Ky o0 = M o0 (o0, o) = 55 (1).

3. Iyl = (é () |

Nq ; .
Beweis: v, = 21 04((;) ﬁ(;) in (K°* Qq,yq)l/z einsetzen. #
1=

4. Logarithmische Konvexitdt (Abb. s — log |||, |||s ist fiir fix. u, # O konvex):
Vrt€ R' und s=1(r+1) gilt:
1/2 1/2
(a) Ne,lls < Mgl el Vo, € BN
(b) (K5 g, 0] < atg - gl ¥ g, v, € RV

q—q7—q) —q7—q

Beweis: (K2 ug,v,)| = (K5 wy, K2 v)| < 1K5 w || 1KY v, || <

—q°=q
g1 Mlegllle- #

IA
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5. Monotonie:

o™ ||y llls < a2 [y llle ¥, € RNe, s <t
wobei 0 < a < Ay = /\((11) = Amin (£{,) fixierte positive Konstante.

Beweis: 1) Sei a = 1. Dann folgt Ungleichung 5. aus Eigenschaft 3., wegen
Ay = /\((;) >a=1.
2) Im Falle a # 1 betr. Hilfsoperator K, := a~! K:
VR, o) = (/) ol = pip® R py > 1
RN 2 I

ST
T 1)mita=1und K, #

6. Shift—-Theorem:

Kyu, = f, = lluglllse2 = [l £]1]s-

Beweis: (K2 u,,u,) = (K] Kyu, Kyu) = (K3 £ £ ) = £, I% #

91 g

u In den folgenden Punkten werden Konvergenzfaktorabschitzungen fiir standarde
Zweigittermethoden (Pkt. 5.2) und fiir die entsprechenden Multigrid—-Methoden (Pkt. 5.3)
hergeleitet. Die Verfahren werden dabei durch die folgenden Grundkomponenten eindeutig
bestimmt:

o vy=vy(¢)=v, v~ =vn(g) =0 bzw. =v;

o S,= (I, —wy; K,) - Glattungsiterationsoperator (einfache lteration);

° 15—1 — zugeordneter linearer FE-Interpolationsoperator:

zugeordnete FE-Fkt.

Y

(Ig-124-1) (%) = vg—1 (¥)

(5.4)

o 7,=1, 7= =y=1bzw.2 ..
o ¢=2,3,...,L
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5.2 Konvergenzanalysis des Zweigitterverfahrens (Produktaufspal-

tungstechnik)
Das Zweigitterverfahren mit den Grundkomponenten (5.4) zur Lésung von
Gleichungssystemen der Art
(55)  Kyu, = f,
wird eindeutig durch den Iterationsoperator
(5.6) MP =M= = (I, — I}y Kt I Ky) Sy = CH sy

definiert (siehe Kap. 4, Pkt. 4.2.1), wobei h = h, und H = hy_y. Schitzen nun die
Spektralnorm ||M{|| von M/ mit Hilfe der Produktaufspaltungstechnik von W. Hackbusch
ab (siehe Pkt. 4.2.2.2: Methode 11), d.h. die Konvergenz des Zweigitterverfahrens wird in der

Euklidischen Norm || - || (bzw. in der diskreten Ly-Norm || - || := ht%?]| - ||) analysiert:
!
(67 MG < NCH K K SEll < o7 <1
a) b)

a) Approximationseigenschaft (Lemma 5.1):

!
(5.8)  NCF K = 1K — Iy K I < eallBal ™' < eah? !

b) Glattungseigenschaft (Lemma 5.2):

(5.9) 1 Sy < 5 () | Enl| < 77 (v) ep b2 =2 (v) B2,

mit hA-unabhingiger Fkt. 7(v) = 0 fiir v — oo !

Lemma 5.1: (Approximation Property)

Vor.: Es seien die Voraussetzungen aus Pkt. 5.1 erfiillt, d.h. (5.2), regulére
Triangulation, (F (A) 2 P;) und (5.4).

Bh.: Dann gilt die Approximationseigenschaft:

H -1 _

H =1 . HCh Kh ﬂhH u_%aizci 2-d

() ICE K= sup <ats G2 i
Spektralnorm ghefRNh th” M/

gh;éO =:CA
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Beweis:

e Btr. den Zihler ||C} K} g, || und schitzen ihn ab:

(5.10) CH K gl =1 Ki'g, — Iy Ki' 1 g, || = llus, — Iy wg
B p—
/uhﬁuh =uyrug=Ifuy)CVaCVi
Kpu, =y, Kpuy = I{Igh
(Kh wpyvh) = (g,,v) Yy, € RV (Kguy,vg) =g, ,vy) Yoy € RNE
I [« t=up® 6
a(up,vp) = (gh,gh) Vu, < v, € Wy a(ug,vyg) = (gh,I}}QH) Vovg < vy €Vy

l .

a (un,vi) = (gn, Iy vg) Vug < v = (Ihvg) € Ve CV,

(5.11) a(up —ug,vg) =0 Yog € Vy.

o Motiv: |- |12 ~ A%l -2, d.h.
(512) s — Ty ull < OB un = Hyug lo
——
=ug
f}  Ly—Abschitzung mit Nitsche-Trick:
a(w,v)=(up—ug,v)o YveW
N———’
I EVRCL2(Q)
a (v, w)
Vor. (2)giy = 1) w e VonWZ(Q),
2) |lwll2 < ek |lun — urllo-
v=up —ug '}
9 (5.11) .
lup, —uplle = a(w,up—ug) =" a(u,— up,w—inty, (w))
(Nu 11)
Approximationssatz
< pellup — gl |lw = inty, (w)l <
H=2h,2) (1)
< pellun —umlhia Hlwl; <
< 2pgaygh|lupy — umlli ek ||un — willo-
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(5.13) lup, — umrllo < 2 pe @y 2 e b ||y — upl)s.

o Wegen (5.2);), (5.11) und Ky u; = g, gilt:

(5.2)(;)
(514) ol -l < aCun— g, — ) 2

5.11 B
C2D 0 = war, wn) = (K (wy — Ty ugg), ) =

= (wp— Dy, Kpw) = (w, — Irugy,g,) <
< lu = T ugllllg, Il
o Aus (5.12) — (5.14) folgt
12)

lap = I ugll* < ot b Jup — upllg <

(5.13) -1 —-d 2-2 2712 2
< g htApzai,eph lun — um|li <
(5.14)

<

o bt g ai y e Pt lwy — Tl llg, Il

2 = 2
My G12C —
(5.15) lw, — 17 upll < 4M—i e ER* g, |

e Aus (5.10) und (5.15) folgt

1€ K5 gl (5.10)

(5.8) ICF R =
9. gl
.
N | el 2071
9, 19,

A
o
IN =
ot
=z

2 =2 2
4 Ha ay.2Ck p2—d
H1 &

=:C4

111
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B Lemma 5.2: (Smoothing Property)

Vor.:  Es seien die Voraussetzungen aus Pkt. 5.1 erfiillt, d.h. (5-2)(1)7 regulére
Triangulation und (5.4).
Desweiteren sei

(5.16) w=20/(cgh?™?) bzw. w=0/\max (K})
mit fixiertem 6 € (0,1]; Amax (K1) < eg 972
Bh.: Dann gilt die Glattungseigenschaft:

HI(}LSZU;LH cgp 1

(5.9)  ||KpSY|| == sup —— < — ht2,
f= ol S g
=h
v O =:7(v)

o Btr. EWP: Kp. =X\ip. (c,oz,,f,) =46; Vi,7=1N.
EV  EW EV

Entwickeln v = v;, in Fourierreihe nach EV, d.h.

il 2 Xy
v = Zlaifi’ lull* = '210% mit a; = (v, ¢.).
= =

e

= KS"v=K{-wK)’v=3> A N{1-wA)’a;¢.
=1 -

— ||K S¥u||? = Z/\z(l—w/\)

1 al 2v 2
—Z (1= (wA))™ o
= 6 € (0,1]
w=10/(eghi™?) [ 0< "—w/\'<0/\7Nl<71
- E pPi = 7> 5 pd—2 =
1 N
L 21 _ N2 2
< 7,0, {*(1-p) };a
N
Wegen Y. o? = ||v]|* erhalten wir folglich
=1
2 o & 20 2
(5.17) 15 Sy w12 < Oglggl{p = )% g
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e NR: Berechnen Maximum der Fkt. p? (1 — p)?” in [0, 1]:
Btr. dazu die Fkt. ¢ (p) = p (1 — p)” mit v > 0.

V) =1-p) —prA-p) =0 p=1/(1+v),
¢"(p)==2v(1=p) v -1)p1-p"?

1 v v—2
:>cp”< ):—(V—I—l)l/< ) < 0,
1+v v+1

_I_
1 1 v v 1 1 11
= = = - << — -
L ogn?)g(l@(p) @<y—|—1) v+1 (I/—I—l) v 1)”"‘1 —ve’
/l\

112
: 21-p)< (=2 .
Resultat Ognggl{p (1-p)} < ( )

e Damit erhalten wir die Abschitzung

o 1 1\?
Hmshm\?g( —) loall,

w-€evrv

aus der mit w = 8/(¢g h??) folgt

. cg 1 4
1K Sl < 8 L =y

Damit ist (5.9) bewiesen. q.e.d.
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B Lemma 5.1 und Lemma 5.2 liefern die gewilinschte Abschitzung der Zweigit-
terrate bzgl. der Euklidischen Norm (= ||M{||spektralnorm )

Satz 5.3: (Abschitzung der Zweigitterrate)

Vor.:  Es seien die Voraussetzungen aus Pkt. 5.1 erfiillt, d.h. (5.2), reguldre
Triangulation, F (A) 2 Py und (5.4).
Desweiteren gelte (5.16), d.h. w = 8/(¢p h*~%) mit fixiertem 6 € (0, 1].

Bh.: Dann gilt die folgende Abschitzung des Zweigitteriterationsoperators
in der Spektralnorm:
,U_% a%,z ¢ cp 1

5.18 M| < 4 AR
(5:18) M| S 42 =2 g om0 <

=:c# c(h)

fiir hinreichend grofie v : v > ¢, wobei

w1 — Elliptizitdtskonstante : o av,v) > wl|v|]f Yo eV,

g2 — Beschrianktheitskonstante : |a(u,v)| < pe|lul|l1]|v]|li Yu,v € Vo,
¢, — Koerzitivitdtskonstante b lwllz < el ®llo (5:2) gy

a;2 — Approximationskonstante : vigfh v —vn|l1 < @y 2h||v||2,

¢g — Spektralkonstante © Amax(Kp) < epht=2,

co — Ly-Aquivalenzkonstante  :  coh?||vpl|? < ||vnll2 Yu, & vn € Vi,

6 € (0,1] — fixiert, e = 2.71828 ... .

Beweis: folgt sofort aus (5.7), Lemma 5.1 und Lemma 5.2. q.e.d.

m  Bemerkung 5.4:

1. Die Abschitzung (5.18) erlaubt es uns, nur fiir hinreichend viele Glattungsschritte v > ¢
eine h—unabhingige Rate zu beweisen.
Diese kann jedoch unabhiingig von h beliebig klein gemacht werden (¢* = O (v™!) = 0
fir v — o0) !
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2. Beispiel: = MBsp. 2: —Au= fin Q= (0,1)? und u = 0 auf 9 Q:

— FE-Diskretisierung: } Courant—Element.

— Ersetzen: ||« ][y —]-]1 } ist Norm in Vo = Wj (),

- llo =1+ lo-

— Dann gilt: d=2; 8 =1;
pr =1, pro =15

cp =8 (1} Satz 11.4.4 [33]);
co=1/24 (U 11.4.7 [33]);

ap2 =0.5086: inf |v— wvply < agghlvly;
’UhEVh

crp =11 |ulz < ||f]lo (¥ Bem. 11.4.8.5).

~ Satz 5.3: HM}?H <4 % (0.5?334)12.12 1~2?718 ) % =73.08- % <1,

falls v > 74 717

3. Aus Pkt. 4.3.2 erhalten wir auch MG-Raten—Abschétzungen fiir hinreichend viele Glat-
tungsschritte mit der dort entwickelten Stérungstheorie. Mit der Stérungstheorie aus
Pkt. 4.3.2 kénnen aber keine h—unabhingigen MG-Raten fiir v = 1 (bzw. v = , klein“)
und fiir den V—Zyklus erzielt werden !!!
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5.3 Zur Konvergenz des V—-Zykluses

m  Betrachten nun zur Auflésung des FE-Gleichungssystems

(5.19) Ky = f

116

auf dem feinsten Gitter den folgenden, zum Zweigitterverfahren aus Pkt. 5.2 geh&renden

Multigrid—Algorithmus:

k=0:u — gegebene Startniherung.
k=0,1,2,... —
u” = uf — oz ==y -y
1. Schritt: v—Vorgldttungsschritte:
k1 k,0 k1 k1 k,0
u =Gl (y vL) — %1 =Y _*?fil
d?’l = il — K gf’l =K gf’l Sly = (Il — W I(l)”
2. Schritt: Grobgitterkorrektur:
et =P =t wf o == CTZH Z
T -1 _ ! Y1y go—1 7l=1 7+
Grobgitterkorrektur Cl =1 - Il—l(Il—l - Ml—lll)Kl—IIl K
k_ gl k _ l Yi— —1 pl—1 ;k,1
wi=1_yw_y = L (- M) K2 L d
N S x|
= Iy (b = M) K, Ill 'Kz
m  Ziel: Abschitzung der Multigrid—Rate 7. in der Energienorm |||-[||1 = || - ||x,:

!
N — a1y < el — wf]l0

mit h;—unabhingiger Rate 7. € [0,1) !
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m  Btr. zunichst die exakte Grobgitterkorrektur (1} Zweigitterverfahren)

~k,2 k,1 N ~k,2 Al — k,1
wt=wt af s =0

Ot =01 K7L 1K,

~k gl e _ 7l ~—1 7l—1 jk,1
W=l =10, K ;7 4
————

|

. 1 gk 1 k1
Kbl =07 = 17 Kzt | — vy

1= wf = Ill—lﬁfq eVii Vi

-1 - _k,1
17?11—1) = (Il Kz 721—1) Vv = v_1 € Vi

(f , oim1) = (K2 I_g v = a2 o)

a(u — (uf' +@f), v-) =0 Yo € Vig
—_————

—. ’\k72
= Ul

(5.20) alu—al? v_) =0 Yu_ Vi,

Die Beziehung (5.20) bedeutet:

u — ﬁf’z 1 Vi_1 beziiglich energetischem Skalarprodukt a(-,-),

dh. ¢ = L -I_ KNIV RN s (I RN L)
] Il
P = I - Q (im I}_ )+
ist ein Orthoprojektor bzgl. des energetischen Skalarproduktes (K -,-), siehe
auch Kap. 6:
O = a(w—iu" o) = (Kilw = i), I}y i) =

AN—1 _k,1 ¢
= (Cz Z 7Il—1Ql—1)Kl Vou_ «— v €Vi_g.

117
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Desweiteren gilt:

kL _ ok k1 | P A A
Loy a4t = = (u +wy) = -0 = -y € Vi,
Bl k2 pl ok . I _ gl N
wo—wyt ==Ly € im Ly =1 IR
k2 _ a2 E ok k ~k
2. u’ —wy —w=wy , —wr , € Vi_y.
I Uy ! ! -1 I-1 Viei
Folglich gilt:
k2 k1 k2 k2 k2 k2
(5.21) L R T e I k2 u,
k2 a(-r) l
:Zl7 u . ’&k72
! k.2 !
i
k1

] Dann konnen wir abschiatzen:

k,2
e e [T R e [
I
k,2
u’ h (5.21) Pythagoras
_ Ak2 2 ~k,2 k2112
= M =@+ 127" - |17
@f—w;
Akz
= M =@ NF + Iy (@ — w1

!
NR: a) [yl o= sup Mzt =
Y1

My — 1M
bzw. 1{_y il = [le Il
Vv, € RN=1 (mms),

~k Vi—1

b) Lyl <0l

k2
ey — @ ||1F + m

IA

~k,2 211

ki Ak2
My =@ NIF + 25l !

17
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ka1 Bl ~k2y L k2
NR: [l —wlllf = " —4"") @ (@ —w)|llf =

— (5.21)

k1 k2 k2
= ™ =@ |17+

) —MH%

o

2y k2 2v— k1
(1= 057 ety = @103 + 2" ey — 113

m  Damit haben wir das folgende Lemma bewiesen:

Lemma 5.5:

Vor.:  Es seien die Voraussetzungen aus Pkt. 5.1 erfiillt, d.h. (5.2), reguldre
Triangulation, P; C F(A) und (5.4).

Bh.: Dann gilt die folgende Ungleichung:

a
k 27— k2 2y k1
(5:22) N — < (1= a0 ) U — a1 = o,
N—_——— N—_———

=20 =0" g =z =5 2f
wobel  u; — exakte Lsg. des GS Ky = [,
gf’o = gf ‘alte Néherung‘ — gf =u — gf;
u' =G (u’ f) — 2 =
ap? = up o af mit of = 1, KL I K

T—‘ neue Niherung

k+1 k2 _ kil ks kE_ gl Yi—1y 7-—1 7l-1 g~ _k,1
w = wt =y rwy mitwf =0 (Lo - M) K LT Kz
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Folgerung 5.6:

Vor.:

(5.23)

Bh.:

(5.24)

1) Voraussetzungen aus Lemma 5.5 seien erfiillt.
2)  w = 0/(cghi™?) bzw. w; = 0/ Amayx (K;) mit 8 € (0, 1] fix.
3) 0< o, = Zweigitterrate < 1 in der ||| - |||;~Norm, d.h.

k2
ey = a7y < o™ [l — ][]

Dann gilt die Abschitzung;:

21—
o = w12 < [(1 - i

)oZ+n

211
-1

tnf

[ Mg = ufg2.

Beweis: folgt sofort aus (5.22), (5.23) und

Il = uf I,

k71 v
(5.25) M- = IS —-a)ll <
< NS Mz = wfllls <
da ISl = (1Sl < 1 fiir wr < 2/Amax(K) (mms).

Wegen 7}

q=3,4,..., gilt fiir v, = v V ¢ die Rekursionsformel

(5.26)

72

= o=0,<1,

02+(1—02)77311<1 Vg=3,4,...

Man zeige, daB fiir ¢ — oo (I — o0) gilt:

(leider !),

1)

1
2) v =2 (W-Zyklus): 7, {

v =1 (V-~Zyklus):

ng /1

o2
1—02

fiir 0 > 1/v/2,
fiir ¢ < 1/v/2 ~ 0.707.

120

q.e.d.

(1 — 77[211) o+t = o2+ (1 — o2) 5, und der Giiltigkeit von (5.24) fiir alle
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Fiir 0 = 0.2 erhidlt man aus der Rekursionsformel (5.26) folgende Tabelle fiir die Konvergenz-

raten n;:
)
2 3 4 5 6 sup n
v !
1 (V-Zyklus) 0.2 0.280 | 0.340 | 0.389 | 0.430 1

2 (W-Zyklus) 0.2 0.2038 | 0.2041 | 0.2042 | 0.2042 21—4§0.2042

m Um gleichméaflige Abschitzungen fiir den V—Zyklus zu erhalten, muf} die Abschit-

zungstechnik jedoch weiter verfeinert werden, d.h. individualisiert werden:

(5.22) ) A )
=" R < (=) N2+ w2
a) b)

,Glattheit® von 55’11

Definition 5.7: (GlattheitsmaB)

Definieren (individuelles) Ma$ fiir die Glattheit einer FEM-Fkt.
Vg € Vg, vy ¢ 1, € IRNq:

[z 1113
(527) w (Qq) — 1-— Wy M. |||2 s falls Uq 7£ O
0 , falls v, = O,

=)
wobel w, = 8/(cg h;l—2) < 8/ Amax (I) < 1/Amax (K3) fiir
fixiertes 6 € (0, 1].

Wegen
2

gl = (2 vgug) = (K, K 00 K2 0,) < Anas (5,) L, |1

Yqr by
gilt:

0 < ply < 1 VyeRV
|

oszillierend glatt
(hochfrequent) (niedrigfrequent)
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Tatsdchlich,

N = , an#0, a; =0 Vi# N,
2 > 1 il ﬁ
0 < 1 HEAIE =y 1 1 , hochfrequent,
f Amax(Ky) |[lv,|II7 L, X 1A fa? N\» A /AN, niedrigfrequent,

£ K3 K3 A
=1 M 2 - ;

Wy = 1/Amax(Ky) v O (hy); an #0, ;=0 Vi L

Fourier-Entwicklung
nach EV von K,

m  Der Faktor p (= Glattungsfaktor = GF) ist mafigebend fiir den Gewinn pro
Glattungsschritt:

Lemma 5.8:

Vor.:  Sei S, =1, — wy K, der Iterationsoperator des Glattungsverfahrens mit
wy = 0/(c hi™2) baw. wy, = 0/ Amax (K,) und 8 € (0, 1] fixiert.

Bh.: Dann gilt fiir ¢ = 2,1 die Abschitzung:

(5:28) (1182 wllle < [ (S2wg) | Negllle Vo, € BN,

Beweis: (/} Fouriermethode).

e Entwickeln v = v, (lassen Index ,,¢* im weiteren weg !) in die Fourier-Reihe

N
Q:Zaifﬁ o = (Q7£2)7
=1

nach den orthonormierten (bzgl. des Euklidischen Skalarproduktes (-, -)) EV {¢.},_17 von
K. Dann folgt sofort die Darstellung

=1

=:pt; > 0

w= 0/(5Ehd_2) < 0//\]\7 < 1//\]\7
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e Damit erhalten wir fiir ||[.S” v|||3:

N
IS ulllf = (KSw,S"v) = 32 A p of =

<
L Holder—Ungleichung:
|2 yil < (Slaal?)MP (5 lyil )M,

S o1 2w 1_ 1
mltp—l—q_l ( hier: T IAT ¢ =

Diese Ungleichung ist offenbar dquivalent (/= ) zu
_1
115 wlll < NS H/2 |57 | ull 777 b

157w+ < 1S+ 0l el Vo e RN

Setzen w = S” v und dividieren durch |[|w]||*:

[ ]
2v
1152 ]l
(5:29)  [llS"llh < (7 2]l
Izl
e Wegen S = 5T >0 (fiir 0 < 6 < 1) gilt die Identitét:

1S5 2wl = (K 52w, 82 w) = (82 K S'?w,w) =
= (K Sw,w) = (Kw,w) —w (K w,w) =

(MY
—@ ,wauu p ) a1

e Zusammen mit (5.29) erhalten wir die gewiinschte Abschédtzung (5.28).

Bemerkung: vgl. Lemma 5.5 (¢ = {):

rwxﬁmsp@ﬂww Il

zkl =u —ukl =u —uko =u_—uF
T=¢ T=q -9 =9 =9 T=9 =g
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] Lemma 5.9:

Vor.:  Es seien die Voraussetzungen aus Pkt. 5.1 erfiillt, d.h. (5.2), reguldre
Triangulation, P C F(A) und (5.4) mit w; = 6/eg hi~2, 6 € (0, 1].

Bh.: Dann gilt fiir die Zweigitteriterierte @f"’l = @f’z = gf’l + @f

(mit der exakten Grobgitterkorrektur @f) die Fehlerabschitzung

k.2 . k.1 k,1
(5:30) Mt < min {1 eoy/1 = GED Il

wobei ¢ =2p3"ay 5 cx e%° 260'5 6795 (vgl. Satz 5.3),

E1 Bl cw kO _ au k
z =Sy —w =50z =57z,
k2 k2 ]
g =y oy =YY
Beweis:
~k,2 ~k,2 ~k,2 k,1 A k,1 N
o 7 &z = w— :ul—(ul’ —I—wf):zl’ —wf:

= zlk’l — @, L Vi_y bzgl. a ()
(vel. (5.20)).
e Unter Benutzung dieser Orthogonalitét erhalten wir die Beziehungen

~k,2 k2 ~k,2
FB = a(57507) =

k.1 ~ k.1 N
= a(z’ —wf,zl’ —wfl):
N—_————

(5.31)

—.3k2 | ok
=27 Lwy

— k71 ~k k71 —
= alz' —w/,z =

- k1 k1l Ak
:(MQ7Q —m)

e Aus (5.31) und unter Benutzung von Resultaten aus den Punkten 5.1 und 5.2 ergeben sich
die folgenden Abschitzungen:

(5.31) Pkt. 5.1
k2112 1 - k1 k1 s 4
#E = (Kt -af) <

k1
o[z, [l

E1 .
<zt - a@f
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ealllf < ™ A llulf? Vo & v eV (vel Pkt 5.1)
L>(9)

—05 1 —d/2 | _k,1 . k1
< O R 2 =B Yol

N

—zk2 = o k)2
=z " =u -1,

&2 < 2485 anaexc 12121

Beweis ist analog zum Beweis der
Approximationsabschédtzung (5.13) aus
Pkt. 5.2 mittels Nitsche-Trick (mms).

k2 k1
2 M Mz M2

_ —d/2 _
< 0.5 h] / 2#8'5 ay g e hy

(&)
. _ _ —d
Resultat: | [[|Z7%)|ls < 28 ay 2 exe g™ b =2 |[|25 1
Da
P B _
w; = ——— und somit hl1 42 _ B \wr,
cp hl_ 0

kann die obige Abschitzung offenbar in die folgende Form gebracht werden:

(5.32) 27210 < 25 @ ex e e 070 |12l
=:C

o Weiter folgt aus (5.31) die triviale Abschdtzung

k2 k2 k1 k2 k1
B =a (22 20Y) < NNl s dob

k.2 k1
27 < Mz -

(5.33) 2t

125
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e Aus (5.32) und (5.33) erhalten wir sofort

Ak2H|1 < min 1. ¢ H|Z H|2 H| H|
B 7 HI 13
—,_/
k,1
= 1-p(z")
/l\
Def. 5.7

q.e.d.

B Aus Lemmas 5.5, 5.8 und 5.9 ergeben sich sofort die folgenden Abschatzungen:

k 2 ~k,2 2
M = a0 < (0= Yl = 20+l — w1}
—_————— —_————

l Lemma 5.9 Lemma 5.8
< (=m) min {16 (1= ()l = w13+
o - w2 <

Lemma 5.8

s 2 . k1 k1 )2V
< lnﬂilJr(l—nﬂil) mm{LcZ(l—u(z;’))}](u<_, 1) e = uf 7 <

NS
0 < p<l1

< gmax {2 [+ (1= 027 ) min (1,6 (0= 0}l —

m  Damit haben wir das folgende Lemma bewiesen (I — q):

Lemma 5.10:

Vor.:  Is seien die Voraussetzungen der Lemmata 5.5, 5.8 und 5.9 erfiillt.

Bh.: Dann gilt fiir die Multigrid—Rate die Rekursion

m = 0 (bei exakter Lsg. des GS auf grobstem Gitter),
2 2v | ,,2Yg—1 Y | : 2 _
(5:31) q Ty = max, {u [nq_ (1 Ty 1 ) min {1, ¢* (1 u)}} }

g = 2,3,...,1,

mit der positiven Konstante ¢ aus Lemma 5.9.
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m  Bemerkung 5.11:

1. Fiir MBsp. 2 aus Kapitel 1 (vgl. auch Bemerkung 5.4) ergibt sich die Konstante ¢ zu:

= 4-1-(05086)212 8/ (4 1) = 198.662, d.h.
c =~ 14.

2. Aus der Rekursionsformel (5.34) erhalten wir fiir v = 2 folgende MG-Raten #;:

I |vg=7=1Vgq: V — Zyklus W — Zyklus

c 2 3 4 5 6 7 8 9 o0 o0
c=0.5].1432 | .174 | .189 | .199 | .205 | .210 | .214 | 0.217 | 0.243 0.1437

c=1 2868 | .340 | .366 | .382 | .392 | .400 | .406 | .410 | 0.448

c=14 0.9901

m  Mit Hilfe von Lemma 5.10 kénnen wir nun sofort den folgenden Satz beweisen:

Satz 5.12:

Vor.:  Es seien die Voraussetzungen aus Pkt. 5.1 erfiillt, d.h. (5.2), reguldre Trian-
gulation, Py C F(A) und (5.4) mit w, = 6/cg ™2 baw. wy = 0/ Amax(K,),
¢ € (0, 1] fixiert.

Bh.: Dann gilt die Fehlerabschitzung
(5.35) Il — ™l < o lllaw = wfllh

und

1/2
M, 2
(536) Ml = sup Mwsw:(zc ) <1
verino |l 242w

fiir beliebige Anzahl v > 1 an Vorgldttungsschritten und beliebiges Zyklen-
regime {y,}, _g7—7 mit 7, > 1 V¢ = 2,{—1 (einschliefilich dem reinen
V-Zyklus: v, =1 V¢ =2,1— 1), wobei ¢ = 2u3%a; 5 cx €9° ;%% 6795 (vgl.
Satz 5.3).
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Beweis: (/} induktiv unter Benutzung von Lemma 5.10)
9 1/2
c
cit f 0 ()

c? 4 2v

exakte Losung des Problems auf dem grébsten
Gitter bzw. wenigstens ndherungsweise Losung

> \1/2
. . C :
mit der relativen Genauigkeit (—C2f|_2y) !

e Fiir den Schluf von [ — 1 (bzw. ¢ — 1) auf [ (bzw. ¢) nehmen wir an, daf gilt:
(5.37) nt, <A/ 4 2w).

e Dann folgt aus Lemma 5.10:

v 27y, 27y .
"= 0?3?1{M2 {771 ot (1_771 111) mm{lvcz(l_ﬂ)}}}ﬁ
[ ]
1
(1—p) 1]
204V 1 (8
(87 = «
w 14 02/(62—|-21/)

< o, e L (1= aiy ) min 1,20 )

2 ¢? c? 2
< oglf<1{'u [02—|—2y+(1_02—|—21/)c (1_H)]}:

c 2

2v
= 1+20(1—p]t= ——.
242 0r<n3§1{u [L+2v( } 2+ 2v

<

= 1 und wird bei g =1 angenommen (mms), da
{.Y=2vp?  [14+2v(1—p)]—p*2v=0
bei g =0 und p=1.
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m  Bemerkung 5.12:

1. Fiir das Zweigitterverfahren (71 = 0) und fiir ein Multigrid—Verfahren mit einem beliebi-
gen Zyklenregime {v,} 5775 (7, > 1 Vg) gilt gem&$ Satz 5.11 die V—Zyklus—Abschétzung

1/2
1Ml &
Mg, = sup L o) o <1
IMillec= o8 o el N

Allerdings kann diese Abschidtzung unter Benutzung der Rekursionsformel (5.34) aus

Lemma 5.10 fiir 7, > 1 verbessert werden, z.B. erhdlt man fiir das Zweigitterverfahren
(nlz_wl_l =0, d.h. formal 7,1 = 0o !) sofort die Abschitzung

c>1

. = 2v : 1 2 1—
ox = max {4® min{1,¢*(1-u)}}

A\
[[<—v

-
HMZ 1”%{1

= max { max  p?, max {p* (1 -p)c} } =

max {(Ci—gl)%, (HQ_;U)ZU I-IE%}  falls 1420 > 2,

(026_;1)2” ,falls 1420 < 2

Damit ergeben sich folgende Zweigitterraten (mms):

c 1 2 3 5 10 20 80

1 10.3849 | 0.0716

14 | 0.9899 | 0.9800 0.9508 | 0.9040 | 0.8172 | 0.4500

2. Beriicksichtigt man Vor— und Nachgléttung:
S(gpre) = (I; —wy, K)” und SSPOSt) = (I, —wy K)",
d.h. die Anzahl der Vor— und Nachglattungsschritte ist gleich, dann gilt:
2
-1 — | Apa—112 ¢
1M Nk, = 1Mk, < EETw
voarg—1 _ Ag—1 qv
mit M~ = CI7° 57, da
M=t = (Mgt) gt = sy (Gt Gt sy = sy Gyt sy
weil Cg_l ein Orthoprojektor bzgl. des energetischen Skalarproduktes (-,-)r, = (&, ")
ist.
3. Ein Uberblick iiber die entwickelten Theorien zur Abschitzung der Multigrid-Konvergenz-
rate wird in [49] gegeben.



Kapitel 6

Multigrid—Prakonditionierer

6.1

Zur Vorkonditionierungsproblematik
Btr. im IR" lineares Gleichungssystem der Form

(1) Ges.u € RN : Ku= fin RV,

das bei der Diskretisierung einer symmetrischen, elliptischen RWA zweiter Ordnung mittels
FEM oder FDM entstanden sei. Dann kann die Systemmatrix K als symmetrisch und positiv
definit (spd: K = KT > 0) vorausgesetzt werden. Weitere Eigenschaften von (1) sind (vgl.
Kap. 1 dieser Vorlesung und NUMERIK II [33]):

1. N =0O(h™%), h — Diskretisierungsparameter,
d — Ortsdimension (Q C IR?):
f} groBdimensioniert (in praxi: 10%,...,107) !
2. NNE = O(h~%) 1} schwach besetzt !
3. BW = O(h=(=y !
4. (K(K) := Apax(K) /Amin(K) = O(h™2) 7} schlecht konditioniert !

Loésen (1) durch das Verfahren der einfachen Iteration (Richardson—Ver—
fahren):

(2) Anfangsniherung: u® € RN geg.;

Iteration: j = 0,1,...

1. d&=f-Ku,
R B A if ||&|| < ¢||d°|| then STOP;
———+ K =f P
T = 2. w = d’;

+1 _ .7 .
3. W = 4 Tw;

130
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Die Konvergenzgeschwindigkeit des Iterationsverfahrens (2) ist abhéngig von
den Spektraleigenschaften der Matrix K.

Dazu betrachten wir die Spektraldquivalenzungleichungen
3) v, (o) < (Ku,v) <1(v,0) Yoe RY,

& 4,1 <K<,

& 9, < Amin(K) = min (Kv,v)
- ve RN\ {0} 1)
K
Y1 > Amax(K) =  max (Kv,v)

ve RN\ {0} &)

wobei [ — die Einheitsmatrix und (-, -) — das gewdhnliche Euklidische Skalarprodukt bezeichnen.
Aus (3) folgt sofort:

Amax(K)

K(K) = m < 71/11.

Betrachten nun den Fehler

20 =y — !

der j-ten Iterierenden, wobei u die Losung von (1) ist.

Aus dem Fehlerschema (mms)
Z=(I-7K)z,
Kizl =K:(I-7K)Z™' > (I -7K)Kzz™!
erhalten wir dann sofort die Fehlerabschdtzungen
(@ N2l < o 2N, fiir s =0,1,2,... (Vs RY,
mit el = el = (52,00, el = llello = el = (11,
Il —7K]| = ||l =7K]l|s = max{|l = TAnin(K)], |1 — TAmax(K)|}
= Spektralnorm

= Spektralradius von [ — 7K < p:=max{|l - TII|’ |1 — 77|} < 1.

/l\

K spd

4

fiir 0 < 7 < 2/795.

Popt W

— Topt —
Var o 2/Ar 1/v,

-~ T —
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Btr. Fehlerabschétzung (4) fiir

s=0: |lu—u'|| <pllu—u f} praktisch nicht iiberpriifbar !
s=1: |lu— |k <pllu—u’lx 3 praktisch nicht iiberpriifbar !
s=2: |lu— g2 < p'llu—ul||g>  praktisch auswertbar !

|f = Ku/|| < p||f — Ku®|]| > Defektnorm !

Fiir die optimale Parameterwahl
TOPt = 2/(1[ + 71)
erhalten wir die bestmégliche Konvergenzrate
1
LS _—_ -0

P _ oy =& mit & = ==
opt yi+y, 1+&] YTy T R(K)

1

[~
—
> > [
B,
=
o~~~
>N
S—

v A

21
[
g
o
»
—
=
~—

| Man zeige die Identitdt
(= 7K) vllls _

([ - TK]|||s := sup
= BN\{O} II2l]s

21T - 7K = max {|1 — 7 Amax(E)], |1 = TAmin (K|}

fiir alle s € IR!

n Resultate:
1. I(¢) := Anzahl der Tterationen (p'(9) < &) =
et/ n o ] ) O (e(K) ne) = O(h -2 e), &
mit  [|z|] := kleinste ganze Zahl > x|

e € (0,1) — relative Genauigkeit (z.B. ¢ = 107%);

2. Q7 = Aufwand pro Iterationsschritt =
= Q(I( X @]74] == i— I(@j7gj+1 — g] + TM]) —

=Oh )~ N; &
3. Q(e) = Gesamtaufwand = I(g) x Q; = O(h~ % 2Ine™1) !
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n Idee: Reduktion der Iterationszahlen durch Prikonditionierung C:

Btr. anstelle von (2) die prikonditionierte (vorkonditionierte) Methode der einfachen Iteration

JIRR L.d'=f- K
(5) C=——+Kv'=f 2. Cw’ = &’ (Prikonditionierung)

3. @J-I—l = + 7w’

mit 7 =0,1,...; u’ € RN — geg. Startndherung und geg. spd Prikonditionierer C' = CT > 0.

m  Mit der Substitution
(6) Wi = C05yi
wird (5) dquivalent zum Iterationsverfahren
Gty

(7) = = 4 0—0.51(0—0.5Ej — C—O.Si‘

T

Damit entspricht (7) dem Verfahren der einfachen Iteration (2) mit der Matrix C~9% K(C~9®
anstelle von K und der rechten Seite C=% f anstelle von f.

Folglich gelten auch alle oben genannten Resultate in entsprechend modifizierter Form:

1. I(e) = O(K(CTOPKC™5)Ine™) = [[Ine™/In p~!|] mit p = max {|1 - ™ol 11 = Tyel}
und den positiven Spektraldquivalenzkonstanten 7 und 7¢ aus den Spektraldquivalenz-

ungleichungen (= EWP: Kv = AC'v)

(8) 7o(Cu,v) < (Kv,v) <50(Co,v) Vue RY;

2. Qr=QK xuw ,d=f-Ku,Cw =d), /! = v+ 7u0') =

—O() + QT+ di);
3. Q) = O(K(C™OPKC™03)Q(...C L s d..)Ine1)

Dariiberhinaus gelten fiir (7) die Fehlerabschitzungen (4) mit C~%°KC~°® anstelle von K. Mit
der Substitution (6) erhalten wir fiir das Iterationsverfahren (5) die Fehlerabschidtzungen

(9) e — w ||y < Pl — ] s)

mit

HQH(S) = HQHCO'E’(C_O'E’I(C_O'E’)500'5 .
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Damit ergibt sich aus (9) fiir

s=0: |lu—ulc <plllu—uc f} praktisch nicht iiberpriifbar !
s=1: |u-— @jHK < ,OjHQ - @OHK f} praktisch nicht {iberpriifbar !

s=2 Ju—wlxeox < pllu— wllxe-ric } praktisch auswertbar |

0

10 i, d) < p¥ (w®, d° Ii=C7 s d
(10) | (w!,d') < p* (w”, &) w +d
<e?
u Aus den oben dargelegten Resultaten ergeben sich folgende Forderungen an

die Wahl des spd Prikonditionierers C = CT > 0:

1. Forderung: Das Prikonditionierungssystem
Cw] — dj

sollte schnell auflésbar sein, da es in jedem Iterationsschritt
(11) gelost werden mufl:

N moglichst: Q(C~' &) = O(h™9) !

2. Forderung: k(C™9PKC™9%) = x(C7'K) < w(K) :
N méglichst: x(C°KC~%%) =0O(1) fiir h — 0!

] Extremfalle:

e (' =1:1. Forderung ist optimal erfiillt, aber 2. Forderung nicht !
e (' = K: 2. Forderung ist optimal erfiillt (x(C°*KC~%%) =1 1 1 Iteration
fiir 7 = 1), aber 1. Forderung nicht !

n Ges.: Kompromifl zwischen 1. und 2. Forderung:
1970 ff 19724 1979 1983 ff 1985 ff 1986, 1990
... SSOR ... IC ... MIC... MGM ... DD Multilevel (HB, BPX) ... ASM/MSM
[JL [29], Nu II [33]] ' | i
Pkt. 6.2 WS 96/97 Kap. T
v I

MG:-Prékonditionierer Multilevel-Prikonditionierer
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u Bemerkungen:

1. Zusidtzliche Forderungen an Prékonditionierer sind:
~ Unabhiéingigkeit der Konditionszahl x(C~!'K) von ,schlechten* Parametern, wie: Ko-
effizientenspriinge, Netzgraduierungen etc.
— Parallelisierbarkeit der Operation €1  d’.

2. In der Praxis wird zur Auflésung von (1) in erster Linie das prikonditionierte konju-
gierte Gradientenverfahren zur Konvergenzbeschleunigung benutzt (siehe Pkt. 6.3)

Englisch: Preconditioned Conjugate Gradient method = PCG.

3. Auch in vielen anderen iterativen Verfahren werden spd Prikonditionierer C', die den For-
derungen (11) geniigen, benétigt (siehe Pkt. 6.4).

6.2 Konstruktion von Prikonditionierern mittels Multigrid—Tech-
niken

u Wir setzen nun voraus, daf die spd Matrix K = K; durch FEM- oder FDM-
Diskretisierung eines elliptischen Differentialoperators bei entsprechenden Randbedingun-
gen auf dem feinsten Gitter einer Folge von Gittern entstanden sei oder dafi eine Technik zur
Erzeugung ,gréberer” Gitter zur Verfiigung steht (z.B. AMG = Algebraic Multi-Grid).

Hilfsgitter
fe'{nstes AMG gr‘ébstes
Gitter Gitter
hy < hi_1 <. . < Iy <. . < hy
z.B. FEM
1
RWA T—> K; K4 JMG% K, JMG% K,
FDM || z.B. || z.B.
MGM — By “BoBi, = Bl —...— B Gplerkin, By

T— A-priori-Prikonditionierer (Regularisator)

Der spd A-priori-Prikonditionierer B; = BIT > 0 sei spektraldquivalent zu K; mit hj—unabhingi-
gen, positiven Spektraliquivalenzkonstanten T und ¥p:

(12) 1B < Ki < 9B By,

wobei standardmiBig B; = K; angenommen wird und somit 7, =y = 1 ist !!
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n Konstruieren auf den Hilfsgittern {h;_;, %, h;1} spd A-priori—Prikonditionie-
rer By, g =1,1 —1:
Dies kann nach verschiedenen Methoden geschehen, z.B.:
1. Durch Galerkinsche Projektionstechnik (= Standard):
(13) By_y =1{7'"B, I | for q=1 step (—1) until 2.

Hierbei sind:
15_1: RNt —  RNa — Prolongationsoperatoren,

Ig_l: RN — IRMe—1 —  Restriktionsoperatoren.

2. Durch Ubernahme der urspriinglichen, z.B. durch primiren FMGM-Zugang berechneten
Steifigkeitsmatrizen

B, = K,, q=T1,1.

3. Es gibt viele weitere Moglichkeiten, z.B. Konstruktion von zu K, spektraldquivalenten
Matrizen B, auf allen Hilfsgittern durch Einfrieren der Koeffizienten, durch topologische
Aquivalenzen etc.

Wir bemerken, daf fiir die 2. Konstruktionsméglichkeit (B, = K, V ¢ = 1,1) nichtnotwendig
(13) gilt, z.B. wenn die Matrizen K, mit Hilfe der numerischen Integration berechnet werden.
Oft konnen aber die Integrationsformeln so gewdhlt werden, daff zumindestens die Energieun-
gleichungen

(14)  IIVKG I, < Ky

fiir ¢ = 2,1 gelten.

n Lésen nun ,,A-priori—-Priakonditionierungssystem®
(15) Biuw, = 4,

auf dem feinsten Gitter ndherungsweise durch k (k = 1, 2) Multigrid-Zyklen mit dem Startvek-
tor w; o =0 und erhalten

(16) wy, = Bl x4
anstelle der exakten Lésung w; = B;' d; von (15). Dann gilt offenbar (vgl. Pkt. 4.3.1 bzw. (1))
(17) By = (I — (M)") B/,

wobei I; : RN — IRM — Einheitsoperator und
M : RN  — RNt — Multigrid-Iterationsoperator

sind. Der Multigrid-Iterationsoperator wird entsprechend den Uberlegungen aus Pkt. 4.3.1
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durch die folgenden Beziehungen rekursiv definiert (7, =1, v,_1 =7):

My = M} = SP=(1, — 12 By 1) By) S,

(8) ) My = S0 = Ly (gt = (My)) B 13 B S0,
g =31
wobei S(gpre) = (Sév))w : RNe s RN« —  (linearer) Fehleriibergangsoperator des
Vorgléttungsiterationsprozesses,
SSPOSt) = (SSN)) RN — RN (linearer) Fehleriibergangsoperator des

Nachglattungsiterationsprozesses,

~ — Anzahl der Multigrid—Zyklen auf den Hilfsgittern:
v =1 (V-~Zyklus), v =2 (W-Zyklus).

Die Darstellung (17) folgt sofort aus den Beziehungen
wy — wy = (M)* (w; — w o)

(9
wy = (I = (M)*) w = (I — (M)F) B[ d

—.gp—1
_'Bl,k

w; = B d,

Hinreichend und notwendig fiir die Konvergenz des Multigrid—Verfahrens ist die Bedingung
p (M;) := Spektralradius (M;) < 1. Dann folgt aus dem Satz von Banach (siehe [32], Numerik
I, Satz 2.5), daB 3 (I; — (M;)*)~!. Also erhalten wir aus (17) fiir den eigentlichen (a-posteriori)
Priakonditionierer ' = By, die Darstellung

(19) C; = Bl,k = B (Il — (Ml)k)_l.

] Frage: Unter welchen Bedingungen erfiillt C; = Bjy die Forderungen an einen
Prakonditionierer ?

? 0. ¢ spd,dh. C=Cf >0,
— o.k. 1. Prikonditionierungssystem
Ciwy=d; = By Wy = 4
muf schnell (d.h. Q (C;" * d;) = O (N)) auflésbar sein !
720 Jy,,7c=const. >0:7,C; <K <0G (8)

mit 70/10 so klein wie nur moglich !

Bedeutet die Anwendung von k MG-Zyklen auf das ,,A-priori“—~Prikonditionie-
rungssystem (15) Bj w; = d; mit Startndherung w; , = O !
Aufwand: Q (w; ;) = B} ;=0 (N)) =0 (h;") ! (k=1,2)

(siche Pkt. 4.3.3)
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u Standardvoraussetzung an das Multigrid—Verfahren zur Lésung des

»A-priori-Priakonditionierungssystems* B, w; = d;:

(i) Der A-priori-Prikonditionierer B; sei spd, und es gelten die A-priori-Spektraldquivalenz—
Ungleichungen

(12) 1p B < Ki < ¥B B

(i) Die entsprechenden Hilfsoperatoren B,, ¢ =1,[— 1, seien ebenfalls spd.

(iii) Der Nachglattungsfehleriibergangsoperator S(pOSt)

(pre) .

lertibergangsoperator Sy

d.h. fiir ¢ = 2,1 gilt:

ist adjungiert zum Vorglétttungsfeh—

im B,-energetischen Skalarprodukt (u,,v,)B, = (B, 1, v,)q,

(20) (Sép%t)@ v )B = (@mSépre)yq)B Vou,, v, € RN,
q

g2 Yq
q
*B
vgl. auch Satz 6.7. Im Zeichen: S(pOSt) (S(gpre)) ‘“

(iv) Der Restriktionsoperator Ig_l ist transponiert (= adjungiert im Euklidischen Skalarpro-

dukt) zum Prolongationsoperator I ;5 d.h. I} | = (I3~ T = (1971)1e, d.h.

(21) (Ig_lgngq—l)q—l — (Qq715_1 Qq_l)q qu € BNq qu—l € BNq_l

fiir ¢ = 2,1, wobei (-, ) := (-, ) g das Euklidische Skalarprodukt bezeichnet. Im weiteren
werden die Indizes ¢ bzw. IRV auch weggelassen.

] Lemma 6.1:

Vor.: M sei selbstadjungiert im B;—energetischen Skalarprodukt, d.h.
My = M;Pt dh.

(22) (Myuy,v)B, = (w, Miv)p, Y u,v € RN,
ms (da M; = MZ*B’)

!

und p (Mi) = ||Mi]|, < 1.

Bh.: Dann ist der ,,A-posteriori“—Prikonditionierer
Ci = By = Bi (I — (M)") ™!

symmetrisch.
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Beweis:
Die folgenden Beziehungen sind offenbar zu (22) dquivalent:
(22) <= (BiMyu,v) = (Biw, Miy) Y u,v € RY
= (BiMyw,v) = (M Bra,v) Y, e RN
— BM=MI'B < MB'=B"MI' (x).

Zeigen nun, dafy Bl_kl symmetrisch ist. Tatsachlich:

(Br)" = Br (L= (MH)T) =B (= (M1)Y) =
= Brl-Brt MM O BT - MBI M M)
S—_— S—_—
k mal (k—1) mal

—

*

= Bl = (MpF B = (L - (M)*) B = By

I

Nun gilt (mms):

Bl_kl symmetrisch <= Bjj; symmetrisch.

Lemma 6.2:

q.e.d.

Vor.:. 1) B, = BqT pd. Vg=1,1
*B —
2) (iii) SP = ()T V=31,

3) (iv) 177t =(I_)" Yq=2,1

[

Bh.: Dann ist der Multigrid—Iterationsoperator M, selbsadjungiert im
B,—energetischen Skalarprodukt, d.h. M, = (M,)*Bq, fiir alle ¢ = 2, L.

Beweis:

e Zeigen zunichst, dafl der Zweigitteriterationsoperator

Mgt = 5P (1, — 17 B, 1371 B,) S

fiir alle ¢ = 2, selbstadjungiert im B,—energetischen Skalarprodukt ist. Tatsdchlich,

q —q7=q Ly Ly

(Mq—l U v )Bq — (S(gpost) (Iq _ 15—1 Bq—_l1 Ig—l Bq) S(gpre)u v )Bq —

—q3 =q

= (s r, 8w U)Bq— (S8 ai_y By 1371 B, S

v

—q3 =q

)B

q

139
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(g) (u S(gpost) S(gpre) Qq) _ (I;] . Bq—l1 Ig_l Bq S(gpre) u,, S(gpre) Qq) =

—=q° Bq - - - Bq
e
= (u,, 5P 5P gq)Bq - (Bq I, B2 107 B SP u SP o, ) =
—_— /a

S(gpost) S(gpre) Qq)B . (S(gpre) w. . T9 B__l1 ]g—l Bq S(gpre) Qq)B =

—=q17g9—1"¢q
q

ost — — re
- (g, S0 11y B 1371 By SP )gq)Bq -

B B S), = G

-4

Yu, v, € RV, #

—q3 =q

e Zeigen nun induktiv, daf auch die Multigrid-Iterationsoperatoren M, (q = 2,{) im B,~
energetischen Skalarprodukt selbstadjungiert sind. Fiir ¢ = 2 gilt diese Aussage offensicht-
lich, da My = M3. Sei nun M,_; selbstadjungiert im B,_;—energetischen Skalarprodukt.
Zeigen, dafl dann diese Aussage auch fiir M, im B,-energetischen Skalarprodukt richtig
ist:

(Myuy,v,)B, =

—q3 =q

= (S (1, = 1y B 137 By) S g, v )Bq +

q12q

(P TL (Mya) By 1 By Sy n,) =

=g =q
q

= (M7  uy,0,)B, + (15—1 (My—1)" B4 1374 B, sy Yy, s Qq)Bq B
—_—

| re re
= (M7 g m)p, + (By 1y (Myma) B 1374 B, 87wy, 57w, ) =
L - |

q — q
M=t = (M=) Pas Moy = (My-1)™Po = Mooy B2 = B2 M, ()
=q1 g =7 Tg—1

= (g, MI v, 3, + (By Sy, 11y (M) B 1870 By 8P gq)q -

= (ug, M v)B, + (Sépre)“ Iy (My—1)" B 171 B, s Qq)B -

—=q°
q
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= (u,,

= (u,,

Satz 6.3:

— ost — — re
M1 1Qq)Bq‘|‘(U Srgp )15—1 (Mq—l)qu—ll I3 qusfgp )Qq)B =

q —q?

141

M,v,)B, Vou,, v, € RN q.e.d.

q=q gy Zg

Vor.:

(24)

1) Es gelten die Standardvoraussetzungen (i) — (iv):
(i) Bi=B] pd.:(12) y,B <K <7y5Bj
(i) By=BIpd Vg=11-1;
(i) s = (s) v =2
(v) I = ()" V=20,

2) Fiir den Multigrid-Iterationsoperator M; gelte die Abschitzung

M,
p (M) = ||Mi||, == sup M
' e AV
mms v 7§ 8]
(Lemma 6.2: M; = M;™")

< n=const. <1

mit einer von h; unabhingigen Konstanten (= Multigrid—-Rate) n € [0, 1)
(siche Pkt. 4.3).

Dann ist der MG—Prékonditionierer (13)
Ci= By, =B (I = (M)*)~!

symmetrisch und positiv definit.
Auflerdem gelten die Spektraldquivalenzungleichungen

(8) Yo Ci < K1 <qe G
mit den Spektraliquivalenzkonstanten

g (1 +7n%), falls k — ungerade,

_ ok 5 —
Yo =g (1= 07) und 50 = { o , falls k — gerade.

Beweis:

o Vor. 1) (i) - (iv) = M, =M;" = By, =B}, #

T T

Lemma 6.2 Lemma 6.1
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o Aus M; = MI*BZ erhalten wir sofort die folgenden weiteren Aussagen:

1. M; ist symmetrisierbar, d.h. M; kann durch eine Ahnlichkeitstransformation in eine
symmetrische Matrix iiberfiihrt werden. Tatséchlich: BY-5 M; Bl_o'5 ist symmetrisch !
mms:

My =M™ = (BiMju,v) = (Biu, Miv) ¥, v € RN

(Bi M By, Br%? z)1 = (B B[y, Mi B z),
Yy, z € R,
Substitution: u; = B;%® y, v = B0 2,

— (B[O5 Ml B[_0.5g17§l)l: (QNB[O.E)MI B[_0.5§l)l VQFZJ € BNZ7
— B} M B = (B} M B )T #

2. Folglich hat M; genau N; (nichtnotwendig verschiedene) reelle EW, und die dazu-
gehorigen EV bilden im Bj—energetischen Skalarprodukt (-, -)p, ein orthogonales EV—-
Basissystem im IRM (7} vollstindiges ONS !1):

EW: =i (My) = pi (B)® My By %), i =1, Nj;
EV: o = B Y, i=T,N.
3. p(M;) = Spektralradius (M) =
_ HMIHB := sup HMIQIHBZ _ HBIO.E) Ml BI_O.5 MIH _
R ol w 2] -
T N T
M, = Ml*Bz v = Bl—0.5 w

BIO'5 M Bl_o'5 sym.
i}

= HBIO.E) M, BIO.E)HIZ (Spektralnorm) —

Spektrum

!
= max {|u| s 0 = p (B My ByO%) € o (BYS My B*%)} =

i
= max {|uf:p=p (M) € o (M)} =:p(M).

4. Aus (23) p (M;) = || Mi||B, < 1 < 1 folgt sofort:

(25) —n < p(M) < .
EW
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e Wegen der Voraussetzung (i) v, B < Ki < ¥ B (12) bendtigen wir nur noch die
traldquivalenzungleichungen

e Buk < B <ame By (W v, = vyq 5 Wnd Yo = M6 ¥B),

die dquivalent zum folgenden verallgem. EWP (verallgem. Rayleigh-Quot.) sind:

. (Bl thl)l

B —A\B S Amin 2= I o)
12, Lk P, N Iva = Hilzn (Buk vis 01)1
) (Bl thl)l

> Amax 1= (B vr00))

MG 2 i (B g, vt

Nun gilt offenbar:
Bio,=ABirp, < Bip =AB (I, — (Ml)k)_lfz

143

Spek-

= (Il - (M[)k) f[ e Afl
<= Mlkflz (1_,\)£l
— Mg =pne mit A=1— p¥
— Aminzl_ max IukZP)/ :1_77k
p€a (M) MG
1 L . d
Amax =1 = min  pF < Fue = 0 ungerade,
p € o (M) 1, k —gerade,

wobei o (M) = {p : p ist EW von M;} = Spektrum (M;) € [—7,+7].

Folglich gilt: v, = v5vuq = 15 (1—n"),

- _ 1+7*, k- ungerade,
Yo = YBYMG = VB
1, k— gerade.
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Bemerkung 6.4:

144

1. Aus dem Beweis von Satz 6.3 (vgl. EW-Abschétzung (25)) ergibt sich sofort eine allgemei-
nere Aussage:

Vor.:

Bh.:

1) Es seien die Standardvoraussetzungen (i) — (iv) erfiillt.
2) Es gelten die Ungleichungen (! M; = M;P")
= (g, w)p, < (Miwg,w)p, < np(w,w)p, V€ RM.
& —m(u, o) < (BPPM B v, o)
< - < p (M)
I
U (BIOS Ml Bl—0.5)
EW
mit nichtnegativen Konstanten 7y, 72 € [0, 1).

IN A

72

Dann gelten die Aussagen von Satz 6.3 mit

7p (14 n¥), falls & — ungerade,

— _rk =~ —
Yo =2 (L—m3) und 7o = { Vg, falls k — gerade.

na (v, o) Yy € RM

2. Die Aussagen von Satz 6.3 und Bemerkung 6.4.1 gelten fiir ein beliebiges lineares, stati-
onires lterationsverfahren zur Losung des A-priori-Prékonditionierungssystems (15), wenn
nur der entsprechende Iterationsoperator selbstadjungiert im Bj;—energetischen Skalarpro-

dukt ist.

3. In [10] (Braess/Peisker, 1986) wird das folgende Resultat gezeigt:

Vor.:

1) B, —regulir,Vg=1,[;
2)  Abschitzung in der Spektralnorm:

M,
Ml = sup 1M: v < my = const. < 1.
] n

v, € RN\ {0} ]|
Dann gelten die Spektraldquivalenzungleichungen:

(1= nf)? B Bl < By Bl < (1+n7)* By, B
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Beweis:

1B will = 187 v = ME BT wll $ 1B wll £ 1Ml 1B vl Voo € RN
(=) 1B ol < NIB wll < A+ af) BT wll Vo € RY

(L= By BN < BRI B < (L+ ) By B!

Vor.: A, B - spd Bew.: (mms)
. -1 -1 = A—1 -1, -1
BB, BT Byl - spd| s | o | BhE 24 Sg <74 B 95“‘ :
vB <A < 9B Au = ABu
(1= nf)? Biy Bfyy < BiBl' < (1+1})? Bix Bf, #

Anwendungen:
(a) Gemischte FEM-Schemata fiir PDgl. 4. Ordnung (siehe [10], [31])
(b) Nichtsymmetrische Probleme: KIT w = L & K KIT w = K L:

e A-priori-Prékond.: v, B BIT < K, KIT <7 B BIT z.B. Bi=K; } Y =78 =1
e MG-Prikond.: v, (1 — n%)? Bix BlT,k <K KFP <7 (14952 By, BITJC;

o MG-PCG auf Kj; KIT u = K L mit Prdkonditionierer Cy = By, BlT,k anwenden
(vgl. Pkt. 6.3).

(c) Unter der Voraussetzung 1) des Satzes 6.3 folgt die Bh. des Satzes mit n = ;.
Tatsdchlich, fiir spd Matrizen A und B gilt:

Aus 2 B2 < A2 <8 B? = §B<A<B (mms).

Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht (3 Gegenbeispiele) !

Die Spektraldquivalenzkonstante o = 75 (1 4+ 7*) in (8) aus Satz 6.3 kann offenbar
auch fiir ungerade k (praktisch interessant ist vor allem k& = 1 !) verbessert werden, falls die
Nichtnegativitdt des Multigrid—Iterationsoperators M; im B;—energetischen Skalarprodukt ge-
zeigt werden kann (siche Beweis von Satz 6.3 bzw. Bem. 6.4.1) ! Das ist z.B. der Fall, wenn die
A-priori-Prikonditionierer B, (¢ =1,/ — 1) mittels Galerkin-Technik bestimmt werden.
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Satz 6.5:
Vor.. 1) (i) B;= B} p.d.: (12) v Bi < Ki < 7B By
2) (11)B _BTpd Vg=1,1-1;
Galerkin— post (pre) *Bg 5.
Tochne 3) () S = (Sq ) E] =2,
4)  (iv) 13~ e (Ig_l)T Vqg=21;
5) 187" = Vollrangmatrizen (} 1¢71 11| p.d.) Vg=2,;
776) Ig 1Bq15 1§Bq—1 V(]:27l7
7) Fiir den Multigrid—Iterationsoperator M; gelte die Abschidtzung (23)
M
p (M) =||M||p, :==  sup 131 1yl <7 = const. <1
v € RN luillB,
v # O

mit einer von h; unabhingigen MG-Rate 5 € [0, 1).
Bh.: Dann ist der MG—Prikonditionierer C; = By, = By (I; — (M;)*)~! symmetrisch
und positiv definit. Auflerdem gelten die Spektraldquivalenzungleichungen (8)
Yo Ci < Ki <70 Ch

mit den Spektraldquivalenzkonstanten v, = v, (1 — 7*) und 7o = B,
unabhingig davon, ob k gerade oder ungerade ist.

Beweis:

Wir zeigen, dafl unter den Voraussetzungen von Satz 6.5 die (dquivalenten) Ungleichungen

(26) (Myu,w)p >0 Vu € RY [ u (M) > 0]
ﬂ% w= By I W
'

(BYP M By %% v, 00)1 >0 Yo € RN [& p(BY® My By°®) > 0]

gelten. Dann folgen die Aussagen von Satz 6.5 unmittelbar aus dem Beweis von Satz 6.3 (vgl.
auch Bem. 6.4.1). Wir haben folglich zu zeigen, dafl der MG-Iterationsoperator M; im B;—
energetischen Skalarprodukt nichtnegativ ist und folglich keine negativen Eigenwerte hat:
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1. Zeigen: (1\45_1 Uy U, )B, >0 Vau, € RN« Vq=21.

Fiihren zunidchst die folgenden Operatoren ein:
Qq,:=1'_y B}, I:7' B, Py=1,—Q,=Bi",
# i a.
Qp=I{_ (I B, I!_)"' I:7'B,, P,=1,-Q,=BI".
Dann gilt:
Mg = S 1, - @y ) = s i)

2) (Mg_lgfﬁgq)Bq 2 (Mg_l @q7@q)Bq v@q € BN‘Z,

mit M~ = S0 (1, = Q) 87 = S By s,

Tatsédchlich, wegen Vor. 6) gilt:
(M ), = (S5 g 1), = (BB I BT 517,) =

¢ P9 =g Lg1 Lq
q
(iii)

!
— (S(gpost)s(gpre)gmgq)B — (Bq__ll]g_quS(gF’m)gq7 Ig—quS(gpre)gq)
q q

Vor. 6): I§7'B,I!_; < B,_, () Bl < (157 B ))™!

(i), (i), (iv), Vor. 5) (1} spd)
L (S ,), (108 B S 150 -

= (Mi tu u,)B, V%EBN‘?. #

3) @q ist Orthoprojektor im Bj—energetischen Skalarprodukt und folglich auch der zu-
gehorige Coprojektor P, = I, — @, (= Grobgitterkorrekturoperator des Zweigitterver-
fahrens mit Galerkin-projizierter Grobgittermatrix), d.h., es gilt:

Xy A X =B
a) Qg:Qq und Q, = Q4 %,

b) ]qu = P, und P, = ]Sq*Bq.
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Tatsédchlich,
Q = Il (I3 ' By I3 ) 1 By - I (197 By 1Y) 1T By =
=1,
= Ly L (I B 1) T T By = Q)

(Qq =g q) (Iq (15_1qug_l)_lfg_qu@q@;)Bq:
1971 B, I, ist spd, wegen Vor. (i), (i), (iv), 5) !
L (Byuy, I0y (187 B, 1971~ 1971 By v,), =

=g g—1

- (@qvéq Qq)Bq vuq7vq 6 BNq #

Aus 3) folgt nun unmittelbar

(Mq—l U U )Bq = (S(gpost) ]Sq S(gpre) U

¢ =929

(i) (B, 50w, 500, ) =
——— —— By

—q —q
Pq:P;
\l/ 2 =B
= (Pq wq, wq) (P w P a q)Bq =
ﬁ;Bq:ﬁq
3 N -
= (Pq w,, Py wq) =
= |BsPu, 20 Yu, e RV
Wegen 2) gilt damit
(Mq ! q7_q)Bq - (Mg_lgq7gq)Bq 20 v@q GBNq vq:ﬂ #

2. Zeigen nun induktiv: (M, u,,u,)p, >0 Vu,c RN« Yg=21.

e ¢g=2: My=M] T (Myuy,uy)p, >0 VYuyc€ RN> (siehe 1.).
e Sei nun M,_; nichtnegativ, d.h.

(27) (Mq—l @q—h@q—l)Bq—l >0 v@q—l € RN,



KAPITEL 6. MULTIGRID 149

e Zeigen diese Eigenschaft nun auch fiir
My = SE (1= I, (I = (My—1)") B2, 1871 By) S =
= M ST (M) B 1 B, S

o.k.

Verbleibt zu zeigen:
(S(gpost) 15—1 (Mq_1)WB 1 Iq lB S(Pre) q?yq) > 0 VQq c BN‘Z.
q
Tatsdchlich,
ost — _ re
(S‘gp )15—1 (My—1)" Bq—ll I~ B, ngp )@qvﬁq)Bq -

(i) - (iv) _ B o .
T=" (15—1 (Mq_l)qu—ll 1] 1BqS<§p )Mqugp )Mq)B =

q

= ((Myor) B 1371 By S wy, 1371 B, S gq)q -

W (B, (Moay B 17 B, S wy, B 1B, S0 w,) =

g—1"q g—1"q

Wy—1 Wy—1

= (-1 i), =

{ H(Mg1) gl
(M1 (Mg—1)? w1, (Mg—1)’ wy_1)B,,

0 fiir y = 25 — gerade,

0 fiir y =254 1 — ungerade.

— IV IV

Mq—l = (Mq—l) By und ( g—1 Wy 15Uy I)B 2 0 ng_l € BNq_l
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n Der folgende Satz gibt eine Klasse von Glattungsverfahren an, fiir die die

* B,
Standardvoraussetzung (iii) SépOSt) = (Sépre)) * erfiillt ist.

Satz 6.6:

Vor.: Die Vor- und Nachgldttungsiterationsoperatoren S(gpre) und SSPOSt) seien
von der Form

(28) S = (1, —w, A7 B und S = (1, - w, A7T By

mit vy = vN = vy, wobei A, ein invertierbarer, nichtnotwendig symmetri-
scher ,Priakonditionierer* fiir die Glattungsiterationsverfahren sei.

Bh.: Dann ist SSPOSt) adjungiert zu S(gpre) im B,—energetischen Skalarprodukt.

1. ((Iq - qu—l Bq) @quq)Bq = (@qvgq)Bq — Wy (Bq Aq_1 Bq @qvgq)q =

Lg) Y
9 (S(gpre)ngq)B _ ((Iq w, Aq—1 Bq)l/q Mq7ﬂq)Bq _
.
= (uy (I, —wy A7 By v, )p, ¥y, v, € RN
vgmal 1. anweﬁen = (s =spe qed

Bemerkung 6.7:

Im Rahmen von Satz 6.6 lassen sich alle {iblichen ,linearen® Glittungsiterationsverfahren be-
handeln, z.B.:

1. Aq:AqT>0:
e Jacobi: A, = D, := diag B,,
e SSOR: A, = (D, +w, BY) D71 (D, 4 w, By),
mit By = By + Dy + B = |\ ]+ N ]+[ N,

e IC, MIC, MAF etc. (siehe Literatur, z.B.: [2], [24], [29].).
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2. A, # AqT:
z.B.  Gaufi-Seidel : A; =D, + By, w; =1,
SOR Ay =Dy +w, B,

d.h.  Vorglittung : lexikographisch vorwirts /Red-Black,
Nachgldttung : lexikographisch riickwirts / Black-Red.

3. Blockvarianten der obigen Verfahren.

Bemerkung 6.8:

In der Praxis: B, = K = Ci=Kp=K (I - (]\41)’“)_1
A-priori-Prik. A-posteriori-Prik. = MG-Prikonditionierer
U Satz 6.3 ﬂ Satz 6.5
1p=7B=1 1.CZZCIT>O,d.h.spd
2.7, Cr < K <70
mit

lczl_nk lczl_nk

| 147%, k- unger.

70—{ 1, k— ger. c=1

Multigrid—Verfahrens (genauer: von den Eigenwerten u (M;) des Multigrid—Iterationsoperators
M; ') und von der Anzahl k& (praktisch interessant: k = 1) der Multigrid—Schritte ab. Praktisch
sollte man die Konvergenzrate in der B; C;' By = By (I,— (M))*) = K; (I;—(M;)*)—energetischen
Norm messen, da aus Pkt. 6.1 folgt:

p (M) = [[Mi]|B, = [[Mill ¢ g, -

Theorie Praxis

d.h. die Spektraldquivalenzkonstanten 7, und 7¢ héngen nur von der Konvergenzrate 7 des

Theoretisch kann gezeigt werden, dafl 7 (gemessen in der energetischen Norm oder in der Eu-
klidischen Norm) unabhidngig vom Diskretisierungsparameter h ist (vgl. Kap. 4 und Kap. 5!).
Somit ist der MG—Prikonditionierer C; im asymptotischen Sinne optimal !

Praktisch reicht oft ein MG—Zyklus (kK = 1) aus, um einen guten MG-Prikonditionierer zu
erhalten,

z.B.: B =K, (IB = v = 1), Vor. Satz 6.6, k = 1:
n=01: 7,=09, Fc=1 Ys(C7'K) <1
n=05 7,=05 Fo=1 Ys(C7'K}) <2,
=08 7,=02 Fo=1 Vs(C7'K) <5

...,
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6.3 Zur Benutzung von Multigrid—Prikonditionierern

6.3.1 Das Multigrid—-PCG—Verfahren

m  Das MG(k)-PCG—Verfahren zur Lésung von K;u;, = f;:

1. Startschritt:

Anfangsniherung: uf € RN 2.B. v = Bl?klil (k MG—Zyklen),
ud — aus ”Nested Iteration”;

& = [, — Kiu;

ﬂ? = B[Tkl d?v (29)

sp = wp;
2. Iteration: j =0,1,...,¢: i=1(g):

iy = (w{,d{)/([(l §{,§{); e praktisch:

u™ =) o st (], df) < <* (uf, ) 2% sTOP

& =d] — a1 K s); ,

w{-l-l _ Bl?kl d{-l-l; (29) H%{H]{lc;l—lj(l <e UZ?HKZ oK,

B = ™ ],y || AT e

st = wi™ 4+ 8,1 8 = K,I(Il — (M)") BTV K, =
PR - K (M)~ K

e theoretisch:

gibt es nur Ratenabschitzungen des
PCG—Verfahrens in der K;—energetischen
Norm !

MG-Prikonditionierer: C; = By = By (I} — (My)*)—1

152

u Bemerkung 6.9:

1. Herleitung des PCG—Verfahrens siehe Vorlesung [33] bzw. Literatur [2], [9], [24].
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2. Beachte: (29) Q{H = B;,:d{“ bedeutet die Anwendung von k speziellen (vgl.
Sétze 6.3 und 6.5) Multigrid-Zyklen auf das A-priori-Prikonditionie-
rungssystem 4
Biw; = d{“
mit der Startndherung Q{H’O = O, wobei B; (z.B. B; = K)) spd ist:
(12) 75 Bi < K; < 9B By (= Standardvor. (i)).

n Konvergenzabschitzungen fiir das MG(k)-PCG—Verfahren:

Falls die Voraussetzungen von Satz 6.3 oder Satz 6.5 erfiillt sind, dann gelten die folgenden

Fehlerabschitzungen

(30) 2, < @il 2 11K,

mit g? = u - g} — Fehler der i-ten Iterierenden,
g = 2p'/(14p%),

i = I(e):=[In(e + Ve 2 1)/ Inp~t (n)]],
p = pn)=010-vi)/ 1+ V),

wobel
Yo IB 1- 77k .
== === im Falle von (x) = Satz 6.3 (k — ungerade
fo=2=2 T () (1~ ungerade)

und

o = %—O = %—B (1 — %) im Falle von (x#) = Satz 6.5 und Satz 6.3 (k — gerade).
J¢ B

Hierbei ist 7 die entsprechende Multigrid—Konvergenzrate und [|z|] bezeichnet die kleinste ganze
Zahl > x.

n Verhalten von p (7) fiir schlechte MG—Raten n * 1:

Satz 6.3
1-9+0+9n" o
I+ +2vEVI-n*+ (1-&n*
p(n) = = pln) — 0!
1_\/§V1_77k (**) 77/(1
1+\/§V1_77k Satz 6.5
Satz 6.3, k — ger.

mit £ =& = IB/:VB' Im praktisch wichtigen Fall B; = K gilt Yg=7B= 1 und somit & = 1.
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u Illustration: Konvergenz des MG (k)-PCG—Verfahrens im Falle B; = K]
(Qleileundfszzl).

p= i VE
1+
Ve MGM: p =1
k=1, d.h. 1 MG(1)-PCG:
1 MG~Zyklus
p= 1
14+ V1 -n2
(¥) MG(1)-PCG:
Ye=1=-m7c=1+1 )
§o =1 —=n)/(L+1n) /
0.5
(+¥) MG(1)-PCG: MG(1)-PCG:
Ye=1—m7c =1 p_l_m
—1 _ e = ——
fe=1-n 0.27 — 1+vT+n
017 T— = - ;—
................................. P n—1 >
A=
0 0.5 1 "
Iterationszahlen: MGM : I(e)=[|Ine7t/Iny71]],
e=10"" MG-PCG : I(g)=[ln(e7' +Ve=24+1)/lnp~t (n)]].
I(g) 7 011020304 |05]06|07]08]081]0.91]0.95]0.99
MGM 4 6 8 | 11 | 14 | 19 | 26 | 42 | 57 | 88 | 180 | 917
MG(1)-PCG 4 5 6 7 8 | 10 | 12 | 15 | 17 | 22 | 31 70
MG(1)-PCG 3 4|5 5|6 |79 1| 13|16 2|5

MG(2)-PCG
MG(2)-PCG }

2 3 3 4 4 5 | 6 8 9 11 | 16 35

=19
Pl /=
Hierbei bedeutet ,, | “, dafBl ab dieser MG—Rate 7 fiir standarde ebene Elastizitdtsprobleme das

MG-PCG—Verfahren besser ist als die MGM beziiglich des Aufwandes an arithmetischen Ope-
rationen (Bew.: Auszédhlen !): = Umschalten von MGM auf MG-PCG !
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] Praktisch erhalten wir fiir B; = K; unter den Voraussetzungen von Satz 6.5:

Wegen
(Kivp,0)

(1= ") (Kiv, )

erhalten wir aus der (praktisch kontrollierbaren) K;C;! K;~Energienormabschétzung

IV IA

HglH?{lcl—lj(l:](l_](l(Ml)k = (I(l legl) - ((Ml)kghgl)f(l

Him]«'lcl—lm < ézHi?Hchl—lKl

(ﬂ%d}) < & (w?vd?)
sofort die K;—-Energienormabschitzung

il < (=) el <
~2 ~2
9 9
11— 77k Hé?”?(lcl—ll(l < 1 _ 77k Hi?Hsz

d.h. eine & = ¢ (1—7*)%°-Genauigkeit in der kontrollierbaren K Cl_l Ki—Energienorm
garantiert eine e~Genauigkeit in der K;—Energienorm.

Andererseits ist nach I (¢) = [|In(e™! + V=2 + 1)/ Inp~! (n)|] Iterationen sicher eine
& =¢ (1 — %)% ~Genauigkeit in der K;C;"! K;~Energienorm erreicht (mms) !

6.3.2 Konvergenzbeschleunigung von Multigrid—Verfahren durch Relaxation

= Multigrid—Verfahren zur Losung von (1) K;u; = f, auf dem feinsten Gitter einer Folge
von Diskretisierungen kénnen auch als spezielles vorkonditioniertes Richardson—Verfahren der

Art (5) 7y (g{“ — g{) + Kjuj = f, interpretiert werden:

—> Konvergenztheorie fiir Richardson—Verfahren anwendbar !

Tatsdchlich: MGM = prikonditionierte Methode der einfachen Iteration
= prikonditioniertes Richardson—Verfahren:
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MG-Iterationsoperator (siche Kap. 4)

U{H = /\/}l@{-l-(fz—/\l’l)f(flil:

— (1,_[(11_M,) K,‘l} K)u +| 7 |(I-M) K[/,

[E——— :
=: (]
g T=1 r=1
. wltt .
(31) I(I(II—MI)_l T—I—I(lg{:il mit 7,41 =1
G w =df = [, ~ Kiuf
n Wenden nun Konvergenztheorie fiir das préakonditionierte Richardson—Ver-

fahren aus Pkt. 6.1 auf (31) an:

Satz 6.10:

Vor.: 1) K spd;
) Cr= K, (Il - Ml)_l spd;
3) 1<K <0

4) 0<7=1<2/7c,d.h. v < 2.

[\

Bl [|Mifl, <= max{[l—ry,], 1 - el < L
‘i S Sy

KK,

Beweis: siehe Pkt. 6.1. q.e.d.

u Bemerkung 6.11:

1. Voraussetzung 2) C; = C{ p.d. siche Lemma 6.1 und 6.2:

Vor.:
a) K, spd Vg

1,1

* I JE— * I - —
by (iii) 5P = (8P v =20 p = M=M= Cri= Ky (- M) =
- T T
c) (iv) It = (I_ )TV q=2,1 Lemma 6.2  Lemma 6.1
(+ Vor.: p(M;) < 1)
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2. Im Pkt. 6.2 sind wir de facto den umgekehrten Weg gegangen:

1) C)spd
Bed. an MG-Grundkomp.: 2; ,yl Si) 1—1 C ist zur
(i) = (iv), ... = - 14 S 6.3 f} Prikonditionierung
p(M) <n<l1 Yo = { . G S‘ 6‘5 geeignet !

3. J.H. Bramble und J.E. Pasciak nutzen obige Erkenntnis in [12] (Math. of Comp., 1987,
v. 49, No. 180, 311 — 325) zur Entwicklung einer neuen MG-Konvergenztheorie (siehe auch

[13]):
Abstrakte Vor.:
(¥) = Approximation 1) Cyspd
= . = || M| < 1,
(++) = Gldttung 2) (I=-n)C <K <G | lHKl =
(* * x) = weitere Bed. %Ol—le

wobel

(¥) = 7 Approximation Property”:

. [L A - o
|(Ko(ly = I{_y Pyet) g 10g) | < ( ) (K u,)y™ Y, € R
q
wobei 0 < a <1 (a=1= H?>-Regularitit),

Ag = Amax (1(g),
P,y: IRNe — RNt —  Ritzprojektor® (Nu 1 [32], Nu II [33]):

a (Pq:@qv vg—1) = @ (Ug, vg—1)

Vau, < ug €V, Vu,_q v €V,

(Kgm1 Bymr 2y, vy 1) g1 = (Kq 1y, 15—1 Vgo1)
Ky Ppoy =I5 Ky, dhe Py = K IV K,

(#¥) = 7Smoothing Property”:
|1 I

L <O (K (g = Sg) gy 1) V1, € R
q
(x % %) = Weitere Bedingungen:
o S,=S8"">0, V=21,
. /\(Sq) = EW (Sq)€[071)7 vq:ﬂv
o MK, Il | <K, Vq=2,1,

e K,spd,V¢g=1,1 (d.h.symmetr. Variationsproblem).
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u Folgerung 6.12:

1. Konvergenz des MG—Verfahrens kann unter den Bedingungen von Satz 6.5 durch Einfiih-
rung eines Relaxationsparameters sofort verbessert werden:

(32) o™ = @+ (T - i) =
T T i
j-te MG-Iterierende  (j + 1)-te MG-Iterierende (741 = 1)
= (=) & 4 i (Mg + (1= M) K7 f) =
= (=71 (= M) K" K) ] + 740 (= M) K S,
N—_—— N—_——
:Cl :Ol

d.h. (32) = (31):
(a) Methode der einfachen Iteration (Richardson Iteration):

3. 65: yp=l-mYe=1 = T STepti= o= 5,
—_— 4
Ye—de M

’70-|—10_2—77

Popt = <1,

(T - [

Cl C4l
K, CT K, KO K,
) N
H@l - @? Hirlcl—lkrl S poi)t Hgl - gloHi'lOl—lj(l
| |
L N
(Mﬁdﬁ) < poi;t (w?v d?)v
mit d{ =[ - K @{7 w‘f = @{H - @f = (@{H - @{)/Tj+1-

]
@
w

1021_777 7C:1+77:>Tj+1 :TOPt:L Popt = 1],
d.h. Richardson—Relaxation bringt keinen Gewinn, aber aus K;—Norm—
Konvergenz folgt C— bzw. K Cl_l Ki—Norm—Konvergenz.

(b) Gradientenverfahren:

J J+1 J

Wl d o o T
= ) g =g K, wf =i - =
(Kjwi, w)) =

lw = willk, < popellw — ||,

(¢) Tschebyschev—Verfahren:

Tj+1 € My(e) (¥, 7o) — Tschebyschev—Parameter (stabil auswéihlen !!),
1-n 1
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g = il < gl = Il
o o
KO K, KO K,
mit ¢; und 7 = I (¢) aus Pkt. 6.3.1 (MG(k)-PCG—Verfahren)

2. Weitere Verbesserung der Konvergenz:
C; = K; (I; — M;)™! als Prikonditionierer im CG—Verfahren (siehe Pkt. 6.3.1).

u Bemerkung 6.13:

1. Die Nutzung von Multilevel-Techniken zur Konstruktion von Prikonditionierern hat durch
die Arbeiten von H. Yserentant [48], [47] zur hierarchischen Basis und durch die Arbei-
ten von Bramble et. all. [14] in den letzten Jahren einen entscheidenden Durchbruch er-
zielt. Im Kapitel 6 der Vorlesung Nu Il [33] wird eine kurze Einfiihrung in die Proble-
matik der Konstruktion und Analysis von Multilevel-Priakonditionierern auf der Basis der
Schwarz—Theorie gegeben. Interessierte Leser seien dariiberhinaus auf die Monographien
von M. Griebel [19] (praktische Aspekte) und von P. Oswald [35] (theoretische Aspekte)

verwiesen.

2. Weitere Resultate zu Multigrid—, Multilevel- und Multiskalen—Pr&konditionierern findet
der Leser in [46] (Frequenzfiltermethoden) und in Zeitschriftenartikeln zu Wavelet-Prikon-
ditionierern.



Literaturverzeichnis

[1] G.P. Astrachancev. An iterative method for solving elliptic net problems. USSR Comput. Math.
math. Phys., 11(2):171-182, 1971.

[2] O. Axelsson. [terative Solution Methods. Cambridge University Press, Cambridge, 1994.

[3] N.S. Bachvalov. On the convergence of a relaxation method with natural constraints on the
elliptic operator. USSR Comput. Math. math. Phys., 6(5):101-135, 1966.

[4] R. Bank. PLTMG: A software package for solving elliptic partial differential equations. User’s
guide 7.0, SIAM, Philadelphia, 1994.

[5] R. Bank and A. Weiser. Some a-posteriori error estimators for elliptic partial differential equa-
tions. Mathematics of Computation, 44(170):283-301, 1985.

[6] E. Binsch. Local mesh refinement in 2 and 3 dimensions. Report No. 6, Universitdt Bonn, SFB
256, 1989.

[7] P. Bastian. UG version 2.0 — short manual. Preprint 92—-14, IWR Heidelberg, 1992.

[8] J. Bey. Der BPX-Vorkonditionierer in 3 Dimensionen : Gitter—Verfeinerung, Parallelisierung und
Simulation. Preprint 92-03, IWR Heidelberg, 1992.

[9] D. Braess. Finite Elemente. Springer-Verlag, Berlin - Heidelberg, 1992.

[10] D. Braess and P. Peisker. On the numerical solution of the biharmonic equation and the role of
squaring matrices for preconditioning. IMA J. Numer. Anal., 6:393-404, 1986.

[11] J. H. Bramble. Multigrid methods. Pitman Research Notes in Mathematics, Longman Scientific
and Technical, London, 1993.

[12] J. H. Bramble and J. E. Pasciak. New convergence estimates for multigrid algorithms. Math.
Comput., 49(180):311-329, 1987.

[13] J. H. Bramble and J. E. Pasciak. New estimates for multilevel algorithms including the v-cycle.
Math. Comput., 60:447-471, 1993.

[14] J. H. Bramble, J. E. Pasciak, and J. Xu. Parallel multilevel preconditioners. Math. Comput.,
1990.

160



LITERATURVERZEICHNIS 161

[15] A. Brandt. Multi-level adaptive techniques (mlat) for fast numerical solution to boundary value
problems. In Lecture Notes in Physics, 1973. Proc. 3rd Internat. Conf. on Numerical Methods
in Fluid Mechanics, Paris, 1972.

[16] A. Brandt. Multi-level adaptive solutions to boundary-value problems. Mathematics of Compu-
tation, 31:333-390, 1977.

[17] R.P. Fedorenko. A relaxation method for elliptic difference equations. USSR Comput. Math.
math. Phys., 1(5):1092-1096, 1961.

[18] R.P. Fedorenko. The speed of convergence of one iterative process. USSR Comput. Math. math.
Phys., 4(3):227-235, 1964.

[19] M. Griebel. Multilevelmethoden als Iterationsverfahren iber Erzeugendensystemen. B.G. Teub-
ner, Stuttgart, 1994.

[20] G. Haase, U. Langer, and A. Meyer. The approximate Dirichlet decomposition method. part LII.
Computing, 47:137-167, 1991.

[21] W. Hackbusch. Implementation of the multi-grid method for solving partial differential equations.
Technical Report RA 82, IBM T.J. Watson Research Centre, 1976.

[22] W. Hackbusch. On the solution of nonlinear elliptic equations. Numer. Math., 32:83-95, 1979.
[23] W. Hackbusch. Multigrid Methods and Applications. Springer—Verlag, Berlin, 1985.

[24] W. Hackbusch. [terative Liosung grofier schwachbesetzter Gleichungssysteme. B.G. Teubner,
Stuttgart, 1991.

[25] W. Hackbusch and U. Trottenberg, editors. First European Conference on Multigrid Methods,
Berlin, Heidelberg, New York, 1982. Lecture Notes in Mathematics, v. 960, Springer-Verlag.
Kéln-Porz, November 23-27, 1981.

[26] W. Hackbusch and U. Trottenberg, editors. Second Furopean Conference on Multigrid Methods,
Berlin, Heidelberg, New York, 1985. Lecture Notes in Mathematics, v. 1228, Springer-Verlag.
Kéln, Oktober 1-4, 1985.

[27] W. Hackbusch and U. Trottenberg, editors. Third European Conference on Multigrid Methods,
Basel, Boston, Berlin, 1991. ISNM 98, Birkhduser Verlag. Bonn, Oktober 1-4, 1990.

[28] P.W. Hemker and P. Wesseling, editors. Multigrid Methods IV. Proceedings of the Fourth Euro-
pean Multigrid Conference, Basel, 1994. Birkhduser Verlag. Amsterdam, July 6-9, 1993.

[29] M. Jung and U. Langer. Skriptum zur Vorlesung FEM (Fine Finfiihrung fir Ingenieurstuden-
ten). TU Chemnitz (Fakultdt fiir Mathematik) und Johannes Kepler Universitdt (Institut fiir
Mathematik), Chemnitz und Linz, 1993.

[30] V.G. Korneev. Finite element schemes of higher order of accuracy (in Russian. Leningrad
University Press, Leningrad, 1977.



LITERATURVERZEICHNIS 162

[31] U. Langer. Zur numerischen L&sung des ersten biharmonischen Randwertproblems. Numer.
Math., 50:291-310, 1987.

[32] U. Langer. Skriptum zur Vorlesung NUMERIK I (Operatorgleichung). Johannes Kepler Univer-
sitdt, Institut fiir Mathematik, Linz, 1996.

[33] U. Langer. Skriptum zur Vorlesung NUMERIK 11 (RWA). Johannes Kepler Universitét, Institut
fiir Mathematik, Linz, 1996.

[34] S. McCormick. Multilevel adaptive methods for partial differential equations. STAM, Frontiers in
Applied Mathematics, Philadelphia, 1989.

[35] P. Oswald. Multilevel Finite Element Approzimation. B.G. Teubner, Stuttgart, 1994.

[36] A. Reusken. Convergence of the multilevel full approximation scheme including the v-cycle.
Numer. Math., 53:663-686, 1988.

[37] U. Riide. Mathematical and Computational Techniques for Multilevel Adaptive methods. STAM,
Frontiers in Applied Mathematics, Philadelphia, 1993.

[38] J. W. Ruge and K. Stiiben. Efficient solution of finite difference and finite element equations
by algebraic multigrid (AMG). In D. J. Paddon and H. Holstein, editors, Multigrid Methods for
Integral and Differential Fquations, The Institute of Mathematics and its Applications Conference
Series, pages 169-212. Clarendon Press, Oxford, 1985.

[39] J. W. Ruge and K. Stiiben. Algebraic multigrid (AMG). In S. F. McCormick, editor, Multigrid
Methods, volume 3 of Frontiers in Applied Mathematics, pages 73—-130. SIAM, Philadelphia, PA,
1987.

[40] N. Schieweck. A multigrid convergence proof by a strengthened cauchy inequality for symmetric
elliptic boundary value problems. In Sabine Hengst, editor, Proceedings of the 72-nd Multigrid
Seminar” held at Garzau, GDR, November 5-8, 1985, pages 49-62, Berlin, 1986. Academy of
Science. Report-Nr. R-MATH-08/86.

[41] V.V. Shaidurov. Multigrid finite element methods (in Russian). Nauka, Moscow, 1989.

[42] H. Regler T. Grauschopf, M. Griebel. Additive Multilevel-Preconditioners based on Bilinear
Interpolation, Matrix Dependent Geometric Coarsening and Algebraic-Multigrid Coarsening for
Second Order Elliptic PDEs. SEB—Bericht Nr. 342/02/96, TU Miinchen, 1996.

[43] St. Vandewalle. Parallel Multigrid Waveform Relazation for Parabolic Problems. B.G. Teubner,
Stuttgart, 1993.

[44] R. Verfiirth. A Review of A Posteriori Error Estimation and Adaptive Mesh-Refinement Tech-
niques. Teubner, 1996.

[45] P. Wesseling. An introduction to Multigrid Methods. John Wiley, Chichester, 1992.

[46] G. Wittum. Filternde Zerlegungen: Schnelle Léser fiir grofe Gleichungssysteme. B.G. Teubner,
Stuttgart, 1992.



LITERATURVERZEICHNIS 163

[47] H. Yserentant. Hierarchical basis give conjugate gradient type methods a multigrid speed of
convergence. Appl. Math. and Comput., 19:347-358, 1986.

[48] H. Yserentant. On the multi-level splitting of finite element spaces. Numer. Math., 49(4):379-412,
1986.

[49] H. Yserentant. Old and new convergence proofs for multigrid methods. Acta Numerica, 0:285-
326, 1993.



Anhang A

Interpolationen

> Bezeichnungen:

we — Menge der Grobgitterknoten B N = |wo|

wr — Menge der reinen Feingitterknoten e Np := |wp|

I =[] ;=18 — Interpolationsmatrix RNe — RN
j:17NC

K = Kj, = [K;j]i j=1,~ — Feingittermatrix RN — RN

> Allgemein gelte fiir die Interpolationsgewichte «;;:

oy = 1 Vi€ we
a; =0 Vi,jEwe Ni#£j

Wir betrachten im folgenden ausschliellich «a;;, 7 € wr !

> Lineare Interpolation

72
1 1€ WE
il 71,72 € we — Viter von ¢
o =3 J €L, 52}
a; =0 sonst
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> Geometrische lineare Interpolation
j2

1€ wp
j1,52 € we
dy = ||lz; — 1|l d2 = |2 — 25|

dy
ik dy + dy
dy
b2 dy + dy
a; =0 sonst

1€ WE
]17]2 € wo
o . I(i,jl
1 = T
" Kij+ Kij
o = Mg
G2 =
" Kij+ Kij
a;,; =0 sonst

> Spezialfille bei regelméfBigen Rechteckgittern (5-Punkte-Stern)

1 1
o = 5 o = 5
/ L _______________ \ > lineare Interpolation:
- \ .
a=1L1 //04 1| Ja=1L Mittelknoten kann auch durch
? \ y R IV 2 die beiden anderen Grobgit-
“ s \ ¢ “_‘ terknoten interpoliert werden.
a=1{|a=1/ la=1
N g Y, 2
N O T
6=l a=t
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> Matrixgewichtete lineare Interpolation

Fiir obigen Mittelknoten kann bei einer 5-Punkte-Stern—Diskretisierung keine matrixgewichtete
Interpolation gefunden werden. Bei 9-Punkte-Stern ist es moglich, dort sollte jedoch gleich die
entsprechende bilineare Interpolation gewdhlt werden.

> Bilineare Interpolation

N NCES :
=2 N ® )
oo .
e
" 4
II 1
) 1
04—2'\ 4/ :

-1
> Matrixgewichtete bilineare Interpolation: 5-Punkte-Stern | —1 4 —1

N .
3 I(e 72 . .
|| Qe jo = ——— < matrixgew. lin.
Y Keji+ Ke j2 Interpolation
—@ - o— "
w ( el % . fiir w,n,e, s
Vg o Keat
j 1= T
| Ko+ Ko
) 16 T
e Ansatz:
Kuyu; = — Ky — Ky, — Kietie — Kisug

+ matrixgewichtete lineare Interpolation fiir w,,, w,, u., t;
Kiu, = - ﬁ (Kwd‘gu]‘g + I('w7]‘4u]'4)
- ﬁ (K j2uj2 + K j3ujs)
K;.
- Ke i+ Ke jo
_ ﬁ (K5 j1uj51 + Ks, jduy)

(Kejrujn + Ke jaujo)
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I(isl(s 71 I(iel(e 71 -
= ai = —| = 2 — = K
ot (Ks,jl TR Kop T ken)!
K K. ; K K, ; .
@i = — | 7= .02 - 2 ) /K
I(e,jl + I(e,jQ I(n,jZ + I(n,jS
K K, ; KKy .
@3 = — | 7= T - 2 /Ky
I‘n,j? + I(n,jS I(w,jS + I(w,j4
KKy KK, .
wije = — | == — - ) /K
I(w,j3‘|’1(w,j4 I(s,j4‘|’1(s,j1
-1 -1-1
> Matrixgewichtete bilineare Interpolation: 9-Punkte-Stern | —1 8 —1
-1 -1-1

Bild und Interpolation fiir w, n, e, s wie bei 5-Punkte-Stern

e Ansatz:
Kiu, = — Kpuy — Kty — Kieue — Kisug

= Kijiuji — Ki joujs — K jaujs — Ki jatja

+ matrixgewichtete lineare Interpolation fiir w,,, w,, u., t;

KK, K. K. ; } }
= 042'7]'1 - _ _ 18 57],1 _ € 67],1 ‘|‘I(i7j1 /I(“
I(s,jl + I(s,j4 I(e,jl + I(e,jQ
K. K. ; K. K, } }
042'7]'2 - _ _ € e,]72 _ mn n,z? ‘|‘I(i7j2 /I(“
I(e,jl + I(e,jQ I(n,jZ + I(n,jS
K. K, KKy } }
Qijy = — | il W K | Ky
I‘n,j? + I(n,jS I(w,jS + I(w,j4
KKy KK, } }
Qs = — | N LRG| K
I(w,j3‘|’1(w,j4 I(s,j4‘|’1(s,j1
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> Matrixgewichtete Interpolation [nach Ruge / Stiiben]

Fi

Fr={jewr,j#i:|Kyl+ Kyl #0}
Cl={jewe  :|Kyl+|K;l#0}

K. - Ky, j

= Y Ry ol e
N reri 2 Ky + Ky ’
leCs
I(., Cr ] . ]
O = M Vjel" i €wp

Kii + ¢




Anhang B

Ein Programmbeispiel

Die einfachste partielle Dgl. 2. Ordnung ist die Poisson-Gleichung mit homogenen Dirichletrandbe-
dingungen im Einheitsquadrat (siehe Kap. 1):

—Au(z,y) = flz,y) Vo € Q=(0,1)*
u(z,y) = 0 Vo e I' = 09

Eine dquidistante Diskretisierung (Diskretisierungsschrittweite h = h, = hy) des Laplace-Operators
mittels des 5-Punkte-Stern—Differenzenverfahrens ergibt das Gleichungssystem Ku = f mit der
symmetrischen und positiv definiten Matrix K. B

Im Programmbeispiel wurde genau dieser einfachste Fall realisiert, wobei die Matrixoperationen
in den entsprechenden Routinen fest programmiert sind. Das grobste Gitter (£ = 1) besitzt stets die
Diskretisierungsschrittweite h = 1/2, d.h. das zugehorige Grobgittersystem besteht nur aus einer Zeile
mit einer Unbekannten, da die restlichen 8 Randpunkte den Wert 0 besitzen. Alle weiteren Gitter
entstehen durch Halbierung der Diskretisierungsschrittweite hy = hy_1/2 (siehe Kap. 1, MBsp. 2).

Das Beispielprogramm liegt in FORTRANT77, FORTRAN90 und C vor, wobei die spezifischen Ei-
genschaften der einzelnen Programmiersprachen bei der Umsetzung des Multigridalgorithmus beriick-
sichtigt wurden (das klassische FORTRANTT erlaubt keinerlei Rekursionen !). Die Beispielprogramme
sind modular aufgebaut, sodaf die einzelnen Multigridkomponenten wie Glattung, Restriktion, Inter-
polation leicht verdnderbar sind. Folgende Komponenten sind implementiert:

> Zyklen: V| verallgemeinerter V, W und der Full-Multigrid Startschritt. [1-0,1-1,2],

> Glitter: Gau-Seidel (lexikographisch vorwirts/riickwirts), w-Jacobi und bei FORTRAN90 die
Blockvarianten des GaufB-Seidel [1,2,3,4,5]

> Interpolation: linear, bilinear [1,2],
> Restriktion: Injektion, linear, bilinear [0,1,2].

Die Zahlen in den eckigen Klammern geben die einzugebenden Gréfien fiir die interaktive Eingabe
vor.

Im Programmcode wird stets der Losungs-/Korrekturvektor mit » und die rechte Seite/Defekt-
vektor mit f bezeichnet.

Die Quelltexte des Beispielprogrammes sind unter ftp://ftp.uni-linz.ac.at/pub/lectures/multigrid
verfiigbar.

vi
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Quellcode FORTRANT7
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Quellcode FORTRAN90
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Quellcode C
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Anhang C

Praktikumsaufgaben

po¢l



ANHANG C. PRAKTIKUMSAUFGABEN xxii

Numerik diinnbesetzter Systeme WS 95/96

P1-2 20.10. / 27.10.1995 (12%9 - 1215)

C.1 Fehlerreduktion bei 1D—-Glittungsverfahren

C.1.1 Fehlerreduktion beim w—Jacobi—Verfahren
Die Differentialgleichung
—u"(z) = f() z€(0,1) (C.1.1)
w(0) = u(l) = 0

wird mittels einer dquidistanten Unterteilung des Intervalles [0,1] (h =1/(n+1), 2; = ¢ - h (i=0,n11)),
dem Ersetzen der Funktionen u(z) und f(z) durch Vektoren w = {u;};, 777 = {u(2i)},_g77 und
S und Approximation der 2. Ableitung »”(z) durch

Ui—1 — 2U; + Ui

u(z;) ~ 2 i=1,n
in das lineare Gleichungssystem
2 -1 U1 f1
1 -1 2 -1 0 Uy f2
Anxn = 55 , : = : = f (C.1.2)
0 -1 2 -1 U1 Jn1
—1 2 nxn Un n fn n

tiberfiihrt. Die homogenen Dirichletrandbedingungen wg = w,4+1 = 0 sind eingearbeitet. Die Matrix
A besitzt die folgenden Eigenvektoren y, und Eigenwerte Ay

w, = {sin (krih)},r=, Ne = o sin?(krh2) . (C.1.3)

1-5 | Analytischer Teil: Bestimmen Sie fiir die folgenden Ubungsaufgaben mit jeweils n = 9

a) die exakte Losung u* von (C.1.2),

b) das optimale w im w—Jacobi-Verfahren zur iterativen Losung von (C.1.2) fiir die konkrete

Ubungsaufgabe,
¢) den zu erwartenden Fehlerdimpfungsfaktor (Konvergenzrate) o fiir die konkrete Ubungs-

aufgabe.

Rechnergestiitzter Teil: Losen Sie (C.1.2) fiir alle Ubungsaufgaben mittels des w-Jacobi-Ver-
fahrens (wihlen Sie w = 1, w = 2/3, w = wypt) bis zur relativen Genauigkeit 107* bzgl. der
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Startldsung «® = 0, gemessen in der Maximumnorm des Fehlers der iterativen zur exakten
Lésung, d.h.
| " — o/ || = max|uf —uf] .
=1,n

Geben Sie den Fehler nach jeweils 1, 5, 10 Iterationen an (siehe Tabellen) !
Interpretieren Sie Iterationszahlen, und vergleichen Sie die praktisch erzielte Konvergenzrate
mit der vorhergesagten !

1 f = Ap

2 L= tp,

3 L = Awtn2lgayye T Ak,
4 L= g + dp,

5 S o= Aop, + doap

w =1 || It. bis rel. Fehler < 10~* | Iteration 1 | Iteration 5 | Iteration 10
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w =2/3 || It. bis rel. Fehler < 10~*

[teration 1

[teration 5

Iteration 10

1

OJopt

Otheo

It. bis rel. Fehler < 10~4

Qexp

C.1.2 Fehlerreduktion beim SOR—Verfahren

6 | Ermitteln Sie am Computer naherungsweise fiir die rechten Seiten f in | 1

5

XX1v

das

optimale w zur Lésung von (C.1.2) mittels des SOR-Verfahrens (Gaufi—Seidel-Verfahren mit

Relaxationsparameter w).

OJopt

It. bis rel. Fehler < 10~%

Qexp
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Numerik diinnbesetzter Systeme WS 95/96

P3-4 17.11.1995 (132 — 1439)

C.2 Multigridmethoden — Allgemeiner Aufbau

C.2.1 Speicher- und Programmiertechniken
Ausgehend von den notwendigen Komponenten der Multigridmethoden
> Gléttung (w-Jacobi, GauB-Seidel, SOR)
> Restriktion (Injektion, lineare und bilineare Restriktion)
> Interpolation (linear und bilinear)
> Grobgitterloser

werden fiir verschiedene Programmiersprachen (Pascal, C, Fortran, Fortran90) die Méglichkeiten der
Speicherung/Adressierung der Sequenz von Feldern und der Realisierung des rekursiven Multigridal-
gorithmus erldutert.

C.2.2 Multigrid—Zyklenregime und Steuerung des Algorithmus

Nach einer Einfiihrung in das Multigriddemonstrationsprogramm pds veranschaulichen Sie sich selbst
die Wirkungsweise verschiedener Multigridkomponenten und -zyklenregime an Hand der Losung der
Differentialgleichung

—Au(z) = f(a) z€Q=(0,1)>
ulog = 0

mit verschiedenen rechten Seiten f(z). Nutzen Sie dabei auch die graphischen Méglichkeiten zur
Kontrolle der Qualitit der Lésung.
Die Startlgsung der Multigriditeration ist stets identisch Null.

7 | Veranschaulichen Sie sich mit Hilfe des Demonstrationsprogrammes pds den V-Zyklus, den W-

Zyklus und den verallgemeinerten V-Zyklus fiir verschiedene Gitterzahlen (nur eine Multigrid-
iteration).
Wodurch unterscheidet sich hiervon ein Full-Multigrid—Schritt ?

8 | Fiithren Sie einen Iterationsschritt des V-Zyklus (lineare Interpolation und Restriktion) mit

Bsp. 3 aus.

a) Benutzen Sie zur Vorglattung eine lexikographisch vorwirtige Gauf-Seidel-Iteration und
zur Nachglidttung eine lexikographisch riickwértige Gaufi-Seidel-Iteration.
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10

11

b) Vertauschen Sie Vor- und Nachglidttung in a).

Welche Unterschiede sind in der ersten Iteration der Losung erkennbar 7 Wodurch treten diese
Unterschiede auf ?

Fiihren Sie einen lterationsschritt des V-Zyklus (lineare Interpolation und Restriktion) mit

Bsp. 2 auf 4 Gittern mit den folgenden Komponenten aus:

a) Ein w (= 0.8)-Jacobi-Nachgldttungsschritt mit bzw. ohne Full-Schritt.
b) Ein w (= 0.8)-Jacobi-Vorglattungsschritt mit bzw. ohne Full-Schritt.

Welche Unterschiede treten im Aussehen der Losung auf. Interpretieren Sie diese !
Was tritt insbesondere bei voélligem Verzicht auf die Glattung auf ?

Reduzieren Sie in den Beispielen 1 — 4 auf 6 Gittern den Fehler der Lésung bis auf 10~ in der

K-Energienorm bzgl. des Ausgangsfehlers. Verwenden Sie einen V-Zyklus mit je einem Gauf3-
Seidel Vor- und Nachgldttungsschritt. Untersuchen Sie das Verhalten der Iterationszahlen fiir
die folgende Wahl von Restriktion/Interpolation:

a) Injektion / lineare Interpolation
b) lineare Restriktion / lineare Interpolation

¢) bilineare Restriktion / bilineare Interpolation

Welche Schlufifolgerungen ergeben sich aus den Iterationszahlen 7

Losen Sie ein Bsp. Threr Wahl mit einem Multigridzyklus Threr Wahl bis zur Genauigkeit von

10~® fiir sémtliche verfiigbare Gitterzahlen.
Was beobachten Sie bzgl. der theoretischen Optimalitdt des Algorithmus ?
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Numerik diinnbesetzter Systeme WS 95/96

P5-6 1.12.1995 (139 — 1439

C.3 Ein 1D—Multigrid—Programm

C.3.1 Die Komponenten des 1D-Multigrid—Programmes

Zu l6sen ist die Differentialgleichung

—Au(z) = f(2) z € (0,1) (C.3.4)
w(0) = go
w(l) = g

Eine Diskretisierung mittels eines 3-Punkte-Differenzensterns zur Approximation der 2. Ableitung
von u(z) liefert unter Beachtung der Dirichlet-RB das lineare Gleichungssystem

1- h2 0 Ug Jo
0 2 -1 Uy fit g0 72
1 -1 2 -1 (15) f2
-1 2 -1 UN_2 IN—2
-1 2 0 UN—1 N1t gn - 7r
0 1-h? UN gN

Benutzen Sie als Testbeispiele die Beispiele aus P1-2 sowie Gleichung (C.3.4) mit

12 | Schreiben Sie Unterprogramme

a) Jacobi (u, f, N,w)
b) SOR (u, f, N,w),
welche jeweils eine Iteration des Omega-Jacobi / SOR-Verfahrens realisieren. Losen Sie die

Testbeispiele mit Hilfe des entsprechenden Verfahrens, und vergleichen Sie Thre Ergebnisse mit
den Ergebnissen in P1-2.
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13 | Implementieren Sie die lineare Interpolation und lineare Restriktion im 1D. Bilden Sie den

Defektvektor, und restringieren Sie ihn auf das néchstgrobere Gitter (hj—; = 2hy).

14 | Implementieren Sie fiir das tridiagonale System (C.3.5) einen direkten Léser (Thompson/Pro-

gonka, Gaufl, LU). Losen Sie damit lhre Testbeispiele, kontrollieren Sie an Hand der exakten
Losung Thr Unterprogramm.

Hinweis:
Beachten Sie die Dirichlet-RB. Welchen Wert werden die Randkomponenten des Defektvektors be-
kommen 7
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Numerik diinnbesetzter Systeme WS 95/96

P7-8 15.12.1995 (132 — 1439)

C.3.2 Der Multigrid—Zyklus

15

Programmieren Sie unter Verwendung der in P5-6 erstellten Unterprogramme ein 1D-Mul-

tigridprogramm, welches die Testbeispiele 16sen kann und folgende Steuerungsmoglichkeiten
beinhalten soll:

W-Zyklus, V-Zyklus, verallg. V-Zyklus
— Wabhl verschiedener Glitter, Glattungsschritte, Omega
Abbruchschranke des Mehrgitterverfahrens

Maximale Anzahl von Iterationsschritten des Multigridverfahrens.

Konstruieren Sie die notwendige Gitterfolge
W DOwe-1D--Dw mit h:="h, h;:= 21_]4117

und wihlen Sie auf dem grébsten Gitter N = 2 bzw. N = 3.
Hinweise:
— Implementieren Sie zuerst einen Zweigitteralgorithmus, und vergleichen Sie Ihre Ergebnisse
mit der exakten Ldsung.

— Testen Sie an einem Beispiel das Verhalten (Anzahl der Iterationen) des Mehrgitterver-
fahrens mit steigender Gitterzahl (I = 10), wenn Sie sie bis zu einer Genauigkeit von 10™*
bzw. 107% 1&sen.
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Numerik diinnbesetzter Systeme WS 95/96

P9-10 12.01.1996 (1322 — 1430)

C.3.3 Ein 2D—Multigrid mit Neumann—Randbedingungen
Wir betrachten die folgende partielle Differentialgleichung

~Du(z,y) = flz)  VY(z,y)€Q=(0,1)? (C.3.6)
w(z,y) = g(zy)  V(e,y)elp CIQ
0
- 8—; = o(z,y) V(z,y) €e'n COQ,
mit IpUl'y = 09 = [0, 1]2\9.
Die Diskretisierung erfolgt mittels eines dquidistanten 5-Punkte Differenzensternes und liefert das
Gleichungssystem Aw = f. Vor dem Einbau der Randbedingungen ergibt sich fiir die Matrix A
eine Pentadiagonalstruktur mit den Eintriigen h=2{-1, 1,4, —1,—1} fiir die inneren Punkte und
entsprechend reduzierte Eintrige fiir die Randknoten. Auf dem grobsten Gitter wird die Diskretisie-
rungsschrittweite hy := hy, = hy, = 1/2 gewdhlt, und es gilt hpyq == 5% hy firk=1,0-1.

16 | Der gegebene Programmcode realisiert die diskretisierte Gleichung (C.3.6) mit I'p = 099,

g(z,y) =0 und f(z,y) =0.
Implementieren Sie in dem gegebenen Programmcode (oder in Ihrem Programm) die Multigrid-
varianten

— verallg. V-Zyklus
— F-Zyklus
— Full-Multigrid.

Hinweise : Uberpriifen Sie Thre Implementation an Hand des zu erwartenden Konvergenzverhal-
tens im Vergleich zu bereits programmierten Zyklenregimen.

17* | Realisieren Sie im Programm Neumannrandbedingungen, indem Sie die Komponenten De-

fekt, Gldtter, Interpolation, Restriktion und Grobgittersolver entsprechend verdndern, d.h. der
verdnderten Matrix Rechnung tragen. Uberpriifen Sie Thre Implementation an Hand der Bei-

spiele
a) g(z,y)=o(z,y) =0, I'n ={1} x (0,1) und I'p = 02\ I'y
u(z,y) = sin(z-7/2) -y - (1 - y), flay) = sin(@-7/2) - [12 =724y (1-y)]
b) g(z,y)=o0o(z,y) =0, 'y ={1}x(0,1) U(0,1) x {1} und I'p = 02\ I'n
u(z,y) = sin (a - 7/2) -sin (y - 7/2), flz,y) = 7%/2-sin (z - 7/2) -sin (y - 7/2)

Vereinfachung : Nutzen Sie Thr 1D-Multigridprogramm, um eine analoge 1D-Aufgabe zu be-
trachten.




