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Zusammenfassung

Diese Diplomarbeit ergab sich aus einer Problemstellung bei der Simulation
von Kiihlsystemen durch das Softwarepacket KULI Die der transienten Simu-
lation zugrundeliegende Modellierung fiihrt auf eine semi-explizite Algebro-
Differentialgleichung vom Index 1, deren effiziente numerische Losung Ziel der
Arbeit ist.

Aufgrund der Reduzierbarkeit semi-expliziter Algebro-Differentialgleichungen
vom Index 1 auf explizite gewohnliche Differentialgleichungen konnen die iib-
lichen numerische Verfahren zur Losung gewShnlicher Differentialgleichungen
herangezogen werden. In der Diplomarbeit werden zwei Klassen von nume-
rischen Verfahren behandelt, die expliziten Runge-Kutta-Verfahren und die
linearen Mehrschrittverfahren, speziell die Adams-Verfahren.

Neben der Beschreibung und Analyse der Verfahren und ihrer Anwendung auf
semi-explizite Algebro-Differentialgleichungen vom Index 1, wird ebenso auf
die praktische Umsetzung der Verfahren, insbesondere auf die Schrittweiten-
steuerung und auf die Datenausgabe, eingegangen.

Fiir die Durchfiihrung der numerischen Experimente wurden bereits implemen-
tierte Verfahren in KULI integriert und mit der urspriinglichen Berechnungs-
vorschrift verglichen. Fiir ein repriasentatives Modell konnte eine Beschleuni-
gung um mindestens den Faktor zehn erreicht werden.

Abstract

This thesis is based on a problem that arised in the simulation of cooling sys-
tems with the software package KULI. The underlying model of the transient
simulation is described by a system of semi-explicit differential-algebraic equa-
tions of index 1. The aim of the work is the efficient numerical solution of this
System.

This system of semi-explicit differential-algebraic equations of index 1 can be
reduced to a system of ordinary differential equations, hence for solving them,
it is possible to use conventional numerical methods. In the thesis two classes
of numerical methods are considered, explicit Runge-Kutta methods and linear
multistep methods, especially Adams methods.

In addition to the description and analysis of the numerical methods and their
application to semi-explicit differential-algebraic equations of index 1, also the
implementation of the methods is considered, in particular step size control
and dense output.

The numerical experiments were done by implementing already exisiting codes
of the methods into KULI. For a representative model the comparison of the
original algorithm and the new one shows a performance increase of at least a
factor of ten.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Die Diplomarbeit entstand im Rahmen der Mitarbeit bei einem Industrie-
projekt der Firma M AGNA POWERTRAIN FEngineering Center Steyr. Ziel
dieses Projekts war die Verbesserung der transienten Rechnung des Sofware-
packets KULI, welches der Simulation von Kiihlsystemen bei Fahrzeugen dient.
Anhand einer graphischen Oberfliche lassen sich verschiedene Komponenten
eines solchen Kiihlsystems zu Kreislaufen zusammenschliefen und die Zustén-
de Temperatur, Massenstrom und Druck simulieren. KULI wurde urspriing-
lich zur stationdren Berechnung von Kiihlsystemen ausgelegt, doch aufgrund
der Nachfrage nach transienter Simulation wurde das Programm erweitert.
Bei dem Projekt sollten die dabei aufgetretenen Probleme in der transienten
Rechnung, wie beispielsweise Schrittweitenabhéngigkeit der Losung, moglichst
ohne grofen Mehraufwand in der Implementierung und Modellierung beseitigt
werden. Durch mathematische Analyse der transienten Rechnung wurde fest-
gestellt, dass das zu losende Gleichungssystem einem semi-expliziten Algebro-
Differentialgleichungssytem (DAEs) vom Index 1 entspricht. Solche DAEs las-
sen sich auf ein System expliziter gewohnlicher Differentialgleichungen (ODEs)
reduzieren. Dadurch ist es moglich semi-explizite DAEs vom Index 1 mit den
bekannten numerischen Methoden fiir explizite ODEs zu l6sen.

In der Diplomarbeit wird auf zwei Klassen von Verfahren zur Lésung von semi-
expliziten DAEs vom Index 1 eingegangen, den Runge-Kutta-Verfahren und
den linearen Mehrschrittverfahren, genauer gesagt den Adams- Verfahren. Die-
se beiden Verfahrensklassen wurden ausgwihlt, da Runge-Kutta-Verfahren die
iiblichsten Verfahren zur Losung gewohnlicher Differentialgleichungen darstel-
len und ein 8-stufiges Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung 5(6) aus der imsi-
Bibliothek zur Verfiigung stand. Zur Berechnung der néchsten Nidherung be-



EINLEITUNG

notigen Runge-Kutta-Verfahren jedoch die Auswertung der Funktion an Zwi-
schenschritten. Bei semi-expliziten DAEs vom Index 1 bedeutet dies indirekt
die Auswertung des algebraischen Teils und in unserem Fall eine zeitintensive
Berechnung. Mehrschrittverfahren hingegen benétigen keine Zwischenschritte
zur Berechnung der néchsten Ndherung und sind somit fiir diese Félle mogli-
cherweise von Vorteil.

1.2 Kapiteliibersicht

In Kapitel 2 wird anhand eines einfithrenden Beispiels das Programm KULI
beschrieben. Es wird sowohl die stationére wie auch die transiente Modellierung
grob erldutert und die daraus resultierende Problemstellung mathematisch for-
muliert.

Kapitel 3 und 4 dienen der Beschreibung und Analyse der beiden Klassen von
numerischen Methoden. (Dabei wird stets auf die Erweiterung der Themen auf
semi-explizite Algebro-Differentialgleichungen vom Index 1 eingegangen.)

Bei der praktischen Durchfiihrung der beiden Klassen von numerischen Me-
thoden waren zwei Themen von besonderem Interesse, jenes der Schrittweiten-
steuerung und jenes der kontinuierlichen Datenausgabe (engl. dense output),
welche in Kapitel 5 behandelt werden. Aufgrund der Schrittweitensteuerung
wahlt das Verfahren die Gitterpunkte, an denen die Funktion ausgewertet wird,
selbst, die kontinuierliche Datenausgabe bietet, mit nur geringem Mehrauf-
wand im Laufe der Berechnung, die Moglichkeit, die Ndherungslosung auch
zwischen den Gitterpunkten zu erhalten (z.B. zur graphischen Ausgabe) .

Direkt in KULI implementiert und getestet wurden drei Runge-Kutta-Verfahren
(imsl_d_ode_runge_kutta, MATLAB-Funktion ode45 und DOPRI5) und ein
Mehrschrittverfahren (MATLAB-Funktion ode113). Die Ergebnisse und Be-
schreibung der numerischen Experimente und die daraus resultierenden Schluss-
folgerungen sind in Kapitel 6 erldutert.
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Kapitel 2

Einfuhrendes Beispiel und

Problemstellung

In diesem Kapitel wird die Modellierung und Simulation in KULI anhand eines
konkreten Beispiels grob erldutert. Dabei wird insbesondere auf die transient
modellierten Komponenten, den sogenannten Punktmassen, eingegangen. Die
sich aus der Modellierung ergebende Problemstellung ist eine semi-explizite
Algebro-Differentialgleichung, die in Abschnitt 2.3 diskutiert wird.

2.1 Das Programm KULI

Kurr ist ein Software-Programm zur Simulation von Kiihlsystemen in Fahr-
zeugen. Solch ein Kiihlsystem ist einerseits durch Wérmeerzeuger, wie Motor
und Wandler, und andererseits durch Komponenten, wie Kiihler und Liifter
bestimmt. Uber eine graphische Oberfliche lassen sich einzelne Komponenten
(z.B. Kiihler, Rohre, Liifter, usw.) zu verschiedenen Kreisldufen vernetzen. Ziel
der Berechnung ist, die Temperaturen der an der Kiihlung beteiligten Medi-
en im gesamten System zu ermitteln. Durch Vorgabe der Simulationsparame-
ter ( Motordrehzahl, effektiver Mitteldruck, Fahrgeschwindigkeit, Umgebungs-
druck, -temperatur, Luftfeuchte, usw.) beschreibt man einen Betriebspunkt
des Fahrzeugs. Massenstrom, Druck und Eintrittstemperatur bzw. zugefiihr-
te Wiarme in einem Kreislauf kénnen als fixe Werte oder abhédngig von den
Simulationsparametern, z.B. in Form von Kennlinien, vorgegeben werden.

Jeder Kreislauf ist als (gerichteter) Graph modelliert, in dem jede Komponen-
te einer Kante entspricht, die mit beliebig vielen anderen Komponenten iiber
Knoten verkniipft werden kann. Die Zustandsgrofsen des Modells sind Massen-
strom, Temperatur und Druck. Jedem Knoten werden dabei Temperatur und
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Abbildung 2.1: Maschenregel und Knotenregel

Druck zugewiesen und jeder Kante ein Massenstrom.

Die Zustandsgleichungen, erhélt man einerseits iiber die Komponenten, in de-
nen vorgegebene Funktionen oder Kennlinien einen Druckverlust und Warme-
iibergang beschreiben, und andererseits aus Maschenregeln, Knotenregeln und
der Wérmebilanz. Die Maschenregel ist in Abb. 2.1(a) dargestellt und besagt,
dass die Summe der Druckverluste in einer Masche gleich Null ist. Als Masche
bezeichnet man einen geschlossenenen Weg in einem Netzwerk. Aus der Mas-
senerhaltung folgt die Knotenregel (Abb. 2.1(b)): die Summe der eingehenden
Massenstrome ist gleich jener der ausstrémenden Massenstréme. Die Warme-
bilanz ergibt ) Q = 0 fiir einen Kreislauf, es wird gleich viel Wirme zu- wie
abgefiihrt.

Daraus ergibt sich ein Gleichungssystem, das man nach Temperatur und Druck
am Ein- und Ausgang jeder Komponente und nach den dazugehdrigen Mas-
senstromen auflésen kann. Die Losung dieses Gleichungssystems ist Ziel der
stationdren Rechnung in KULI und wird als stationdrer Abgleich des Kiihlsys-
tems bezeichnet. Beim stationiren Abgleich wird das Gleichungssystem mit-
hilfe eines Iterationsverfahrens gelGst.

Die Modellierung der einzelnen Komponenten in KULI beruht auf der sta-
tiondren Losung des Systems, daher sind Zustandsgrofen und -gleichungen
zeitunabhéingig modelliert. Ein interessanter Aspekt bei der Simulation von
Kiihlsystemen ist allerdings auch, wie sich die Kreislaufe, bzw. ihre Tempera-
tur, im Laufe der Zeit und der damit verbundenen Verdnderung der Simulati-
onsparameter des Fahrzeugs verhalten, z.B. bei einer Bergauffahrt oder einem
Autheizvorgang. Um Dynamik im System zu erreichen, wurden daher neue
Komponenten, die sogenannten Punktmassen, entworfen. Eingefiigt in einem
Kreislauf dienen Punktmassen der Simulation der thermischen Trigheit des
jeweiligen im Kreislauf befindlichen Mediums.

Eine Punktmasse steht in zwei Versionen zur Verfiigung: entweder als reguldre
Punktmasse, die Teil eines Kreislaufs ist, oder als isolierte Punktmasse, die mit
anderen Punktmassen durch Warmeleitung verbunden werden kann. Das Ver-
halten der Punktmasse lisst sich durch Vorgabe ihrer Masse m, Warmekapazi-
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EINFUHRENDES BEISPIEL UND PROBLEMSTELLUNG

tit c,, maximale Warmeiibergangsfliche A und Warmeiibergangskoeffizienten
k beschreiben.

Eine Punktmasse kann thermische Energie aus verschiedenen Quellen erhalten.

e Befindet sich die Punktmasse in einem Kreislauf, so findet ein Warme-
iibergang zwischen Punktmasse und dem umstromenden Medium statt:

O=k-A (T —Tym). (2.1)

e Zwischen zwei Punktmassen kann es {iber eine Warmeleitkomponente zu
einem Wirmeiibergang kommen:

. ON-A
Q = T ' (Tpml - Tpmg)a (2-2)

wobei [ die Linge und A die Wéarmeleitzahl der Wérmeleitkomponente
sind.

e Eine Punktmasse kann thermische Energie aus externen Quellen erhal-
ten:

Q = Qe:rt- (23)

Insgesamt erhdlt man damit eine thermische Energie von:

A A

L. (Tpmi - Tpm) + Qemt- (2-4)

Q:k~A-(Tm—Tpm)—|—Z

Diese thermische Energie lasst sich aber auch als Temperaturdnderung der
Punktmasse beschreiben:

. dT,,

=m-c,  ——. 2.5
Q=m-c = (2.5)
Durch Gleichsetzen der beiden Gleichungen erhélt man eine Differentialglei-

chung fiir die Temperatur der Punktmasse:

AT, 1 A A

= k-A- (T, —Tym Ty — T )owt | . (2.6
o m,cp< ( pHZil pma p)+Qt> (2.6)

2.2 Ein Beispiel eines Kiihlsystems

Ein Kiihlsystemmodell in KULI besteht aus inneren Kreisldufen (z.B. Kiihlfliis-
sigkeitkreislauf) und der Luftseite. In Abbildung 2.2 sind inneren Kreisldufe in
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KuLt dargestellt, die zusammen mit der Luftseite in Abbildung 2.3 ein Kiihl-
system modellieren. Die beiden inneren Kreisldufe in Abbildung 2.2 sind ein
Ol- (rot) und ein Kiihlfliissigkeitkreislauf (blau).

Ziel dieses Modells ist die transiente Simulation eines Aufheizvorgangs. Wie
man aus den Simulationsparametern in Abbildung 2.5 erkennen kann, betrigt
die Umgebungstemperatur lediglich —10°C. Das Fahrzeug fihrt langsam weg
und erreicht nach 200 Sekunden eine Geschwindigkeit von 50 km/h, die es
dann bis zum Ende der Simulation (1800 Sekunden) hélt.

Der Motor ist mithilfe eines Warmeleitnetzwerkes modelliert. Er befindet sich
auf der rechten Seite von Abbildung 2.2 und besteht aus fiinf Warmeleitkompo-
nenten, die die Punktmassen in den beiden inneren Kreisldufen miteinander,
mit jeweils einer isolierten Punktmasse und mit einer weiteren Punktmasse,
deren Temperatur konstant ist, verbinden.

*F ExEngine_a scs*

Datei Biblicthe}

siterung  Einfiigen fusgabs  Grafikmodus - Extras Fensten(Taobars  Hife

upuveEEo2B%OKAAI/ARELBWE SRR GERADBBADD WMD)
mlsd e N B8 oo

ececeva®uxamo|0000BAEH 000X a0 8 dde kdmnedsalnb@s
27| @ Algemeines & Innere Kieisl ],y Lullsene]mﬁwmu\ Param} 7 i

\\\\\\\\\\\\\

\\\\\\\\\\\\\

[exebL isime  Bmporerk.

w{Heatio ol wn

Ha st 1o Ol (Friction ]

'@TFE:L-@ 77777

Maified

Abbildung 2.2: Innere Kreisldufe

So gilt beispielsweise fiir die thermische Energie, die sich fiir die Punktmasse
des Olkreislaufes (rot), aus dem Wirmeleitnetzwerkes ergibt:

Q=2 =7

=1

' (Tpmi - Tpmoel)7
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Warmestromquelle (Luft)

Punktmasse

Elektroliifter
Heizungswéarmetauscher
CP-Wert

Einbauwiderstand

Elektrollifter Karosserie

Flachenwiderstand

CP-Wert CP-Wert

Motor

Parallelstromkiihler

Kihlergrill
Wasserkihler

Abbildung 2.3: Luftseite

wobei T, die Temperatur der Punkmasse im Olkreislauf ist, 7},,, die Tem-
peratur der Punktmasse im Kiihlfliissigkeitkreislauf, und damit \;, A;,l; die
Parameter der verbindenden Warmeleitkomponente, 7T},,,, die Temperatur der
verbundenen isolierten Punktmasse und damit A\, Ay, [y die Parameter der
entsprechenden Warmeleitkomponente und 75,,, die Temperatur der isolier-
ten Punktmasse mit fixer Temperatur und A3, A3, [3 wiederum die Parameter
der Warmeleitkomponente.

In den beiden Kreislaufkomponenten der inneren Kreisldufe (Oel (roter Punkt)
und KF (blauer Punkt)) sind Massenstrom, Druckniveau und zugefiihrte Wér-
me des jeweiligen Kreislaufs vorgegeben. Uber einen Parallelstromkiihler (Wa-
ter Oil HX), der sich in beiden Kreislaufen befindet, findet ein Wéarmeiibergang
zwischen Ol und Kiihlfliissigkeit statt. Wihrend der Olkreislauf nur aus der
Kreislaufkomponente, einer Punktmasse und dem Parallelstromkiihler besteht,
ist der Kiihlfliissigkeitkreislauf etwas komplizierter.

Betrachten wir den Kiihlfliissigkeitkreislauf anhand von Abbildung 2.4 etwas
genauer. In ihm befinden sich die Kreislaufkomponente (KF), eine Punktmasse,
zwei Ventile, zwei Sammlungen, ein Heizungswirmetauscher (HW), ein Was-
serkiihler (Radiator) und ein Parallelstromkiihler (Water Oil HX).

Ausgehend von der Kreislaufkomponente geht es nach rechts zur Punktmasse
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Abbildung 2.4: Kiihlfliissigkeitskreislauf

und weiter zum ersten Ventil. Es regelt abhéngig von der Innenraumtempera-
tur des Fahrzeugs die Aufteilung des Massenstroms einerseits zum Heizungs-
warmetauscher, der fiir die Temperaturregelung des Innenraums zustéindig ist,
und andererseits zum Wasserkiihler.

Vor dem Wasserkiihler befindet sich ein weiteres Ventil, welches abhéngig von
der Austrittstemperatur des Kiihlmittels bei der Punktmasse, einen Teil des
Kiihlmittels durch den Wasserkiihler und den Rest daran vorbei schickt. Der
Grund hierfiir ist, dass man das Kiihlmittel und damit verbunden (Parallel-
stromkiihler) das Ol auf eine gewisse Temperatur bringen méchte, néimlich auf
die optimale Betriebstemperatur des Fahrzeugs. Man lasst also immer nur so-
viel Kiihlmittel durch den Wasserkiihler, wie nétig ist, um diese Temperatur
zu halten.

Bei der Darstellung der Luftseite in Abbildung 2.3 strémt die Luft von links in
zwei verschiedene Zweige ein. Im unteren befindet sich der Wasserkiihler und
im oberen der Heizungswidrmetauscher. Der Wasserkiihler dient der Kiihlung
des Kiihlmittels im Kiihlfliissigkeitskreislauf und der Heizungswérmetauscher
dient der Erwdrmung der Luft im Innenraum des Fahrzeugs.

Wie schon oben erwihnt ist jeder Kreislauf als (gerichteter) Graph modelliert,
in dem jede Komponente einer Kante entspricht, die mit beliebig vielen anderen
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Zeit Motordrz pme Fahrg. Aufw.temp | Umgtemp: |A/Cen| TELSENr | 2ELStN:
5] (U /min] [bar] K]
] 2000 3 0 i] A0 Aus 3 3
10 2500 i 20 1] ali} Aus 3 3
100 3000 5 40 1] 10 Aus 3 3
200 2500 4 Al i] A0 Aus 3 3
80 2000 2 A0 1] -0 Aug 3 3
800 1500 15 ] 0 -10 Bus 3 3
| 1800 1500 15 a0 1] A0 Aus 3 3

Abbildung 2.5: Simulationsparameter

Komponenten iiber Knoten verkniipft werden kann. Die Zustandsgrofen des
Modells sind Massenstrom, Temperatur und Druck. Jedem Knoten werden
dabei Temperatur und Druck zugewiesen und jeder Kante ein Massenstrom.

Der Massenstrom #ndert sich nur bei Verzweigungen. Er bleibt also fiir einen
bestimmten Zweig des Graphen aufgrund der Massenerhaltung konstant. Fiir
das Beispiel ergeben sich somit zwei unterschiedliche Massenstrome fiir die
Luftseite, einer fiir den Olkreislauf und sechs fiir den Kiihlfliissigkeitkreislauf.

Der Druck éndert sich nur in bestimmten Komponenten, durch Vorgabe ei-
ner Druckverlustkennlinie oder -funktion, die von Massenstrom, Eingangstem-
peratur und Eingangsdruck der Komponente abhingt. Fiir den Druckverlust
wiederum ergeben sich Bedingungen aus der Maschenregel. Im Beispiel be-
steht der Kiihlfliissigkeitkreislauf aus drei Maschen. Unterschiedlicher Druck
ergibt sich zwischen zwei Komponenten, wobei Punktmassen und Sammlungen
den Druck nicht verdndern. Fiir unser Beispiel ergeben sich somit zumindest
zwei Driicke im Olkreislauf, acht im Kiihlfliissigkeitkreislauf und zwdlf auf der
Luftseite.

Die Temperatur der Kreislaufe dndert sich durch Warmeiibergéinge in den
Komponenten, die wiederum durch Kennlinien oder Funktionen in Abhéngig-
keit der anderen Zustinde gegeben sind. Damit ergeben sich zumindest drei
unbekannte Temperaturen im Olkreislauf des Beispiels, sieben im Kiihlfliissig-
keitkreislauf und fiinf auf der Luftseite, da dort nur Wasserkiihler, Heizungs-
warmetauscher, Punktmasse und die Warmerstromquelle die Temperatur ver-
andern.

Fiir die Temperaturen der Punktmasse ergeben sich fiinf Differentialgleichun-
gen. Dabei befindet sich jeweils eine Punktmasse in Ol- und Kiihlfliissigkeits-
kreislauf, eine auf der Luftseite und zwei weitere im Warmeleitnetzwerk. Die
sechste Punktmasse des Kiihlsystems besitzt konstante Temperatur.

Um nun das Kiihlsystem nach Massenstrom, Temperatur und Druck aufzulo-
sen, muss ein Gleichungssystem aufgestellt werden, das soviele Gleichungen wie
Unbekannte hat. In unserem Fall ergeben sich somit neun Zustandsgleichungen

Seite 9



EINFUHRENDES BEISPIEL UND PROBLEMSTELLUNG

fiir den Massenstrom, 22 fiir den Druck und 15 fiir die Temperaturen. Fiir die
Temperaturen der Punktmassen erhélt man fiinf Differentialgleichungen.

2.3 Problemstellung

Um das Gleichungssystem auf mathematische Art zu formulieren, fassen wir
die algebraischen (nicht-differentiellen) Grofen zu dem Vektor z und die diffe-
rentiellen zu y zusammen. Im obigen Beispiel hitte z 46 Eintrdge und y fiinf.
Die 46 Eintrége fiir 2z ergeben sich aus den hergeleiteten neun Massenstrome,
den 22 Driicken und den 15 Temperaturen im gesamten Kiihlsystem. Die fiinf
Eintrige fiir y beschreiben die Temperaturen der Punktmassen.

Das Ziel der transienten Rechnung ist es, Ndherungen fiir diese Grofen iiber
einen bestimmten Zeitraum zu berechnen. Damit ergibt sich als zu losendes
Problem:

Problem 2.1 Gesucht sind die Funktionen (y,z) : [0,7] — R" x R® die

folgendes Gleichungssystem erfiillen:

f(t,y(t)

y'(t) :
0=g(t y(t)

N
N
NG
~—

Sl ~

m m
=)
S5 3
—~~  —~

DO [\

o |

oo
—  ~—

mit y(0) = yo.

Fiir das obige Beispiel besteht f : D C [0,7] x R? x R* — R® aus den fiinf
rechten Seiten der Differentialgleichungen der Temperaturen der Punktmassen.
Diese Differentialgleichungen sind durch (2.6) beschrieben. Die restlichen Zu-
standsgleichungen fiir Massenstrom, Druck und den restlichen Temperaturen
sind durch g : D C [0,T] x R5 x R* — R abstrahiert. Diese Zustands-
gleichungen ergeben sich aus Maschen- und Knotenregel, Energiebilanz und
vorgegebenen Funktionen oder Kennlinien in den Komponenten.

Dieses Gleichungssystem beschreibt ein System von semi-expliziten Algebro-
Differentialgleichungen (engl. Differential Algebraic Equations, kurz DAEs).
Semi-explizit bedeutet, dass Differentialgleichung und algebraische Gleichung
getrennt auftreten. Semi-explizite DAEs werden auch als gewthnliche Diffe-
rentialgleichungen (engl. Ordinary Differential Equations, kurz: ODEs) mit
Nebenbedingung bezeichnet.

Fiir unsere konkrete Problemstellung in KULI treffen wir die berechtigte An-
nahme, dass die Gleichung (2.7b) eindeutig nach z auflosbar ist:

2(t) = G(t,y(1)). (2.8)
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Die Losung von (2.8) beschreibt nichts anderes als die Durchfithrung eines
stationdren Abgleichs in KULI zu einem festen Zeitpunkt mit dazugehorigen
Punktmassentemperaturen. Setzt man (2.8) in (2.7a) ein, so ldsst sich das Pro-
blem auf ein System expliziter gewohnlicher Differentialgleichungen reduzieren

y'(t) = f(ty),Gtyt)), tel0,T].
Somit reduziert sich Problem 2.1 auf:

Problem 2.2 Gesucht ist die Funktion y : [0,7] — R" die folgendes Glei-

chungssystem erfiillt:

y(t) = flt,y(t),G(ty@)),  te€0T] (2.9)
mit y(0) = yo.

Zur Klassifizierung von Algebro-Differentialgleichungen wurde der Begriff des
Index von DAESs eingefiihrt. Dabei gibt es verschiedene Index-Versionen, es gilt
jedoch stets, je hoher der Index, desto schwieriger gestaltet sich die numerische
Losung des Problems [1].

Die hier verwendete Art des Index von Algebro-Differentialgleichungen ist all-
gemein folgendermafen definiert (vgl. Definition VII.1.2. in [2]):

Definition 2.1 FEine implizite Differentialgleichung F'(t,u(t),u'(t)) = 0 hat
Differentiationsindex vy, falls m = v, die kleinste Zahl ist, sodass das System
F(t,u(t),u'(t)) =0,

d /
%F(tv u<t>7u (t)) =0,

d" /
TP (tu(t) ol (1) = 0,

durch algebraische Manipulation in ein explizites Differentialgleichungssystem

der Form
u'(t) = f(t u(t))

transformiert werden kann.

Bemerkung: Implizite ODEs

F<t7 u(t)> u/<t>> =0,

Seite 11



EINFUHRENDES BEISPIEL UND PROBLEMSTELLUNG

mit reguldrer Ableitung F,/ besitzen Index 0 im Sinne dieser Definition. Das
schliefit im Speziellen explizite ODEs ein.

Fiir die semi-explizite DAEs aus unserer Problemstellung
y'(t) = [t y(t), 2(t)) (2.7a)
0=g(t y(t), 2(?)) (2.7b)

gilt, dass die zweite Gleichung eindeutig nach z auflésbar ist. Durch die Regula-
ritdt von ¢.(¢,y(t), 2(t)) und dem Satz iiber implizite Funktionen lisst sich die
zweite Gleichung eindeutig nach z auflosen. Durch einmaliges Differenzieren
von (2.7b) erhélt man:

0= g:(t, (1), 2(2)) + g:(t, y(t), 2(£))2'(£) + gy (£, y(2), 2(£))/ (1)

Aufgrund der Regularitit von g¢.(t,y(t), 2(t)) ergibt sich somit fiir 2/(¢):
2(t) = —ga(t,y(t), 2(1) 7 (ge(t, y (1), 2(8)) + gy (£ y(t), 2()) f (1, y(2), 2(1)))

Somit reicht einmaliges Differenzieren aus um das Gleichungssystem in ein
System expliziter ODEs gleicher Dimension iiberzufiihren. Daher gilt v; = 1.

Ein Anfangswertproblem fiir explizite ODEs definieren wir folgendermafsen:

Problem 2.3 Sei f : D C [0,T] x RY — R hinreichend glatt. Gesucht
ist eine stetig differenzierbare Funktion u : [0,T] — R¥, die das folgende

Anfangswertproblem erfiillt:

S
~
—~
~+
~—
Il

f(t,u(t)) te[0,T] (2.10)

Semi-explizite DAEs vom Index 1 haben den Vorteil, dass sich nahezu alle
Eigenschaften expliziter ODEs direkt iibertragen lassen. So folgen lokale Exis-
tenz, Eindeutigkeit und Regularitit der Losung aus der Theorie gewhnlicher
Differentialgleichungen. Ebenso lassen sich die bekannten numerischen Verfah-
ren zur Losung expliziter ODEs auf semi-explizite DAEs vom Index 1 ohne
Schwierigkeiten anwenden, was fiir DAEs mit hoherem Index nicht der Fall ist
(siehe |1]). Daher werden im Folgenden stets die Themen anhand von Problem
2.3 behandelt und danach ihre Ubertragung auf Problem 2.2 bzw. Problem 2.1
(kurz) erldutert.

Fiir die numerische Behandlung der Probleme 2.3, 2.2 und 2.1 setzen wir im
Folgenden immer die Existenz und Eindeutigkeit der Losung voraus.

Die Existenz und Eindeutigkeit der Losung fiir Problem 2.3 ergibt sich z.B.
aus der Lipschitzstetigkeit von f: Es gibt eine Konstante L > 0, sodass fiir alle
t € [0,7] und fiir alle u,v € RY die folgende Abschitzung gilt:

1F(tw) = F@ )] < Lflu = o] (2.11)
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Daher setzen wir im weiteren stets voraus, dass f die Lipschitzbedingung be-
ziiglich der zweiten Komponente erfiillt. Da bei Problem 2.2 in f implizit die
Funktion G berechnet wird, ist eine weitere sinnvolle Voraussetzung die Lip-
schitzstetigkeit von (. Diese Bedingungen sind auch fiir die Analyse der nu-
merischen Verfahren relevant.
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Kapitel 3

Beschreibung der numerischen
Methoden

In diesem Kapitel werden zwei Klassen von Methoden zur Berechnung der
Problemstellungen aus Kapitel 2 beschrieben. Die expliziten Runge-Kutta-
Verfahren und eine Klasse der linearen Mehrschrittverfahren, die Adams-Ver-
fahren. Runge-Kutta-Verfahren zdhlen zu den populédrsten Methoden zur nu-
merischen Behandlung von Anfangswertproblemen, da sie in vielen Fillen Re-
sultate mit hoher Genauigkeit mittels akzeptablen Rechenaufwands liefern.
Allerdings benoétigen sie zur Berechnung der nichsten Ndherung die Auswer-
tung der Funktion an Zwischenschritten. Ist die Auswertung der Funktion, wie
in unserem Fall, aufwendig, konnen Mehrschrittverfahren von Vorteil sein, da
diese nur eine zusitzliche Funktionsauswertung pro Schritt benotigen.

Die hier verwendete Beschreibung der numerischen Methoden basiert auf ihrer
Darstellung in [3, 4], ihre Erweiterung auf semi-explizite DAEs vom Index 1
auf |2|.

3.1 Grundlagen

Die wohl alteste Naherungsmethode zur numerischen Behandlung von Diffe-
rentialgleichungssystemen stammt von Euler und dient im Folgenden der Ein-
fiihrung in dieses Gebiet.

Durch Integration erhélt man aus der Anfangswertaufgabe (2.10) die Inte-
graldarstellung

u(t) = ug +/0 f(r,u(r))dr. (3.1)



BESCHREIBUNG DER NUMERISCHEN METHODEN

Der Intervall [0, 7] wird durch eine Folge von Gitterpunkten
O=t<ti<...<t,p, =T
mit (nicht notwendigerweise dquidistanter) Schrittweite
By = tnit — tn

diskretisiert mit A = max,, h,, . Fiir d4quidistante Unterteilungen gilt h, = %
n=0,...,m— 1. Die Gitterpunkte ergeben sich moglicherweise erst im Laufe
der Rechnung aus der automatischen Schrittweitensteuerung (siehe Abschnitt
5.1.2). In einem Teilintervall [t,, ¢,.1] gilt ebenfalls die Integralbeziehung

wltasr) = ult) + /t " u(r))dr (3.2)

Mithilfe der linksseitigen Rechteckregel

t+h
| sutrnar = b
gelangt man zu der Ndherung
w(tnar) = utn) + b f(tn, u(tn)).
Diese Naherung fiihrt zur Formel des Fulerschen Polygonzugverfahrens
Ups1 = Up + Dy f(tn,uy), n=0,1,....m—1

zur sukzessiven Berechnung der N#herungen u, =~ u(t,). Verbindet man die
berechneten Néherungen an den Gitterpunkten linear so ergibt sich das Euler
Polygon

up(t) = uy + (t — ) f(tn,uyn)  fiir ¢, <t <t,q

als Niherung der gesuchten Funktion u(t).

Ziel eines jeden Verfahrens ist es, durch Wahl einer entsprechend kleinen Schritt
weite eine kleine Abweichung der N&herungslosung uy,(t) von der exakten Lo-
sung u(t) zu erreichen:

en(t) — 0 fir h — 0 fiir alle t € [0, T (3.3)
mit

en(t) = u(t) — up(t). (3.4)
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Die Differenz ej,(t) wird als der globale Fehler des Verfahrens bezeichnet. Gilt
(3.3) in einem geeigneten Sinn, so spricht man von einem konvergenten Ver-
fahren. Ublicherweise beschrinkt man sich darauf den globalen Fehler an den
Gitterpunkten zu betrachten:

en =u(ty) —Up, n=1...,m. (3.5)

Er setzt sich aus den Einzelfehlern der vorherigen Integrationsschritte zusam-
men (siehe Abbildung 3.1).

Der lokale Fehler d,, im Punkt ¢, ist definiert als die Differenz der exakten
Losung u(t,) der Differentialgleichung (2.10) und der Néherungslosung uy,(¢,)
mit Startpunkt (¢,—1,u(t,—1)) firn=1,...,m.

Fiir das Eulersche Polygonzugverfahren ergibt sich fiir den lokalen Fehler

dy = uty) — un(tn) = u(ty) — (W(tnr) + hoor f(tars ulta1)) . (3.6)

Er gibt also den Unterschied zwischen der exakten Losung und der Ndherungs-
16sung nach einem Schritt des Verfahrens bei gleicher Anfangsbedingung im
Punkt ¢, fiir n = 1,...,m an. Fiir u(¢) hinreichend glatt folgt mithilfe der
Taylorentwicklung von u(t, 1) = u(t, + hy,):

s = 1)+ () B+ 0 2 1)~ 1)

= u(ta) £+ ... = O(R),

Ein Verfahren heilst konsistent, falls
dni1 = o(hy) (3.7)
gilt, es heifst konsistent von der Ordnung p, wenn
dpyr = O(RPTh). (3.8)

Das Eulersche Polygonzugverfahren ist in diesem Sinne von der Ordnung 1.

Die Stabilitdt eines Verfahrens gibt Auskunft {iber die Fortpflanzung von Sto-
rungen durch das Verfahren. Man nennt ein Verfahren stabil, falls fiir ver-
schiedene Anfangswerte vy und wp und den durch das Verfahren erzeugten
Néherungen v; und w; folgende Abschétzung

lw; — v | < C'flwo = woll, (3.9)

mit einer von h unabhéingigen Konstante C, gilt.

Unter der Voraussetzung, dass f die Lipschitzbedingung (2.11) erfiillt, lasst
sich die Stabilitit des Eulerschen Polygonzugverfahrens zeigen. Zusammen mit
der Konsistenz des Verfahrens folgt dessen Konvergenz.
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w3 (t)
171»4 wp (1)
u(t)
n(])(t)
u(t) exakte Lsg

Us

Abbildung 3.1: Fehler des Eulerverfahren

3.2 Explizite Runge-Kutta-Verfahren

Die Konvergenzordnung des Eulerschen Polygonzugverfahrens ist 1, daher sind
zum Erzielen genauer Resultate sehr kleine Schrittweiten notig, was einen ho-
hen, méglicherweise nicht akzeptablen Rechenaufwand zur Folge hat.

Um nun eine hohere Genauigkeit mit derselben Schrittweite zu erreichen, sind
Verfahren hoherer Ordnung nétig. Diese lassen sich konstruieren, indem man
zur Berechnung des Integrals in

w(tny1) = u(t,) + /t " f(ru(r))dr. (3.2)

eine genauere Quadraturformel verwendet.

Verbessertes Eulerverfahren

Durch Verwendung der Mittelpunktsregel ergibt sich beispielsweise

/t f(ryu(T))dr = hf(t+ g,u(t + g)),

wobei u(t4%) noch nicht bekannt ist. Die Idee von Runge war u(t+%) wiederum
mit einem Schritt des Eulerverfahrens anzunihern,

u(t + g) =u(t) + g f(t,u(t)).
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Als Resultat erhélt man folgendes Verfahren zur Berechung der Ndherungen
Upp firn=0,....,m—1:

kl = f(tnaun)y
h, h,,
/{ZQ = f(tn + 7,un + ? ]ﬁ),

Upt1 = Up + hn k27

das verbesserte Eulerverfahren.
Durch Taylorentwicklung des lokalen Fehlers lisst sich zeigen, dass das verbes-
serte Eulerverfahren von der Ordnung 2 ist.

3.2.1 Explizite ODEs

Verwendet man eine s-stufige Quadratur zur Berechnung des Integrals, so folgt
fiir die Ndherung:

t+h

/ £ b Y by S0+ et + csh). (3.10)

Man bezeichnet dabei die Zahlen b; als die Gewichte und die Punkte t + c;h
als die Stiitzstellen der Quadraturformel. Anstelle der unbekannten Funkti-
onswerte u(t + cjh) werden Naherungen g; rekursiv durch Anwendung von
(7 — 1)-stufigen Quadraturformeln auf

tJerh
u(t 4 ¢;h) = u(t) + / f(r,u(r))dr (3.11)
t
berechnet. Damit erhélt man:
g1 = u(t),
g = u(t) + haa f(t,g1),
g3 = u(t) + I azi f(t, g1) + aza f(t + 2l go)], (3.12)

gs = U(t) + h [asl f(t> gl) + as2 f(t + CQh ; 92) + Ug s—1 f(t + Cs—lh ) gs—l)] ;
und somit fiir die Ndherung
up(t+h) =u(t)+hY b f(t+ch, g;). (3.13)
j=1
Eine andere Darstellungsmdglichkeit bietet die Setzung
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Diese fiihrt zu:
kl = f(tvu(t))7
k‘g = f(t + Cgh s U(t) + ha/21 k’l),
k3 = f(t+03h,u(t) +h(a31 /{31 + ass k‘g)), (315)

]{35 = f(t + Csh s u(t) + h ((151 k?l + g2 k?Q 4+ ...+ a575_1 ks—l))

und damit auf
up(t+h) =u(t)+hY bik;. (3.16)
j=1

Die sich aus (3.12) und (3.13) bzw. (3.15) und (3.16) ergebende Methode be-
schreibt ein explizites s-stufiges Runge-Kutta-Verfahren. Zur Beschreibung der
Methode reicht es, das folgende Tableau anzugeben:

0
Co | Q21
C3 | a31  Aa32

Cs as1 As2 oo Qg s—1

by by ... bs_1 b

Durch geeignete Wahl der Koeffizienten des Tableaus erreicht man entspre-
chend hohe Konsistenzordnungen (siehe Kapitel 4).

Ublicherweise gilt die Bedingung:

C; = Zaij. (317)
J

3.2.2 Erweiterung auf semi-explizite DAEs vom Index 1

Semi-explizite DAEs vom Index 1 kann man als folgendes Gleichungssystem
betrachten

y'(t) = f(t,y(t), =(t)) (3.18a)
0=g(t,y(t), 2(t)) (3.18b)

oder als explizite ODEs
y'(t) = f(ty(),G(t (). (3.19)

Es gibt nun zwei Moglichkeiten ein Runge-Kutta-Verfahren auf semi-explizite
DAEs vom Index 1 zu erweitern: den direkten Zugang, auch e-FEinbettungs-
methode und den indirekten Zugang oder auch Zustandsraumform-Methode.
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Direkter Zugang

Beim direkten Zugang wird das Gleichungssystem (3.18) als Grenzfall ¢ = 0
der expliziten singulir gestérten ODEs

y'(t) = f(ty(t),2(1)) (3.20a)
ez'(t) = g(t,y(t), 2(t)) (3.20b)

betrachtet. Wendet man nun eine Runge-Kutta-Methode auf (3.20) an, so er-
héilt man

Yot = Yn +ho D i Yeg  Zepi=2a+hy Y biZ), (3.21)
i=1 i=1
mit
und
Yoi=tn+ha Y ay Ve, Zni=2a+hy » a2 (3.23)
j=1 j=1

Fiihrt man den Grenziibergang ¢ — 0 durch, so gilt

Unit = Yo+l D b Yee  zagn =z +hn Y biZ), (3.24)
i=1 i=1
mit
Y, = f(tnis Yois Zni) 0 = g(tni, Ynir Zni) (3.25)
und
Yoi=Un+ha Y ay Ve Zni=2a+hy » a2 (3.26)
j=1 j=1

Bei diesem Zugang ist allerdings zu beachten, dass die Ndherungen (Y41, 2nt1)
nicht notwendigerweise die algebraische Nebenbedingung

0= g(tn—i-la Yn+1, Zn+1) (327)

erfiillen.

Fiir e = 0 lésst sich Z/, nicht aus Gleichung (3.22) bzw. (3.25) berechnen,
sondern nur noch mithilfe der Gleichung (3.26). Eine Bedingung fiir die Auf-
losbarkeit von Gleichung (3.26) nach Z), ist die Invertierbarkeit der Matrix
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(a;j). Bezeichnen wir mit w;; die Element der Inversen der Matrix (a;;) so gilt
fiir 7/, -

7=1

Fiir die Ndherungslosung der algebraischen Gréfe ergibt sich somit durch Ein-
sezten von (3.28) in (3.24):

Zpy1 = <1 - Z biwij> Zn + Z biwij Zyj, (3-29)

ij=1 ij=1

Eine Voraussetzung fiir diesen Zugang ist also die Invertierbarkeit von (a;;)
die von explizite Runge-Kutta-Verfahren nicht erfiillt wird, da fiir sie a,; = 0
fiir ¢ < 5 gilt. Eine Mdoglichkeit, dennoch explizite Runge-Kutta-Verfahren auf
semi-explizite DAEs vom Index 1 anzuwenden, bietet der indirekte Zugang.

Indirekter Zugang

Wendet man auf (3.19) eine explizite Runge-Kutta-Methode an, so ergibt sich
folgende Vorschrift:

=1
mit
1—1
j=1

und t,; = t,, + ¢;h,. Fiir 2,41 erhélt man
Rn+l = G<tn+17 yn+1)' (3-33)
Durch Einfiihrung der Grofe
Zni = Gtni, Yoi) (3.34)

kann man die Methode auch folgendermaifsen schreiben:

Ynt1 = Yn + Iy Z b Y, Zny1 = G(tni1, Ynt1) (3.35)

=1
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mit

und

i—1
j=1

Der indirekte Zugang bietet einerseits eine M&glichkeit auch explizite Verfahren
auf das Problem anzuwenden und andererseits bendtigt man aufgrund der
Reduktion der DAEs auf ein Anfangswertproblem keine neue Theorie bei der
Analyse der Methoden. Im Weiteren beschrinken wir uns daher auf diesen
Zugang.

3.3 Lineare Mehrschrittverfahren (Adams-
Verfahren)

Eine andere Verbesserung des Eulerschen Polygonzugsverfahren wurde durch
lineare Mehrschrittverfahren erreicht, welche Adams in Zuge eines Problems
von Bashforth entwarf. Im Unterschied zu den Einschrittverfahren, bei de-
ren Berechnung die Differentialgleichung und ein Startwert geniigen, bestehen
Mehrschrittverfahren, genauer gesagt, k-Schritt-Verfahren, aus zwei Teilen:

1. Einer Startprozedur zur Berechnung der Nidherungen wuq,...,u;_1 der
exakten Losung an den Punkten ¢y,... ¢t;,_; und

2. einer Mehrschritt-Formel zur Berechnung der Ndherung der exakten Lo-
sung u(ty). Diese Formel wird dann rekursiv angewandt zur Berechnung
der nichsten Ndherung mithilfe der k£ vorangegangenen Naherungen.

Fiir die Startprozedur gibt es verschiedene Moglichkeiten. So kann beispielswei-
se ein beliebiges Einschrittverfahren, z.B. ein Runge-Kutta-Verfahren, verwen-
det werden, um die ersten £ Ndherungen zu berechnen. Eine andere Méglichkeit
ist die Verwendung eines Einschrittverfahrens zur Berechnung der ersten Ni-
herung, eines Zweischritt- zur Berechnung der zweiten Ndherung usw. bis die
gewiinschten & Ndherungen zur Verfiigung stehen. Bei der Startprozedur sollte
allerdings darauf geachtet werden, dass die Startwerte von derselben Genauig-
keit sind wie das k-Schrittverfahren. Dies kann entweder durch ein Einschritt-
verfahren derselben Ordnung erreicht werden, oder durch hinreichend kleine
Schrittweiten.
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In diesem Abschnitt werden wir uns auf die klassische Beschreibung der Adams-
Verfahren mit konstanter Schrittweite A und fixer Ordnung beschrénken, auch
wenn bekannt ist, dass zur effizienten Durchfithrung von Verfahren sowohl
Schrittweite wie auch Ordnung variabel sein sollten, worauf in Kapitel 5 einge-
gangen wird. Eine fixe Ordnung bedeutet im Falle der Adams-Verfahren eine
fixe Anzahl von Vorgéngern zur Berechnung der néchsten Nidherung, wie wir
in Abschnitt 4.2 feststellen werden.

3.3.1 Explizite ODEs

Ziel ist es eine Naherung fiir u(t,,1) zu erhalten unter der Annahme, dass die
k Vorgénger u,, . .., u,_r+1 und damit auch ihre Ableitungen f; = f(t;, u;) be-
kannt sind. Diese miissen im Laufe der Berechnung stets abgespeichert werden.

Allgemein ist ein lineares Mehrschrittverfahren zur numerischen Ldsung des
Anfangswertproblems (2.10) von der Form

k k
Zakﬂ' Upt1—i = h Zﬂkﬂ frti1—is (3-38)
i=0 i=0

wobei «; und (3; reele Parameter sind, mit o # 0, und h die konstante Schritt-
weite ist. Fiir 8y # 0 heift die Methode (3.38) implizit, fiir 8, = 0 explizit.

Ausgangspunkt der Adams-Verfahren ist wieder die Integraldarstellung des
Anfangswertproblems in einem Teilintervall :

wltasr) = ulty) + /t " u(r))dr (3.2)

Adams-Bashforth-Verfahren

Die Idee der Adams-Bashforth-Verfahren ist die Berechnung des Integrals

/tt+ F(ru(r))dr

mithilfe von Extrapolation (siche Abbildung 3.2).

Da die Ndaherungen f,, i1, ..., f, bekannt sind, ist es moglich f(¢, u(t)) mithil-
fe eines Interpolationspolynoms durch die Punkte {(¢;, fi)|i=n—k+1,...,n}
vom Grad k£ — 1 anzundhern. Damit erhilt man fiir die nichste Niaherung:

tn+1
Upt1 = Uy + / p(7)dr. (3.39)
in

Aus der Interpolationtheorie wissen wir, dass es genau ein solches Polynom
gibt, welches in verschiedenen Formen dargestellt werden kann.
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fn—l_§+1 o p(t)

to ket tha

Abbildung 3.2: Idee des Adams-Bashforth-Verfahren

Die Lagrange Form des interpolierenden Polynoms ist:

p(t) = Zli(t)fnJrlfi (3.40)

=1
mit
et —ta
Li(t) = pE =1,k 3.41
) H tnt1—i — tnt1—j (3.41)
J#i

Eingesetzt in (3.39) erhalten wir:

k tn+1
Upt1 = Uy + Z fn—l—l—i / ll(T)dT (342)
i=1 tn

In der allgemeinen Formulierung (3.38) mit konstanter Schrittweite ergibt sich
somit:

k
Upt1 = Uy + D Z bi—ifnti—i, (3.43)
i=1
mit,
1 lnt1
bkfi = —/ ZZ(T) dr. (344)
hJ,

Ersetzt man in dieser Formulierung die Variable ¢ durch s = (¢ — t,)/h, so
fiithrt dies auf

1
bk_i:/ Li(ta + sh) ds (3.45)
—1
/ HS Ty (3.46)
Jj=1 ‘7 —1
J#i
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Eine andere Moglichkeit bietet sich durch die Darstellung des Polynoms mit
dividierenden Differenzen, die sich bei konstanter Schrittweite auf Riickwérts-
differenzen vereinfachen lassen. Diese sind rekursiv definiert iiber:

Vofn = fn» vj+1fn - v]fn - vjfn—l- (347)

Mit ihnen kann das Polynom folgendermafen dargestellt werden (Newton Dar-
stellung):

k—1 s
pl0) =t 51 = -1/ 77) 8 (3.48)

J=0

Damit ergibt sich zur Berechnung der néchsten Néherung:

tn+1
Ups1 = Uy +/ p(7) dr (3.49)
tn

bzw. wenn man das Polynom durch die Summe ersetzt:

k—1 1/
Upp1 = Un +h Y3 VIf, mit = (_1)]-/ < ,S) ds. (3.50)
, J
J=0 0
Fiir die Koeffizienten gilt die Formel
2 =1, j>0 3.51
2= h =0 (3.51)

aus der diese rekursiv berechnet werden kénnen (sieche Tabelle 3.1).

710112 (3| 4 5) 6 7 8
lp L] 53250 | 95 | 19087 | 5257 [ 1070017
i 2 | 12 | 8| 720 | 288 | 60480 | 17280 | 3628800

Tabelle 3.1: Koeffizienten der Adams-Bashforth-Methode

Der Vorteil dieser Darstellung ist, dass die Koeffizienten +; weder von der
Schrittweite noch von der Anzahl k£ der Vorgéinger abhéngen. Im Gegensatz zu
den Koeffizienten by,_;, die bei einer Anderung von k alle neu berechnet werden
miissen. Wie wir spéter sehen werden, eignet sich die Newton Darstellung fiir
die Implementierung, die Lagrange Darstellung dagegen fiir die Analyse der
Methoden.

Formel (3.50) ergibt sich durch Integration des Interpolationspolynoms von t,
bis t,41, also aukerhalb des Interpolationsintervalls [t,,_x11,t,]. Bekannterwei-
se approximieren Interpolationspolynome nicht sonderlich gut auferhalb ihres
Intervalls, weshalb Adams auch Methoden untersuchte, bei denen zusatzlich
der Punkt (t,11, fnt1) interpoliert wird.
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Tkl
- il -

tnkr tha

Abbildung 3.3: Idee des Adams-Moulton-Verfahren

Adams-Moulton-Verfahren

Verwendet man bei dem Interpolationspolynom zusétzlich den Punkt (¢,,11, fni1)
so ergibt sich fiir das Polynom in Lagrange Form:

Zl ) frp1—i- (3.52)
mit
et
L) =] M =0,k (3.53)

o bt — tnga—j
JF#i

Somit erhilt man fiir die néchste Nidherung in der allgemeinen Formulierung
(3.38) mit konstanter Schrittweite:

k
Up+1 = Up + h Z bzfifn+1fi7 (354)

i=0
mit
s—1 —{— s—=147J
bi_; / ds. (3.55)
J#l

Fiir die Darstellung des Polynoms mithilfe der Riickwéartsdifferenzen gilt:

PH(t) = p* (£, + sh) = i (_8 N 1)v Fast. (3.56)

Jj=

Zur Berechnung der nichsten Ndherung erhélt man damit:

—s+1

k 1
Ups1 = Up + hZ’y;ijnH mit ;= (—1)j/ ( j ) ds.  (3.57)
0

Jj=0
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Die Koeffizienten «* (siehe Tabelle 3.2) lassen sich rekursiv mithilfe dieser
Formel berechnen:

Y% =1
J fy*
It 0, > 1. 3.58
i+ 1 )= (3-58)

=0

Die Methode (3.57) néhert die exakte Losung im Allgemeinen besser an als
(3.50). Allerdings ist u,; nur implizit in der Formel (3.57) gegeben, was nor-
malerweise die Losung eines nichtlinearen Gleichungssystem in jedem Schritt
zur Folge hat.

j 101 2 |3 4 5 6 7 8
sl 1] =2 |zt 29| =3 | =863 | =275 | —33953
7 2 | 12 | 24 | 720 | 160 | 60480 | 24192 | 3628800

Tabelle 3.2: Koeffizienten der Adams-Moulton-Methode

Pradiktor-Korrektor-Verfahren

Eine Moglichkeit das nichtlineare Gleichungssystem aus (3.57) zu ldsen, ist
die Anwendung einer Fixpunktiteration. In der Praxis wird iiblicherweise so
vorgegangen:

k—1
P: (predict) Es wird @,41 = u, + hZ”ijjfn als Pradiktor mit dem explizi-
=0
ten Adams-Verfahren berechnet.

E: (evaluate) Die Funktion f wird mit dieser Niherung ausgewertet :
Joer = f(tnir, ).
C: (correct) Die Korrekturformel

Up+1 = Up + h(ben+1 + ...+ bafnkarl)
liefert eine Ndherung .

E: (evaluate) Die Funktion wird nochmals ausgewertet: f,,1 1 = f(tni1, Unt1)-
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3.3.2 Erweiterung auf semi-explizite DAEs vom Index 1

Wir betrachten wiederum die beiden Darstellungsformen fiir semi-explizite
DAEs vom Index 1:

y'(t) = f(t,y(t), 2(t)) (3.18a)
0=g(t y(t), 2(?)) (3.18b)

und
y'(t) = f(ty),G(tyd)). (3.19)

Wiederum ist ein direkter und indirekter Zugang moglich.

Direkter Zugang

Wendet man auf das Gleichungssystem

y'(t) = fty(t), 2(1)) (3.20a)
e/ (t) = g(t,y(t), 2(1)) (3.20b)
ein lineares k-Schritt-Verfahren an, so ergibt sich
k k
S e itnrii=h Y Bri fasisi (3.60)
=0 i=0
k k
€ Z Q—i Znt1—i = h Z Br—i Gnt1—i (3-61)
i=0 =0

mit
fn+1—i = f(tn+1—i7yn+1—ia Zn—i—l—i)) In+1—i = g(tn+1—i, YUn+1—i5 Zn+1—i)'

Betrachtet man das Gleichungssystem (3.18) als Grenzfall ¢ = 0 von diesem
System so gilt

k k
> hiYnrici =h Y Bri fapii (3.62)
=0 1=0
k
0= Zﬂkﬂ In+1—i- (3-63)
i=0
Im Falle expliziter Verfahren ist gy = 0, wodurch y,,; und z,.; in Glei-

chung (3.63) nicht mehr vorkommen. Somit ist dieses Gleichungsystem un-
terbestimmt und nicht mehr eindeutig nach y,,; und z,.; auflésbar. Wie bei
den Runge-Kutta-Verfahren ist der direkte Zugang fiir Mehrschrittverfahren
nur auf implizite Verfahren anwendbar.

Eine Moglichkeit, explizite Mehrschrittverfahren auf semi-explizite DAEs vom
Index 1 anzuwenden, bietet wiederum der indirekte Zugang.
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Indirekter Zugang

Wendet man auf (3.19) eine lineare k-Schritt-Methode an, so erhélt man fol-
gende Vorschrift:

k k
S it =h Y Bri fasimi (3.64)
i—0 i=0
mit
Jrt1—i = f(tns1—is Unt1—is Znt1—i)s  Znii—i = Gtns1—i, Ynt1—i)-

Beispielsweise ergibt sich bei Anwendung eines Adams PECE-Verfahren auf
(3.19) die folgende Berechnungsvorschrift:

P: Berechne

k
:’Qn—‘rl =Yn + h Z bk—i fn+1—i7

=1

2n+1 = G(tn+17 gnJrl)u
als Pradiktoren.

E: Evaluiere ]En-i-l = f(tn+17 gn-&-l; én-&-l)‘

C: Berechne die Ndherungen y,,+; und 2,1 mit der Korrekturformel

k
Yn+1 = Yn + h Z bZ—z fn+l—z’ + hbz fn—i—l

=1

Zn41 = G(tn+17 yn+1)~
E: Werte die Funktion aus: f,11 = f(tnt1, Yni1, Znt1)-

Der Vorteil, der sich durch die Reduktion der semi-expliziten DAEs vom Index
1 auf explizite ODEs ergibt, ist die direkte Anwendbarkeit der bereits vor-
handenen Theorie wie auch der bekannten numerischen Verfahren. Um dies
zu nutzen beschranken wir uns bei den Adams-Verfahren ebenfalls auf den
indirekten Zugang.
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Kapitel 4

Analyse der numerischen

Methoden

Die fiir die Analyse numerischer Methoden wichtigen Begriffe sind Konsistenz,
Stabilitit und Konwvergenz. In den folgenden Abschnitten werden wir zeigen,
dass die Konvergenz der Runge-Kutta-Verfahren und der Adams-Verfahren,
aus deren Konsistenz und Stabilitdt folgt. Hierzu werden der lokale Fehler,
die Fortpflanzung von Stérungen durch das Verfahren und der globale Feh-
ler untersucht. Da wir uns bei der Erweiterung der Methoden auf eine semi-
explizite Algebro-Differentialgleichung vom Index 1 auf den indirekten Zugang
beschrankt haben (Abschnitt 3.2.2 und 3.3.2), ist es ausreichend die Metho-
den anhand des Anfangswertproblems 2.3 zu untersuchen. Die durchgefiihrte
Analyse der Methoden stiitzt sich dabei auf [3] und [5].

4.1 Explizite Runge-Kutta-Verfahren

Ein Runge-Kutta-Verfahren angewandt auf das Anfangswertproblem 2.3 auf
dem Gitter 0 =ty < t; < ... < t,, = T mit der Schrittweite h,, = t,,.1 — t,
kann auch in der folgenden Form geschrieben werden (Einschrittverfahren):

Up+1 = Up + hn Cb(tn, U, hn)7 (41)

up = u(ty), n=0,...,m—1
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mit der Verfahrensfunktion ¢(t,, u,, h,), die sich aus den Bedingungen (3.15)
und (3.16) ergibt:

D(tn, Un, hn) = ijkj (4.2)
j=1

7j—1
kj = f(t+c]h,u(t) +hz aﬁ k’z)
i=1

4.1.1 Konsistenz

Zur Untersuchung der Konsistenz eines Verfahrens wird der lokale Fehler be-
trachtet. Dieser misst die Differenz der exakten und der Ndherungslosung nach
einem Schritt des Verfahrens bei selbem Startwert. Fiir ein Einschrittverfahren
gelten folgende Definitionen:

Definition 4.1 (Lokale Fehler und Konsistenz)
Der lokale Fehler des Einschrittverfahrens (4.1) an der Stelle t,, lautet

dn = u(tn) = (u(tn-1) + hp-10(tn-1, u(tn-1), hn-1)) (4.3)

firn=1,...,m.
Das Einschrittverfahren heifit konsistent (vertraglich), falls (in einem geeigne-

ten Sinn)

d, =o(h,—1), n=1,...,m. (4.4)
Es heifit konsistent mit der Konsistenzordnung p, falls

d, = O, n=1,...,m. (4.5)
Durch Taylorentwicklung des lokalen Fehlers ergibt sich fiir ein Runge-Kutta-

Verfahren der Ordnung p, dass die Taylorreihen der exakten und der Nihe-
rungslosung bis einschlieflich des Terms AP {ibereinstimmen.

Betrachten wir beispielsweise die Taylorentwicklung der exakten Losung u(t + h)
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und der Niherungslosung uy,(t + h) einer 2-stufige Runge-Kutta-Formel:
h? h3
u(t+h) = u(t)+hu'(t)+ 7u”(t) - Eu"’(t) +...

2

= uthf ok )

h3

up(t+h) = u+hbif+bof (t+ c2h,u+ has f)]
= u+hbf + hby[f + ficoh + fuhax f +

b2 (uleah)? +2 4 fuuleoh) (has ) + fu(han %) + .
= w+h(by 4 by) f + h*ba(cafy + an fuf) +

3 C% 051 2
+h7by 5ftt + frucoa21 + Tfuuf +.

Damit diese beiden Reihen bis einschlieRlich des Terms h? iibereinstimmen,
ergeben sich mithilfe des Koeffizientenvergleichs folgende Bedingungen an die
Parameter der Runge-Kutta-Formel:

b1+b2:1 blzl_bQ
b262:1/2 — 62:1/2b2
b2a21 = ]_/2 a9 = 1/2b2

Mit beliebig gewihltem by gilt somit fiir den lokalen Fehler:

3
ult+h) = un(t+h) = % Kl - %> i+ 2fuf + Funf®) + fufi+ F2F| + ..

Hieraus erkennt man, dass die Ordnung 3 fiir ein 2-stufiges Verfahren im All-
gemeinen nicht erreichbar ist.

Welche Bedingung zumindest Konsistenz gewéhrleistet zeigt der folgende Satz.

Satz 4.2 FEin explizites Runge-Kutta-Verfahren ist konsistent genau dann,

wenn

ibi ~ 1 (4.6)

Beweis. Mit der Verfahrensfunktion (4.2)

S

ot u(t),h) =Y bjk;

J=1
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wobei k; die mit der exakten Lésung u(t) ermittelten Steigungswerte darstellen,

erhdlt man fiir h =0
o(t.u(1).0) = Y b, (1u(0) = (0.u(0)
j=1
genau dann, wenn die Konsistenzbedingung erfiillt ist. Also
o(t,u(t),h) — f(t,u(t)) fiir h — 0.

Damit gilt fiir den lokalen Fehler

d,, 1 ,
h“ = |5 (wltnsr) = ultn)) = ' (ta) | + [ (tn ultn)) = Stn, ultn), hu)]
und damit
dn1 — 0 fir A, — 0.

n

]

Die Ordnung eines Runge-Kutta-Verfahrens ergibt sich aus dessen Konstruk-
tion, also aus der geeigneten Wahl der Parameter des Runge-Kutta-Tableaus:

0
Co | Q21
C3 | a31 A32

Cs Ag1 Qg2 e as,sfl

by by ... bs—1 b

Bezeichnet man mit p(s) die maximal erreichbare Konsistenzordnung einer
s-stufigen Runge-Kutta-Formel, so gilt:

s |1 2 3 4[5 6 7[8 9 [s>10
p(s)|1 2 3 4[4 5 6|6 <T7[<s-3

Man erkennt hieraus, dass die Ordnung der Runge-Kutta-Verfahren nicht li-
near mit der Anzahl der Stufen steigt. Eine sorgfiltige Untersuchung der
erreichbaren Konsistenzordnungen von Runge-Kutta-Verfahren mithilfe von
Ordnungsbdumen findet man in [3].
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4.1.2 Stabilitat

Die Stabilitit gibt Auskunft dariiber, wie sich Anderungen in den Daten auf
das Ergebnis auswirken. Bei stabilen Verfahren dndert sich die Losung der
Néaherungsgleichung stetig und gleichmifig in A mit den Daten.

Betrachtet man das gestorte Einschrittverfahren
Vg = Ug + 50, (4.73)
Una1 = Up + hyp @(tn, Vs, Bn) + B, (4.7b)

so erhélt man folgende Definition der Stabilitéit eines Einschrittverfahren:

Definition 4.3 (Stabilitét)
FEin Einschrittverfahren heifst stabil, falls es eine Konstante C' > 0 gibt, sodass

[[on = un[l < €' max [|5] (4.8)

0<k<n

fiir alle hinreichend kleinen Stérungen dy.

Ein hinreichendes Kriterium fiir die Stabilitit eines Einschrittverfahrens ist
die Lipschitzstetigkeit der Verfahrensfunktion im zweiten Argument: Es gibt
eine Konstante L, > 0, sodass folgende Abschitzung gilt

lo(t, v, h) = ot u, )| < Lg [[o —ul - ¥t 0,u,h. (4.9)

Satz 4.4 Die Verfahrensfunktion ¢(t,u, h) erfiille (4.9). Dann gilt die Abschét-
zung:

Ltn_l

e~
max |6, (4.10)

_ < Lyt

und das Verfahren ist somit stabil.

Beweis. Es gilt

||Un+1 - un+1|| - ||Un, — Up + hn(gb(tm Un,, hn) - ¢(tna U, hn)) + hndn—&-lH
< (X + Lghn) (v — n) 4 hndnia ]
< (L4 Lohn) [lvn — tnl| + ha [|0n41]] -

Mit der bekannten Abschiitzung (1 + Lyh,) < ele folgt

H'Un-H - Un-&-lH < elohn |V — tn|| + Iy ”5n+1||

< eL¢h" (eL‘?h"*l ||Un_1 — un_1|| + It ||5n||) + hn ||5n+1|| :
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Setzt man dies fort, so erhédlt man zusammen mit A, +h,—1+...+h; = t,11—1;
und ¢ =0

n+1
ons1 = tngall < €t flog — | + D eFeltrr =,y ||
j=1
n+1
< eformet ol + 3 efelt ™ hyy max (10
= 1<k<n+1

Der Ausdruck ele(tn+1=ti)p, | 1gsst sich durch ein Integral abschiitzen:
t
6L¢(tn+1*tj)hj_1 < / eLoltnri=t) gy
ti—1
Damit ergibt sich fiir die Summe folgende Abschiatzung

n+1 n+1

ZGL¢t”+1 t)h 1<Z/ o(tnt1—t) gy

b1
= / elo(tn1—=t) gy
to

elotnt1 _ 1
Ly ’
und somit gilt insgesamt die Behauptung. O]

Die Verfahrensfunktion eines Runge-Kutta-Verfahrens besteht aus einer Sum-
me iiber f:

¢(t,u,h) = betJrczh 9i)-

Daher lisst sich zeigen, dass fiir stetige Funktionen f(¢,u), die die Lipschitz-
bedingung (2.11) erfiillen, die Verfahrensfunktion lispschitzstetig ist und somit
die Runge-Kutta-Formel stabil.

Satz 4.5 Sei L die Lipschitzkonstante von f und h = max; h;. Dann erfiillt die
Verfahrensfunktion der Runge-Kutta-Methode (4.2) die Lipschitzbedingung
(4.9) mit

Ly = (Z|b | +hLZ\ba”| + WL |biaga + . >

1.]1
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Beweis. Fiir die Verfahrensfunktion (4.2) gilt folgende Beziehung

H¢<t,1}, h) - ¢(t7uv h)” S Z |bz| Hf(t + Cih7gi(tav7h)) - f(t + Cih7gi(taua h’))”

i=1
< 13" Il ot v, ) — g, )
i=1
mit
gi(t,v,h) =v+ hi a;; f(t+cjh, g;(t,v, h)).
j=1
Aufgrund der Lipschitzstetigkeit von f gilt folgende Abschéatzung:
l9i(t, v, h) — gi(t, u, h)|| < || —ul| + AL Z aij ||g; (&, v, h) — g; (&, u, h)||.

j=1

Setzt man diese Beziehung oben ein, so erhilt man die Behauptung.

4.1.3 Konvergenz

Ziel eines jeden Verfahrens ist es bei entsprechend kleiner Schrittweite eine
kleine Abweichung von der exakten Losung zu erhalten. Diese Abweichung
entspricht dem globalen Fehler des Verfahrens, der folgendermafen definiert
ist:

Definition 4.6 (Globale Fehler und Konvergenz)
Der globale Fehler an der Stelle t,, ist gegeben durch

en = u(ty) — up(ty) . (4.11)
——

=Un

FEin FEinschrittverfahren heifst konvergent, falls

max ||e,(t)|| — 0 fiir h — 0 fiir alle t € [0, 7] (4.12)

h=maxh; i=0,...,n— 1
Es ist von der Konvergenzordnung p falls

max e, || = O(hP). (4.13)
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Fiir Einschrittverfahren folgt die Konvergenz des Verfahrens offensichtlich aus
dessen Konsistenz und Stabilitit. Ebenso gilt, falls die Runge-Kutta-Formel
die Konsistenzordnung p hat und f entsprechend oft stetig differenzierbar ist,
dann ist auch die Konvergenzordnung p. Der folgende Satz zeigt diesen Zu-
sammenhang.

Satz 4.7 Die Verfahrensfunktion erfiille die Lipschitzbedingung (4.9) und das

Verfahren sei von der Konsistenzordnung p, d.h.
|d,|| < ChP*H. (4.14)
dann lisst sich der globale Fehler durch
C L
leall <+ (ePot — 1) ¥ (4.15)
o
abschatzen.

Beweis. Fiir den globalen Fehler gilt

€n = dn + u(tn—l) — Up-1 + hn—l(¢(tn—la u(tn—l)a hn—l) - ¢(tn—1a Up—1, hn—l)
und somit fiir seine Norm
lenl] < CRPT 4 (14 Lohn) llenll -
Fiihrt man dies wie in dem Beweis von Satz 4.4 fort so erhalt man:
lenll < ChPY ~eFetn=tidp; g 4 eFeln ||eg||

und damit die Behauptung. 0

4.2 Lineare Mehrschrittverfahren (Adams-
Verfahren)

Die Analyse der linearen Mehrschrittverfahren wird anhand der Formulierung
(3.38) vorgenommen. Die dadurch erhaltenen Resultate lassen sich ohne Pro-
bleme auf die Adams-Verfahren iibertragen. Die Analyse der Verfahren wird
dabei auf dquidistantem Gitter mit der Schrittweite A durchgefiihrt. Da man
Verfahren mit variabler Schrittweite und Ordnung als Folge von Verfahren mit
konstanter Schrittweite mit gelegentlichen Wechsel betrachten kann, ist die
Theorie auf nicht-dquidistante Gitter erweiterbar [4].
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4.2.1 Konsistenz

Analog 7u den Einschrittverfahren heifit ein Mehrschrittverfahren konsistent
mit der Konsistenzordnung p, falls fiir den lokalen Fehler gilt:

d, = O™, n=k,. .. ,m (4.16)

Definition 4.8 (Lokale Fehler)
Der lokale Fehler einer linearen k-Schrittmethode an der Stelle t,, . ist gegeben
durch

dn+1 = U(tn+1) — Upa1 (417)

wobei fiir u,q gilt:

k k
Z Qi Upt1—; = N Zﬁk—i fltngimisUngr—i), n+1l=k,....m
i=0 i=0

mit Up41—5 = U(tn+1_z‘) fiir i = 1, ey k.

Der lokale Fehler ergibt sich wiederum als Differenz der exakten Losung u(t,,41)
des Anfangswertproblems 2.3 und der Ndherungslosung u,,,1. Allerdings wer-
den zur Berechnung der Ndherungslosung die Werte w,;_; mit ¢« = 1,... k
als exakt angenommen, also u,1_; = u(tp11-;)-
Eine Darstellungsmoglichkeit des lokalen Fehlers bietet der folgende Operator:
k
L(u,t,h) =Y [au(t+ih) — hBiu' (t + ih)]. (4.18)
=0
Lemma 4.9 Sei u(t) die Lisung des Anfangswertproblems 2.3 mit f(t,u(t))
stetig differenzierbar. Dann existiert ein 6 € (0, 1) sodass fiir den lokalen Fehler

gilt:
dn = (akl - hﬁkfu(tn7 77))_1 L(uv tn—ka h)v (419)
mit 7 = 77(5) = Up +0 [u(tn> - un] .

Beweis. Fiir u, gilt laut Definition 4.8 die Gleichung

k—1

Z [iu(tn—k+i) = ROBS(tn—prir W(tn—si))] + o, — W3 f (tn, un) = 0.

1=0

Durch Einsetzen des Operators L erhilt man

L(u,tn_k, h) = ag [u(ty) — up] — hok [f(tn, u(ty)) — f(tn, un)] .

Zusammen mit dem Mittelwertsatz folgt die Behauptung. 0
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Fiir explizite lineare Mehrschrittverfahren mit oy, = 1 stimmen der lokale Feh-
ler und L(u,t, h) iiberein.

Bei der Bestimmung der Konsistenzordnung linearer Mehrschrittverfahren spie-
len folgende Polynome eine wichtige Rolle:

p(¢Q) = arC* + a1+ L+ ag, (4.20)
7(¢) = Bil" + BeaC" . 4 Bo- (4.21)
Sie werden als die erzeugenden Polynome des Mehrschrittverfahrens bezeich-

net. Der folgende Satz gibt Auskunft {iber den Zusammenhang zwischen den
erzeugenden Polynomen und der Ordnung eines Mehrschrittverfahrens.

Satz 4.10 Die Mehrschrittmethode (3.38) ist von der Ordnung p genau dann,
wenn

k

k k
Zai:() und Zaiiq:qZﬁiiq_l fir g=1,...,p.
i=0 =0

1=0

Beweis. Wir zeigen, dass L(u,t,h) = O(h?™!), woraus die Behauptung folgt.
Durch Einsetzen der Taylorentwicklung von u(t + ih) und «'(t + ih)

. p u(j)(t) o "
ut +ih) = i oM,
=0

B ulHD(¢)

t
u'(t+ih) = g —'z]hj + O(RhP)
— !
J
n (4.18) erhilt man:

ul)(t

j—l

L(u,t,h) = u(t Zaz

k
Z Z
=1 —0
k
— Z 2-1-2 Zaﬂ” jZﬁiij_l +O(hP*)
=1 i=0 i=0 J

=0

hﬂ Zﬁz 771 4 O(RP )
=0

~
=0 =0 fiir j=1,2,....,p

= O(hr*Y).
]

Fiir den Fall p = 1 ergeben sich aus obigem Satz folgende Bedingungen an ein
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Mehrschrittverfahren:
r ok
p(1) =0 D a; = 0]
| i=0
r ok k
p'(1)=0(1) Ziai = Zﬂz]
| i=0 i=0

Mit Satz 4.10 kdnnen wir zeigen, dass die Adams-Bashforth-Methode die Ord-
nung k hat und die Adams-Moulton-Methode die Ordnung k + 1:

Die verwendetet interpolatorische Quadraturformel der Adams-Bashforth-Me-
thode ist vom Exaktheitsgrad & — 1 , d.h. sie ist fiir Polynome vom Grad
q < k — 1 exakt. Fiir die Differentialgleichung

u'(t) =qt ! fir g=1,...,k

gilt u(t) = t7+ c. Daher ist der lokale Fehler, der bei Anwendung der Adams-
Bashforth- Methode entsteht, identisch Null. Somit gilt zusammen mit Lemma
4.9:

0= [Oékl — O] dn
= L(tq + ¢, th—k, h)
k
= [ [(ta—i + ih)? + ¢] = hBiq(tn—y, + ih)*]
i=0
k k
= CZ o; + [ozi [(tp—k + 1h)9] — hBiq(t,—x + ih)q_l] )
i=0 i=0

Dabei ist die Gleichung

fiir Adams-Verfahren stets erfiillt. Fiir den zweiten Term folgt mit ¢,,_;, = 0O:

k

0=~ht Z [Oéﬂ.q - qﬁfﬂ'q_l} .

=0

Somit sind die Bedingungen aus Satz 4.10 erfiillt und das Verfahren ist von
der Ordnung &.

Auf diesselbe Art ldsst sich mit einem Polynom vom Grad < k zeigen, dass
die Adams-Moulton-Methode die Ordnung k£ 4 1 hat.
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4.2.2 Stabilitat

Zur Untersuchung der Stabilitdt von Mehrschrittverfahren betrachten wir ihre
Anwendung auf die Differentialgleichung mit trivialer rechter Seite:

u'(t) = 0. (4.22)

Die Gleichung zur Berechnung der Ndherungslosung lautet fiir dieses Differen-
tialgleichungssystem

Qi1 + Qg 1Up + ...+ Qi = 0. (4.23)

Die allgemeine Losung dieser Gleichung liefert das néichste Lemma:

k
Lemma 4.11 Seien (3,(s,...,( die Wurzeln von p(() = Zoz](j mit den
=0

Vielfachheiten mq, mo, ..., my.

Dann ist die allgemeine Losung von (4.23) durch

u, = p1(n)C + ...+ o)

gegeben, wobei p;(n) beliebige Polynome vom Grad m; — 1 sind.

O
Die Forderung nach der Beschrinktheit von wu, fiir n — oo motiviert folgenden
Stabilitatsbegriff.

Definition 4.12 (0-Stabilitit) Das Mehrschrittverfahren (3.38) heifst 0-stabil,
falls die Nullstellen des erzeugende Polynoms p(() folgende Bedingungen er-
fiillen:

1. |¢] <1, falls ¢ eine einfache Nullstelle ist.

2. €| < 1, falls ¢ eine mehrfache Nullstelle ist.

Fiir die Adams-Bashforth- und Adams-Moulton-Methode ist das erzeugende
Polynom p(¢) = (¥ — ¢*71. Es hat eine einfache Nullstelle bei 1 und eine
(k — 1)-fache bei 0, damit sind die Bedingungen der 0-Stabilitét erfiillt.

4.2.3 Konvergenz

Durch Formulierung des k-Schrittverfahrens als Einschrittverfahren in einem
(k - N)-dimensionalen Raum (/N ist die Dimension des Differentialgleichungs-
systems) ldsst sich zeigen, dass aus Konsistenz und Stabilitdt des Verfahrens
dessen Konvergenz folgt.
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Sei ¢ = @(tn, Up, Ui, - - - Upik—1, ) implizit definiert durch:
k-1 k—1
Y= Zﬁ]/fnﬂ + hBy. f(tn + kh, ho — Z i), (4.24)
J=1 j=0

mit o; = /g und 3 = 3;/cy. Damit erhilt das Mehrschrittverfahren (3.38)
die Form:

k—1
Upik = — Z 1 j =+ hep. (4.25)
=0
Durch Einfiihrung von
Unip_1 -y I —og I - —agl 1
e I ol PR ¢
) 10 0

kann man das Mehrschrittverfahren (4.25) in kompakter Form im Produkt-
raum (RM)¥ = RY x ... x R¥ schreiben:

Un+1 :AUn+h®(tn>Unah)a n:O,l,...,m—k‘ (426)

O(t,,, Up, h) = @(t,, Up, h)ey.

Das folgende Lemma sagt aus, dass aus der Konsistenz(-ordnung) des Mehr-
schrittverfahrens jene des Einschrittverfahrens (4.26) folgt und umgekehrt.

Lemma 4.13 Sei u(t) die exakte Losung von (2.10). Der Vektor U, sei die

numerische Lésung nach einem Schritt des Verfahrens (4.26)
Upt1 = AU(t,) + h®(t,, U(t,), h)
mit exakten Startwerten
Ultn) = (u(tnsi—), tltnin—z), - ultn))".

Aus der Konsistenz(-ordnung) des Mehrschrittverfahren folgt die Konsistenz(-
ordnung) des zum Mehrschrittverfahren dquivalenten Einschrittverfahren und

umgekehrt.
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Beweis. Fiir den lokalen Fehler des Einschrittverfahren (4.26) gilt:

u(tn+k) Up+1
u(tn k—l) u<tn k—l)
U(tn-i-l) - Un+1 == + - "
| ultn) || ultnesa) |

u(tn-i-k) — Un+1
0
0
Daraus folgt:
1U(tn41) = Unsall = llu(tnin) = tnpa| (4.27)
und somit die Behauptung. O]

Die Stabilitét des Einschrittverfahrens (4.26) erhélt man aus der Stabilitit des
Mehrschrittverfahrens und der Lipschitzstetigkeit von f.
Zuvor benotigen wir noch folgendes Lemma:

Lemma 4.14 Sei das Mehrschrittverfahren 0-stabil. Dann existiert eine Vek-

tornorm in (RY)*, sodass fiir die zugeordnete Matrixnorm gilt:
Al < 1. (4.28)

Beweis: siehe [3] S. 394 f.

Mithilfe dieser Norm lésst sich die Stabilitit des Einschrittverfahrens aus der
Stabilitdt des Mehrschrittverfahrens und der Lipschitzstetigkeit von f folgern.
Die Vorgehensweise ist dabei analog zu Lemma 4.4. Aus Stabilitidt und Kon-
sistenz des Einschrittverfahrens (4.26) erhélt man offensichtlich dessen Kon-
vergenz. Aufgrund der Aquivalenz von (4.26) und (4.25) folgt somit die Kon-
vergenz des Mehrschrittverfahrens.
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Kapitel 5

Praktische Durchfithrung der

numerischen Methoden

Aufgrund des konkreten Problems waren zwei Aspekte bei der praktischen
Durchfiihrung der Methoden von besonderem Interesse, die automatische Schritt-
weitensteuerung und, wie sich im Laufe der Diplomarbeit herausstellte, die
kontinuierliche Datenausgabe (engl. dense output), d.h. die Ausgabe der Daten
auch zwischen den Gitterpunkten. Fiir die Realisierung dieser beiden Aspekte
sind mehrere Vorgehensweisen méoglich, in diesem Kapitel werden jene vorge-
stellt, die von den in Kapitel 6 getesteten Verfahren verwendet werden.

Fiir die Runge-Kutta-Verfahren dient DOPRI5 aus [3] als Grundlage zur Be-
schreibung der fiir eine effiziente Implementierung wichtigen Aspekte. Eine
mogliche Implementierung der Adams-Verfahren wird anhand der Beschrei-
bung aus |3, 4] aufgezeigt, einem PECE-Verfahren mit variabler Ordnung und
Schrittweite.

5.1 Explizite Runge-Kutta-Verfahren

Zur effizienten Durchfiihrung von Einschrittverfahren, zu denen die Runge-
Kutta-Verfahren zdhlen, ist die Wahl der richtigen Schrittweite von entschei-
dender Bedeutung. Die Aufgabe einer Schrittweitensteuerung ist es, den loka-
len Fehler in einer gewiinschten Grofsenordnung zu halten. Durch Schrittwei-
tensteuerung werden allerdings die berechneten Gitterpunkte vom Verfahren
gewahlt und somit beliebig. Wie man dennoch Ndherungen an vorgegebenen
aber nicht berechneten Punkten erhélt, wird in Abschnitt 5.1.3 behandelt.
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5.1.1 Eingebettete Runge-Kutta-Verfahren

Eine effiziente Moglichkeit den lokalen Fehler zu schitzen, und somit Schritt-
weitensteuerung zu ermdglichen, bieten die eingebetteten Runge-Kutta-Ver-
fahren. Die Grundidee der eingebetteten Runge-Kutta-Verfahren besteht dar-
in, neben der zur Berechnung verwendeten Runge-Kutta-Formel der Ordnung
p eine weitere Runge-Kutta-Formel der Ordnung p + 1 zu konstruieren. Die
Differenz der beiden Ndherungslosungen uy,(t + h) und 4y (¢t + h) liefert dann
eine Schétzung fiir den lokalen Fehler. Um den Aufwand zur Berechnung von
up(t + h) moglichst gering zu halten, benutzt man die selben Werte fiir die
Koeffizienten ¢; und a;; aus den beiden Runge-Kutta-Formeln. Diese werden
dann in einem gemeinsamem Tableau zusammgefasst:

0
C2 | Q21
C3 | a31 A32

Cs (5] Qg2 cee as,sfl
by by ... bs_1 b
by by ... bs_1 b

Besonders effizient sind eingebettete Runge-Kutta-Formeln mit der Eigen-
schaft (Fehlberg-Trick):

asi:bi, i:1,2,...78—1
0 = bs.

Fiir sie gilt:
ki(t+h) =f(t+ h,up(t + h))

=F(t+ s hyun(t) + B Y bi(t)ki(t))

=f(t+ csh,up(t) +h 2_: asi(t)k;(t))

=ks(t),

da aus der Konsistenzbedingung und Bedingung (3.17) folgt:

s—1 S
cS:Easi:Ebizl.
=1 =1

Man erspart sich also mit solch einer Methode in jedem Schritt eine Auswer-
tung von f. Eine bekannte Runge-Kutta-Formel, die diese Eigenschaft nutzt,
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0

1 1

5 5

3 3 9

10 | 40 40

4| 4 _56 32

5 15 15 9

8 | 19372 25360 64448 212

9 | 6561 2187 6561 729

1 | 917 355 46732 49 _ 503
3168 33 5247 176 18656

1| 35 0 500 125 2187 11
384 1113 192 6784 84
35 0 500 125 287 11
384 1113 192 6784 84
5179 0 7571 393 92097 187 1
57600 16695 640 339200 2100 40

Tabelle 5.1: DOPRI5(4)

ist jene von Dormand und Prince, deren Werte-Paare in Tabelle 5.1 dargestellt
sind. Das damit konstruierte Verfahren aus [3] nennt sich Dormand-Prince 5(4)
(DOPRI5). In ihm wird der Fehlerterm des genaueren Verfahrens 5.0rdnung
minimiert und die N&herunge des Verfahrens mit der niedrigeren Ordnung
dient der Fehlerschitzung.

In diesem Fall ergibt sich als Schitzung fiir den Fehler: uy, (¢t + h) — @y, (t + h).
Dieser Fehler soll komponentenweise folgende Bedingungen erfiillen:

[un,i(t +h) — dp:(t + h)| < toly, (5.1)
tol; = Atol; + max(|up(t)], |un:(t + h)|) Rtol;,
wobei Atol; und Rtol; die durch den Benutzer vorgegebenen Fehlertoleranzen

sind (relative Fehler ergeben sich mit Atol; = 0, absolute mit Rtol; = 0).
Insgesamt erhilt man folgendes Fehlermaf

N
1 uhz(t‘Fh)—fL}”(t‘i‘h)
= e : . . 2
ar N Zi:l ( tol; (5:2)

Oft werden auch andere Normen, wie beispielsweise die Maximumsnorm, fiir
die Schitzung des Fehlers verwendet. Ausgehend von einer vorhandenen Schét-
zung des lokalen Fehlers ist es nun moglich die Schrittweite dem Losungsverlauf
anzupassen.

5.1.2 Schrittweitensteuerung

Fiir die von der gewéhlten Schrittweite h abhingige Schétzung err des lokalen
Fehlers eines Verfahrens der Ordnung p gilt:

err = ChP*, (5.3)
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Das Ziel ist normalerweise den lokalen Fehler unter einer vorgegebenen Schran-
ke tol zu halten. Bei dem hier verwendeten Fehlermaf (5.2) sind die gewiinsch-
ten Toleranzen (Atol;,Rtol;) schon beriicksichtigt, er wird daher mit 1 vergli-
chen.

Die ,optimale neue Schrittweite h,,., wire somit durch die Bedingung

1~ ChPt! (5.4)

neu

definiert. Aus (5.3) und (5.4) ergibt sich die ,optimale* neue Schrittweite durch

1

+1
hneu =h-" - .
err

(5.5)

Daraus lésst sich folgendes Vorgehen zur automatischen Steuerung der Schritt-
weite ableiten:

Man fiihrt einen Schritt mit der vorgegebenen Schrittweite h aus
und schéitzt den entstandenen lokalen Fehler err. Ist dieser unter
der vorgegebenen Schranke err < 1, so wird dieser Schritt akzep-
tiert und mit der neuen Schrittweite h,., das Verfahren fortgesetzt.
Andernfalls wird der Schritt verworfen und noch einmal mit der
neuen Schrittweite h,,, durchgefiihrt.

Um sicher zu gehen, dass die neue Schrittweite h,,., den lokalen Fehler unter der
vorgegebenen Schranke hilt, wird in der Praxis die optimale Schrittweite mit
einem Sicherheitsfaktor fac (z.B. fac = 0.8, 0.9, (0.25)Y®*+1) multipliziert.
Desweiteren sollte sich die Schrittweite weder zu stark vergréfiern noch zu
stark verkleinern, weshalb zwei weitere Faktoren facmax und facmin zweck-
mékig sind. Damit erhilt man zur Berechnung der neuen Schrittweite folgende
Vorschrift:

(1/(p+1))
Npew = h - min (facmax, max <facmin, fac- — )) (5.6)
err
Ebenfalls ist es ratsam, nach einem verworfenen Schritt zwei erfolgreiche Schrit-
te abzuwarten, bevor wieder eine Anderung der Schrittweite zugelassen wird.

5.1.3 Dense Output

Im Zuge der Schrittweitensteuerung erhilt man die Losung an Gitterpunkten,
die aufgrund der Anforderungen an den lokalen Fehler gewdhlt wurden. Fiir
die weitere Nutzung der Ergebnisse (z.B. fiir die graphische Ausgabe) ist die
Néherung der Losung aber oft an vorgegebenen Punkten erwiinscht. Wiirde
man diese in der Schrittweitensteuerung beriicksichtigen (z.B. als Stiitzstel-
len vorgeben), so biifst das Verfahren unter Umsténden an Effizienz ein. Eine
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Moglichkeit die Vorziige der Schrittweitensteuerung zu nutzen und dennoch
die Losung an den vorgegebenen Punkten zu erhalten bieten sogenannte kon-
tinuserliche Runge-Kutta-Formeln.

Mit einem Parameter 6 € (0, 1] ermdglichen diese Formeln die Berechnung der
Néaherungen an beliebigen Zwischenpunkten ¢+6h mit keinen oder nur wenigen
zusatzlichen Funktionsauswertungen.

Ausgehend von einer s-stufigen Runge-Kutta-Formel mit den Koeffizienten ¢;,
a;; und b; betrachten wir folgende Formeln:

mm:u4w+h§:mwmh (5.7)

i—1
ko= flt+chu(t)+hY  agky), i=1,...s" (5.8)
j=1

und den noch zu bestimmenden Polynomen b;(), die folgende Bedingung er-
fiillen:

v(0) — u(t +0h) = O(h" ). (5.9

Ublicherweise gilt s* > s + 1, da zumindest ky 1 = hf(t + h,up(t + b)), also
die erste Funktionsauswertung des nachfolgenden Schrittes, mit a1 ; = b; fiir
alle j in die Formel miteinbezogen wird.

Ein Runge-Kutta-Verfahren, ausgestattet mit der Formel (5.7), nennt man ein
kontinuierliches Runge- Kutta- Verfahren.

Die Polynome b;(6) lassen sich mithilfe der Ordnungsbedingungen der Runge-
Kutta-Formeln berechnen, hier sei auf [3] verwiesen.

Fiir die Methode von Dormand und Prince (Tabelle 5.1) wurde eine konti-
nuierliche Formel der Ordnung 4 konstruiert, die ohne zusétzliche Funktions-
auswertungen auskommt s* = s. Aufgrund der Ordnungsbedingungen erhélt
man fiir by(0) = 0, b7(f) kann beliebig gewahlt werden wodurch die Koeffizi-
enten by(6),05(0),...,bs(f) dann eindeutig bestimmt sind. Die von Dormand
und Prince gewédhlte Formel fiir b;(0) lautet:

br(0) = 0%(0 — 1) + 62(0 — 1)210 - (7414447 — 829305 §) /29380423,
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Fiir die anderen Koeffizienten ergibt sich dadurch:

b1 (0) = 6%(3 —20)by +60(0 — 1)°
— 6%(6 — 1)%5 - (2558722523 — 31403016 6) /11282082432

b3 (0) = 62(3 — 20)bs + 6%(6 — 1)100 - (882725551 — 15701508 #) /32700410799

ba(6) = 62(3 — 20)bs + 62(6 — 1)%25 - (443332067 — 31403016 6) /1880347072

bs(0) = 62(3 — 20)bs + 6%(0 — 1)%32805 - (23143187 — 3489224 0) /19931678932
(

bs(0) = 6%(3 — 20)bg + 6%(6 — 1)55 - (29972135 — 7076736 0) /822651844

In DOPRI5 wird das durch diese Koeffizienten definierte Polynom v(#) nur im
Mittelpunkt ausgewertet, anstelle es fiir die kontinuierliche Datenausgabe zu
verwenden. Den dadurch erhaltenen Wert 1,/» = v(1/2) nutzt man dann mit
den Werten u,, fn, u,y1 und f,,; zur Interpolation durch ein Polynom vom
Grad 4. Dies ist einfacher zu implementieren und der Unterschied zur obigen
Formel ist nicht signifikant [3].

5.2 Lineare Mehrschrittverfahren (Adams-
Verfahren)

Die fiir uns relevanten Aspekte der praktischen Durchfithrung von Adams-
Verfahren werden basierend auf ihrer Beschreibung in [4] gegeben, welche auch
ode113 zugrundeliegt. Es handelt sich dabei um eine PECE-Adams-Verfahren
mit variabler Schrittweite und Ordnung, d.h. sowohl die Schrittweite als auch
die Ordnung werden dem Problem angepasst. Wie diese Anpassung erfolgt
wird in den nédchsten Abschnitten erldutert. Ein weiteres Auswahlkriterium
bei der Wahl der Methoden zur Losung unseres konkreten Problems war die
kontinuierliche Datenausgabe, auf sie wird in Abschnitt 5.2.3 eingegangen.

Die Analyse und Beschreibung der Adams-Verfahren in Kapitel 3 und 4 wurde
auf einem Aquidistanten Gitter durchgefiihrt, trotz des Hintergedankens, dass
fiir eine effiziente Durchfithrung der Verfahren eine variable Schrittweite von
grofer Bedeutung ist. Die Motivation hierfiir war, dass PECE-Verfahren mit
variabler Schrittweite und Ordnung als Folge von Verfahren mit konstanter
Schrittweite mit gelegentlichen Wechsel betrachtet werden kénnen [4]. Fiir eine
genaue Analyse von Adams-Verfahren mit variabler Schrittweite und Ordnung
sei auf |3], [4] und |6] verwiesen.

5.2.1 Variable Schrittweite, Variable Ordnung

Indem man die Interpolationspolynome der Adams-Verfahren auf nicht-dqui-
distante Gitter formuliert, ist es moglich Adams-Verfahren mit variabler Schritt-
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weite zu beschreiben.
Betrachten wir eine Folge von beliebigen Gitterpunkten
O=t<ti<...<t,,=T
mit der Schrittweite
B = tnst — tn.

Wir setzen wiederum voraus, dass die Werte u; ~ u(t;) firj=n—k+1,...,n
bekannt sind und setzen f; = f(¢;, u;). Zur Formulierung der Adams-Bashforth-
Methode benutzen wir Newtons Interpolationsformel, um das Interpolations-
polynom p(t) durch die Werte (¢;, f;) fir j =n — k+1,...,n darzustellen:

k—1j5—-1
(t = tnei)0 fltn tats - s tues] (5.10)
7=0 =0
mit den dividierenden Differenzen & f[t,, ..., t,;], die rekursiv definiert sind
iiber
0° fltu] = fa

07~ 1f[n7~-- n]+1]_5j f[tn*b"'utn*j]
ty — tn '

& fltny oo tn ] = (5.11)

Fiir konstante Schrittweiten vereinfachen sich die dividierenden Differenzen zu
Riickwértsdifferenzen (3.47).

Eine fiir die Berechnung der Koeffizienten sinnvolle Formulierung des Polynoms
ist:

N
—

t—
= d* 5.12
=0 i=0 tn+1 - tn i J<n) ( )
mit
j—1
©5(n) = [ [(tnsr = tui) - 0 fltn, - tuj]. (5.13)
=0

Die Ndherungslosung fiir u(t,.1) ist dann definiert als

tn+1
Upg1 = Up + / p(T)dr. (5.14)
tn

Setzt man die Darstellung (5.12) des Polynoms in (5.14) ein, so erhilt man

k—1

U1 = Uy + hp Zg](n)fbj(n) (5.15)

J=0
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mit

i—1

: /thrl ] T —lni
in)=— ||—d7’. 5.16
g]( ) h/n ' P tn-|—1 . tn—i ( )

Die Adams-Moulton-Methode mit variabler Schrittweite ldsst sich auf dhnliche
Weise herleiten. Wie in Abschnitt 3.3.1 sei p*(¢) das Polynom vom Grad k, das
die Werte (t;, f;) fiir j = n—k+1...,n+ 1 interpoliert. Mit der Newton-
Darstellung ergibt sich

i1
pe(t) = p(t) + [ [t = ta-i)" Fltns, tns - i, (5.17)
=0
Die Ndherungslosung
tn+1
Upt1 = Up + / p*(T)dr (5.18)
tn

lasst sich damit folgendermafsen schreiben

Un+1 = Pn+1 + hngk(n)q)k(n + 1)7 (519)

wobei p,+1 die numerische Losung der Adams-Bashforth-Verfahren (5.15) ist
und

k—1

Op(n+1) = [[(taer = taei)0* Fltnsastu, - s tug]- (5.20)
=0

Bei Anwendung eines PECE-Verfahren ist 6° f[t,+1] = f(tn+1,Pns1) in Formel
(5.20).

Der grofste Aufwand bei der Anwendung dieser Formeln ist die Berechnung
der Intergrations-Koeffizienten g;(n), ®;(n) und ®3(n). Damit der Vorteil der
Adams-Verfahren, wenige Funktionsauswertungen fiir ein genaues Ergebnis zu
benétigen, erhalten bleibt, ist die effiziente Berechnung dieser Koeffizienten
wichtig. Wie diese Berechnung im Detail aussieht, knnen interessierte Leser
in [3] und [4] nachschlagen.

Die Ordnung der Adams-Verfahren hingt von der Anzahl k der Vorginger ab.
Um die Ordnung zu variieren muss man also lediglich Interpolationspunkte
hinzunehmen oder weglassen. Da die Koeffizienten g;(n), ®;(n) und ®%(n)
unabhingig von k sind, ist somit eine Anderung der Ordnung ohne grofen
Aufwand moglich.

Mit obigen Formeln steht uns eine Erweiterung der Adams-Verfahren auf nicht-
aquidistante Gitter zur Verfiigung. Um nun automatische Schrittweitensteue-
rung zu bewerkstelligen, bendtigen wir eine Schitzung des lokalen Fehlers.
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5.2.2 Schrittweitensteuerung und Auswahl der Ordnung

Wir nehmen wiederum an, dass die ersten Ndherungen erfolgreich bis ¢,, berech-
net wurden und ein weiterer Schritt mit der Schrittweite h,, und der Ordnung
k 4+ 1 durchgefiihrt wird. Somit erhalten wir die N&herung u,+1 ~ u(t,41).
Um zu entscheiden, ob die Ndherung w, ., akzeptiert wird, bendtigen wir eine
Schitzung fiir den lokalen Fehler. Eine mogliche Schétzung des lokalen Fehlers
ist durch

l€k+1(n + 1) = {Ln_t'_l — Up+1 (521)

gegeben, wobei 1,1 die Niherungslosung eines Adams-Moulton-Verfahren der
Ordnung £ + 2 ist, also:

7:LnJrl = ﬁnJrl + hnngrl(n)(I)kJrl (n + 1) (5'22)
k
ot =t + o Y gi(n)@3(n). (5.23)
j=0

Fiir w, ;1 gilt folgende Gleichung:

k—1
Pott = Un + iy Y gi(n)®}(n). (5.25)
j=0

Die Differenz der beiden Ndherungslosungen ergibt somit:

Ung1 = Unt1 = hn (gr(n)PL(n) + o1 () Prsr(n + 1) — gu(n)Pi(n + 1)) .

(5.26)
Aufgrund der Beziehung
Dj1(n) = B;(n) — @ (n + 1)
folgt fiir die Schéatzung des lokalen Fehlers
lersa(n+1) = hn(grsr(n) — gr(n)) Prpa(n + 1), (5.27)

Ersetzt man in @ 1(n + 1) den Ausdruck f,+1 = f(tn41, Uny1) durch f,q =
f(tns1, Pns1), was auf @ (n + 1) fiihrt, so erhélt man die Schitzung fiir den
lokalen Fehler des Pradiktor-Korrektor Verfahrens:

LEyi1(n+1) = ha(grs1(n) — gi(n)) Py (n +1). (5.28)

Der einzige Aufwand bei der Schitzung des Fehlers ist die Berechnung von
gr+1(n), da sowohl gp(n) wie auch @}, (n + 1) schon zur Berechnung der
Néaherung benotigt wurden.
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Ausgehend von dieser Schiatzung des lokalen Fehlers wird der Schritt akzep-
tiert, falls

|LEpr(n+1)| < 1. (5.29)

Die dabei verwendete Norm entspricht jener, die fiir den lokalen Fehler der
Runge-Kutta-Verfahren (5.2) verwendet wurde .

Unter der Annahme, dass u,,,1 akzeptiert wurde, miissen nun eine neue Schritt-
weite und Ordnung gewéhlt werden. Die Idee zur Auswahl der Schrittweite
liegt darin, die grofte Schrittweite h,; zu finden, sodass der geschitzte lokale
Fehler die Ungleichung (5.28) erfiillt, also:

hset [gei(n+1) = gr(n + D[ @F, (n +2)[| < 1. (5.30)

Diese Prozedur ist allerdings in der Praxis unbrauchbar, da die Werte g;(n+1)
und @}, (n+2) auf komplizierte Art von der neuen unbekannten Schrittweite
h,+1 abhidngen. Um diese Schwierigkeit zu umgehen, nimmt man das Gitter
als Aquidistant an. Dadurch ldsst sich, wie bei den Runge-Kutta-Verfahren, der
Fehler im néichsten Schritt durch den vorangegangen abschétzen und es ergibt
sich fiir die optimale Schrittweite

(k1) 1 1/(k+1)
h = h, . 5.31
<||LEk+1<n T 1>||) (5:31)

Dabei ist der lokale Fehler entweder durch (5.28) gegeben, oder unter Annahme
eines dquidistanten Gitters durch

LEps1(n+1) = hyyip @, (n + 1). (5.32)

Fiir die Wahl der nichsten Ordnung gibt es zwei Strategien, entweder man
wahlt jene, fiir die der geschétzte Fehler minimal oder jene, fiir die die neue op-
timale Schrittweite maximal wird. Im Falle des hier zugrundeliegendem Adams-
PECE-Verfahren erfolgt die Auswahl der Ordnung auf folgende Weise:

Nach der Ausfithrung eines Schrittes der Ordnung k + 1, berechnet man
LEy_1(n+1), LEx(n+1) und LEy1(n+ 1) wie in (5.32). Die Ordnung wird
nun um eins reduziert, falls

max (|| LEg(n+ D, [ LE:(n + D) < [[LEk 2 (n + 1) (5.33)

Die Erhéhung der Ordnung wird nur in Betracht gezogen, falls der Schritt ak-
zeptiert wurde, Ungleichung (5.33) nicht erfiillt ist und eine konstante Schritt-
weite benutzt wird. In dem Fall wird

LEo(n+1) = hyvi o ®h o(n+ 1) (5.34)

unter Verwendung von f,1 = f(t,11, Unr1) berechnet. Die Ordnung wird um
eins erhoht, falls

1L Eksa(n + D < [LEga(n + 1. (5.35)
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5.2.3 Dense Output

Aufgrund der automatischen Schrittweitensteuerung versucht das Verfahren
moglichst grofse Schritte zu wihlen und dabei den lokalen Fehler in einer gewis-
sen Toleranz zu halten, dementsprechend wenig Punkte werden somit tatsich-
lich ausgewertet. Wiinscht man die Ergebnisse an vorgegebenen Punkten, so
miissen diese interpoliert werden. Da bei der numerischen Losung mit Adams-
Verfahren ohnehin bereits ein Interpolationspolynom benutzt wird, ldsst sich
zeigen, dass die Berechnung von uy,(t,y:) an Zwischenpunkten ¢, <ty < t,11
so genau ist, wie die Ndherungen w, und w,,; an den Gitterpunkten. Dabei
definiert man die Naherung uy(t) von u(t) auf (¢,,t,.1] als

ul(t) = Un+1 + / p(T)dT, (536)

tn+1

wobei p(t) als Polynom durch die Punkte (t,,41_;, fni1-¢) fiir i = 0,..., k defi-
niert ist. Fiir variable Schrittweiten ist p(¢) durch die folgende Formel gegeben.

=>"

jZO 1=

[ay

jf

(t = to ) Fltnsts ts - s toi]: (5.37)
0

Analog zur Herleitung der Adams-Verfahren auf nicht-Aquidistantem Gitter
erhilt man somit fiir die Nahrung wuy(tu):

g (tout) = un+l+hIZg, )gi(n + 1), (5.38)

=0

mit hy = t,yr — t1 und

( ) 1 /tout i_[ T — tn—i d (5 39)
— AarT. .

Auch wenn man zur Berechnung der Ndherung an den gewiinschten Punkten
stets die Koeffizienten g (n) berechnen muss, so benétigt diese kontinuierliche
Datenausgabe keine zusétzlichen Funktionsauswertungen und die Schrittwei-
tensteuerung wird nicht beeinflusst.

Fiir Details siehe [4].

5.3 Bemerkungen zu semi-explizite DAEs vom

Index 1

Sowohl die Schrittweitensteuerung wie auch die kontinuierliche Datenausgabe
beider Klassen von Verfahren nehmen bei der Anwendung auf semi-explizite
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DAEs vom Index 1 keine Riicksicht auf die algebraischen Grofen. Zur Schét-
zung des lokalen Fehlers und der damit verbundenen Wahl der néchsten Schritt-
weite werden lediglich die differentiellen Grofen herangezogen.

Da jedoch die Funktion G laut Voraussetzung die Lipschitzbedingung erfiillt
1G(t,v) = Gt w) < Lg [lv —wl],

lasst sich der Fehler in den algebraischen Grofen z durch die differentiellen
Grofen y abschétzen.

Eine tatsichliche Einschrankung tritt allerdings bei der kontinuierlichen Da-
tenausgabe auf. Die dabei verwendeten Formeln beschrianken sich auf die Aus-
wertung von Yo = Y(tour) an den gewiinschten Zwischenpunkten t,,;. Fiir
unser Problem wiirde die Auswertung von zy, = G(tout, Your) an jeden dieser
Zwischenpunkte wenig Sinn machen, da diese Auswertung eine zeitintensive
Berechnung darstellt und somit die Beschleunigung der transiente Rechnung
aufgrund der Veringerung der Anzahl der Funktionauswertungen wieder ver-
loren wire. Um dennoch Ndherungen z,,; = z(toy) zu erhalten, muss also auf
geeignete Weise interpoliert werden.
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Kapitel 6

Numerische Experimente

Anhand eines einfachen, aber doch aussagekriftigen Modells eines Kiihlsys-
tems in KULI wurde die urspriingliche Berechnungsvorschrift (siehe Abschnitt
6.2) mit der neuen (siehe Abschnitt 6.3) verglichen, wobei zur Ausfithrung
der neuen Berechnungsvorschrift verschiedene Verfahren verwendet wurden.
Da die Geschwindigkeit der Verfahren hauptséchlich von der Anzahl der sta-
tiondren Abgleiche (Auswertung von z(t) = G(¢,y(t))) abhéngt, wurde diese,
neben der grob gemessenen Zeit, als Vergleichsgrofe herangezogen. Dabei wur-
de versucht, die absoluten Fehler der verschiedenen Verfahren im selben Be-
reich zu halten. Um die Verfahren vergleichen zu kénnen, wurde das Problem
einmal mit KULI 7.0 und einer extrem kleinen Schrittweite gerechnet und die
dadurch erhaltene Losung als exakte Losung verwendet. Der absolute Fehler
ergibt sich somit als Differenz der Temperaturen der Punktmassen, die man
als Ndherungslosung der getesteten Verfahren erhilt, zu den Temperaturen der
Punktmassen, die sich bei der Lésung des Systems mit KUL1 7.0 und einer sehr
kleinen Schrittweite ergeben.

Die getesteten Verfahren waren imsl_d_ode_runge_kutta, die MATLAB- Funk-
tionen ode45 und ode113 und eine in C implementierte Version von DOPRI5.
Bei der urspriinglichen Berechnungsvorschrift wurde zur Losung der Differen-
tialgleichung bereits imsl_d_ode_runge_kutta, ein 8-stufiges Runge-Kutta-
Verner Verfahren von der Ordnung 5(6) aus der imsl-Bibliothek, verwendet,
weshalb es nahe stand, diese Routine auch bei der neuen Berechnungsvorschrift
zu verwenden. Fiir den Vergleich von Runge-Kutta- und Mehrschrittverfahren
dienten die Matlab-Funktionen ode45 und ode113. Ersteres beruht auf DOPRI5
(siehe |3]), und ode113 ist ein Adams-Bashforth-Moulton PECE-Verfahren mit
variabler Ordnung und Schrittweite. Aufgrund der guten Ergebnisse von ode45
und der Tatsache, dass imsl_d_ode_runge_kutta nicht iiber die kontinuier-
liche Datenausgabe verfiigt, wurde zusétzlich eine in C implementierte Version
von DOPRI5 getestet.
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6.1 Beschreibung des Modells

Abbildung 6.1 zeigt ein Beispiel mit Luftseite, Wasser- und Olkreislauf. Die
Luftseite simuliert dabei die Durchstréomung des Fahrzeugs. In Abbildung
6.1(a) stromt die Luft links durch verschiedene Widersténde ein, verzweigt sich
dann, strémt durch einen Wasserkiihler, zwei Liifter und weitere Widerstinde
bis sie wieder an die Umgebung abgegeben wird. Im Wasserkiihler findet dabei
ein Warmetransport statt, die Kiihlfliissigkeit im Wasserkreislauf (Abbildung
6.1(b) 1.WK |I]) gibt Wiirme an die kiltere Luft ab. Wasser- und Olkreislauf
beeinflussen sich wiederum durch einen Parallelstromwéirmetauscher (1.PWT
[A]in 6.1(b) und 1.PWT [I]|in 6.1(c)). In dem KF- und dem Oel-Symbol kann
man Massenstrom, Druck und zugefiihrte Warme des jeweiligen Kreislaufs vor-
geben. Die Komponenten Wasser und Ol sind sogenannte Punktmassen (siehe
Abschnitt 2.1).

Punktmassen Wasser | Ol
Masse | kg | 5 3
Wirmekap. [ J/kg/K | 4190 | 1000
max. Wirmeiibergangsfliche | m?| 1 1
Wirmeiibergangskoeffizient [ W/m?K | | le+9 | le+6
Starttemperatur | °C | 20 20

Tabelle 6.1: Parameter der Punktmassen

In Tabelle 6.1 stehen die Eingabeparameter der beiden Punktmassen der Fluid-
kreisldufe. Beide haben einen hohen Warmeiibergangskoeffizienten, was auf
einen schnellen Wérmeiibergang des Mediums auf die Punktmasse schlieften
lasst. Die Simulationsparameter sind in Tabelle 6.2 angegeben.

6.2 Berechnung mit KULI 7.0

Die urspriingliche Idee zur Losung des Systems, das auf Problem 2.1 fiihrt,
also eine semi-explizite DAE vom Index 1, war die Vorgabe der Schrittweite h
mit h = ;41 —t; und abwechselndes Losen der Gleichungen (2.7a) und (2.7b),

y'(t) = ft,y(t), 2(1)), (2.7a)
0= g(t,y(t), 2(t)). (2.7b)

Im ersten Schritt wird daher

0= g(tmyoazo)
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(a) Luftseite

1.Wasserkreislauf

- Wasser TPWT Al TWKII

Aus Ein . Aus Ein G99

(b) Innerer Wasserkreislauf

1. Olkreislauf

(¢) Innerer Olkreislauf

Abbildung 6.1: Modell eines Kiihlsystems
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Zeit | Motordrehzahl | pme | Fahrgeschw. | E-Liifter

[s] | U/min | [bar | | [km/h | Stufe
0 2650 5.9 40 3

10 2480 8.3 105

25 2480 8.3 105 2

30 3970 9.1 200 1

290 3970 9.1 200 1

300 1500 2 10 3

400 1500 2 10 3

Tabelle 6.2: Simulationsparameter: In 30 Sekunden wird stark beschleunigt,
was eine hohe Warmezufuhr im Wasserkreislauf bedeutet. Nach 290 Sekun-
den wird stark abgebremst, was einerseits weniger Warmezufur bedeutet aber

andererseits auch einen geringeren Wiarmeabtransport durch die Luftseite.

nach zp = z(tp) aufgelost. Also ein stationérer Abgleich mit fixer Punktmas-
sentemperatur gerechnet. Mit den berechneten Zustdnden z; wird dann aus
Gleichung (2.7a) y; =~ y(t1), durch Losen der Anfangswertaufgabe

y/(t) = f(ta y(t)a ZO)
y(to) = yo

im Intervall [, ;| mit einem Runge-Kutta-Verfahren berechnet, in diesem
Fall ims1_d_ode_runge_kutta.

In den Abbildungen 6.2 und 6.3 sieht man die iiber den Zeitintervall [0, 400 ]
in 10, 5, 1 und 0.1 Sekunden Schritten berechneten Temperaturverlaufe der
Punktmassen Wasser und Ol Man erkennt deutlich die zu Beginn starke
Erwérmung, verursacht durch die Beschleunigung des Fahrzeugs, und den
Einfluss des plotzlichen Abbremsens nach 290 Sekunden. Die grofen Wir-
meiibergangskoeffizienten der Punktmassen (vgl. Tabelle 6.1) bewirken, dass
die Punktmassen relativ schnell die Temperaturen der umstréomenden Fluide
annehmen und sich damit ab einem bestimmten Zeitpunkt nicht mehr weiter
erwiarmen. Dies hat zur Folge, dass bei zu grof gewéhlten Schrittweiten das Er-
gebnis nicht zufriedenstellend ist. Erst ab einer Schrittweite von 0,1 Sekunden
ist das Ergebnis bei diesem Beispiel hinreichend genau. Abbildung 6.4 zeigt
den Fehler der Temperaturen der beiden Punktmasse Wasser und Ol bei einer
Schrittweite von 0, 1s, der Fehler ist dabei kleiner als 0.4. Fiir ein Ergebnis die-
ser Genauigkeit sind 4000 stationdre Abgleiche bzw ca. 1590 CPU-Sekunden
notig.
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Temperaturverlauf der Punktmasse Wasser
(KULI 7.0)

90

~
o
L

10s Schrittweite

5s Schrittweite
— 1s Schrittweite
— 0,1s Schrittweite

Temperatur [°C]
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10 T T T
0 100 200 300 400
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Abbildung 6.2: Temperaturverlauf der Punktmasse Wasser

Temperaturverlauf der Punktmasse Ol

(KULI 7.0)

120

100 -
2 80 - -
= 10s Schrittweite
% — Bs Schrittweite
5 607 — 1s Schrittweite
Qo — 0,1s Schrittweite
€ 401
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Abbildung 6.3: Temperaturverlauf der Punktmasse Ol
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KULI
0,45 120
Fehler Wasser
0,4 — Fehler Ol H
r 100
0,35
0,3 A + 80

0,25 \

T 60
0,2 A
T 20
0,05 4
—
0 T T T 7 T

0 50 100 150 200 250 300 350 400
Zeit [s]

Temperaturunterschied [C]

Abbildung 6.4: Fehler (fett) und Temperaturverldufe der beiden Punktmassen
mit KULI 7.0 berechnet.

6.3 Berechnung als semi-explizite DAEs vom

Index 1

Die neue Berechnungsvorschrift beruht auf denen in Kapitel 3 vorgestellten
Verfahren zur Losung von semi-expliziten DAEs vom Index 1 mithilfe des in-
direkten Zugangs.

6.3.1 Explizite Runge-Kutta-Verfahren

imsl d ode runge kutta: Ein getestetes Verfahren ist ein 8-stufiges
explizites Runge-Kutta-Verner Verfahren der Ordnung 5(6) aus der imsl -
Bibliothek, namens ims1_d_ode_runge_kutta. Es verfiigt iber automatische
Schrittweitensteuerung und ermoglicht dem Benutzer die Einstellung verschie-
dener Parameter, wie beispielsweise Fehlertoleranz, maximale und minimale
Schrittweite, (fiir eine detaillierte Beschreibung siehe [7]).

Da es 8-stufig ist, braucht es zu Auswertung einer Stiitzstelle mindesten 8
Funktionsaufrufe, was in unserem Fall 8 stationire Abgleiche bedeutet. Al-
lerdings ldsst die Schrittweitensteuerung aufgrund der hohen Ordnung auch
relative grofe Schrittweiten zu.

Das Problem hierbei ist, dass imsl_d_ode_runge_kutta nicht iiber kontinu-
ierliche Datenausgabe verfiigt, die Ergebnisse stehen somit nur an den berech-
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neten Gitterpunkten zur Verfiigung, die aufgrund der hohen Ordnung, mog-
licherweise weit auseinanderliegen. Um Zwischenwerte zu erhalten, muss man
daher auf herkémmliche Weise interpolieren und verliert damit an Genauig-
keit.

Das Modellproblem wurde mit einer Fehlertoleranz von 107° iiber den ge-
samten Zeitintervall gerechnet. Dafiir bendtigt die Routine 400 stationédre Ab-
gleiche und ca. 290 CPU-Sekunden. Gemessen an der Anzahl der stationiren
Abgleiche bedeut dies eine Beschleunigung um den Faktor 10 im Vergleich zur
urspriinglichen Berechnungsvorschrift. Um die Losung in Sekundenschritten
zu erhalten, wurden die Ergebnisse an den von imsl_d_ode_runge_kutta ge-
wihlten Gitterpunkten mit MATLAB (spline) interpoliert. In Abbildung 6.5 ist
der dabei entstandene Fehler dargestellt.

Imsl u. Matlab
0,7 = 120
— Fehler Ol
Fehler Wasser
53 0,6 - + 100
05
<= + 80
[%]
£ 04
c + 60
S 0,3 |
5 02 f T4
o ° | A~
: N
F 0,1 e L / 20
.m
///"/ \_,
O T T T T T 0
0 50 100 150 200 250 300 350 400
Zeit [s]

Abbildung 6.5: Fehler (fett) und Temperaturverldufe der beiden Punktmassen

mit imsl-Funktion berechnet und MATLAB interpoliert.

ode45: Die MATLAB-Funktion ode45 beruht auf dem in Kapitel 5 vorgestell-
ten eingebetteten kontinuierlichen Runge-Kutta-Verfahren namens DOPRI5 aus
[3]. Allerdings werden zur kontinuierlichen Datenausgabe andere Parameter
verwendet, was die unterschiedlichen Ergebnisse der beiden Verfahren erklart.
In Abbildung 6.6 ist der absolute Fehler der beiden Punktmassentemperatu-
ren dargestellt, den man aus der Berechnung mit ode45 und der Vorgabe der
relativen Fehlertoleranz mit 10™° und der absoluten Fehlertoleranz mit 1073
erhdlt. Dafiir sind 337 Funktionsaufrufe und ca. 170 CPU-Sekunden nétig. Die
Berechnung mit diesem Verfahren ist also 11,8 mal schneller als die urspriing-
liche Berechnungsvorschrift.
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Die Funktion ode45 war aufgrund der langsamen Schnittstelle zwischen MATLAB
und KULI nur fiir Testzwecke gedacht und geeignet. Da sie jedoch gute Resul-
tate lieferte und iiber die wiinschenswerte Eigenschaft der kontinuierlichen Da-
tenausgabe verfiigt, wurde ein weiteres Verfahren implementiert und getestet,
eine in C geschriebene Version von DOPRI5.
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'00’35
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£ 03 80
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Abbildung 6.6: Fehler (fett) und Temperaturverliufe der beiden Punktmassen
mit ode4d.

DOPRI5: Der hier verwendete Code von DOPRIS5 ist in C programmiert und
beruht zur Génze auf dem in |3| beschrieben Verfahren, beide Codes sind auf |§|
verfiighar. Das beste Ergebnis, also jenes mit den kleinsten Fehlern, erhilt man
bei einer relativen Fehlertoleranz von 1075 und einer aboluten von 10~%. Die
Fehler der Temperaturen der beiden Punktmassen sind in Abbildung 6.7 darge-
stellt. Die ungefdhr bendtigt Zeit zur Berechnung liegt bei 155 CPU-Sekunden,
bzw. 340 Funktionsauswertungen, was wiederum eine Beschleunigung der Be-
rechnung um den Faktor 11,8 bedeutet.

6.3.2 Lineare Mehrschrittverfahren

odel13: Die MATLAB-Funktion ode113 ist ein Adams-Bashforth-Moulton
PECE Verfahren und beruht auf der Beschreibung aus [4]. In Abbildung 6.8
ist der berechnete Fehler der Punktmassentemperaturen dargestellt, wenn man
fiir die relative Fehlertoleranz 10~° und fiir die absolute 1072 wiihlt. Die dabei
benotigte Anzahl der Funktionsaufrufe, ndmlich 290, ist noch einmal um eine
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Abbildung 6.7: Fehler (fett) und Temperaturverldufe der beiden Punktmassen
mit DOPRIS.

Spur geringer als fiir ode45 und DOPRI5, was mit der Theorie der Mehrschritt-
verfahren iibereinstimmt.

6.4 Schlussfolgerungen

In Abbildung 6.9 ist der Mittelwert der berechneten absoluten Fehler der Ver-
fahren in den kritischen Bereichen, d.h. fiir ¢ € [0,100] und t € [250,350],
also den Bereichen in denen stark beschleunigt und stark abgebremst wird,
dargestellt. Bei dhnlichen Fehlergrofen ergibt sich ein signifikanter Unter-
schied in der Anzahl der bendétigten stationdren Abgleiche zwischen der ur-
spriinglichen Berechnungsvorschrift und jener als semi-explizite DAEs vom
Index 1. So waren bei der urspriinglichen Berechnungsvorschrift 4000 statio-
nire Abgleiche nétig, um den Fehler in dem gewiinschten Bereich zu halten.
Durch die Losung des Problems als semi-explizite DAEs vom Index 1 bend-
tigte ims1_d_ode_runge_kutta 400 stationire Abgleiche, ode45 337, DOPRI5
338 und ode113 290. Das bedeutet eine Beschleunigung der Berechnung um
mindestens den Faktor 10.

Die unterschiedlichen Genauigkeiten zwischen ode45 und DOPRI5 ergeben sich
aus den unterschiedlichen Algorithmen fiir die kontinuierliche Datenausgabe.
Eine weitere Verbesserung der Ergebnisse, das bedeutet sowohl eine genauere
Losung, wie auch eine geringere Anzahl an Funktionsauswertungen erkennt
man bei der Verwendung von ode113, also eine Mehrschrittverfahren, im Ver-
gleich zu den Runge-Kutta-Verfahren.
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Abbildung 6.8: Fehler (fett) und Temperaturverldufe der beiden Punktmassen
mit odell3.

Mittlere Fehler (0-100,250-350)
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Abbildung 6.9: Mittlere Fehler aller getesteten Verfahren
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