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ZusammenfassungDiese Diplomarbeit ergab sih aus einer Problemstellung bei der Simulationvon Kühlsystemen durh das Softwarepaket Kuli. Die der transienten Simu-lation zugrundeliegende Modellierung führt auf eine semi-explizite Algebro-Di�erentialgleihung vom Index 1, deren e�ziente numerishe Lösung Ziel derArbeit ist.Aufgrund der Reduzierbarkeit semi-expliziter Algebro-Di�erentialgleihungenvom Index 1 auf explizite gewöhnlihe Di�erentialgleihungen können die üb-lihen numerishe Verfahren zur Lösung gewöhnliher Di�erentialgleihungenherangezogen werden. In der Diplomarbeit werden zwei Klassen von nume-rishen Verfahren behandelt, die expliziten Runge-Kutta-Verfahren und dielinearen Mehrshrittverfahren, speziell die Adams-Verfahren.Neben der Beshreibung und Analyse der Verfahren und ihrer Anwendung aufsemi-explizite Algebro-Di�erentialgleihungen vom Index 1, wird ebenso aufdie praktishe Umsetzung der Verfahren, insbesondere auf die Shrittweiten-steuerung und auf die Datenausgabe, eingegangen.Für die Durhführung der numerishen Experimente wurden bereits implemen-tierte Verfahren in Kuli integriert und mit der ursprünglihen Berehnungs-vorshrift verglihen. Für ein repräsentatives Modell konnte eine Beshleuni-gung um mindestens den Faktor zehn erreiht werden.AbstratThis thesis is based on a problem that arised in the simulation of ooling sys-tems with the software pakage Kuli. The underlying model of the transientsimulation is desribed by a system of semi-expliit di�erential-algebrai equa-tions of index 1. The aim of the work is the e�ient numerial solution of thissystem.This system of semi-expliit di�erential-algebrai equations of index 1 an beredued to a system of ordinary di�erential equations, hene for solving them,it is possible to use onventional numerial methods. In the thesis two lassesof numerial methods are onsidered, expliit Runge-Kutta methods and linearmultistep methods, espeially Adams methods.In addition to the desription and analysis of the numerial methods and theirappliation to semi-expliit di�erential-algebrai equations of index 1, also theimplementation of the methods is onsidered, in partiular step size ontroland dense output.The numerial experiments were done by implementing already exisiting odesof the methods into Kuli. For a representative model the omparison of theoriginal algorithm and the new one shows a performane inrease of at least afator of ten. i
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Kapitel 1
Einleitung
1.1 MotivationDie Diplomarbeit entstand im Rahmen der Mitarbeit bei einem Industrie-projekt der Firma Magna Powertrain Engineering Center Steyr. Zieldieses Projekts war die Verbesserung der transienten Rehnung des Sofware-pakets Kuli, welhes der Simulation von Kühlsystemen bei Fahrzeugen dient.Anhand einer graphishen Ober�ähe lassen sih vershiedene Komponenteneines solhen Kühlsystems zu Kreisläufen zusammenshlieÿen und die Zustän-de Temperatur, Massenstrom und Druk simulieren. Kuli wurde ursprüng-lih zur stationären Berehnung von Kühlsystemen ausgelegt, doh aufgrundder Nahfrage nah transienter Simulation wurde das Programm erweitert.Bei dem Projekt sollten die dabei aufgetretenen Probleme in der transientenRehnung, wie beispielsweise Shrittweitenabhängigkeit der Lösung, möglihstohne groÿen Mehraufwand in der Implementierung und Modellierung beseitigtwerden. Durh mathematishe Analyse der transienten Rehnung wurde fest-gestellt, dass das zu lösende Gleihungssystem einem semi-expliziten Algebro-Di�erentialgleihungssytem (DAEs) vom Index 1 entspriht. Solhe DAEs las-sen sih auf ein System expliziter gewöhnliher Di�erentialgleihungen (ODEs)reduzieren. Dadurh ist es möglih semi-explizite DAEs vom Index 1 mit denbekannten numerishen Methoden für explizite ODEs zu lösen.In der Diplomarbeit wird auf zwei Klassen von Verfahren zur Lösung von semi-expliziten DAEs vom Index 1 eingegangen, den Runge-Kutta-Verfahren undden linearen Mehrshrittverfahren, genauer gesagt den Adams-Verfahren. Die-se beiden Verfahrensklassen wurden ausgwählt, da Runge-Kutta-Verfahren dieüblihsten Verfahren zur Lösung gewöhnliher Di�erentialgleihungen darstel-len und ein 8-stu�ges Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung 5(6) aus der imsl -Bibliothek zur Verfügung stand. Zur Berehnung der nähsten Näherung be-



Einleitungnötigen Runge-Kutta-Verfahren jedoh die Auswertung der Funktion an Zwi-shenshritten. Bei semi-expliziten DAEs vom Index 1 bedeutet dies indirektdie Auswertung des algebraishen Teils und in unserem Fall eine zeitintensiveBerehnung. Mehrshrittverfahren hingegen benötigen keine Zwishenshrittezur Berehnung der nähsten Näherung und sind somit für diese Fälle mögli-herweise von Vorteil.1.2 KapitelübersihtIn Kapitel 2 wird anhand eines einführenden Beispiels das Programm Kulibeshrieben. Es wird sowohl die stationäre wie auh die transiente Modellierunggrob erläutert und die daraus resultierende Problemstellung mathematish for-muliert.Kapitel 3 und 4 dienen der Beshreibung und Analyse der beiden Klassen vonnumerishen Methoden. (Dabei wird stets auf die Erweiterung der Themen aufsemi-explizite Algebro-Di�erentialgleihungen vom Index 1 eingegangen.)Bei der praktishen Durhführung der beiden Klassen von numerishen Me-thoden waren zwei Themen von besonderem Interesse, jenes der Shrittweiten-steuerung und jenes der kontinuierlihen Datenausgabe (engl. dense output),welhe in Kapitel 5 behandelt werden. Aufgrund der Shrittweitensteuerungwählt das Verfahren die Gitterpunkte, an denen die Funktion ausgewertet wird,selbst, die kontinuierlihe Datenausgabe bietet, mit nur geringem Mehrauf-wand im Laufe der Berehnung, die Möglihkeit, die Näherungslösung auhzwishen den Gitterpunkten zu erhalten (z.B. zur graphishen Ausgabe) .Direkt inKuli implementiert und getestet wurden drei Runge-Kutta-Verfahren(imsl_d_ode_runge_kutta, Matlab-Funktion ode45 und DOPRI5) und einMehrshrittverfahren (Matlab-Funktion ode113). Die Ergebnisse und Be-shreibung der numerishen Experimente und die daraus resultierenden Shluss-folgerungen sind in Kapitel 6 erläutert.
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Kapitel 2
Einführendes Beispiel undProblemstellungIn diesem Kapitel wird die Modellierung und Simulation in Kuli anhand eineskonkreten Beispiels grob erläutert. Dabei wird insbesondere auf die transientmodellierten Komponenten, den sogenannten Punktmassen, eingegangen. Diesih aus der Modellierung ergebende Problemstellung ist eine semi-expliziteAlgebro-Di�erentialgleihung, die in Abshnitt 2.3 diskutiert wird.2.1 Das Programm KuliKuli ist ein Software-Programm zur Simulation von Kühlsystemen in Fahr-zeugen. Solh ein Kühlsystem ist einerseits durh Wärmeerzeuger, wie Motorund Wandler, und andererseits durh Komponenten, wie Kühler und Lüfterbestimmt. Über eine graphishe Ober�ähe lassen sih einzelne Komponenten(z.B. Kühler, Rohre, Lüfter, usw.) zu vershiedenen Kreisläufen vernetzen. Zielder Berehnung ist, die Temperaturen der an der Kühlung beteiligten Medi-en im gesamten System zu ermitteln. Durh Vorgabe der Simulationsparame-ter (Motordrehzahl, e�ektiver Mitteldruk, Fahrgeshwindigkeit, Umgebungs-druk, -temperatur, Luftfeuhte, usw.) beshreibt man einen Betriebspunktdes Fahrzeugs. Massenstrom, Druk und Eintrittstemperatur bzw. zugeführ-te Wärme in einem Kreislauf können als �xe Werte oder abhängig von denSimulationsparametern, z.B. in Form von Kennlinien, vorgegeben werden.Jeder Kreislauf ist als (gerihteter) Graph modelliert, in dem jede Komponen-te einer Kante entspriht, die mit beliebig vielen anderen Komponenten überKnoten verknüpft werden kann. Die Zustandsgröÿen des Modells sind Massen-strom, Temperatur und Druk. Jedem Knoten werden dabei Temperatur und



Einführendes Beispiel und Problemstellung
(a) ∑

∆pi = 0 (b) ∑
ṁIn =

∑
ṁOutAbbildung 2.1: Mashenregel und KnotenregelDruk zugewiesen und jeder Kante ein Massenstrom.Die Zustandsgleihungen, erhält man einerseits über die Komponenten, in de-nen vorgegebene Funktionen oder Kennlinien einen Drukverlust und Wärme-übergang beshreiben, und andererseits aus Mashenregeln, Knotenregeln undder Wärmebilanz. Die Mashenregel ist in Abb. 2.1(a) dargestellt und besagt,dass die Summe der Drukverluste in einer Mashe gleih Null ist. Als Mashebezeihnet man einen geshlossenenen Weg in einem Netzwerk. Aus der Mas-senerhaltung folgt die Knotenregel (Abb. 2.1(b)): die Summe der eingehendenMassenströme ist gleih jener der ausströmenden Massenströme. Die Wärme-bilanz ergibt ∑

Q̇ = 0 für einen Kreislauf, es wird gleih viel Wärme zu- wieabgeführt.Daraus ergibt sih ein Gleihungssystem, das man nah Temperatur und Drukam Ein- und Ausgang jeder Komponente und nah den dazugehörigen Mas-senströmen au�ösen kann. Die Lösung dieses Gleihungssystems ist Ziel derstationären Rehnung in Kuli und wird als stationärer Abgleih des Kühlsys-tems bezeihnet. Beim stationären Abgleih wird das Gleihungssystem mit-hilfe eines Iterationsverfahrens gelöst.Die Modellierung der einzelnen Komponenten in Kuli beruht auf der sta-tionären Lösung des Systems, daher sind Zustandsgröÿen und -gleihungenzeitunabhängig modelliert. Ein interessanter Aspekt bei der Simulation vonKühlsystemen ist allerdings auh, wie sih die Kreisläufe, bzw. ihre Tempera-tur, im Laufe der Zeit und der damit verbundenen Veränderung der Simulati-onsparameter des Fahrzeugs verhalten, z.B. bei einer Bergau�ahrt oder einemAufheizvorgang. Um Dynamik im System zu erreihen, wurden daher neueKomponenten, die sogenannten Punktmassen, entworfen. Eingefügt in einemKreislauf dienen Punktmassen der Simulation der thermishen Trägheit desjeweiligen im Kreislauf be�ndlihen Mediums.Eine Punktmasse steht in zwei Versionen zur Verfügung: entweder als regulärePunktmasse, die Teil eines Kreislaufs ist, oder als isolierte Punktmasse, die mitanderen Punktmassen durh Wärmeleitung verbunden werden kann. Das Ver-halten der Punktmasse lässt sih durh Vorgabe ihrer Masse m, Wärmekapazi-Seite 4



Einführendes Beispiel und Problemstellungtät cp, maximale Wärmeübergangs�ähe A und Wärmeübergangskoe�zienten
k beshreiben.Eine Punktmasse kann thermishe Energie aus vershiedenen Quellen erhalten.� Be�ndet sih die Punktmasse in einem Kreislauf, so �ndet ein Wärme-übergang zwishen Punktmasse und dem umströmenden Medium statt:

Q̇ = k · A · (Tm − Tpm). (2.1)� Zwishen zwei Punktmassen kann es über eine Wärmeleitkomponente zueinem Wärmeübergang kommen:
Q̇ =

λ · A

l
· (Tpm1

− Tpm2
), (2.2)wobei l die Länge und λ die Wärmeleitzahl der Wärmeleitkomponentesind.� Eine Punktmasse kann thermishe Energie aus externen Quellen erhal-ten:

Q̇ = Q̇ext. (2.3)Insgesamt erhält man damit eine thermishe Energie von:
Q̇ = k · A · (Tm − Tpm) +

∑

i

λi · A

li
(Tpmi

− Tpm) + Q̇ext. (2.4)Diese thermishe Energie lässt sih aber auh als Temperaturänderung derPunktmasse beshreiben:
Q̇ = m · cp ·

dTpm

dt
. (2.5)Durh Gleihsetzen der beiden Gleihungen erhält man eine Di�erentialglei-hung für die Temperatur der Punktmasse:

dTpm

dt
=

1

m · cp

(

k · A · (Tm − Tpm) +
∑

i

λi · A

li
(Tpmi

− Tpm) + Q̇ext

)

. (2.6)2.2 Ein Beispiel eines KühlsystemsEin Kühlsystemmodell inKuli besteht aus inneren Kreisläufen (z.B. Kühl�üs-sigkeitkreislauf) und der Luftseite. In Abbildung 2.2 sind inneren Kreisläufe inSeite 5



Einführendes Beispiel und ProblemstellungKuli dargestellt, die zusammen mit der Luftseite in Abbildung 2.3 ein Kühl-system modellieren. Die beiden inneren Kreisläufe in Abbildung 2.2 sind einÖl- (rot) und ein Kühl�üssigkeitkreislauf (blau).Ziel dieses Modells ist die transiente Simulation eines Aufheizvorgangs. Wieman aus den Simulationsparametern in Abbildung 2.5 erkennen kann, beträgtdie Umgebungstemperatur lediglih −10◦C. Das Fahrzeug fährt langsam wegund erreiht nah 200 Sekunden eine Geshwindigkeit von 50 km/h, die esdann bis zum Ende der Simulation (1800 Sekunden) hält.Der Motor ist mithilfe eines Wärmeleitnetzwerkes modelliert. Er be�ndet sihauf der rehten Seite von Abbildung 2.2 und besteht aus fünf Wärmeleitkompo-nenten, die die Punktmassen in den beiden inneren Kreisläufen miteinander,mit jeweils einer isolierten Punktmasse und mit einer weiteren Punktmasse,deren Temperatur konstant ist, verbinden.

Abbildung 2.2: Innere KreisläufeSo gilt beispielsweise für die thermishe Energie, die sih für die Punktmassedes Ölkreislaufes (rot), aus dem Wärmeleitnetzwerkes ergibt:
Q̇ =

3∑

i=1

λi · Ai

li
· (Tpmi

− Tpmoel
), Seite 6



Einführendes Beispiel und Problemstellung

Abbildung 2.3: Luftseitewobei Tpmoel
die Temperatur der Punkmasse im Ölkreislauf ist, Tpm1

die Tem-peratur der Punktmasse im Kühl�üssigkeitkreislauf, und damit λ1, A1, l1 dieParameter der verbindenden Wärmeleitkomponente, Tpm2
die Temperatur derverbundenen isolierten Punktmasse und damit λ2, A2, l2 die Parameter derentsprehenden Wärmeleitkomponente und Tpm3

die Temperatur der isolier-ten Punktmasse mit �xer Temperatur und λ3, A3, l3 wiederum die Parameterder Wärmeleitkomponente.In den beiden Kreislaufkomponenten der inneren Kreisläufe (Oel (roter Punkt)und KF (blauer Punkt)) sind Massenstrom, Drukniveau und zugeführte Wär-me des jeweiligen Kreislaufs vorgegeben. Über einen Parallelstromkühler (Wa-ter Oil HX), der sih in beiden Kreisläufen be�ndet, �ndet ein Wärmeübergangzwishen Öl und Kühl�üssigkeit statt. Während der Ölkreislauf nur aus derKreislaufkomponente, einer Punktmasse und dem Parallelstromkühler besteht,ist der Kühl�üssigkeitkreislauf etwas komplizierter.Betrahten wir den Kühl�üssigkeitkreislauf anhand von Abbildung 2.4 etwasgenauer. In ihm be�nden sih die Kreislaufkomponente (KF), eine Punktmasse,zwei Ventile, zwei Sammlungen, ein Heizungswärmetausher (HW), ein Was-serkühler (Radiator) und ein Parallelstromkühler (Water Oil HX).Ausgehend von der Kreislaufkomponente geht es nah rehts zur PunktmasseSeite 7



Einführendes Beispiel und Problemstellung

Abbildung 2.4: Kühl�üssigkeitskreislaufund weiter zum ersten Ventil. Es regelt abhängig von der Innenraumtempera-tur des Fahrzeugs die Aufteilung des Massenstroms einerseits zum Heizungs-wärmetausher, der für die Temperaturregelung des Innenraums zuständig ist,und andererseits zum Wasserkühler.Vor dem Wasserkühler be�ndet sih ein weiteres Ventil, welhes abhängig vonder Austrittstemperatur des Kühlmittels bei der Punktmasse, einen Teil desKühlmittels durh den Wasserkühler und den Rest daran vorbei shikt. DerGrund hierfür ist, dass man das Kühlmittel und damit verbunden (Parallel-stromkühler) das Öl auf eine gewisse Temperatur bringen möhte, nämlih aufdie optimale Betriebstemperatur des Fahrzeugs. Man lässt also immer nur so-viel Kühlmittel durh den Wasserkühler, wie nötig ist, um diese Temperaturzu halten.Bei der Darstellung der Luftseite in Abbildung 2.3 strömt die Luft von links inzwei vershiedene Zweige ein. Im unteren be�ndet sih der Wasserkühler undim oberen der Heizungswärmetausher. Der Wasserkühler dient der Kühlungdes Kühlmittels im Kühl�üssigkeitskreislauf und der Heizungswärmetausherdient der Erwärmung der Luft im Innenraum des Fahrzeugs.Wie shon oben erwähnt ist jeder Kreislauf als (gerihteter) Graph modelliert,in dem jede Komponente einer Kante entspriht, die mit beliebig vielen anderenSeite 8



Einführendes Beispiel und Problemstellung

Abbildung 2.5: SimulationsparameterKomponenten über Knoten verknüpft werden kann. Die Zustandsgröÿen desModells sind Massenstrom, Temperatur und Druk. Jedem Knoten werdendabei Temperatur und Druk zugewiesen und jeder Kante ein Massenstrom.Der Massenstrom ändert sih nur bei Verzweigungen. Er bleibt also für einenbestimmten Zweig des Graphen aufgrund der Massenerhaltung konstant. Fürdas Beispiel ergeben sih somit zwei untershiedlihe Massenströme für dieLuftseite, einer für den Ölkreislauf und sehs für den Kühl�üssigkeitkreislauf.Der Druk ändert sih nur in bestimmten Komponenten, durh Vorgabe ei-ner Drukverlustkennlinie oder -funktion, die von Massenstrom, Eingangstem-peratur und Eingangsdruk der Komponente abhängt. Für den Drukverlustwiederum ergeben sih Bedingungen aus der Mashenregel. Im Beispiel be-steht der Kühl�üssigkeitkreislauf aus drei Mashen. Untershiedliher Drukergibt sih zwishen zwei Komponenten, wobei Punktmassen und Sammlungenden Druk niht verändern. Für unser Beispiel ergeben sih somit zumindestzwei Drüke im Ölkreislauf, aht im Kühl�üssigkeitkreislauf und zwölf auf derLuftseite.Die Temperatur der Kreisläufe ändert sih durh Wärmeübergänge in denKomponenten, die wiederum durh Kennlinien oder Funktionen in Abhängig-keit der anderen Zustände gegeben sind. Damit ergeben sih zumindest dreiunbekannte Temperaturen im Ölkreislauf des Beispiels, sieben im Kühl�üssig-keitkreislauf und fünf auf der Luftseite, da dort nur Wasserkühler, Heizungs-wärmetausher, Punktmasse und die Wärmerstromquelle die Temperatur ver-ändern.Für die Temperaturen der Punktmasse ergeben sih fünf Di�erentialgleihun-gen. Dabei be�ndet sih jeweils eine Punktmasse in Öl- und Kühl�üssigkeits-kreislauf, eine auf der Luftseite und zwei weitere im Wärmeleitnetzwerk. Diesehste Punktmasse des Kühlsystems besitzt konstante Temperatur.Um nun das Kühlsystem nah Massenstrom, Temperatur und Druk aufzulö-sen, muss ein Gleihungssystem aufgestellt werden, das soviele Gleihungen wieUnbekannte hat. In unserem Fall ergeben sih somit neun ZustandsgleihungenSeite 9



Einführendes Beispiel und Problemstellungfür den Massenstrom, 22 für den Druk und 15 für die Temperaturen. Für dieTemperaturen der Punktmassen erhält man fünf Di�erentialgleihungen.2.3 ProblemstellungUm das Gleihungssystem auf mathematishe Art zu formulieren, fassen wirdie algebraishen (niht-di�erentiellen) Gröÿen zu dem Vektor z und die di�e-rentiellen zu y zusammen. Im obigen Beispiel hätte z 46 Einträge und y fünf.Die 46 Einträge für z ergeben sih aus den hergeleiteten neun Massenströme,den 22 Drüken und den 15 Temperaturen im gesamten Kühlsystem. Die fünfEinträge für y beshreiben die Temperaturen der Punktmassen.Das Ziel der transienten Rehnung ist es, Näherungen für diese Gröÿen übereinen bestimmten Zeitraum zu berehnen. Damit ergibt sih als zu lösendesProblem:Problem 2.1 Gesuht sind die Funktionen (y, z) : [0, T ] → R
r × R

s diefolgendes Gleihungssystem erfüllen:
y′(t) = f(t, y(t), z(t)), t ∈ [0, T ] (2.7a)

0 = g(t, y(t), z(t)), t ∈ [0, T ] (2.7b)mit y(0) = y0.Für das obige Beispiel besteht f : D ⊆ [0, T ] × R
5 × R

46 → R
5 aus den fünfrehten Seiten der Di�erentialgleihungen der Temperaturen der Punktmassen.Diese Di�erentialgleihungen sind durh (2.6) beshrieben. Die restlihen Zu-standsgleihungen für Massenstrom, Druk und den restlihen Temperaturensind durh g : D ⊆ [0, T ] × R

5 × R
46 → R

46 abstrahiert. Diese Zustands-gleihungen ergeben sih aus Mashen- und Knotenregel, Energiebilanz undvorgegebenen Funktionen oder Kennlinien in den Komponenten.Dieses Gleihungssystem beshreibt ein System von semi-expliziten Algebro-Di�erentialgleihungen (engl. Di�erential Algebrai Equations, kurz DAEs).Semi-explizit bedeutet, dass Di�erentialgleihung und algebraishe Gleihunggetrennt auftreten. Semi-explizite DAEs werden auh als gewöhnlihe Di�e-rentialgleihungen (engl. Ordinary Di�erential Equations, kurz: ODEs) mitNebenbedingung bezeihnet.Für unsere konkrete Problemstellung in Kuli tre�en wir die berehtigte An-nahme, dass die Gleihung (2.7b) eindeutig nah z au�ösbar ist:
z(t) = G(t, y(t)). (2.8)Seite 10



Einführendes Beispiel und ProblemstellungDie Lösung von (2.8) beshreibt nihts anderes als die Durhführung einesstationären Abgleihs in Kuli zu einem festen Zeitpunkt mit dazugehörigenPunktmassentemperaturen. Setzt man (2.8) in (2.7a) ein, so lässt sih das Pro-blem auf ein System expliziter gewöhnliher Di�erentialgleihungen reduzieren
y′(t) = f (t, y(t), G(t, y(t))) , t ∈ [0, T ].Somit reduziert sih Problem 2.1 auf:Problem 2.2 Gesuht ist die Funktion y : [0, T ] → R

r die folgendes Glei-hungssystem erfüllt:
y′(t) = f(t, y(t), G(t, y(t))), t ∈ [0, T ] (2.9)mit y(0) = y0.Zur Klassi�zierung von Algebro-Di�erentialgleihungen wurde der Begri� desIndex von DAEs eingeführt. Dabei gibt es vershiedene Index-Versionen, es giltjedoh stets, je höher der Index, desto shwieriger gestaltet sih die numerisheLösung des Problems [1℄.Die hier verwendete Art des Index von Algebro-Di�erentialgleihungen ist all-gemein folgendermaÿen de�niert (vgl. De�nition VII.1.2. in [2℄):De�nition 2.1 Eine implizite Di�erentialgleihung F (t, u(t), u′(t)) = 0 hatDi�erentiationsindex νd, falls m = νd die kleinste Zahl ist, sodass das System

F (t, u(t), u′(t)) = 0,

d

dt
F (t, u(t), u′(t)) = 0,...

dm

dtm
F (t, u(t), u′(t)) = 0,durh algebraishe Manipulation in ein explizites Di�erentialgleihungssystemder Form

u′(t) = f(t, u(t))transformiert werden kann.Bemerkung: Implizite ODEs
F (t, u(t), u′(t)) = 0, Seite 11



Einführendes Beispiel und Problemstellungmit regulärer Ableitung Fu′ besitzen Index 0 im Sinne dieser De�nition. Dasshlieÿt im Speziellen explizite ODEs ein.Für die semi-explizite DAEs aus unserer Problemstellung
y′(t) = f(t, y(t), z(t)) (2.7a)

0 = g(t, y(t), z(t)) (2.7b)gilt, dass die zweite Gleihung eindeutig nah z au�ösbar ist. Durh die Regula-rität von gz(t, y(t), z(t)) und dem Satz über implizite Funktionen lässt sih diezweite Gleihung eindeutig nah z au�ösen. Durh einmaliges Di�erenzierenvon (2.7b) erhält man:
0 = gt(t, y(t), z(t)) + gz(t, y(t), z(t))z′(t) + gy(t, y(t), z(t))y′(t).Aufgrund der Regularität von gz(t, y(t), z(t)) ergibt sih somit für z′(t):

z′(t) = −gz(t, y(t), z(t))−1 (gt(t, y(t), z(t)) + gy(t, y(t), z(t))f(t, y(t), z(t)))Somit reiht einmaliges Di�erenzieren aus um das Gleihungssystem in einSystem expliziter ODEs gleiher Dimension überzuführen. Daher gilt νd = 1.Ein Anfangswertproblem für explizite ODEs de�nieren wir folgendermaÿen:Problem 2.3 Sei f : D ⊆ [0, T ] × R
N → R

N hinreihend glatt. Gesuhtist eine stetig di�erenzierbare Funktion u : [0, T ] → R
N , die das folgendeAnfangswertproblem erfüllt:

u′(t) = f(t, u(t)) t ∈ [0, T ] (2.10)
u(0) = u0.Semi-explizite DAEs vom Index 1 haben den Vorteil, dass sih nahezu alleEigenshaften expliziter ODEs direkt übertragen lassen. So folgen lokale Exis-tenz, Eindeutigkeit und Regularität der Lösung aus der Theorie gewöhnliherDi�erentialgleihungen. Ebenso lassen sih die bekannten numerishen Verfah-ren zur Lösung expliziter ODEs auf semi-explizite DAEs vom Index 1 ohneShwierigkeiten anwenden, was für DAEs mit höherem Index niht der Fall ist(siehe [1℄). Daher werden im Folgenden stets die Themen anhand von Problem2.3 behandelt und danah ihre Übertragung auf Problem 2.2 bzw. Problem 2.1(kurz) erläutert.Für die numerishe Behandlung der Probleme 2.3, 2.2 und 2.1 setzen wir imFolgenden immer die Existenz und Eindeutigkeit der Lösung voraus.Die Existenz und Eindeutigkeit der Lösung für Problem 2.3 ergibt sih z.B.aus der Lipshitzstetigkeit von f : Es gibt eine Konstante L > 0, sodass für alle

t ∈ [0, T ] und für alle u, v ∈ R
N die folgende Abshätzung gilt:

‖f(t, u) − f(t, v)‖ ≤ L ‖u − v‖ . (2.11)Seite 12



Einführendes Beispiel und ProblemstellungDaher setzen wir im weiteren stets voraus, dass f die Lipshitzbedingung be-züglih der zweiten Komponente erfüllt. Da bei Problem 2.2 in f implizit dieFunktion G berehnet wird, ist eine weitere sinnvolle Voraussetzung die Lip-shitzstetigkeit von G. Diese Bedingungen sind auh für die Analyse der nu-merishen Verfahren relevant.

Seite 13



Kapitel 3
Beshreibung der numerishenMethodenIn diesem Kapitel werden zwei Klassen von Methoden zur Berehnung derProblemstellungen aus Kapitel 2 beshrieben. Die expliziten Runge-Kutta-Verfahren und eine Klasse der linearen Mehrshrittverfahren, die Adams-Ver-fahren. Runge-Kutta-Verfahren zählen zu den populärsten Methoden zur nu-merishen Behandlung von Anfangswertproblemen, da sie in vielen Fällen Re-sultate mit hoher Genauigkeit mittels akzeptablen Rehenaufwands liefern.Allerdings benötigen sie zur Berehnung der nähsten Näherung die Auswer-tung der Funktion an Zwishenshritten. Ist die Auswertung der Funktion, wiein unserem Fall, aufwendig, können Mehrshrittverfahren von Vorteil sein, dadiese nur eine zusätzlihe Funktionsauswertung pro Shritt benötigen.Die hier verwendete Beshreibung der numerishen Methoden basiert auf ihrerDarstellung in [3, 4℄, ihre Erweiterung auf semi-explizite DAEs vom Index 1auf [2℄.3.1 GrundlagenDie wohl älteste Näherungsmethode zur numerishen Behandlung von Di�e-rentialgleihungssystemen stammt von Euler und dient im Folgenden der Ein-führung in dieses Gebiet.Durh Integration erhält man aus der Anfangswertaufgabe (2.10) die Inte-graldarstellung

u(t) = u0 +

∫ t

0

f(τ, u(τ))dτ. (3.1)



Beshreibung der numerishen MethodenDer Intervall [0, T ] wird durh eine Folge von Gitterpunkten
0 = t0 < t1 < . . . < tm = Tmit (niht notwendigerweise äquidistanter) Shrittweite

hn = tn+1 − tndiskretisiert mit h = maxn hn . Für äquidistante Unterteilungen gilt hn = T
m

n = 0, . . . ,m− 1. Die Gitterpunkte ergeben sih mögliherweise erst im Laufeder Rehnung aus der automatishen Shrittweitensteuerung (siehe Abshnitt5.1.2). In einem Teilintervall [tn, tn+1] gilt ebenfalls die Integralbeziehung
u(tn+1) = u(tn) +

∫ tn+1

tn

f(τ, u(τ))dτ. (3.2)Mithilfe der linksseitigen Rehtekregel
∫ t+h

t

f(τ, u(τ))dτ ≈ hf(t, u(t))gelangt man zu der Näherung
u(tn+1) ≈ u(tn) + hn f(tn, u(tn)).Diese Näherung führt zur Formel des Eulershen Polygonzugverfahrens

un+1 = un + hn f(tn, un), n = 0, 1, . . . ,m − 1zur sukzessiven Berehnung der Näherungen un ≈ u(tn). Verbindet man dieberehneten Näherungen an den Gitterpunkten linear so ergibt sih das EulerPolygon
uh(t) = un + (t − tn)f(tn, un) für tn ≤ t ≤ tn+1als Näherung der gesuhten Funktion u(t).Ziel eines jeden Verfahrens ist es, durh Wahl einer entsprehend kleinen Shritt-weite eine kleine Abweihung der Näherungslösung uh(t) von der exakten Lö-sung u(t) zu erreihen:

eh(t) → 0 für h → 0 für alle t ∈ [0, T ] (3.3)mit
eh(t) = u(t) − uh(t). (3.4)Seite 15



Beshreibung der numerishen MethodenDie Di�erenz eh(t) wird als der globale Fehler des Verfahrens bezeihnet. Gilt(3.3) in einem geeigneten Sinn, so spriht man von einem konvergenten Ver-fahren. Übliherweise beshränkt man sih darauf den globalen Fehler an denGitterpunkten zu betrahten:
en = u(tn) − un, n = 1 . . . ,m. (3.5)Er setzt sih aus den Einzelfehlern der vorherigen Integrationsshritte zusam-men (siehe Abbildung 3.1).Der lokale Fehler dn im Punkt tn ist de�niert als die Di�erenz der exaktenLösung u(tn) der Di�erentialgleihung (2.10) und der Näherungslösung uh(tn)mit Startpunkt (tn−1, u(tn−1)) für n = 1, . . . ,m.Für das Eulershe Polygonzugverfahren ergibt sih für den lokalen Fehler

dn = u(tn) − uh(tn) = u(tn) − (u(tn−1) + hn−1f(tn−1, u(tn−1)) . (3.6)Er gibt also den Untershied zwishen der exakten Lösung und der Näherungs-lösung nah einem Shritt des Verfahrens bei gleiher Anfangsbedingung imPunkt tn−1 für n = 1, . . . ,m an. Für u(t) hinreihend glatt folgt mithilfe derTaylorentwiklung von u(tn+1) = u(tn + hn):
dn+1 = u(tn) + u′(tn) hn + u′′(tn)

h2
n

2
+ . . . − u(tn) − hnf(tn, u(tn))

= u′′(tn)
h2

n

2
+ . . . . = O(h2

n).Ein Verfahren heiÿt konsistent, falls
dn+1 = o(hn) (3.7)gilt, es heiÿt konsistent von der Ordnung p, wenn

dn+1 = O(hp+1
n ). (3.8)Das Eulershe Polygonzugverfahren ist in diesem Sinne von der Ordnung 1.Die Stabilität eines Verfahrens gibt Auskunft über die Fortp�anzung von Stö-rungen durh das Verfahren. Man nennt ein Verfahren stabil, falls für ver-shiedene Anfangswerte v0 und w0 und den durh das Verfahren erzeugtenNäherungen vj und wj folgende Abshätzung

‖wj − vj ‖ ≤ C ‖w0 − v0‖ , (3.9)mit einer von h unabhängigen Konstante C, gilt.Unter der Voraussetzung, dass f die Lipshitzbedingung (2.11) erfüllt, lässtsih die Stabilität des Eulershen Polygonzugverfahrens zeigen. Zusammen mitder Konsistenz des Verfahrens folgt dessen Konvergenz. Seite 16



Beshreibung der numerishen Methoden

Abbildung 3.1: Fehler des Eulerverfahren3.2 Explizite Runge-Kutta-VerfahrenDie Konvergenzordnung des Eulershen Polygonzugverfahrens ist 1, daher sindzum Erzielen genauer Resultate sehr kleine Shrittweiten nötig, was einen ho-hen, mögliherweise niht akzeptablen Rehenaufwand zur Folge hat.Um nun eine höhere Genauigkeit mit derselben Shrittweite zu erreihen, sindVerfahren höherer Ordnung nötig. Diese lassen sih konstruieren, indem manzur Berehnung des Integrals in
u(tn+1) = u(tn) +

∫ tn+1

tn

f(τ, u(τ))dτ. (3.2)eine genauere Quadraturformel verwendet.Verbessertes EulerverfahrenDurh Verwendung der Mittelpunktsregel ergibt sih beispielsweise
∫ t+h

t

f(τ, u(τ))dτ ≈ hf(t +
h

2
, u(t +

h

2
)),wobei u(t+h

2
) noh niht bekannt ist. Die Idee von Runge war u(t+h

2
) wiederummit einem Shritt des Eulerverfahrens anzunähern,

u(t +
h

2
) = u(t) +

h

2
f(t, u(t)).

Seite 17



Beshreibung der numerishen MethodenAls Resultat erhält man folgendes Verfahren zur Berehung der Näherungen
un+1 für n = 0, . . . ,m − 1:

k1 = f(tn, un),

k2 = f(tn +
hn

2
, un +

hn

2
k1),

un+1 = un + hn k2,das verbesserte Eulerverfahren.Durh Taylorentwiklung des lokalen Fehlers lässt sih zeigen, dass das verbes-serte Eulerverfahren von der Ordnung 2 ist.3.2.1 Explizite ODEsVerwendet man eine s-stu�ge Quadratur zur Berehnung des Integrals, so folgtfür die Näherung:
t+h∫

t

f(τ, u(τ))dτ ≈ h
s∑

j=1

bj f(t + cjh, u(t + cjh)). (3.10)Man bezeihnet dabei die Zahlen bj als die Gewihte und die Punkte t + cjhals die Stützstellen der Quadraturformel. Anstelle der unbekannten Funkti-onswerte u(t + cjh) werden Näherungen gj rekursiv durh Anwendung von
(j − 1)-stu�gen Quadraturformeln auf

u(t + cjh) = u(t) +

∫ t+cjh

t

f(τ, u(τ))dτ (3.11)berehnet. Damit erhält man:
g1 = u(t),

g2 = u(t) + h a21 f(t, g1),

g3 = u(t) + h [a31 f(t, g1) + a32 f(t + c2h , g2)] , (3.12)...
gs = u(t) + h [as1 f(t, g1) + as2 f(t + c2h , g2) + · · · + as,s−1 f(t + cs−1h , gs−1)] ,und somit für die Näherung

uh(t + h) = u(t) + h
s∑

j=1

bj f(t + cjh , gj). (3.13)Eine andere Darstellungsmöglihkeit bietet die Setzung
ki = f(t + cih , gi). (3.14)Seite 18



Beshreibung der numerishen MethodenDiese führt zu:
k1 = f(t, u(t)),

k2 = f(t + c2h , u(t) + h a21 k1),

k3 = f(t + c3h , u(t) + h (a31 k1 + a32 k2)), (3.15)...
ks = f(t + csh , u(t) + h (as1 k1 + as2 k2 + . . . + as,s−1 ks−1))und damit auf

uh(t + h) = u(t) + h

s∑

j=1

bj kj. (3.16)Die sih aus (3.12) und (3.13) bzw. (3.15) und (3.16) ergebende Methode be-shreibt ein explizites s-stu�ges Runge-Kutta-Verfahren. Zur Beshreibung derMethode reiht es, das folgende Tableau anzugeben:0
c2 a21

c3 a31 a32... ... ... . . .
cs as1 as2 . . . as,s−1

b1 b2 . . . bs−1 bsDurh geeignete Wahl der Koe�zienten des Tableaus erreiht man entspre-hend hohe Konsistenzordnungen (siehe Kapitel 4).Übliherweise gilt die Bedingung:
ci =

∑

j

aij. (3.17)3.2.2 Erweiterung auf semi-explizite DAEs vom Index 1Semi-explizite DAEs vom Index 1 kann man als folgendes Gleihungssystembetrahten
y′(t) = f(t, y(t), z(t)) (3.18a)

0 = g(t, y(t), z(t)) (3.18b)oder als explizite ODEs
y′(t) = f (t, y(t), G(t, y(t))) . (3.19)Es gibt nun zwei Möglihkeiten ein Runge-Kutta-Verfahren auf semi-expliziteDAEs vom Index 1 zu erweitern: den direkten Zugang, auh ǫ-Einbettungs-methode und den indirekten Zugang oder auh Zustandsraumform-Methode.Seite 19



Beshreibung der numerishen MethodenDirekter ZugangBeim direkten Zugang wird das Gleihungssystem (3.18) als Grenzfall ǫ = 0der expliziten singulär gestörten ODEs
y′(t) = f(t, y(t), z(t)) (3.20a)

ǫz′(t) = g(t, y(t), z(t)) (3.20b)betrahtet. Wendet man nun eine Runge-Kutta-Methode auf (3.20) an, so er-hält man
yn+1 = yn + hn

s∑

i=1

bi Y
′
ni zn+1 = zn + hn

s∑

i=1

bi Z
′
ni (3.21)mit

Y ′
ni = f(tni, Yni, Zni) ǫZ ′

ni = g(tni, Yni, Zni) (3.22)und
Yni = yn + hn

s∑

j=1

aij Y ′
nj Zni = zn + hn

s∑

j=1

aij Z ′
nj. (3.23)Führt man den Grenzübergang ǫ → 0 durh, so gilt

yn+1 = yn + hn

s∑

i=1

bi Y
′
ni zn+1 = zn + hn

s∑

i=1

bi Z
′
ni (3.24)mit

Y ′
ni = f(tni, Yni, Zni) 0 = g(tni, Yni, Zni) (3.25)und

Yni = yn + hn

s∑

j=1

aij Y ′
nj Zni = zn + hn

s∑

j=1

aij Z ′
nj. (3.26)Bei diesem Zugang ist allerdings zu beahten, dass die Näherungen (yn+1, zn+1)niht notwendigerweise die algebraishe Nebenbedingung

0 = g(tn+1, yn+1, zn+1) (3.27)erfüllen.Für ǫ = 0 lässt sih Z ′
ni niht aus Gleihung (3.22) bzw. (3.25) berehnen,sondern nur noh mithilfe der Gleihung (3.26). Eine Bedingung für die Auf-lösbarkeit von Gleihung (3.26) nah Z ′

ni ist die Invertierbarkeit der MatrixSeite 20



Beshreibung der numerishen Methoden
(aij). Bezeihnen wir mit wij die Element der Inversen der Matrix (aij) so giltfür Z ′

ni :
hnZ

′
ni =

s∑

j=1

wij(Znj − zn). (3.28)Für die Näherungslösung der algebraishen Gröÿe ergibt sih somit durh Ein-sezten von (3.28) in (3.24):
zn+1 =

(

1 −
s∑

i,j=1

biwij

)

zn +
s∑

i,j=1

biwij Znj, (3.29)
0 = g(tni, Yni, Zni).Eine Voraussetzung für diesen Zugang ist also die Invertierbarkeit von (aij)die von explizite Runge-Kutta-Verfahren niht erfüllt wird, da für sie aij = 0für i ≤ j gilt. Eine Möglihkeit, dennoh explizite Runge-Kutta-Verfahren aufsemi-explizite DAEs vom Index 1 anzuwenden, bietet der indirekte Zugang.Indirekter ZugangWendet man auf (3.19) eine explizite Runge-Kutta-Methode an, so ergibt sihfolgende Vorshrift:

yn+1 = yn + hn

s∑

i=1

bi Y
′
ni (3.30)mit

Y ′
ni = f(tni, Yni, G(tni, Yni)) (3.31)

Yni = yn + hn

i−1∑

j=1

aij Y ′
nj (3.32)und tni = tn + cihn. Für zn+1 erhält man

zn+1 = G(tn+1, yn+1). (3.33)Durh Einführung der Gröÿe
Zni = G(tni, Yni) (3.34)kann man die Methode auh folgendermaÿen shreiben:

yn+1 = yn + hn

s∑

i=1

bi Y
′
ni zn+1 = G(tn+1, yn+1) (3.35)Seite 21



Beshreibung der numerishen Methodenmit
Y ′

ni = f(tni, Yni, Zni) (3.36)und
Yni = yn + hn

i−1∑

j=1

aij Y ′
nj, Zni = G(tni, Yni). (3.37)Der indirekte Zugang bietet einerseits eine Möglihkeit auh explizite Verfahrenauf das Problem anzuwenden und andererseits benötigt man aufgrund derReduktion der DAEs auf ein Anfangswertproblem keine neue Theorie bei derAnalyse der Methoden. Im Weiteren beshränken wir uns daher auf diesenZugang.3.3 Lineare Mehrshrittverfahren (Adams-Verfahren)Eine andere Verbesserung des Eulershen Polygonzugsverfahren wurde durhlineare Mehrshrittverfahren erreiht, welhe Adams in Zuge eines Problemsvon Bashforth entwarf. Im Untershied zu den Einshrittverfahren, bei de-ren Berehnung die Di�erentialgleihung und ein Startwert genügen, bestehenMehrshrittverfahren, genauer gesagt, k-Shritt-Verfahren, aus zwei Teilen:1. Einer Startprozedur zur Berehnung der Näherungen u1, . . . , uk−1 derexakten Lösung an den Punkten t1, . . . , tk−1 und2. einer Mehrshritt-Formel zur Berehnung der Näherung der exakten Lö-sung u(tk). Diese Formel wird dann rekursiv angewandt zur Berehnungder nähsten Näherung mithilfe der k vorangegangenen Näherungen.Für die Startprozedur gibt es vershiedene Möglihkeiten. So kann beispielswei-se ein beliebiges Einshrittverfahren, z.B. ein Runge-Kutta-Verfahren, verwen-det werden, um die ersten k Näherungen zu berehnen. Eine andere Möglihkeitist die Verwendung eines Einshrittverfahrens zur Berehnung der ersten Nä-herung, eines Zweishritt- zur Berehnung der zweiten Näherung usw. bis diegewünshten k Näherungen zur Verfügung stehen. Bei der Startprozedur sollteallerdings darauf geahtet werden, dass die Startwerte von derselben Genauig-keit sind wie das k-Shrittverfahren. Dies kann entweder durh ein Einshritt-verfahren derselben Ordnung erreiht werden, oder durh hinreihend kleineShrittweiten. Seite 22



Beshreibung der numerishen MethodenIn diesem Abshnitt werden wir uns auf die klassishe Beshreibung der Adams-Verfahren mit konstanter Shrittweite h und �xer Ordnung beshränken, auhwenn bekannt ist, dass zur e�zienten Durhführung von Verfahren sowohlShrittweite wie auh Ordnung variabel sein sollten, worauf in Kapitel 5 einge-gangen wird. Eine �xe Ordnung bedeutet im Falle der Adams-Verfahren eine�xe Anzahl von Vorgängern zur Berehnung der nähsten Näherung, wie wirin Abshnitt 4.2 feststellen werden.3.3.1 Explizite ODEsZiel ist es eine Näherung für u(tn+1) zu erhalten unter der Annahme, dass die
k Vorgänger un, . . . , un−k+1 und damit auh ihre Ableitungen fi = f(ti, ui) be-kannt sind. Diese müssen im Laufe der Berehnung stets abgespeihert werden.Allgemein ist ein lineares Mehrshrittverfahren zur numerishen Lösung desAnfangswertproblems (2.10) von der Form

k∑

i=0

αk−i un+1−i = h

k∑

i=0

βk−i fn+1−i, (3.38)wobei αi und βi reele Parameter sind, mit αk 6= 0, und h die konstante Shritt-weite ist. Für βk 6= 0 heiÿt die Methode (3.38) implizit, für βk = 0 explizit.Ausgangspunkt der Adams-Verfahren ist wieder die Integraldarstellung desAnfangswertproblems in einem Teilintervall :
u(tn+1) = u(tn) +

∫ tn+1

tn

f(τ, u(τ))dτ. (3.2)Adams-Bashforth-VerfahrenDie Idee der Adams-Bashforth-Verfahren ist die Berehnung des Integrals
∫ tn+1

tn

f(τ, u(τ))dτmithilfe von Extrapolation (siehe Abbildung 3.2).Da die Näherungen fn−k+1, . . . , fn bekannt sind, ist es möglih f(t, u(t)) mithil-fe eines Interpolationspolynoms durh die Punkte {(ti, fi) |i = n − k + 1, . . . , n}vom Grad k − 1 anzunähern. Damit erhält man für die nähste Näherung:
un+1 = un +

∫ tn+1

tn

p(τ)dτ. (3.39)Aus der Interpolationtheorie wissen wir, dass es genau ein solhes Polynomgibt, welhes in vershiedenen Formen dargestellt werden kann. Seite 23



Beshreibung der numerishen Methoden

Abbildung 3.2: Idee des Adams-Bashforth-VerfahrenDie Lagrange Form des interpolierenden Polynoms ist:
p(t) =

k∑

i=1

li(t)fn+1−i (3.40)mit
li(t) =

k∏

j=1

j 6=i

t − tn+1−j

tn+1−i − tn+1−j

i = 1, . . . , k. (3.41)Eingesetzt in (3.39) erhalten wir:
un+1 = un +

k∑

i=1

fn+1−i

∫ tn+1

tn

li(τ)dτ. (3.42)In der allgemeinen Formulierung (3.38) mit konstanter Shrittweite ergibt sihsomit:
un+1 = un + h

k∑

i=1

bk−ifn+1−i, (3.43)mit
bk−i =

1

h

∫ tn+1

tn

li(τ) dτ. (3.44)Ersetzt man in dieser Formulierung die Variable t durh s = (t − tn)/h, soführt dies auf
bk−i =

∫ 1

0

li(tn + sh) ds (3.45)
=

∫ 1

0

k∏

j=1

j 6=i

s − 1 + j

j − i
ds. (3.46)Seite 24



Beshreibung der numerishen MethodenEine andere Möglihkeit bietet sih durh die Darstellung des Polynoms mitdividierenden Di�erenzen, die sih bei konstanter Shrittweite auf Rükwärts-di�erenzen vereinfahen lassen. Diese sind rekursiv de�niert über:
∇0fn = fn, ∇j+1fn = ∇jfn −∇jfn−1. (3.47)Mit ihnen kann das Polynom folgendermaÿen dargestellt werden (Newton Dar-stellung):
p(t) = p (tn + sh) =

k−1∑

j=0

(−1)j

(
−s

j

)

∇jfn. (3.48)Damit ergibt sih zur Berehnung der nähsten Näherung:
un+1 = un +

∫ tn+1

tn

p (τ) dτ (3.49)bzw. wenn man das Polynom durh die Summe ersetzt:
un+1 = un + h

k−1∑

j=0

γj∇
jfn mit γj = (−1)j

∫ 1

0

(
−s

j

)

ds. (3.50)Für die Koe�zienten gilt die Formel
j

∑

i=0

γj−i

i + 1
= 1, j ≥ 0, (3.51)aus der diese rekursiv berehnet werden können (siehe Tabelle 3.1).

j 0 1 2 3 4 5 6 7 8
γj 1 1

2
5
12

3
8

251
720

95
288

19087
60480

5257
17280

1070017
3628800Tabelle 3.1: Koe�zienten der Adams-Bashforth-MethodeDer Vorteil dieser Darstellung ist, dass die Koe�zienten γi weder von derShrittweite noh von der Anzahl k der Vorgänger abhängen. Im Gegensatz zuden Koe�zienten bk−i, die bei einer Änderung von k alle neu berehnet werdenmüssen. Wie wir später sehen werden, eignet sih die Newton Darstellung fürdie Implementierung, die Lagrange Darstellung dagegen für die Analyse derMethoden.Formel (3.50) ergibt sih durh Integration des Interpolationspolynoms von tnbis tn+1, also auÿerhalb des Interpolationsintervalls [tn−k+1, tn]. Bekannterwei-se approximieren Interpolationspolynome niht sonderlih gut auÿerhalb ihresIntervalls, weshalb Adams auh Methoden untersuhte, bei denen zusätzlihder Punkt (tn+1, fn+1) interpoliert wird. Seite 25



Beshreibung der numerishen Methoden

Abbildung 3.3: Idee des Adams-Moulton-VerfahrenAdams-Moulton-VerfahrenVerwendet man bei dem Interpolationspolynom zusätzlih den Punkt (tn+1, fn+1)so ergibt sih für das Polynom in Lagrange Form:
p∗(t) =

k∑

i=0

li(t)fn+1−i. (3.52)mit
li(t) =

k∏

j=0

j 6=i

t − tn+1−j

tn+1−i − tn+1−j

i = 0, . . . , k. (3.53)Somit erhält man für die nähste Näherung in der allgemeinen Formulierung(3.38) mit konstanter Shrittweite:
un+1 = un + h

k∑

i=0

b∗k−ifn+1−i, (3.54)mit
b∗k−i =

∫ 1

0

k∏

j=0

j 6=i

s − 1 + j

j − i
ds. (3.55)Für die Darstellung des Polynoms mithilfe der Rükwärtsdi�erenzen gilt:

p∗(t) = p∗ (tn + sh) =
k∑

j=0

(−1)j

(
−s + 1

j

)

∇jfn+1. (3.56)Zur Berehnung der nähsten Näherung erhält man damit:
un+1 = un + h

k∑

j=0

γ∗
j∇

jfn+1 mit γ∗
j = (−1)j

∫ 1

0

(
−s + 1

j

)

ds. (3.57)Seite 26



Beshreibung der numerishen MethodenDie Koe�zienten γ∗ (siehe Tabelle 3.2) lassen sih rekursiv mithilfe dieserFormel berehnen:
γ∗

0 = 1
j

∑

i=0

γ∗
j−i

i + 1
= 0, j ≥ 1. (3.58)Die Methode (3.57) nähert die exakte Lösung im Allgemeinen besser an als(3.50). Allerdings ist un+1 nur implizit in der Formel (3.57) gegeben, was nor-malerweise die Lösung eines nihtlinearen Gleihungssystem in jedem Shrittzur Folge hat.

j 0 1 2 3 4 5 6 7 8
γ∗

j 1 −1
2

−1
12

−1
24

−19
720

−3
160

−863
60480

−275
24192

−33953
3628800Tabelle 3.2: Koe�zienten der Adams-Moulton-MethodePrädiktor-Korrektor-VerfahrenEine Möglihkeit das nihtlineare Gleihungssystem aus (3.57) zu lösen, istdie Anwendung einer Fixpunktiteration. In der Praxis wird übliherweise sovorgegangen:P: (predit) Es wird ûn+1 = un + h

k−1∑

j=0

γj∇
jfn als Prädiktor mit dem explizi-ten Adams-Verfahren berehnet.E: (evaluate) Die Funktion f wird mit dieser Näherung ausgewertet :

f̂n+1 = f(tn+1, ûn+1).C: (orret) Die Korrekturformel
un+1 = un + h(b∗kf̂n+1 + . . . + b∗0fn−k+1)liefert eine Näherung un+1.E: (evaluate) Die Funktion wird nohmals ausgewertet: fn+1 = f(tn+1, un+1).
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Beshreibung der numerishen Methoden3.3.2 Erweiterung auf semi-explizite DAEs vom Index 1Wir betrahten wiederum die beiden Darstellungsformen für semi-expliziteDAEs vom Index 1:
y′(t) = f(t, y(t), z(t)) (3.18a)

0 = g(t, y(t), z(t)) (3.18b)und
y′(t) = f (t, y(t), G(t, y(t))) . (3.19)Wiederum ist ein direkter und indirekter Zugang möglih.Direkter ZugangWendet man auf das Gleihungssystem

y′(t) = f(t, y(t), z(t)) (3.20a)
ǫz′(t) = g(t, y(t), z(t)) (3.20b)ein lineares k-Shritt-Verfahren an, so ergibt sih

k∑

i=0

αk−i yn+1−i = h

k∑

i=0

βk−i fn+1−i (3.60)
ǫ

k∑

i=0

αk−i zn+1−i = h
k∑

i=0

βk−i gn+1−i (3.61)mit
fn+1−i = f(tn+1−i, yn+1−i, zn+1−i), gn+1−i = g(tn+1−i, yn+1−i, zn+1−i).Betrahtet man das Gleihungssystem (3.18) als Grenzfall ǫ = 0 von diesemSystem so gilt

k∑

i=0

αk−i yn+1−i = h

k∑

i=0

βk−i fn+1−i (3.62)
0 =

k∑

i=0

βk−i gn+1−i. (3.63)Im Falle expliziter Verfahren ist βk = 0, wodurh yn+1 und zn+1 in Glei-hung (3.63) niht mehr vorkommen. Somit ist dieses Gleihungsystem un-terbestimmt und niht mehr eindeutig nah yn+1 und zn+1 au�ösbar. Wie beiden Runge-Kutta-Verfahren ist der direkte Zugang für Mehrshrittverfahrennur auf implizite Verfahren anwendbar.Eine Möglihkeit, explizite Mehrshrittverfahren auf semi-explizite DAEs vomIndex 1 anzuwenden, bietet wiederum der indirekte Zugang. Seite 28



Beshreibung der numerishen MethodenIndirekter ZugangWendet man auf (3.19) eine lineare k-Shritt-Methode an, so erhält man fol-gende Vorshrift:
k∑

i=0

αk−i yn+1−i = h
k∑

i=0

βk−i fn+1−i (3.64)mit
fn+1−i = f(tn+1−i, yn+1−i, zn+1−i), zn+1−i = G(tn+1−i, yn+1−i).Beispielsweise ergibt sih bei Anwendung eines Adams PECE-Verfahren auf(3.19) die folgende Berehnungsvorshrift:P: Berehne

ŷn+1 = yn + h
k∑

i=1

bk−i fn+1−i,

ẑn+1 = G(tn+1, ŷn+1),als Prädiktoren.E: Evaluiere f̂n+1 = f(tn+1, ŷn+1, ẑn+1).C: Berehne die Näherungen yn+1 und zn+1 mit der Korrekturformel
yn+1 = yn + h

k∑

i=1

b∗k−i fn+1−i + hb∗k f̂n+1

zn+1 = G(tn+1, yn+1).E: Werte die Funktion aus: fn+1 = f(tn+1, yn+1, zn+1).Der Vorteil, der sih durh die Reduktion der semi-expliziten DAEs vom Index1 auf explizite ODEs ergibt, ist die direkte Anwendbarkeit der bereits vor-handenen Theorie wie auh der bekannten numerishen Verfahren. Um dieszu nutzen beshränken wir uns bei den Adams-Verfahren ebenfalls auf denindirekten Zugang.
Seite 29



Kapitel 4
Analyse der numerishenMethodenDie für die Analyse numerisher Methoden wihtigen Begri�e sind Konsistenz,Stabilität und Konvergenz. In den folgenden Abshnitten werden wir zeigen,dass die Konvergenz der Runge-Kutta-Verfahren und der Adams-Verfahren,aus deren Konsistenz und Stabilität folgt. Hierzu werden der lokale Fehler,die Fortp�anzung von Störungen durh das Verfahren und der globale Feh-ler untersuht. Da wir uns bei der Erweiterung der Methoden auf eine semi-explizite Algebro-Di�erentialgleihung vom Index 1 auf den indirekten Zugangbeshränkt haben (Abshnitt 3.2.2 und 3.3.2), ist es ausreihend die Metho-den anhand des Anfangswertproblems 2.3 zu untersuhen. Die durhgeführteAnalyse der Methoden stützt sih dabei auf [3℄ und [5℄.4.1 Explizite Runge-Kutta-VerfahrenEin Runge-Kutta-Verfahren angewandt auf das Anfangswertproblem 2.3 aufdem Gitter 0 = t0 < t1 < . . . < tm = T mit der Shrittweite hn = tn+1 − tnkann auh in der folgenden Form geshrieben werden (Einshrittverfahren):

un+1 = un + hn φ(tn, un, hn), (4.1)
u0 = u(t0), n = 0, . . . ,m − 1



Analyse der numerishen Methodenmit der Verfahrensfunktion φ(tn, un, hn), die sih aus den Bedingungen (3.15)und (3.16) ergibt:
φ(tn, un, hn) =

s∑

j=1

bjkj (4.2)
kj = f(t + cj h , u(t) + h

j−1
∑

i=1

aji ki).4.1.1 KonsistenzZur Untersuhung der Konsistenz eines Verfahrens wird der lokale Fehler be-trahtet. Dieser misst die Di�erenz der exakten und der Näherungslösung naheinem Shritt des Verfahrens bei selbem Startwert. Für ein Einshrittverfahrengelten folgende De�nitionen:De�nition 4.1 (Lokale Fehler und Konsistenz)Der lokale Fehler des Einshrittverfahrens (4.1) an der Stelle tn lautet
dn = u(tn) − (u(tn−1) + hn−1φ(tn−1, u(tn−1), hn−1)) (4.3)für n = 1, . . . ,m.Das Einshrittverfahren heiÿt konsistent (verträglih), falls (in einem geeigne-ten Sinn)

dn = o(hn−1), n = 1, . . . ,m. (4.4)Es heiÿt konsistent mit der Konsistenzordnung p, falls
dn = O(hp+1

n−1), n = 1, . . . ,m. (4.5)Durh Taylorentwiklung des lokalen Fehlers ergibt sih für ein Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung p, dass die Taylorreihen der exakten und der Nähe-rungslösung bis einshlieÿlih des Terms hp übereinstimmen.Betrahten wir beispielsweise die Taylorentwiklung der exakten Lösung u(t + h)
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Analyse der numerishen Methodenund der Näherungslösung uh(t + h) einer 2-stu�ge Runge-Kutta-Formel:
u(t + h) = u(t) + hu′(t) +

h2

2
u′′(t) +

h3

6
u′′′(t) + . . .

= u + hf +
h2

2
(ft + fuf) +

+
h3

6

(
ftt + 2ftuf + fuuf

2 + fuft + f 2
uf

)
+ . . .

uh(t + h) = u + h [b1f + b2f (t + c2h, u + ha21f)]

= u + hb1f + hb2[f + ftc2h + fuha21f +

+
1

2

(
ftt(c2h)2 + 2 + ftu(c2h)(ha21f) + fuu(ha21f)2

)
+ . . .]

= u + h(b1 + b2)f + h2b2(c2ft + a21fuf) +

+h3b2

(
c2
2

2
ftt + ftuc2a21 +

a2
21

2
fuuf

2

)

+ . . .Damit diese beiden Reihen bis einshlieÿlih des Terms h2 übereinstimmen,ergeben sih mithilfe des Koe�zientenvergleihs folgende Bedingungen an dieParameter der Runge-Kutta-Formel:
b1 + b2 = 1 b1 = 1 − b2

b2c2 = 1/2 =⇒ c2 = 1/2b2

b2a21 = 1/2 a21 = 1/2b2Mit beliebig gewähltem b2 gilt somit für den lokalen Fehler:
u(t + h) − uh(t + h) =

h3

6

[(

1 −
3

4b2

)

(ftt + 2ftuf + fuuf
2) + fuft + f 2

uf

]

+ . . . .Hieraus erkennt man, dass die Ordnung 3 für ein 2-stu�ges Verfahren im All-gemeinen niht erreihbar ist.Welhe Bedingung zumindest Konsistenz gewährleistet zeigt der folgende Satz.Satz 4.2 Ein explizites Runge-Kutta-Verfahren ist konsistent genau dann,wenn
s∑

i=1

bi = 1. (4.6)Beweis. Mit der Verfahrensfunktion (4.2)
φ(t, u(t), h) =

s∑

j=1

bjkj, Seite 32



Analyse der numerishen Methodenwobei kj die mit der exakten Lösung u(t) ermittelten Steigungswerte darstellen,erhält man für h = 0

φ(t, u(t), 0) =
s∑

j=1

bjf(t, u(t)) = f(t, u(t))genau dann, wenn die Konsistenzbedingung erfüllt ist. Also
φ(t, u(t), h) → f(t, u(t)) für h → 0.Damit gilt für den lokalen Fehler

dn+1

hn

=

[
1

hn

(u(tn+1) − u(tn)) − u′(tn)

]

+ [f(tn, u(tn)) − φ(tn, u(tn), hn)] ,und damit
dn+1

hn

→ 0 für hn → 0.Die Ordnung eines Runge-Kutta-Verfahrens ergibt sih aus dessen Konstruk-tion, also aus der geeigneten Wahl der Parameter des Runge-Kutta-Tableaus:0
c2 a21

c3 a31 a32... ... ... . . .
cs as1 as2 . . . as,s−1

b1 b2 . . . bs−1 bsBezeihnet man mit p(s) die maximal erreihbare Konsistenzordnung einers-stu�gen Runge-Kutta-Formel, so gilt:
s 1 2 3 4 5 6 7 8 9 s ≥ 10

p(s) 1 2 3 4 4 5 6 6 ≤ 7 ≤ s − 3Man erkennt hieraus, dass die Ordnung der Runge-Kutta-Verfahren niht li-near mit der Anzahl der Stufen steigt. Eine sorgfältige Untersuhung dererreihbaren Konsistenzordnungen von Runge-Kutta-Verfahren mithilfe vonOrdnungsbäumen �ndet man in [3℄.
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Analyse der numerishen Methoden4.1.2 StabilitätDie Stabilität gibt Auskunft darüber, wie sih Änderungen in den Daten aufdas Ergebnis auswirken. Bei stabilen Verfahren ändert sih die Lösung derNäherungsgleihung stetig und gleihmäÿig in h mit den Daten.Betrahtet man das gestörte Einshrittverfahren
v0 = u0 + δ0, (4.7a)

vn+1 = vn + hn φ(tn, vn, hn) + hnδn+1, (4.7b)so erhält man folgende De�nition der Stabilität eines Einshrittverfahren:De�nition 4.3 (Stabilität)Ein Einshrittverfahren heiÿt stabil, falls es eine Konstante C > 0 gibt, sodass
‖vn − un‖ ≤ C max

0≤k≤n
‖δk‖ (4.8)für alle hinreihend kleinen Störungen δk.Ein hinreihendes Kriterium für die Stabilität eines Einshrittverfahrens istdie Lipshitzstetigkeit der Verfahrensfunktion im zweiten Argument: Es gibteine Konstante Lφ ≥ 0, sodass folgende Abshätzung gilt

‖φ(t, v, h) − φ(t, u, h)‖ ≤ Lφ ‖v − u‖ ∀t, v, u, h. (4.9)Satz 4.4 Die Verfahrensfunktion φ(t, u, h) erfülle (4.9). Dann gilt die Abshät-zung:
‖vn − un‖ ≤ eLφtn ‖δ0‖ +

eLφtn − 1

Lφ

max
1≤k≤n

‖δk‖ , (4.10)und das Verfahren ist somit stabil.Beweis. Es gilt
‖vn+1 − un+1‖ = ‖vn − un + hn(φ(tn, vn, hn) − φ(tn, un, hn)) + hnδn+1‖

≤ ‖(1 + Lφhn)(vn − un) + hnδn+1‖

≤ (1 + Lφhn) ‖vn − un‖ + hn ‖δn+1‖ .Mit der bekannten Abshätzung (1 + Lφhn) ≤ eLφhn folgt
‖vn+1 − un+1‖ ≤ eLφhn ‖vn − un‖ + hn ‖δn+1‖

≤ eLφhn(eLφhn−1 ‖vn−1 − un−1‖ + hn−1 ‖δn‖) + hn ‖δn+1‖ .Seite 34



Analyse der numerishen MethodenSetzt man dies fort, so erhält man zusammen mit hn+hn−1+. . .+hj = tn+1−tjund t0 = 0

‖vn+1 − un+1‖ ≤ eLφtn+1 ‖v0 − u0‖ +
n+1∑

j=1

eLφ(tn+1−tj)hj−1 ‖δj‖

≤ eLφtn+1 ‖δ0‖ +
n+1∑

j=1

eLφ(tn+1−tj)hj−1 max
1≤k≤n+1

‖δk‖ .Der Ausdruk eLφ(tn+1−tj)hj−1 lässt sih durh ein Integral abshätzen:
eLφ(tn+1−tj)hj−1 ≤

∫ tj

tj−1

eLφ(tn+1−t)dt.Damit ergibt sih für die Summe folgende Abshätzung
n+1∑

j=1

eLφ(tn+1−tj)hj−1 ≤
n+1∑

j=1

∫ tj

tj−1

eLφ(tn+1−t)dt

=

∫ tn+1

t0

eLφ(tn+1−t)dt

=
eLφtn+1 − 1

Lφ

,und somit gilt insgesamt die Behauptung.Die Verfahrensfunktion eines Runge-Kutta-Verfahrens besteht aus einer Sum-me über f :
φ(t, u, h) =

s∑

i=1

bif(t + cih, gi).Daher lässt sih zeigen, dass für stetige Funktionen f(t, u), die die Lipshitz-bedingung (2.11) erfüllen, die Verfahrensfunktion lispshitzstetig ist und somitdie Runge-Kutta-Formel stabil.Satz 4.5 Sei L die Lipshitzkonstante von f und h = maxi hi. Dann erfüllt dieVerfahrensfunktion der Runge-Kutta-Methode (4.2) die Lipshitzbedingung(4.9) mit
Lφ = L

(
∑

i

|bi| + hL
∑

i,j

|biaij| + h2L2
∑

i,j,k

|biaijajk| + . . .

)

. Seite 35



Analyse der numerishen MethodenBeweis. Für die Verfahrensfunktion (4.2) gilt folgende Beziehung
‖φ(t, v, h) − φ(t, u, h)‖ ≤

s∑

i=1

|bi| ‖f(t + cih, gi(t, v, h)) − f(t + cih, gi(t, u, h))‖

≤ L
s∑

i=1

|bi| ‖gi(t, v, h) − gi(t, u, h)‖mit
gi(t, v, h) = v + h

i∑

j=1

aijf(t + cjh, gj(t, v, h)).Aufgrund der Lipshitzstetigkeit von f gilt folgende Abshätzung:
‖gi(t, v, h) − gi(t, u, h)‖ ≤ ‖v − u‖ + hL

i∑

j=1

aij ‖gj(t, v, h) − gj(t, u, h)‖ .Setzt man diese Beziehung oben ein, so erhält man die Behauptung.
4.1.3 KonvergenzZiel eines jeden Verfahrens ist es bei entsprehend kleiner Shrittweite einekleine Abweihung von der exakten Lösung zu erhalten. Diese Abweihungentspriht dem globalen Fehler des Verfahrens, der folgendermaÿen de�niertist:De�nition 4.6 (Globale Fehler und Konvergenz)Der globale Fehler an der Stelle tn ist gegeben durh

en = u(tn) − uh(tn)
︸ ︷︷ ︸

=un

. (4.11)Ein Einshrittverfahren heiÿt konvergent, falls
max

n
‖en(t)‖ → 0 für h → 0 für alle t ∈ [0, T ] (4.12)mit

h = max
i

hi i = 0, . . . , n − 1.Es ist von der Konvergenzordnung p falls
max

n
‖en‖ = O(hp). (4.13)Seite 36



Analyse der numerishen MethodenFür Einshrittverfahren folgt die Konvergenz des Verfahrens o�ensihtlih ausdessen Konsistenz und Stabilität. Ebenso gilt, falls die Runge-Kutta-Formeldie Konsistenzordnung p hat und f entsprehend oft stetig di�erenzierbar ist,dann ist auh die Konvergenzordnung p. Der folgende Satz zeigt diesen Zu-sammenhang.Satz 4.7 Die Verfahrensfunktion erfülle die Lipshitzbedingung (4.9) und dasVerfahren sei von der Konsistenzordnung p, d.h.
‖dn‖ ≤ Chp+1. (4.14)dann lässt sih der globale Fehler durh

‖en‖ ≤
C

Lφ

(
eLφtn − 1

)
hp (4.15)abshätzen.Beweis. Für den globalen Fehler gilt

en = dn + u(tn−1) − un−1 + hn−1(φ(tn−1, u(tn−1), hn−1) − φ(tn−1, un−1, hn−1)und somit für seine Norm
‖en‖ ≤ Chp+1 + (1 + Lφhn−1) ‖en−1‖ .Führt man dies wie in dem Beweis von Satz 4.4 fort so erhält man:

‖en‖ ≤ Chp

n∑

j=1

eLφ(tn−tj)hj−1 + eLφtn ‖e0‖
︸︷︷︸

=0und damit die Behauptung.4.2 Lineare Mehrshrittverfahren (Adams-Verfahren)Die Analyse der linearen Mehrshrittverfahren wird anhand der Formulierung(3.38) vorgenommen. Die dadurh erhaltenen Resultate lassen sih ohne Pro-bleme auf die Adams-Verfahren übertragen. Die Analyse der Verfahren wirddabei auf äquidistantem Gitter mit der Shrittweite h durhgeführt. Da manVerfahren mit variabler Shrittweite und Ordnung als Folge von Verfahren mitkonstanter Shrittweite mit gelegentlihen Wehsel betrahten kann, ist dieTheorie auf niht-äquidistante Gitter erweiterbar [4℄. Seite 37



Analyse der numerishen Methoden4.2.1 KonsistenzAnalog zu den Einshrittverfahren heiÿt ein Mehrshrittverfahren konsistentmit der Konsistenzordnung p, falls für den lokalen Fehler gilt:
dn = O(hp+1), n = k, . . . ,m. (4.16)De�nition 4.8 (Lokale Fehler)Der lokale Fehler einer linearen k-Shrittmethode an der Stelle tn+1 ist gegebendurh

dn+1 = u(tn+1) − un+1 (4.17)wobei für un+1 gilt:
k∑

i=0

αk−i un+1−i = h
k∑

i=0

βk−i f(tn+1−i, un+1−i), n + 1 = k, . . . ,mmit un+1−i = u(tn+1−i) für i = 1, . . . , k.Der lokale Fehler ergibt sih wiederum als Di�erenz der exakten Lösung u(tn+1)des Anfangswertproblems 2.3 und der Näherungslösung un+1. Allerdings wer-den zur Berehnung der Näherungslösung die Werte un+1−i mit i = 1, . . . , kals exakt angenommen, also un+1−i = u(tn+1−i).Eine Darstellungsmöglihkeit des lokalen Fehlers bietet der folgende Operator:
L(u, t, h) =

k∑

i=0

[αiu(t + ih) − hβiu
′(t + ih)] . (4.18)Lemma 4.9 Sei u(t) die Lösung des Anfangswertproblems 2.3 mit f(t, u(t))stetig di�erenzierbar. Dann existiert ein δ ∈ (0, 1) sodass für den lokalen Fehlergilt:

dn = (αkI − hβkfu(tn, η))−1 L(u, tn−k, h), (4.19)mit η = η(δ) = un + δ [u(tn) − un] .Beweis. Für un gilt laut De�nition 4.8 die Gleihung
k−1∑

i=0

[αiu(tn−k+i) − hβf(tn−k+i, u(tn−k+i))] + αkun − hβkf(tn, un) = 0.Durh Einsetzen des Operators L erhält man
L(u, tn−k, h) = αk [u(tn) − un] − hβk [f(tn, u(tn)) − f(tn, un)] .Zusammen mit dem Mittelwertsatz folgt die Behauptung. Seite 38



Analyse der numerishen MethodenFür explizite lineare Mehrshrittverfahren mit αk = 1 stimmen der lokale Feh-ler und L(u, t, h) überein.Bei der Bestimmung der Konsistenzordnung linearer Mehrshrittverfahren spie-len folgende Polynome eine wihtige Rolle:
ρ(ζ) = αkζ

k + αk−1ζ
k−1 + . . . + α0, (4.20)

σ(ζ) = βkζ
k + βk−1ζ

k−1 + . . . + β0. (4.21)Sie werden als die erzeugenden Polynome des Mehrshrittverfahrens bezeih-net. Der folgende Satz gibt Auskunft über den Zusammenhang zwishen denerzeugenden Polynomen und der Ordnung eines Mehrshrittverfahrens.Satz 4.10 Die Mehrshrittmethode (3.38) ist von der Ordnung p genau dann,wenn
k∑

i=0

αi = 0 und k∑

i=0

αii
q = q

k∑

i=0

βii
q−1 für q = 1, . . . , p.Beweis. Wir zeigen, dass L(u, t, h) = O(hp+1), woraus die Behauptung folgt.Durh Einsetzen der Taylorentwiklung von u(t + ih) und u′(t + ih)

u(t + ih) =

p
∑

j=0

u(j)(t)

j!
ijhj + O(hp+1),

u′(t + ih) =

p−1
∑

j=0

u(j+1)(t)

j!
ijhj + O(hp)in (4.18) erhält man:

L(u, t, h) = u(t)
k∑

i=0

αi +

p
∑

j=1

u(j)(t)

j!
hj

k∑

i=0

αii
j −

p
∑

j=1

u(j)(t)

(j − 1)!
hj

k∑

i=0

βii
j−1 + O(hp+1)

= u(t)
k∑

i=0

αi

︸ ︷︷ ︸

=0

+

p
∑

j=1

u(j)(t)

j!
hj

[
k∑

i=0

αii
j − j

k∑

i=0

βii
j−1

]

︸ ︷︷ ︸

=0 für j=1,2,...,p

+O(hp+1)

= O(hp+1).Für den Fall p = 1 ergeben sih aus obigem Satz folgende Bedingungen an einSeite 39



Analyse der numerishen MethodenMehrshrittverfahren:
ρ(1) = 0

[
k∑

i=0

αi = 0

]

ρ′(1) = σ(1)

[
k∑

i=0

iαi =
k∑

i=0

βi

]

.Mit Satz 4.10 können wir zeigen, dass die Adams-Bashforth-Methode die Ord-nung k hat und die Adams-Moulton-Methode die Ordnung k + 1:Die verwendetet interpolatorishe Quadraturformel der Adams-Bashforth-Me-thode ist vom Exaktheitsgrad k − 1 , d.h. sie ist für Polynome vom Grad
q ≤ k − 1 exakt. Für die Di�erentialgleihung

u′(t) = qtq−1 für q = 1, . . . , kgilt u(t) = tq + c. Daher ist der lokale Fehler, der bei Anwendung der Adams-Bashforth- Methode entsteht, identish Null. Somit gilt zusammen mit Lemma4.9:
0 = [αkI − 0] dn

= L(tq + c, tn−k, h)

=
k∑

i=0

[
αi [(tn−k + ih)q + c] − hβiq(tn−k + ih)q−1

]

= c

k∑

i=0

αi +
k∑

i=0

[
αi [(tn−k + ih)q] − hβiq(tn−k + ih)q−1

]
.Dabei ist die Gleihung

0 =
k∑

i=0

αifür Adams-Verfahren stets erfüllt. Für den zweiten Term folgt mit tn−k = 0:
0 = hq

k∑

i=0

[
αii

q − qβii
q−1

]
.Somit sind die Bedingungen aus Satz 4.10 erfüllt und das Verfahren ist vonder Ordnung k.Auf diesselbe Art lässt sih mit einem Polynom vom Grad ≤ k zeigen, dassdie Adams-Moulton-Methode die Ordnung k + 1 hat. Seite 40



Analyse der numerishen Methoden4.2.2 StabilitätZur Untersuhung der Stabilität von Mehrshrittverfahren betrahten wir ihreAnwendung auf die Di�erentialgleihung mit trivialer rehter Seite:
u′(t) = 0. (4.22)Die Gleihung zur Berehnung der Näherungslösung lautet für dieses Di�eren-tialgleihungssystem

αkun+1 + αk−1un + . . . + α0un−k = 0. (4.23)Die allgemeine Lösung dieser Gleihung liefert das nähste Lemma:Lemma 4.11 Seien ζ1, ζ2, . . . , ζl die Wurzeln von ρ(ζ) =
k∑

j=0

αjζ
j mit denVielfahheiten m1,m2, . . . ,ml.Dann ist die allgemeine Lösung von (4.23) durh

un = p1(n)ζn
1 + . . . + pl(n)ζn

lgegeben, wobei pj(n) beliebige Polynome vom Grad mj − 1 sind.Die Forderung nah der Beshränktheit von un für n → ∞ motiviert folgendenStabilitätsbegri�.De�nition 4.12 (0-Stabilität) Das Mehrshrittverfahren (3.38) heiÿt 0-stabil,falls die Nullstellen des erzeugende Polynoms ρ(ζ) folgende Bedingungen er-füllen:1. |ζ| ≤ 1, falls ζ eine einfahe Nullstelle ist.2. |ζ| < 1, falls ζ eine mehrfahe Nullstelle ist.Für die Adams-Bashforth- und Adams-Moulton-Methode ist das erzeugendePolynom ρ(ζ) = ζk − ζk−1. Es hat eine einfahe Nullstelle bei 1 und eine
(k − 1)-fahe bei 0, damit sind die Bedingungen der 0-Stabilität erfüllt.4.2.3 KonvergenzDurh Formulierung des k-Shrittverfahrens als Einshrittverfahren in einem
(k · N)-dimensionalen Raum (N ist die Dimension des Di�erentialgleihungs-systems) lässt sih zeigen, dass aus Konsistenz und Stabilität des Verfahrensdessen Konvergenz folgt. Seite 41



Analyse der numerishen MethodenSei ϕ = ϕ(tn, un, un+1, . . . .un+k−1, h) implizit de�niert durh:
ϕ =

k−1∑

j=1

β′
jfn+j + hβ′

kf(tn + kh, hϕ −

k−1∑

j=0

α′
jun+j), (4.24)mit α′

j = αj/αk und β′
j = βj/αk. Damit erhält das Mehrshrittverfahren (3.38)die Form:

un+k = −

k−1∑

j=0

α′
jun+j + hϕ. (4.25)Durh Einführung von

Un =








un+k−1

un+k−2...
un








, A =








−α′
k−1I −α′

k−2I · · · −α′
0I

I O · · · O. . . . . . ...
I O








, e1 =








I
O...
O






kann man das Mehrshrittverfahren (4.25) in kompakter Form im Produkt-raum (RN)k = R

N × . . . × R
N shreiben:

Un+1 = AUn + hΦ(tn, Un, h), n = 0, 1, . . . ,m − k (4.26)mit
Φ(tn, Un, h) = ϕ(tn, Un, h)e1.Das folgende Lemma sagt aus, dass aus der Konsistenz(-ordnung) des Mehr-shrittverfahrens jene des Einshrittverfahrens (4.26) folgt und umgekehrt.Lemma 4.13 Sei u(t) die exakte Lösung von (2.10). Der Vektor Un+1 sei dienumerishe Lösung nah einem Shritt des Verfahrens (4.26)

Un+1 = AU(tn) + hΦ(tn, U(tn), h)mit exakten Startwerten
U(tn) = (u(tn+k−1), u(tn+k−2), . . . , u(tn))T .Aus der Konsistenz(-ordnung) des Mehrshrittverfahren folgt die Konsistenz(-ordnung) des zum Mehrshrittverfahren äquivalenten Einshrittverfahren undumgekehrt. Seite 42



Analyse der numerishen MethodenBeweis. Für den lokalen Fehler des Einshrittverfahren (4.26) gilt:
U(tn+1) − Un+1 =










u(tn+k)

u(tn+k−1)...
u(tn+1)










−










un+1

u(tn+k−1)...
u(tn++1)










=










u(tn+k) − un+1

0...
0










Daraus folgt:
‖U(tn+1) − Un+1‖ = ‖u(tn+1) − un+1‖ (4.27)und somit die Behauptung.Die Stabilität des Einshrittverfahrens (4.26) erhält man aus der Stabilität desMehrshrittverfahrens und der Lipshitzstetigkeit von f .Zuvor benötigen wir noh folgendes Lemma:Lemma 4.14 Sei das Mehrshrittverfahren 0-stabil. Dann existiert eine Vek-tornorm in (RN)k, sodass für die zugeordnete Matrixnorm gilt:

‖A‖ ≤ 1. (4.28)Beweis : siehe [3℄ S. 394 f.Mithilfe dieser Norm lässt sih die Stabilität des Einshrittverfahrens aus derStabilität des Mehrshrittverfahrens und der Lipshitzstetigkeit von f folgern.Die Vorgehensweise ist dabei analog zu Lemma 4.4. Aus Stabilität und Kon-sistenz des Einshrittverfahrens (4.26) erhält man o�ensihtlih dessen Kon-vergenz. Aufgrund der Äquivalenz von (4.26) und (4.25) folgt somit die Kon-vergenz des Mehrshrittverfahrens.
Seite 43



Kapitel 5
Praktishe Durhführung dernumerishen MethodenAufgrund des konkreten Problems waren zwei Aspekte bei der praktishenDurhführung der Methoden von besonderem Interesse, die automatishe Shritt-weitensteuerung und, wie sih im Laufe der Diplomarbeit herausstellte, diekontinuierlihe Datenausgabe (engl. dense output), d.h. die Ausgabe der Datenauh zwishen den Gitterpunkten. Für die Realisierung dieser beiden Aspektesind mehrere Vorgehensweisen möglih, in diesem Kapitel werden jene vorge-stellt, die von den in Kapitel 6 getesteten Verfahren verwendet werden.Für die Runge-Kutta-Verfahren dient DOPRI5 aus [3℄ als Grundlage zur Be-shreibung der für eine e�ziente Implementierung wihtigen Aspekte. Einemöglihe Implementierung der Adams-Verfahren wird anhand der Beshrei-bung aus [3, 4℄ aufgezeigt, einem PECE-Verfahren mit variabler Ordnung undShrittweite.5.1 Explizite Runge-Kutta-VerfahrenZur e�zienten Durhführung von Einshrittverfahren, zu denen die Runge-Kutta-Verfahren zählen, ist die Wahl der rihtigen Shrittweite von entshei-dender Bedeutung. Die Aufgabe einer Shrittweitensteuerung ist es, den loka-len Fehler in einer gewünshten Gröÿenordnung zu halten. Durh Shrittwei-tensteuerung werden allerdings die berehneten Gitterpunkte vom Verfahrengewählt und somit beliebig. Wie man dennoh Näherungen an vorgegebenenaber niht berehneten Punkten erhält, wird in Abshnitt 5.1.3 behandelt.



Praktishe Durhführung der numerishen Methoden5.1.1 Eingebettete Runge-Kutta-VerfahrenEine e�ziente Möglihkeit den lokalen Fehler zu shätzen, und somit Shritt-weitensteuerung zu ermöglihen, bieten die eingebetteten Runge-Kutta-Ver-fahren. Die Grundidee der eingebetteten Runge-Kutta-Verfahren besteht dar-in, neben der zur Berehnung verwendeten Runge-Kutta-Formel der Ordnung
p eine weitere Runge-Kutta-Formel der Ordnung p + 1 zu konstruieren. DieDi�erenz der beiden Näherungslösungen uh(t + h) und ûh(t + h) liefert danneine Shätzung für den lokalen Fehler. Um den Aufwand zur Berehnung von
ûh(t + h) möglihst gering zu halten, benutzt man die selben Werte für dieKoe�zienten ci und aij aus den beiden Runge-Kutta-Formeln. Diese werdendann in einem gemeinsamem Tableau zusammgefasst:0

c2 a21

c3 a31 a32... ... ... . . .
cs as1 as2 . . . as,s−1

b1 b2 . . . bs−1 bs

b̂1 b̂2 . . . b̂s−1 b̂sBesonders e�zient sind eingebettete Runge-Kutta-Formeln mit der Eigen-shaft (Fehlberg-Trik):
asi = bi, i = 1, 2, . . . , s − 1

0 = bs.Für sie gilt:
k1(t + h) =f(t + h, uh(t + h))

=f(t + cs h, uh(t) + h
s∑

i=1

bi(t)ki(t))

=f(t + cs h, uh(t) + h
s−1∑

i=1

asi(t)ki(t))

=ks(t),da aus der Konsistenzbedingung und Bedingung (3.17) folgt:
cs =

s−1∑

i=1

asi =
s∑

i=1

bi = 1.Man erspart sih also mit solh einer Methode in jedem Shritt eine Auswer-tung von f . Eine bekannte Runge-Kutta-Formel, die diese Eigenshaft nutzt,Seite 45



Praktishe Durhführung der numerishen Methoden0
1
5

1
5

3
10

3
40

9
40

4
5

44
45

−56
15

32
9

8
9

19372
6561

−25360
2187

64448
6561

−212
729

1 9017
3168

−355
33

46732
5247

49
176

− 503
18656

1 35
384

0 500
1113

125
192

−2187
6784

11
84

35
384

0 500
1113

125
192

−2187
6784

11
84

0
5179
57600

0 7571
16695

393
640

− 92097
339200

187
2100

1
40Tabelle 5.1: DOPRI5(4)ist jene von Dormand und Prine, deren Werte-Paare in Tabelle 5.1 dargestelltsind. Das damit konstruierte Verfahren aus [3℄ nennt sih Dormand-Prine 5(4)(DOPRI5). In ihm wird der Fehlerterm des genaueren Verfahrens 5.Ordnungminimiert und die Näherunge des Verfahrens mit der niedrigeren Ordnungdient der Fehlershätzung.In diesem Fall ergibt sih als Shätzung für den Fehler: uh(t + h) − ûh(t + h).Dieser Fehler soll komponentenweise folgende Bedingungen erfüllen:

|uh,i(t + h) − ûh,i(t + h)| ≤ toli, (5.1)
toli = Atoli + max(|uh,i(t)| , |uh,i(t + h)|)Rtoli,wobei Atoli und Rtoli die durh den Benutzer vorgegebenen Fehlertoleranzensind (relative Fehler ergeben sih mit Atoli = 0, absolute mit Rtoli = 0).Insgesamt erhält man folgendes Fehlermaÿ
err =

√
√
√
√ 1

N

N∑

i=1

(
uh,i(t + h) − ûh,i(t + h)

toli

)

. (5.2)Oft werden auh andere Normen, wie beispielsweise die Maximumsnorm, fürdie Shätzung des Fehlers verwendet. Ausgehend von einer vorhandenen Shät-zung des lokalen Fehlers ist es nun möglih die Shrittweite dem Lösungsverlaufanzupassen.5.1.2 ShrittweitensteuerungFür die von der gewählten Shrittweite h abhängige Shätzung err des lokalenFehlers eines Verfahrens der Ordnung p gilt:
err ≈ Chp+1. (5.3)Seite 46



Praktishe Durhführung der numerishen MethodenDas Ziel ist normalerweise den lokalen Fehler unter einer vorgegebenen Shran-ke tol zu halten. Bei dem hier verwendeten Fehlermaÿ (5.2) sind die gewünsh-ten Toleranzen (Atoli,Rtoli) shon berüksihtigt, er wird daher mit 1 vergli-hen.Die �optimale� neue Shrittweite hneu wäre somit durh die Bedingung
1 ≈ Chp+1

neu (5.4)de�niert. Aus (5.3) und (5.4) ergibt sih die �optimale� neue Shrittweite durh
hneu = h ·

p+1

√

1

err
. (5.5)Daraus lässt sih folgendes Vorgehen zur automatishen Steuerung der Shritt-weite ableiten:Man führt einen Shritt mit der vorgegebenen Shrittweite h ausund shätzt den entstandenen lokalen Fehler err. Ist dieser unterder vorgegebenen Shranke err ≤ 1, so wird dieser Shritt akzep-tiert und mit der neuen Shrittweite hneu das Verfahren fortgesetzt.Andernfalls wird der Shritt verworfen und noh einmal mit derneuen Shrittweite hneu durhgeführt.Um siher zu gehen, dass die neue Shrittweite hneu den lokalen Fehler unter dervorgegebenen Shranke hält, wird in der Praxis die optimale Shrittweite miteinem Siherheitsfaktor fac (z.B. fac = 0.8, 0.9, (0.25)1/(p+1)) multipliziert.Desweiteren sollte sih die Shrittweite weder zu stark vergröÿern noh zustark verkleinern, weshalb zwei weitere Faktoren facmax und facmin zwek-mäÿig sind. Damit erhält man zur Berehnung der neuen Shrittweite folgendeVorshrift:

hneu = h · min

(

facmax, max

(

facmin, fac ·
1

err

(1/(p+1))
)) (5.6)Ebenfalls ist es ratsam, nah einem verworfenen Shritt zwei erfolgreihe Shrit-te abzuwarten, bevor wieder eine Änderung der Shrittweite zugelassen wird.5.1.3 Dense OutputIm Zuge der Shrittweitensteuerung erhält man die Lösung an Gitterpunkten,die aufgrund der Anforderungen an den lokalen Fehler gewählt wurden. Fürdie weitere Nutzung der Ergebnisse (z.B. für die graphishe Ausgabe) ist dieNäherung der Lösung aber oft an vorgegebenen Punkten erwünsht. Würdeman diese in der Shrittweitensteuerung berüksihtigen (z.B. als Stützstel-len vorgeben), so büÿt das Verfahren unter Umständen an E�zienz ein. EineSeite 47



Praktishe Durhführung der numerishen MethodenMöglihkeit die Vorzüge der Shrittweitensteuerung zu nutzen und dennohdie Lösung an den vorgegebenen Punkten zu erhalten bieten sogenannte kon-tinuierlihe Runge-Kutta-Formeln.Mit einem Parameter θ ∈ (0, 1] ermöglihen diese Formeln die Berehnung derNäherungen an beliebigen Zwishenpunkten t+θh mit keinen oder nur wenigenzusätzlihen Funktionsauswertungen.Ausgehend von einer s-stu�gen Runge-Kutta-Formel mit den Koe�zienten ci,
aij und bj betrahten wir folgende Formeln:

v(θ) = uh(t) + h

s∗∑

i=1

bi(θ)ki, (5.7)mit
ki = f(t + ci h , uh(t) + h

i−1∑

j=1

aij kj), i = 1, . . . , s∗ (5.8)und den noh zu bestimmenden Polynomen bi(θ), die folgende Bedingung er-füllen:
v(θ) − u(t + θ h) = O(hp∗+1). (5.9)Übliherweise gilt s∗ ≥ s + 1, da zumindest ks+1 = hf(t + h, uh(t + h)), alsodie erste Funktionsauswertung des nahfolgenden Shrittes, mit as+1,j = bj füralle j in die Formel miteinbezogen wird.Ein Runge-Kutta-Verfahren, ausgestattet mit der Formel (5.7), nennt man einkontinuierlihes Runge-Kutta-Verfahren.Die Polynome bi(θ) lassen sih mithilfe der Ordnungsbedingungen der Runge-Kutta-Formeln berehnen, hier sei auf [3℄ verwiesen.Für die Methode von Dormand und Prine (Tabelle 5.1) wurde eine konti-nuierlihe Formel der Ordnung 4 konstruiert, die ohne zusätzlihe Funktions-auswertungen auskommt s∗ = s. Aufgrund der Ordnungsbedingungen erhältman für b2(θ) = 0, b7(θ) kann beliebig gewählt werden wodurh die Koe�zi-enten b1(θ), b3(θ), . . . , b6(θ) dann eindeutig bestimmt sind. Die von Dormandund Prine gewählte Formel für b7(θ) lautet:

b7(θ) = θ2(θ − 1) + θ2(θ − 1)210 · (7414447 − 829305 θ)/29380423.
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Praktishe Durhführung der numerishen MethodenFür die anderen Koe�zienten ergibt sih dadurh:
b1(θ) = θ2(3 − 2θ)b1 + θ(θ − 1)2

− θ2(θ − 1)25 · (2558722523 − 31403016 θ)/11282082432

b3(θ) = θ2(3 − 2θ)b3 + θ2(θ − 1)2100 · (882725551 − 15701508 θ)/32700410799

b4(θ) = θ2(3 − 2θ)b4 + θ2(θ − 1)225 · (443332067 − 31403016 θ)/1880347072

b5(θ) = θ2(3 − 2θ)b5 + θ2(θ − 1)232805 · (23143187 − 3489224 θ)/19931678932

b6(θ) = θ2(3 − 2θ)b6 + θ2(θ − 1)255 · (29972135 − 7076736 θ)/822651844In DOPRI5 wird das durh diese Koe�zienten de�nierte Polynom v(θ) nur imMittelpunkt ausgewertet, anstelle es für die kontinuierlihe Datenausgabe zuverwenden. Den dadurh erhaltenen Wert un/2 = v(1/2) nutzt man dann mitden Werten un, fn, un+1 und fn+1 zur Interpolation durh ein Polynom vomGrad 4. Dies ist einfaher zu implementieren und der Untershied zur obigenFormel ist niht signi�kant [3℄.5.2 Lineare Mehrshrittverfahren (Adams-Verfahren)Die für uns relevanten Aspekte der praktishen Durhführung von Adams-Verfahren werden basierend auf ihrer Beshreibung in [4℄ gegeben, welhe auhode113 zugrundeliegt. Es handelt sih dabei um eine PECE-Adams-Verfahrenmit variabler Shrittweite und Ordnung, d.h. sowohl die Shrittweite als auhdie Ordnung werden dem Problem angepasst. Wie diese Anpassung erfolgtwird in den nähsten Abshnitten erläutert. Ein weiteres Auswahlkriteriumbei der Wahl der Methoden zur Lösung unseres konkreten Problems war diekontinuierlihe Datenausgabe, auf sie wird in Abshnitt 5.2.3 eingegangen.Die Analyse und Beshreibung der Adams-Verfahren in Kapitel 3 und 4 wurdeauf einem äquidistanten Gitter durhgeführt, trotz des Hintergedankens, dassfür eine e�ziente Durhführung der Verfahren eine variable Shrittweite vongroÿer Bedeutung ist. Die Motivation hierfür war, dass PECE-Verfahren mitvariabler Shrittweite und Ordnung als Folge von Verfahren mit konstanterShrittweite mit gelegentlihen Wehsel betrahtet werden können [4℄. Für einegenaue Analyse von Adams-Verfahren mit variabler Shrittweite und Ordnungsei auf [3℄, [4℄ und [6℄ verwiesen.5.2.1 Variable Shrittweite, Variable OrdnungIndem man die Interpolationspolynome der Adams-Verfahren auf niht-äqui-distante Gitter formuliert, ist es möglih Adams-Verfahren mit variabler Shritt-Seite 49



Praktishe Durhführung der numerishen Methodenweite zu beshreiben.Betrahten wir eine Folge von beliebigen Gitterpunkten
0 = t0 < t1 < . . . < tm = Tmit der Shrittweite

hn = tn+1 − tn.Wir setzen wiederum voraus, dass die Werte uj ≈ u(tj) für j = n − k + 1, . . . , nbekannt sind und setzen fj = f(tj, uj). Zur Formulierung der Adams-Bashforth-Methode benutzen wir Newtons Interpolationsformel, um das Interpolations-polynom p(t) durh die Werte (tj, fj) für j = n − k + 1, . . . , n darzustellen:
p(t) =

k−1∑

j=0

j−1
∏

i=0

(t − tn−i)δ
jf [tn, tn−1, . . . , tn−j] (5.10)mit den dividierenden Di�erenzen δjf [tn, . . . , tn−j], die rekursiv de�niert sindüber

δ0f [tn] = fn

δjf [tn, . . . , tn−j] =
δj−1f [tn, . . . , tn−j+1] − δj−1f [tn−1, . . . , tn−j]

tn − tn−j

. (5.11)Für konstante Shrittweiten vereinfahen sih die dividierenden Di�erenzen zuRükwärtsdi�erenzen (3.47).Eine für die Berehnung der Koe�zienten sinnvolle Formulierung des Polynomsist:
p(t) =

k−1∑

j=0

j−1
∏

i=0

t − tn−i

tn+1 − tn−i

· Φ∗
j(n) (5.12)mit

Φ∗
j(n) =

j−1
∏

i=0

(tn+1 − tn−i) · δ
jf [tn, . . . , tn−j]. (5.13)Die Näherungslösung für u(tn+1) ist dann de�niert als

un+1 = un +

∫ tn+1

tn

p(τ) dτ. (5.14)Setzt man die Darstellung (5.12) des Polynoms in (5.14) ein, so erhält man
un+1 = un + hn

k−1∑

j=0

gj(n)Φ∗
j(n) (5.15)Seite 50



Praktishe Durhführung der numerishen Methodenmit
gj(n) =

1

hn

∫ tn+1

tn

j−1
∏

i=0

τ − tn−i

tn+1 − tn−i

dτ. (5.16)Die Adams-Moulton-Methode mit variabler Shrittweite lässt sih auf ähnliheWeise herleiten. Wie in Abshnitt 3.3.1 sei p∗(t) das Polynom vom Grad k, dasdie Werte (tj, fj) für j = n − k + 1 . . . , n + 1 interpoliert. Mit der Newton-Darstellung ergibt sih
p∗(t) = p(t) +

j−1
∏

i=0

(t − tn−i)δ
kf [tn+1, tn, . . . , tn−k+1]. (5.17)Die Näherungslösung

un+1 = un +

∫ tn+1

tn

p∗(τ) dτ (5.18)lässt sih damit folgendermaÿen shreiben
un+1 = pn+1 + hngk(n)Φk(n + 1), (5.19)wobei pn+1 die numerishe Lösung der Adams-Bashforth-Verfahren (5.15) istund

Φk(n + 1) =
k−1∏

i=0

(tn+1 − tn−i)δ
kf [tn+1, tn, . . . , tn−k+1]. (5.20)Bei Anwendung eines PECE-Verfahren ist δ0f [tn+1] = f(tn+1, pn+1) in Formel(5.20).Der gröÿte Aufwand bei der Anwendung dieser Formeln ist die Berehnungder Intergrations-Koe�zienten gj(n), Φj(n) und Φ∗

j(n). Damit der Vorteil derAdams-Verfahren, wenige Funktionsauswertungen für ein genaues Ergebnis zubenötigen, erhalten bleibt, ist die e�ziente Berehnung dieser Koe�zientenwihtig. Wie diese Berehnung im Detail aussieht, können interessierte Leserin [3℄ und [4℄ nahshlagen.Die Ordnung der Adams-Verfahren hängt von der Anzahl k der Vorgänger ab.Um die Ordnung zu variieren muss man also lediglih Interpolationspunktehinzunehmen oder weglassen. Da die Koe�zienten gj(n), Φj(n) und Φ∗
j(n)unabhängig von k sind, ist somit eine Änderung der Ordnung ohne groÿenAufwand möglih.Mit obigen Formeln steht uns eine Erweiterung der Adams-Verfahren auf niht-äquidistante Gitter zur Verfügung. Um nun automatishe Shrittweitensteue-rung zu bewerkstelligen, benötigen wir eine Shätzung des lokalen Fehlers.Seite 51



Praktishe Durhführung der numerishen Methoden5.2.2 Shrittweitensteuerung und Auswahl der OrdnungWir nehmen wiederum an, dass die ersten Näherungen erfolgreih bis tn bereh-net wurden und ein weiterer Shritt mit der Shrittweite hn und der Ordnung
k + 1 durhgeführt wird. Somit erhalten wir die Näherung un+1 ≈ u(tn+1).Um zu entsheiden, ob die Näherung un+1 akzeptiert wird, benötigen wir eineShätzung für den lokalen Fehler. Eine möglihe Shätzung des lokalen Fehlersist durh

lek+1(n + 1) = ũn+1 − un+1 (5.21)gegeben, wobei ũn+1 die Näherungslösung eines Adams-Moulton-Verfahren derOrdnung k + 2 ist, also:
ũn+1 = p̃n+1 + hngk+1(n)Φk+1(n + 1) (5.22)
p̃n+1 = un + hn

k∑

j=0

gj(n)Φ∗
j(n). (5.23)Für un+1 gilt folgende Gleihung:

un+1 = pn+1 + hngk(n)Φk(n + 1) (5.24)
pn+1 = un + hn

k−1∑

j=0

gj(n)Φ∗
j(n). (5.25)Die Di�erenz der beiden Näherungslösungen ergibt somit:

ũn+1 − un+1 = hn (gk(n)Φ∗
k(n) + gk+1(n)Φk+1(n + 1) − gk(n)Φk(n + 1)) .(5.26)Aufgrund der Beziehung

Φj+1(n) = Φj(n) − Φ∗
j(n + 1)folgt für die Shätzung des lokalen Fehlers

lek+1(n + 1) = hn(gk+1(n) − gk(n))Φk+1(n + 1). (5.27)Ersetzt man in Φk+1(n + 1) den Ausdruk fn+1 = f(tn+1, un+1) durh fn+1 =
f(tn+1, pn+1), was auf Φp

k+1(n + 1) führt, so erhält man die Shätzung für denlokalen Fehler des Prädiktor-Korrektor Verfahrens:
LEk+1(n + 1) = hn(gk+1(n) − gk(n))Φp

k+1(n + 1). (5.28)Der einzige Aufwand bei der Shätzung des Fehlers ist die Berehnung von
gk+1(n), da sowohl gk(n) wie auh Φp

k+1(n + 1) shon zur Berehnung derNäherung benötigt wurden. Seite 52



Praktishe Durhführung der numerishen MethodenAusgehend von dieser Shätzung des lokalen Fehlers wird der Shritt akzep-tiert, falls
‖LEk+1(n + 1)‖ ≤ 1. (5.29)Die dabei verwendete Norm entspriht jener, die für den lokalen Fehler derRunge-Kutta-Verfahren (5.2) verwendet wurde .Unter der Annahme, dass un+1 akzeptiert wurde, müssen nun eine neue Shritt-weite und Ordnung gewählt werden. Die Idee zur Auswahl der Shrittweiteliegt darin, die gröÿte Shrittweite hn+1 zu �nden, sodass der geshätzte lokaleFehler die Ungleihung (5.28) erfüllt, also:

hn+1 |gk+1(n + 1) − gk(n + 1)|
∥
∥Φp

k+1(n + 2)
∥
∥ ≤ 1. (5.30)Diese Prozedur ist allerdings in der Praxis unbrauhbar, da die Werte gj(n+1)und Φp

k+1(n+2) auf komplizierte Art von der neuen unbekannten Shrittweite
hn+1 abhängen. Um diese Shwierigkeit zu umgehen, nimmt man das Gitterals äquidistant an. Dadurh lässt sih, wie bei den Runge-Kutta-Verfahren, derFehler im nähsten Shritt durh den vorangegangen abshätzen und es ergibtsih für die optimale Shrittweite

h
(k+1)
opt = hn

(
1

‖LEk+1(n + 1)‖

)1/(k+1)

. (5.31)Dabei ist der lokale Fehler entweder durh (5.28) gegeben, oder unter Annahmeeines äquidistanten Gitters durh
LEk+1(n + 1) = hnγ

∗
k+1Φ

p
k+1(n + 1). (5.32)Für die Wahl der nähsten Ordnung gibt es zwei Strategien, entweder manwählt jene, für die der geshätzte Fehler minimal oder jene, für die die neue op-timale Shrittweite maximal wird. Im Falle des hier zugrundeliegendem Adams-PECE-Verfahren erfolgt die Auswahl der Ordnung auf folgende Weise:Nah der Ausführung eines Shrittes der Ordnung k + 1, berehnet man

LEk−1(n + 1), LEk(n + 1) und LEk+1(n + 1) wie in (5.32). Die Ordnung wirdnun um eins reduziert, falls
max (‖LEk−1(n + 1)‖ , ‖LEk(n + 1)‖) ≤ ‖LEk+1(n + 1)‖ . (5.33)Die Erhöhung der Ordnung wird nur in Betraht gezogen, falls der Shritt ak-zeptiert wurde, Ungleihung (5.33) niht erfüllt ist und eine konstante Shritt-weite benutzt wird. In dem Fall wird

LEk+2(n + 1) = hnγ
∗
k+2Φ

p
k+2(n + 1) (5.34)unter Verwendung von fn+1 = f(tn+1, un+1) berehnet. Die Ordnung wird umeins erhöht, falls

‖LEk+2(n + 1)‖ < ‖LEk+1(n + 1)‖ . (5.35)Seite 53



Praktishe Durhführung der numerishen Methoden5.2.3 Dense OutputAufgrund der automatishen Shrittweitensteuerung versuht das Verfahrenmöglihst groÿe Shritte zu wählen und dabei den lokalen Fehler in einer gewis-sen Toleranz zu halten, dementsprehend wenig Punkte werden somit tatsäh-lih ausgewertet. Wünsht man die Ergebnisse an vorgegebenen Punkten, somüssen diese interpoliert werden. Da bei der numerishen Lösung mit Adams-Verfahren ohnehin bereits ein Interpolationspolynom benutzt wird, lässt sihzeigen, dass die Berehnung von uh(tout) an Zwishenpunkten tn < tout ≤ tn+1so genau ist, wie die Näherungen un und un+1 an den Gitterpunkten. Dabeide�niert man die Näherung uI(t) von u(t) auf (tn, tn+1] als
uI(t) = un+1 +

∫ t

tn+1

p(τ)dτ, (5.36)wobei p(t) als Polynom durh die Punkte (tn+1−i, fn+1−i) für i = 0, . . . , k de�-niert ist. Für variable Shrittweiten ist p(t) durh die folgende Formel gegeben.
p(t) =

k∑

j=0

j−1
∏

i=0

(t − tn−i)δ
jf [tn+1, tn, . . . , tn−j]. (5.37)Analog zur Herleitung der Adams-Verfahren auf niht-äquidistantem Gittererhält man somit für die Nährung uI(tout):

uI(tout) = un+1 + hI

k∑

i=0

gI
i (n)φi(n + 1), (5.38)mit hI = tout − tn+1 und

gI
j (n) =

1

hI

∫ tout

tn+1

j−1
∏

i=0

τ − tn−i

tn+1 − tn−i

dτ. (5.39)Auh wenn man zur Berehnung der Näherung an den gewünshten Punktenstets die Koe�zienten gI
i (n) berehnen muss, so benötigt diese kontinuierliheDatenausgabe keine zusätzlihen Funktionsauswertungen und die Shrittwei-tensteuerung wird niht beein�usst.Für Details siehe [4℄.5.3 Bemerkungen zu semi-explizite DAEs vomIndex 1Sowohl die Shrittweitensteuerung wie auh die kontinuierlihe Datenausgabebeider Klassen von Verfahren nehmen bei der Anwendung auf semi-expliziteSeite 54



Praktishe Durhführung der numerishen MethodenDAEs vom Index 1 keine Rüksiht auf die algebraishen Gröÿen. Zur Shät-zung des lokalen Fehlers und der damit verbundenen Wahl der nähsten Shritt-weite werden lediglih die di�erentiellen Gröÿen herangezogen.Da jedoh die Funktion G laut Voraussetzung die Lipshitzbedingung erfüllt
‖G(t, v) − G(t, w)‖ ≤ LG ‖v − w‖ ,lässt sih der Fehler in den algebraishen Gröÿen z durh die di�erentiellenGröÿen y abshätzen.Eine tatsählihe Einshränkung tritt allerdings bei der kontinuierlihen Da-tenausgabe auf. Die dabei verwendeten Formeln beshränken sih auf die Aus-wertung von yout = y(tout) an den gewünshten Zwishenpunkten tout. Fürunser Problem würde die Auswertung von zout = G(tout, yout) an jeden dieserZwishenpunkte wenig Sinn mahen, da diese Auswertung eine zeitintensiveBerehnung darstellt und somit die Beshleunigung der transiente Rehnungaufgrund der Veringerung der Anzahl der Funktionauswertungen wieder ver-loren wäre. Um dennoh Näherungen zout = z(tout) zu erhalten, muss also aufgeeignete Weise interpoliert werden.
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Kapitel 6
Numerishe ExperimenteAnhand eines einfahen, aber doh aussagekräftigen Modells eines Kühlsys-tems in Kuli wurde die ursprünglihe Berehnungsvorshrift (siehe Abshnitt6.2) mit der neuen (siehe Abshnitt 6.3) verglihen, wobei zur Ausführungder neuen Berehnungsvorshrift vershiedene Verfahren verwendet wurden.Da die Geshwindigkeit der Verfahren hauptsählih von der Anzahl der sta-tionären Abgleihe (Auswertung von z(t) = G(t, y(t))) abhängt, wurde diese,neben der grob gemessenen Zeit, als Vergleihsgröÿe herangezogen. Dabei wur-de versuht, die absoluten Fehler der vershiedenen Verfahren im selben Be-reih zu halten. Um die Verfahren vergleihen zu können, wurde das Problemeinmal mit Kuli 7.0 und einer extrem kleinen Shrittweite gerehnet und diedadurh erhaltene Lösung als exakte Lösung verwendet. Der absolute Fehlerergibt sih somit als Di�erenz der Temperaturen der Punktmassen, die manals Näherungslösung der getesteten Verfahren erhält, zu den Temperaturen derPunktmassen, die sih bei der Lösung des Systems mitKuli 7.0 und einer sehrkleinen Shrittweite ergeben.Die getesteten Verfahren waren imsl_d_ode_runge_kutta, dieMatlab- Funk-tionen ode45 und ode113 und eine in C implementierte Version von DOPRI5.Bei der ursprünglihen Berehnungsvorshrift wurde zur Lösung der Di�eren-tialgleihung bereits imsl_d_ode_runge_kutta, ein 8-stu�ges Runge-Kutta-Verner Verfahren von der Ordnung 5(6) aus der imsl-Bibliothek, verwendet,weshalb es nahe stand, diese Routine auh bei der neuen Berehnungsvorshriftzu verwenden. Für den Vergleih von Runge-Kutta- und Mehrshrittverfahrendienten die Matlab-Funktionen ode45 und ode113. Ersteres beruht auf DOPRI5(siehe [3℄), und ode113 ist ein Adams-Bashforth-Moulton PECE-Verfahren mitvariabler Ordnung und Shrittweite. Aufgrund der guten Ergebnisse von ode45und der Tatsahe, dass imsl_d_ode_runge_kutta niht über die kontinuier-lihe Datenausgabe verfügt, wurde zusätzlih eine in C implementierte Versionvon DOPRI5 getestet.



Numerishe Experimente6.1 Beshreibung des ModellsAbbildung 6.1 zeigt ein Beispiel mit Luftseite, Wasser- und Ölkreislauf. DieLuftseite simuliert dabei die Durhströmung des Fahrzeugs. In Abbildung6.1(a) strömt die Luft links durh vershiedene Widerstände ein, verzweigt sihdann, strömt durh einen Wasserkühler, zwei Lüfter und weitere Widerständebis sie wieder an die Umgebung abgegeben wird. Im Wasserkühler �ndet dabeiein Wärmetransport statt, die Kühl�üssigkeit im Wasserkreislauf (Abbildung6.1(b) 1.WK [ I ℄) gibt Wärme an die kältere Luft ab. Wasser- und Ölkreislaufbeein�ussen sih wiederum durh einen Parallelstromwärmetausher (1.PWT[A ℄ in 6.1(b) und 1.PWT [ I ℄ in 6.1()). In dem KF- und dem Oel-Symbol kannman Massenstrom, Druk und zugeführte Wärme des jeweiligen Kreislaufs vor-geben. Die Komponenten Wasser und Öl sind sogenannte Punktmassen (sieheAbshnitt 2.1).Punktmassen Wasser ÖlMasse [ kg ℄ 5 3Wärmekap. [ J/kg/K ℄ 4190 1000max. Wärmeübergangs�ähe [ m2℄ 1 1Wärmeübergangskoe�zient [ W/m2K ℄ 1e+9 1e+6Starttemperatur [ °C ℄ 20 20Tabelle 6.1: Parameter der PunktmassenIn Tabelle 6.1 stehen die Eingabeparameter der beiden Punktmassen der Fluid-kreisläufe. Beide haben einen hohen Wärmeübergangskoe�zienten, was aufeinen shnellen Wärmeübergang des Mediums auf die Punktmasse shlieÿenlässt. Die Simulationsparameter sind in Tabelle 6.2 angegeben.6.2 Berehnung mit Kuli 7.0Die ursprünglihe Idee zur Lösung des Systems, das auf Problem 2.1 führt,also eine semi-explizite DAE vom Index 1, war die Vorgabe der Shrittweite hmit h = ti+1 − ti und abwehselndes Lösen der Gleihungen (2.7a) und (2.7b),
y′(t) = f(t, y(t), z(t)), (2.7a)

0 = g(t, y(t), z(t)). (2.7b)Im ersten Shritt wird daher
0 = g(t0, y0, z0) Seite 57



Numerishe Experimente

(a) Luftseite
(b) Innerer Wasserkreislauf

() Innerer ÖlkreislaufAbbildung 6.1: Modell eines Kühlsystems
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Numerishe ExperimenteZeit Motordrehzahl pme Fahrgeshw. E-Lüfter[ s ℄ [ U/min ℄ [ bar ℄ [ km/h ℄ Stufe0 2650 5.9 40 310 2480 8.3 105 225 2480 8.3 105 230 3970 9.1 200 1290 3970 9.1 200 1300 1500 2 10 3400 1500 2 10 3Tabelle 6.2: Simulationsparameter: In 30 Sekunden wird stark beshleunigt,was eine hohe Wärmezufuhr im Wasserkreislauf bedeutet. Nah 290 Sekun-den wird stark abgebremst, was einerseits weniger Wärmezufur bedeutet aberandererseits auh einen geringeren Wärmeabtransport durh die Luftseite.nah z0 ≈ z(t0) aufgelöst. Also ein stationärer Abgleih mit �xer Punktmas-sentemperatur gerehnet. Mit den berehneten Zuständen z0 wird dann ausGleihung (2.7a) y1 ≈ y(t1), durh Lösen der Anfangswertaufgabe
y′(t) = f(t, y(t), z0)

y(t0) = y0im Intervall [ t0, t1 ] mit einem Runge-Kutta-Verfahren berehnet, in diesemFall imsl_d_ode_runge_kutta.In den Abbildungen 6.2 und 6.3 sieht man die über den Zeitintervall [ 0, 400 ]in 10, 5, 1 und 0.1 Sekunden Shritten berehneten Temperaturverläufe derPunktmassen Wasser und Öl. Man erkennt deutlih die zu Beginn starkeErwärmung, verursaht durh die Beshleunigung des Fahrzeugs, und denEin�uss des plötzlihen Abbremsens nah 290 Sekunden. Die groÿen Wär-meübergangskoe�zienten der Punktmassen (vgl. Tabelle 6.1) bewirken, dassdie Punktmassen relativ shnell die Temperaturen der umströmenden Fluideannehmen und sih damit ab einem bestimmten Zeitpunkt niht mehr weitererwärmen. Dies hat zur Folge, dass bei zu groÿ gewählten Shrittweiten das Er-gebnis niht zufriedenstellend ist. Erst ab einer Shrittweite von 0,1 Sekundenist das Ergebnis bei diesem Beispiel hinreihend genau. Abbildung 6.4 zeigtden Fehler der Temperaturen der beiden Punktmasse Wasser und Öl bei einerShrittweite von 0, 1s, der Fehler ist dabei kleiner als 0.4. Für ein Ergebnis die-ser Genauigkeit sind 4000 stationäre Abgleihe bzw a. 1590 CPU-Sekundennötig. Seite 59
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Abbildung 6.2: Temperaturverlauf der Punktmasse Wasser
Temperaturverlauf der Punktmasse Öl 
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Abbildung 6.3: Temperaturverlauf der Punktmasse Öl
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Abbildung 6.4: Fehler (fett) und Temperaturverläufe der beiden Punktmassenmit Kuli 7.0 berehnet.6.3 Berehnung als semi-explizite DAEs vomIndex 1Die neue Berehnungsvorshrift beruht auf denen in Kapitel 3 vorgestelltenVerfahren zur Lösung von semi-expliziten DAEs vom Index 1 mithilfe des in-direkten Zugangs.6.3.1 Explizite Runge-Kutta-Verfahrenimsl_d_ode_runge_kutta: Ein getestetes Verfahren ist ein 8-stu�gesexplizites Runge-Kutta-Verner Verfahren der Ordnung 5(6) aus der imsl -Bibliothek, namens imsl_d_ode_runge_kutta. Es verfügt über automatisheShrittweitensteuerung und ermögliht dem Benutzer die Einstellung vershie-dener Parameter, wie beispielsweise Fehlertoleranz, maximale und minimaleShrittweite, (für eine detaillierte Beshreibung siehe [7℄).Da es 8-stu�g ist, brauht es zu Auswertung einer Stützstelle mindesten 8Funktionsaufrufe, was in unserem Fall 8 stationäre Abgleihe bedeutet. Al-lerdings lässt die Shrittweitensteuerung aufgrund der hohen Ordnung auhrelative groÿe Shrittweiten zu.Das Problem hierbei ist, dass imsl_d_ode_runge_kutta niht über kontinu-ierlihe Datenausgabe verfügt, die Ergebnisse stehen somit nur an den bereh-Seite 61



Numerishe Experimenteneten Gitterpunkten zur Verfügung, die aufgrund der hohen Ordnung, mög-liherweise weit auseinanderliegen. Um Zwishenwerte zu erhalten, muss mandaher auf herkömmlihe Weise interpolieren und verliert damit an Genauig-keit.Das Modellproblem wurde mit einer Fehlertoleranz von 10−5 über den ge-samten Zeitintervall gerehnet. Dafür benötigt die Routine 400 stationäre Ab-gleihe und a. 290 CPU-Sekunden. Gemessen an der Anzahl der stationärenAbgleihe bedeut dies eine Beshleunigung um den Faktor 10 im Vergleih zurursprünglihen Berehnungsvorshrift. Um die Lösung in Sekundenshrittenzu erhalten, wurden die Ergebnisse an den von imsl_d_ode_runge_kutta ge-wählten Gitterpunkten mitMatlab (spline) interpoliert. In Abbildung 6.5 istder dabei entstandene Fehler dargestellt.
Imsl u. Matlab

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0 50 100 150 200 250 300 350 400
Zeit [s]

T
em

p
er

at
u

ru
n

te
rs

ch
ie

d
 [

°C
]

0

20

40

60

80

100

120
Fehler Öl
Fehler Wasser

Abbildung 6.5: Fehler (fett) und Temperaturverläufe der beiden Punktmassenmit imsl-Funktion berehnet und Matlab interpoliert.
ode45: DieMatlab-Funktion ode45 beruht auf dem in Kapitel 5 vorgestell-ten eingebetteten kontinuierlihen Runge-Kutta-Verfahren namens DOPRI5 aus[3℄. Allerdings werden zur kontinuierlihen Datenausgabe andere Parameterverwendet, was die untershiedlihen Ergebnisse der beiden Verfahren erklärt.In Abbildung 6.6 ist der absolute Fehler der beiden Punktmassentemperatu-ren dargestellt, den man aus der Berehnung mit ode45 und der Vorgabe derrelativen Fehlertoleranz mit 10−5 und der absoluten Fehlertoleranz mit 10−3erhält. Dafür sind 337 Funktionsaufrufe und a. 170 CPU-Sekunden nötig. DieBerehnung mit diesem Verfahren ist also 11,8 mal shneller als die ursprüng-lihe Berehnungsvorshrift. Seite 62



Numerishe ExperimenteDie Funktion ode45 war aufgrund der langsamen Shnittstelle zwishenMatlabund Kuli nur für Testzweke gedaht und geeignet. Da sie jedoh gute Resul-tate lieferte und über die wünshenswerte Eigenshaft der kontinuierlihen Da-tenausgabe verfügt, wurde ein weiteres Verfahren implementiert und getestet,eine in C geshriebene Version von DOPRI5.

Abbildung 6.6: Fehler (fett) und Temperaturverläufe der beiden Punktmassenmit ode45.
DOPRI5: Der hier verwendete Code von DOPRI5 ist in C programmiert undberuht zur Gänze auf dem in [3℄ beshrieben Verfahren, beide Codes sind auf [8℄verfügbar. Das beste Ergebnis, also jenes mit den kleinsten Fehlern, erhält manbei einer relativen Fehlertoleranz von 10−5 und einer aboluten von 10−4. DieFehler der Temperaturen der beiden Punktmassen sind in Abbildung 6.7 darge-stellt. Die ungefähr benötigt Zeit zur Berehnung liegt bei 155 CPU-Sekunden,bzw. 340 Funktionsauswertungen, was wiederum eine Beshleunigung der Be-rehnung um den Faktor 11,8 bedeutet.6.3.2 Lineare Mehrshrittverfahrenode113: Die Matlab-Funktion ode113 ist ein Adams-Bashforth-MoultonPECE Verfahren und beruht auf der Beshreibung aus [4℄. In Abbildung 6.8ist der berehnete Fehler der Punktmassentemperaturen dargestellt, wenn manfür die relative Fehlertoleranz 10−5 und für die absolute 10−3 wählt. Die dabeibenötigte Anzahl der Funktionsaufrufe, nämlih 290, ist noh einmal um eineSeite 63
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Abbildung 6.7: Fehler (fett) und Temperaturverläufe der beiden Punktmassenmit DOPRI5.Spur geringer als für ode45 und DOPRI5, was mit der Theorie der Mehrshritt-verfahren übereinstimmt.6.4 ShlussfolgerungenIn Abbildung 6.9 ist der Mittelwert der berehneten absoluten Fehler der Ver-fahren in den kritishen Bereihen, d.h. für t ∈ [0, 100] und t ∈ [250, 350],also den Bereihen in denen stark beshleunigt und stark abgebremst wird,dargestellt. Bei ähnlihen Fehlergröÿen ergibt sih ein signi�kanter Unter-shied in der Anzahl der benötigten stationären Abgleihe zwishen der ur-sprünglihen Berehnungsvorshrift und jener als semi-explizite DAEs vomIndex 1. So waren bei der ursprünglihen Berehnungsvorshrift 4000 statio-näre Abgleihe nötig, um den Fehler in dem gewünshten Bereih zu halten.Durh die Lösung des Problems als semi-explizite DAEs vom Index 1 benö-tigte imsl_d_ode_runge_kutta 400 stationäre Abgleihe, ode45 337, DOPRI5338 und ode113 290. Das bedeutet eine Beshleunigung der Berehnung ummindestens den Faktor 10.Die untershiedlihen Genauigkeiten zwishen ode45 und DOPRI5 ergeben sihaus den untershiedlihen Algorithmen für die kontinuierlihe Datenausgabe.Eine weitere Verbesserung der Ergebnisse, das bedeutet sowohl eine genauereLösung, wie auh eine geringere Anzahl an Funktionsauswertungen erkenntman bei der Verwendung von ode113, also eine Mehrshrittverfahren, im Ver-gleih zu den Runge-Kutta-Verfahren. Seite 64
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Abbildung 6.8: Fehler (fett) und Temperaturverläufe der beiden Punktmassenmit ode113.
Mittlere Fehler (0-100,250-350)
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Abbildung 6.9: Mittlere Fehler aller getesteten Verfahren
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