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Zusammenfassung

Die Untersuchung von Fluiden ist ein héchst komplexes und theoretisch noch nicht
vollstindig geklirtes Forschungsgebiet (Millennium Problem). Die mathematische Be-
schreibung von Stromungen durch die Geschwindigkeit u, den Druck p und weitere
relevante Grofien ergibt ein System von partiellen Differentialgleichungen fiir diese
Grofen, das man als Navier-Stokes Gleichungen bezeichnet. Wie fiir viele physika-
lische Gleichungen, ist dieses System von Gleichungen abhéngig von den besonderen
Eigenschaften des betrachteten Fluids und dndert je nach Charakterisierung dieser
Eigenschaften, wie zum Beispiel der Viskositit des Fluids, der Existenz von innerer
Reibung und vieler anderer Faktoren seine Gestalt. Im Folgenden sollen sowohl die
zugrundeliegenden Ansétze, die zu den einzelnen Teilen der Navier-Stokes Gleichun-
gen gehoren, als auch ihre Bedeutung fiir speziellere Fluide und wie sich deren Ei-
genschaften auf die einzelnen Gleichungen auswirken. Am Anfang wird ein wichti-
ges Hilfsmittel vorgestellt, das Fundamentallemma der Variationsrechnung, das in der
Herleitung vieler physikalischer Beziehungen eine Rolle spielt. Anschlieftend soll der
Leser einen Eindruck von zwei der gebrauchlichsten Anschauungen zur Beschreibung
von Fluiden und deren Zusammenhéngen erhalten, der Eulerschen und der Lagran-
ge‘schen Betrachtungsweise. Um die Navier-Stokes Gleichungen herzuleiten wird das
Reynold‘sche-Transporttheorem (RTT) vorgestellt und fiir den dreidimensionalen Fall
bewiesen. Es werden die Kontinuititsgleichung und die Bewegungsgleichung mithilfe
des RTT aus der Massenerhaltung und aus der Impulserhaltung hergeleitet. Anschlie-
fend werden verschiedene Klassen von Fluiden, ihre Besonderheiten und deren Einfluss
auf die Navier-Stokes-Gleichungen vorgestellt.
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Chapter 1

Einleitung

Der Schwerpunkt dierser Bakkalaureatsarbeit liegt auf der Herleitung und Diskus-
sion der Navier-Stokes Gleichungen, die Aussagen zur Stromung von Fluiden liefern.
Solche Stromungen spielen in der Industrie, im Bauwesen, den Lebenswissenschaften
und in vielen anderen Bereichen eine entscheidende Rolle. So werden zum Beispiel
mit den Navier-Stokes Gleichungen und entsprechenden weiteren Gleichungen, die die
Wohl-Gestelltheit des entstehenden Problems erméglichen, die Stromung der Luft um
Auto-Karosserien und Flugzeuge, aber auch die Strémung von Wasser um Schiffe be-
trachtet. Ziel dabei soll sein, den Luftwiderstand bei Autos zu minimieren, also durch
Optimierung der Karosserie ein moglichst Benzin-sparendes Stromungsprofil zu erzeu-
gen. Die zuséatzlich notwendigen Bedingungen, wie zum Beispiel, dass die Hiille des
Flugzeugs den Belastungen des Flugs standhalten soll oder dass die Karosserie des Au-
tos gewisse Belastunge wihrend eines Unfalls nur in sehr eingeschriankter Weise an die
Fahrerkabine weitergeben soll, kénnen als gekoppelte Probleme mit den Navier-Stokes-
Gleichungen beriicksichtigt werden. Weitere wichtige Beispiele fiir Stromungsphéno-
mene, die mit den Navier-Stokes Gleichungen modelliert und simuliert werden, sind
Luft- bzw. Windstromungen um Wolkenkratzer und andere hohe Gebdude, Wasser-
stromungen zum Beispiel um Briickenpfeiler und Schiffe, aber auch in der Wetter-
vorhersage, in Klimamodellen und den Lebenswissenschaften (z.B. Blutstréomungen)
werden sie benutzt.

In Kapitel 2 werden zunéchst einige mathematische Grundlagen vorgestellt, die ver-
wendet werden, um die Navier-Stokes herzuleiten. Die beiden Beschreibungsweisen
von Stromungen, die Euler’sche und die Lagrange’sche Betrachtungsweise, stellen zwei
verschiedene Moglichkeiten dar, Stromungen zu betrachten und zu beschreiben. Dabei
wird typischerweise die Lagrange’sche Beschreibung fiir Festkorper und die Eulersche
Beschreibung fiir Fluide verwendet. Das Fundamentallemma der Variationsrechnung
und das Reynold’sche Transporttheorem werden verwendet, um aus der integralen Bi-
lanzierungsform, die differentielle Form der Navier-Stokes Gleichungen abzuleiten.

In Kapitel 3 werden die Teilgleichungen, aus denen die Navier-Stokes Gleichungen
bestehen, hergeleitet. Aus der Erhaltung der Masse leiten wir die Kontinuitits-
gleichung ab. Aus der Impulserhaltung wird dann in einer sehr dhnlichen Art und
Weise die Bewegungsgleichung abgeleitet. Die Bewegungsgleichung kann dabei in zwei
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CHAPTER 1. EINLEITUNG 2

Formen vorliegen, in konvektiver oder in konservativer Form. Im Rahmen dieser Be-
trachtungen werden wir die sehr oft implizit verwendete Eigenschaft der Symmetrie
des Spannungstensors zeigen. Da die beiden beschreibenden Gleichungen in den meis-
ten Féllen unterbestimmt sein werden, ist es erforderlich zusétzliche Bedingungen
vorzugeben. Eine solche Zusatzbedingung ist die Energiegleichung. Es folgen zwei
bekannte Theoreme von Bernoulli und Lagrange.

In Kapitel 4 werden spzielle Fluide vorgestellt und ihr Einfluss auf die Navier-Stokes-
Gleichungen néher erldutert. Dazu werden im ersten Abschnitt die rheologische Glei-
chungen von nicht-viskosen und von viskosen Fluiden betrachtet. Im Rahmen dieser
Betrachtung werden wir auch die Beziehung zu der 'vereinfachten’ Version der Navier-
Stokes-Gleichungen, den sogenannten Euler-Gleichungen erldutern. Auferdem ver-
weisen wir auf einige thermodynamische Beziehungen, die spiter verwendet werden,
um ein geschlossenes System fiir die Navier-Stokes-Gleichungen aufzustellen.

Im zweiten Abschnitt von Kapitel 4 wird dann der Fall von barotropischen Stro-
mungen betrachtet und der Spezialfall einer adiabatischen, barotropischen Stréomung
vorgestellt. Im Rahmen dieses Beispiels wird auf die spezielle Form, insbesondere des
Drucks in Abhéngigkeit der Dichte, etwas ndher eingegangen.

Im dritten Abschnitt wird dann ein vollstandiges, beschreibendes System fiir ein Fluid
mit Warmephidnomenen vorgestellt.

Zum Abschluss von Kapitel 4 wird noch die dimensionslose Formulierung der Navier-
Stokes Gleichungen fiir inkompressible Newtonsche Fluide vorgestellt. Wie der Name
vermuten lasst, ist ihr Zweck, die Navier-Stokes Gleichungen unabhéangig der Einheiten
der einzelnen Grofen darzustellen, sondern als Beschreibung von Verhiltnissen.

In Kapitel 5 werden mogliche Rand- und Anfangsbedingungen betrachtet. Wie fiir
alle Differentialgleichungen, spielen diese Bedingungen auch fiir die Navier-Stokes Gle-
ichungen eine entscheidende Rolle, um die Eindeutigkeit einer Lésung zu ermoglichen.
Zum Abschluss folgt in Kapitel 6 noch eine kurze Zusammenfassung und Rekapitula-
tion des Inhalts.



Chapter 2

Mathematische Grundlagen

2.1 Das Fundamentallemma der Varationsrechnung

Das Fundamentallemma der Variationsrechnung ist ein haufig verwendetes Hilfsmit-
tel um aus Bilanzformulierungen Differentialgleichungen herzuleiten. Daher wird das
Lemma hier kurz erwéhnt und bewiesen vgl. [3].

2.1.1 Formulierung

Lemma 2.1. Fundamentallemma der Variationsrechnung
Sei Q) C R (d = 3) ein Gebiet, also offen, nichtleer und zusammenhingend, f € C(Q),
also aus der Menge der stetigen Funktionen auf Q und es sei:

/Gf<x)dx=o,

fur alle Teilgebiete G C 2, die mindestens einen Lipschitz-stetigen Rand besitzen,
dann gqult:

flz)=0 Vre.

Proof. Der Beweis ist sehr kurz und beruht auf einem Widerspruchsbeweis. Unter
unseren Voraussetzungen nehmen wir an, dass die Konklusion falsch wére, das heifst

dzeQ: f(z) #0

und ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass der Fall f(z) > 0
vorliegt. Nach Voraussetzung ist f stetig, also muss es eine Umgebung

Up(@) == {y e RY ||z —y] <7}

von Z geben, sodass f(z) > 0 Vr € U.(Z), wobei ||z|| = +/2} + 23 + 23 die
euklidische Norm in R? ist.
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Das heiflt aber auch:

() dx > 0
U,

Da aber U, einen Lipschitz-Rand besitzt, miisste nach Voraussetzungen gelten:

flz) de =0 ¢

Ur

2.2 Beschreibung von Fluiden

Im Grofen und Ganzen lédsst sich die Beschreibung von Stromungen in einem Fluid
auf zwei Arten durchfithren vgl. [3]:

e die Lagrangsche Betrachtungsweise
e die Eulersche Betrachtungsweise

Die Anétze fiir die beiden Betrachtungsweisen unterscheiden sich grundlegend, aber
es lasst sich zeigen, dass sich eine Beschreibung durch die andere ausdriicken lasst.
Typischerweise wird die Lagrangsche Betrachtungsweise dabei fiir Festkorper und die
Eulersche Betrachtungsweise fiir Fluide verwendet.

2.2.1 Lagrangsche Betrachtungsweise

Sei (ta,tg) C (T1,T2) C R die temporale Komponente unseres Rechengebiets, wobei
(Ty,T,) das Intervall beschreibt, in dem die Bewegung der Fluidpartikel beobachtet
wird. Weiters soll Q(t) C R jenes rdumliche Gebiet bezeichnen, welches das Fluid
zum Zeitpunkt ¢ € [T, T,] einnimmt.

Der Ausgangspunkt fiir die Lagrangsche Betrachtungsweise ist nun, einen beliebigen
aber fest gewéhlten Referenzzeitpunkt tg (2.B. 1ty = ta = 0) festzulegen und jedes
Fluidpartikel durch die Ortskoordinate X zu identifizieren, die das Partikel zum Zeit-
punkt ¢y in ©(¢y) hat. Durch diesen Ansatz ldsst sich nun die Stromung im Fluid durch
eine Trajektorien - Funktion ¢ beschrieben. Dabei gilt:

&= (X, 1) (2.1)

beschreibt die Ortskoordinate jenes Partikels zum Zeitpunkt ¢, das zum Zeitpunkt %
dei Ortskoordinate X hatte. Daraus folgt sofort:

X = ¢(X, to) (2.2)
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Diese Beschreibung mittels ¢ ist natiirlich nur sinnvoll fiir X € Q(ty) und fiir ¢t > ¢,.
Da nun ¢ die Bewegung der einzelnen Fluidpartikel beschreibt, lassen sich daraus sehr
leicht die entsprechnenden Formen fiir Geschwindigkeit und Beschleunigung aus den
Ableitungen der Trajektorien-Funktion ableiten.

Geschwindigkeit : 0(X,t) = 0,0(X, 1) (2.3)

Beschleunigung : a(X,t) = 07 (X, 1), (2.4)

0
wobei 0; = g die partielle Ableitung nach der Zeit ist.

2.2.2 Eulersche Betrachrungsweise

Die Bezeichnungen fiir das temporale und die entsprechenden rdumlichen Gebiete seien
wie bei der Lagrangschen Betrachtungsweise.

Im Gegensatz zur Lagrangschen Betrachtungsweise, ist der Anatz fiir die Eulersche
dadurch gegeben, das Geschwindigkeitsfeld des Fluidpartikels v(z,t), das sich zum
Zeitpunkt ¢ € (T1,T) am Punkt = € Q(t) befindet, zu betrachten.

2.2.3 Zusammenhang zwischen den beiden Betrachtungsweisen
Es muss gelten:

v(z,t) =0(X,t) = (X, t), wobei x =1 = ¢(X,1).
Analog lasst sich auch eine Beziehung fiir die Beschleunigung a aufstellen:

a(z,t) = a(X,t) = 2¢(X,t) = Ow(p(X,1),1)

ddv

1 df,EZ

(z,8)0 i (X, 1) + Oy(, 1)

1=

= Ow(z,t) +v(z,t) - Vyu(z, t) = %U(Z‘,t).

Dabei bezeichnen

d
v-V=v-grad = Zvi&ti (2.5)

i=1
die konvektive Ableitung und

d
a:Dt::at—FU'v (26)

die materielle Ableitung.



CHAPTER 2. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN 6

Um nun aus dem in der Eulerschen Betrachtungsweise gegebenen Geschwindigkeitsfeld
v(x,t) die Trajektorien-Funktion ¢ zu erhalten, muss eine Anfangswertaufgabe gelost
werden:

Gesucht: ¢(X,t) € CH(Q(ty) X (ta,tg)), sodass

b _

= u(pt) VEE (ta,tp) (2.7)

P(X,to) =X (2.8)

fiir ein gegebenes Geschwindigkeitsfeld v und Anfangswert X. Dabei ist C'! die Menge
aller stetig differenzierbaren Funktionen. Es sei bemerkt, dass wir in ¢ € C' bzw.
#(.,.) € C!die Argumente X und ¢ der besseren Lesbarkeit wegen angegeben sind.

2.3 Reynolds Transport-Theorem

Dieses Theorem wird eine wichtige Rolle bei der Herleitung der Navier-Stokes Gle-
ichungen spielen und wird daher genauer betrachtet und auch fiir den Fall d = 3
bewiesen vgl. [3].

2.3.1 Vorbereitendes Lemma 1

Um die Beweisskizze fiir das Transport-Theorem abzukiirzen fiihren wir ein Lemma
ein, das manche Schritte des Beweises vorwegnimmt.

Lemma 2.2. Sei ty € (T1,13), w(ty) ein beschrinktes Gebiet und sei w(ty) C .
Dann ezistiert ein Intervall (t1,t2), mit ty € (t1,1t2), sodass die folgenden Aussagen
gelten:

a) Die Abbildung t € (t1,t2), X € w(ty) = = = (X, to;t) € w(t) hat stetige
Ableitungen erster Ordnung beziiglich t, X1, Xo, X3 und stetige Ableitungen
2

fiir i = 1,2,3.

ter Ord
zweiter Ordnung 10X,

b) Die Abbildung X € w(ty) — x = ¢(X,to;t) € w(t) ist eine stetig differenzier-
bare Bijektion von w(ty) auf w(t) mit der Jacobi-Determinante:

Do(X, to;t) 0o;
DX ox,

Diese Determinante ist stetig und positiv VX € w(ty),Vt € (t1,12).

D(X,t) = det( ) = det(S2L) (X, tost) fiir i,j = 1,2,3.

c) Es gilt:
{(z,t) [tE[tita], rew®)} CM = {(z,t) |z €, t e (T1,Ta)}.

Daher ist die Geschwindigkeit v(x,t) eine stetige Abbildung mit beschrinkten
Ableitungen erster Ordnung auf {(x,t)| t € (t1,t2), x € w(t)}
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d) Es gilt:

U(¢(X, to,t),t) = %(X,to,t) VXEe W(to), Vit € (tl,tg).

Proof. vgl. [3] Lemma 1.4.5.

Da nach Voraussetzung w(ty) X ¢y eine kompakte Teilmenge der offenen Menge M ist,
gibt es eine offene, beschriinkte Teilmenge M, sodass w(to) x {to} € M € M C M. Da
wir angenommen haben, dass das Geschwindigkeitsfeld stetig differenzierbar auf M ist,

ist es beschrinkt und Lipschitz-stetig beziiglich x auf M. Aus der lokalen Lésbarkeit

d
von d_:v = o(z,t) mit z(ty) = X folgt die Existenz eines ¢ > 0, sodass fiir alle
v

X € w(tp) die Losung ¢(X, to;t) fiir alle t € I = [top — €, to+ €] definiert ist. Diese

o 0 0?
Abbildung hat stetige und beschrinkte Ableitungen e und 10X, firi = 1,2,3

auf w(tyg) x I, woraus a) folgt.

Die Eindeutigkeit der Losung impliziert, dass die Abbildung in b) bijektiv ist und
weiters lasst sich daraus schlieften, dass sie stetig differenzierbar ist.

Da ¢(X, to;to) = X, gilt, dass D(X,ty) = 1, da die Abbildung dann die Identitat ist.
Wegen der Stetigkeit von D gibt es ein Intervall (¢1,t5) C I, sodass D auf w(ty) x (¢, t2)
positiv und beschriinkt ist. c) ist eine Konsequenz daraus, dass v € [C1(M)]? und dass
(O(X, to;t),t) € M fiir X € w(tp) und t € [t1, o).

d
Die Folgerung d) bedeutet, dass ¢(X, to; .) eine Losung fiir d_x = o(z,t) mit x(ty) = X
v
ist und auf dem Intervall (¢;,t5) definiert ist, sofern X € w(ty). O

Eine alternative, aber mehr heuristische physikalische Begriindung wére, das aufgrund
der Stetigkeit, falls die Determinante zu einem Zeitpunkt ¢ kleiner als 0 werden sollte,
sie aber fiir ¢, gleich 1 und damit grofer als 0 ist, auch in einem Punkt ¢ zwischen
to und t gleich 0 werden miisste. Eine Determinante gleich 0 wiirde fiir eine Deforma-
tion aber bedeuten, dass sich Partikel durchdringen kénnten, also mehr als ein Partikel
am gleichen Ort wére, was natiirlich unmoglich ist.

2.3.2 Vorbereitendes Lemma 2

Lemma 2.3. Es gelten die gleichen Bedingungen wie im Lemma aus Abschnitt 2.3.1.
Dann hat die Funktion D = D(X,t) eine stetige und beschrinkte Ableitung nach der

oD
Zeit v fir X € w(ty), t € (t1,tz). Diese Ableitung hat die Gestalt:

oD -
E(X’t) = D(X,t) - div(v(z,t))

mit r = ¢(X,t).
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Proof. vgl. [3] Theorem 1.4.6.

Die Determinante D l&sst sich nach ihrer i-ten Spalte Laplace-entwickeln. Fiir eine
beliebige n x n Matrix A hat eine Laplace-Entwicklung nach der k-ten Spalte die Form:
det(A) = Z CLij(—l)j+k|Sj7k|.

j=1
Dabei bezeichnen die S jene (n — 1) x (n — 1) Matrix, die man erhélt, wenn man in
A die j-te Zeile und die k-te Spalte streicht. In unserem Fall ist n = 3 und die Matrix
A ist die Jacobi-Matrix von ¢, also W. Wir betrachten also D und erhalten mit
der Laplace-Entwicklung:

99
a=1 aXa

D(X,t) = (X,1) - Dia(X, 1), (2.9)

wobel Di,a = CZjvz‘(—]_)idH' die zu aa)qz,

«

gehorenden Kofaktoren bezeichnen. Fiir

a,B = 1,2,3 hingen die Kofaktoren D; g nicht von

8)(? ab, also gilt:

«

oD
a 6(]5 (X t) Di,a(X7 t)
‘ : : , 0¢i " : :
Wir betrachten D(X,¢) nun als eine Funktion, die von X abhéngt. Diese Funktionen

hdngen widerum von t ab. Also:

3

oD oD 0 ékbz 82925
— = —_— Do 2.10
ot g::l 0L 8t<aX Z 81&8)( X:1) (2.10)
Unter den Voraussetzungen des vorbereitenden Lemmas 1 folgt nun:
b 0 > avz a@
ataXa(th)_aXa g (X,t)

Mittels Einsetzen ergibt sich nun fiir die Ableitung der Determinante:

3 3

oD B dop; dv; 0¢; ov;
at (X7t> - ZDI&Z@X 8.17] - Z( aX D )a$](xat)

1,a=1 7j=1 i,j=1 a=1

D.(Sij

Dieser Ausdruck lasst sich wiederum umschreiben in:

0D ov; :
- (X.1) DZémax Dzaxl = D(X,t) - divg(v(z,t))

i,j=1
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2.3.3 Formulierung

Theorem 2.4. Reynolds Transport-Theorem, RTT (vgl. [1] Theorem 1.4.7)

Sei w(t) C Qt) ein hinreichend glattes (zumindest Lipschitz-stetiges), beschrinktes
und einfach zusammenhdngendes Kontrollgebiet, das zu jedem Zeitpunkt t € (T1,T3)
eine fizierte Menge Fluidpartikel einnimmt:

w(t) = {o(X, )X € w(to)}-

Weiters sei F: () — R eine gegebene Funtion in z, eine sogenannte Eigenschaftsdichte
fir die Eigenschaft F, also

F(t) = / s, (2.11)

wobei Q = {(x,t) € Rz € Qt),t € (T1,T)} L
Auperdem seien sowohl F, als auch v: Q — RY stetig diffenrenzierbar und w(ty) C Q(t).
Dann existiert ein Intervall (ti,t2) C (T1,T) mit to € (t1,t2), sodass F in diesem
Intervall wohldefiniert und stetig differenzierbar ist.

Auflerdem gilt fiir die Ableitung von F die Beziehung

dF oF .
%(t) = /w(t) [E(x,t) + divg(F - v)(x,t)| dz, (2.12)
wobei
0
div,(F -v) = ZZI oz (F - v;)
d
F
:Za cv; + F - divgo
i=1 O0z;

= (V.F) v+ F - div,w.

2.3.4 Beweisskizze fiir den Fall d = 3

Proof. Um dieses Theorem zu beweisen wenden wir auf die Ableitung von F eine Ko-
ordinatentransformation von den Euler’schen Koordinaten (x,t) auf die Lagrang’schen
Koordinaten (X,t), das heift

dF  d d
- = = F(z,t) dx = — F(p(X,t),t) - |D(X,t)||dX
&= @ T = g [ FOOG0.0 - IDE DX,

wobei D(X,t) die Determinante der Jacobi-Matrix der Transformation von w(t) auf
w(tp) ist.
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Da die Voraussetzungen dafiir erfiillt sind, wissen wir aus dem Lemma in Abschnitt
2.3.1, dass D(X,t) > 0. Daher gilt weiters:

[ e e olax = [ P00 D ojax
w(to w(to
Weil w(ty) fixiert ist und nicht von ¢t abhéngt, gilt:

S0 = [ SIFen.0- Dol

w(to)a
oF 3 OF 06,
- /w(t) (W(qb(X’t)’tHZaxi(‘b(X’t)’t)ﬁ(Xat) D(X.1)
0 =1 N
vi(z,t)
+ F(aﬁ(X,t),t)-aa—?(X,t) dX

Verwenden wir nun die Erkenntnisse aus 2.3.1 und 2.3.2, ergibt sich damit die Form:
OF L OF

oOF
50 = [ |Freen. 0430 GrHeeen. oun| Dy

+ F(¢(X,1),t) - div(v(z, ;)) - D(X, t)dX

mit © = ¢(X,t). Um nun zum gewiinschten Erebnis zu gelangen, fiihren wir die
Riicksubstitution von w(ty) auf w(t) durch. Wir erhalten folglich

dF OF 2 OF .
— () = » o (1) + Zl a_@<x’ iz, t) + F(x,t) - divg(v(x, t))dx

F
= / a—(x, t) + divy(F.v)(x, t)dx
w(t) at

womit die Beziehung (2.12) bewiesen ist. O



Chapter 3

Herleitung der Navier-Stokes
Gleichungen

Die Beschreibung der Stromung eines Fluids fithrt auf ein Anfangs-Randwert-Problem
(ARWP) fiir die Navier-Stokes-Gleichungen, bestehend zunéichst aus der Kontinuitéts-
gleichung, der Bewegungsgleichung, entsprechenden Rand- und Anfangswerten und
eventuell aus zusétzlichen Gleichungen. Das Ziel ist es nun die erwidhnten Gleichun-
gen herzuleiten. Hierzu wird das gerade eben bewiesene Transport-Theorem benotigt,
sieche auch [3].

3.1 Kontinuitatsgleichung

Diese Gleichung gibt Auskunft {iber einen Zusammenhang zwischen der zeitlichen An-
derung der Dichte in einem Fluid und des Geschwindigkeitsfelds innerhalb des Fluids.
Um diese Gleichung herzuleiten werden das Prinzip der Massenerhaltung und das
Transport-Theorem benutzt. Sie hat die allgemeine Gestalt:

dp

E(x?t) + divg(p v)(z,t) =0 (3.1)

3.1.1 Ansatz

Bezeichne w(t) = {z = ¢(X,1)| X € w(ty)} ein Kontrollgebiet, das eine fixierte Menge
Fluidpartikel zu jedem Zeipunkt ¢ € (T3, T,) enthélt, genauer gesagt jene Menge, die
zum Startzeitpunkt to im Gebiet w(ty) enthalten ist.

Unter Voraussetzung von Quellenfreiheit und nach dem Prinzip der Massenerhaltung,
wird die Masse dieses Gebiets sich im Laufe der Zeit nicht dndern oder anders ausge-
driickt:

dM
20
dt

11
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3.1.2 Herleitung

Die Masse eines Gebiets lasst sich durch das Integral
M(t) = / o t)da
w(t)

ausdriicken, wobei p(z,t) die Massendichte des Fluids an einem Ort = zu einem Zeit-
punkt ¢ bezeichnet und die MaReinheit [kg/m?] besitzt.

Wird nun das Transport-Theorem aus Abschnitt 2.3.3 auf die Masse angewandt ergibt
sich:

0= dd—]‘f(t) /t)[g';(x £) + divy (pv) (x, £)]da.

Da diese Identitdt nun V¢ € (T3, 7T5) und Vw(t) C Q(t) gilt, erhélt man mittels Funda-
mentallemma 2.1 der Variationsrechnung aus Abschnitt 2.1.1 die Kontinuitatsgleichung
(3.1).

3.1.3 Spezialfall: Inkompressible Fluide
In diesem Fall gilt, dass p zeitlich gesehen eine Konstante ist (p = const. > 0), also:

0
a—/t) = 0 und div.(pv) = p div,(v).
Damit ergibt sich aus der Massenerhaltungsgleichung (3.1) sofort die Kontinuitdtsgle-

ichung
divg(v(z,t)) = 0 V (x,t) € Q. (3.2)

flir kompressible Fluide

3.2 Bewegungsgleichung

Auch die Bewegungsgleichung liefert einen Zusammenhang zwischen dem Dichte-Feld
in einem Fluid und dem Geschwindigkeitsfeld in seinem Inneren unter der Wirkung
von Volumenkriften und Oberflichenkréiften (Spannungen). Die Bewegungsgleichung
wird in zwei verschiedenen Formen verwendet:

konservative Form:

0 (Pvi)
ot

sz

(x,t) + dive(pv; -v)(z,t) = p(z,t)fi(z,t)

IIM&

Vi=1,2,...,d, V(x,t)€Q.
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bzw.
dpv , . .
v + div(pv @ v) = pf + div(T) in Q, (3.3)
wobei ® das Tensorprodukt bezeichnet, d.h. pp @ v = [pv; - ”]z‘:m _____ 0
konvektive Form:
ov; 4 9o
i . ) _ Jt )
P (@:t) + pv-Vui(z, ) axj( ) + pfiz,t)

Vi=1,2,....d, ¥ (z,t)€Q,

bzw.

ov

Par +pv-Vo=div(T)+pf in Q. (3.4)

3.2.1 Ansatz

Analog zum Ansatz fiir die Kontinuititsgleichung in Abschnitt 3.1.1 ist die Vorgangs-
weise fiir die Herleitung der Bewegungsgleichung. Es bezeichne

w(t) ={x = (X, )| X € w(ty)}
wieder ein beliebiges Kontrollgebiet.

Im Gegensatz zur Kontinuitdtsgleichung verwendet man zur Herleitung der Bewe-
gungsgleichung allerdings den Impulserhaltungssatz, statt der Massenerhaltung. Fiir
diesen Impuls I mit Mafeinheit [kg-m/s|, beziehungsweise seine temporale Ableitung
lassen sich folgnde Formeln aufstellen:

%(t) — F(u(t) ¥te (1T (35)

mit
I(t) = v(x, x,t) dx, 3.6
(t) /w(t) (z,t)p(, 1) (3.6)

d.h., die zeitliche Anderung des Impulses eines abgeschlossenen Massensystems ist
gleich der auf das System wirkenden Kréfte. Wieder bezeichnet p die Massendichte, v
das Geschwindigkeitsfeld und F die Krifte, die in und auf w(¢) wirken. Diese Krifte
lassen sich in Volumen- und Oberflichenkrifte aufteilen:

CFw(t) = Fy(w() + Fs(w(t)) (3.7)
Volumnenkrafte  Ober flachenkrafte
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3.2.2 Herleitung der konservativen Form

Auch hier werden wir wieder das Transport-Theorems 2.3.3 auf den Impuls I anwen-
den. Dazu ist es notwendig, Fy und Fs in Integral-Ausdriicke umzuwandeln.

Fiir die Volumenkrifte ergibt sich:

Fow(t) = [ plae.)f(et) do (3.9
w(t)
und fiir die Oberflichenkrafte ergibt sich:
Fs(w(t)) = / T(x,t;n(z,t)) ds, (3.9)
B (t)
p(x,t) f(x,t) bezeichnet dabei die spezifische Volumenkraftdichte,
J d
T(x,t;n(z,t) = t"(x,t) = | ol t)nj(x,t)] (3.10)
J=1 i=1

die Oberflichenspannungen und o den symmetrischen Spannungstensor.

Anwendung des Gauf’schen Integralsatzes, des Transport-Theorems aus Abschnitt
2.3.3 auf (3.5)-(3.6), Einsetzen von (3.8) - (3.10) in (3.7) und Gleichsetzen der Ergeb-
nisse fithrt auf die Identitét:

d
{/ [a(pvi)(x,t)+divx(pvi-v)(x,t)] dx} (3.11)
Wiy O i=1
d
LI Y
- [ s s [ 32D @
w(t) w(t) 5 ZTj
[divo]i i=1

= x, x,t) dx div(o(x,t)) dx
/w(t)m Ofat) do+ [ Aot )

Vite (Th,Ty), YV w(t) C Q). Anwendung des Fundamentallemmas der Varia-
tionsrechnung in Abschnitt 2.1.1 auf (3.11) fithrt nun auf die konservative Form der
Bewegungsgleichung (3.3).

3.2.3 Herleitung der konvektiven Form

Ausgangslage fiir die Herleitung der konvektiven Form der Bewegungsgleichung (3.4)
ist die konservative Form (3.3). Anwendung der Produktregel auf die Ausdriicke auf
der linken Seite von (3.3) ergibt:

O(pvi)
ot

(x,t) + divg(pv; -v)(x,t) = (3.12)
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dp ov; ;) 0v;
“at T M +Z[ U pvzaxj

]7\ /

-~

(%)

Der Ausdruck (x) ldsst sich unter abermaliger Anwendung der Produktregel um schreiben
in:
dp ov; ov;
(x) = o, —vv; + pa vj + pui=— o, (3.13)

Einsetzen von (3.13) in (3.12) ergibt:

a(gfl)(x,t) + divg(pv;v)(x,t) = (3.14)
ap d 8p v, ov; d ov;
(22 Z v Lt

(%)

Fasst man den Ausdruck (xx) zusammen, ergibt sich:

(xx) = v (% + div,(pv)) (3.15)

= 0 nach der Kontinuit'dtsgleichung

Einsetzen von (3.15) in (3.14) ergibt nun die komponentenweise Bewegungsgleichung
in konvektiver Form (3.4):

(%i
pop + vV = pfi + Za V(e,t)eQ Vi=1,2,....d. (3.16)

3.3 Symmetrie des Spannungstensors

In diesem Abschnitt wollen wir uns kurz mit der Symmetrie des Spannungstensors aus-
einandersetzen. Es ldsst sich zeigen, dass unter der Annahme, dass die Impulserhaltung
gilt, automatisch folgt, dass der Spannungstensor symmetrisch sein muss. Wir nehmen
dazu an, dass p, v; und o;,; € C*(M) und f; € C(M) liegen, wobei M definiert ist,
wie in Abschnitt 2.3.1. Analog zu den vorherigen Betrachtungen (wie z.B. bei der
Massenerhaltung), sei w(t) ein Referenzgebiet fiir ¢ € (¢1,t5).

Theorem 3.1. Das Gesetz der Momentenerhaltung des Impulses ist giiltig genau dann,
wenn der Spannungstensor T’ symmetrisch ist, also gilt 0;; = 0j;.
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Proof. vgl. 3] Theorem 1.7.32.
Fiir den Beweis betrachten wir die Momentenerhaltung des Impulses:

/ x X pf(x,t)dr + / x X T(x,t,n)ds, = i/ x X pv(z,t)dr
w(t) dw(t) dt w(t)

Verwenden wir das Transporttheorem 2.3.3 kénnen wir die Form

d
— xxpvdx:/ x X gdx
At o 1)

ableiten, wobei g = (g1, g2, g3)7 durch

o d(pv;) .
9 = ~a + div(pv;v)

gegeben ist. Indem wir diese Form in die Momentenerhaltung des Impulses substitu-
ieren, die Darstellung fiir den Spannungstensor

xtn anoﬂxt

verwenden und auf das Oberflichenintegral den Gauf’schen Satz anwenden, kommen
wir zu folgendem komponentenweisen Ergebnis:

d d
0 = /w(t)[ ( pf]) - 33]( pfz)] dx — /aw(t) [%;Okﬂlk - ij;(fkink] dsx

d

0
w(t) 8$k

_ ) 8(p ) aak]
_/w(t) xl< T + div(pv; - v) — pf; — Z .

a(p 0oy
— T ( (6t ) w(pvi - v) = pfi — 8; > dx —/ (035 — 0ji)dx
1 k w(t)

Aus der Bewegungsgleichung in konservativer Form sehen wir sofort, dass der Integrand
des ersten Integrals verschwindet und somit folgt:

/ (Uij —aji)dx =0
w(t)

Weil w(t) wie immer beliebig war konnen wir das Fundamentallemma der Variation-
srechnung 2.1.1 anwenden und erhalten somit die gewiinschte Aussage.

Fiir die Aquvalenz der Aussagen muss noch die Gegenrichtung bewiesen werden, die
vollig analog, aber in umgekehrter Richtung verlauft. O]

[zi01; — xj05] dx

- /(t)[ wi(g; — pfy) — 3(g: — pf)] dz —




CHAPTER 3. HERLEITUNG DER NAVIER-STOKES GLEICHUNGEN 17

3.4 Enmergiegleichung

Wir wollen nun eine weitere Gleichung einfiihren, die sogenannte Energiegleichung. Sie
stellt analog zur Massenerhaltung und zur Impulserhaltung, die durch die Bewegungs-
und die Koninuitatsgleichung ausgedriickt werden, die Energieerhaltung dar. Wir
bezeichnen mit w(t) wieder ein Kontrollvolumen, dass denselben Anspréhen wie fiir
die Kontinuitatsgleichung gerecht wird. Die Energieerhaltung lasst sich dann folgen-
dermafen beschreiben vgl. [1] S.26:

Die Anderungsrate der gesamten Energie der Fluidpartikel, die das Gebiet w(t) zur
Zeit t einnehmen, ist gleich der Summe der Volumenskrifte, die auf w(t) und der
Oberflichenkrifte, die auf den Rand Ow(t) einwirken und der Menge der an w(t)
abgegebenen Warme.

Wenn wir nun mit Q(w(t)) die an w(t) abgegebene Wirme und mit e(w(t)) die gesamte
Energie der Fluidpartikel in w(t) bezeichnen lisst sich diese Aussage auf folgende
mathematische Formel bringen:

M = [ s+ [ T ) v i+ Q)

Weiters werden wir folgende Beziehungen beziehungsweise Darstellungen benutzen:

e(w(t)) = /(t) plx, t)E(x, t)dx

Qw(t)) = / plx, t)q(z, t)de — / q(z,t) - n(x)ds,
w(t) Ow(t)
E heifst die totale Energie und e bezeichnet man als spezifische innere Energie die vom
atomaren und molekularen Verhalten abhingt.
Mit dem Fourierschen Gesetz ¢ = — kVO lasst sich das zweite Integral fiir den
Waérmeterm schreiben als:

/ q(z,t) -n(x)ds, = —/ k(w,t)wdsx,
Bus(t) Bu(t) on

wobei £ > 0 der Warmeleitkoeffizient und © die absolute Temperatur ist. Aus dem
zweiten Gesetz der Thermodynamik und aus Versuchen lasst sich zeigen, dass k& > 0
eine Funktion der absoluten Temperatur ist & = k(©). Oft wird die Annahme verwen-
det, dass k eine Konstante ist. Verwenden wir nun die komponentenweise Darstellung
von T', sowie die drei Beziehungen von oben, ergibt sich folgende Darstellung:

plx,t)E(x,t)de = /(t) plx, ) f(x,t) - v(x, t)de + /a o Z o;i(z, t)nj(x)v(z, t)ds,

+ /w(t) plx, t)g(z,t)de — / q(x,t) - n(r)ds,,

Ow(t)
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G bezeichnet dabei die Warmequellendichte. Unter hinreichenden Glattheitsvoraus-
setzungen, z.B. p, u, v;, 0ij, ¢ € C*(M) und f;, § € C(M), wobei M wie im
vorbereitenden Lemma 1 aus Abschnitt 2.3.1 definiert ist. Verwenden wir nun das
RTT 2.3.3, das Greensche Theorem und das Fundamentallemma der Variationsrech-
nung 2.1.1 erhalten wir daraus die Energiegleichung in differentieller Form:

okE

a5 div(Ev) = pf-v + div(Tv) + pg — div(q).

3.5 Theoreme von Bernoulli und Lagrange

Es wird die Annahme getroffen, dass die Massendichte von Kréften von einem Potential
abgeleitet ist, also dass gilt:

—VV = plf
Daher folgt fiir die Beschleunigung v = — V(’;’ + V). Definiert man nun H als
p Lo
H = = V — 3.17
LVt gl (3.17)

lasst sich damit die folgende Gleichung herleiten:

% + curluxu + VH = 0

Fiir weitere Einzelheiten sei hier auf |2] verwiesen.

Stationire Stromung

In diesem Fall sind die bestimmenden Grofen der Stromung unabhingig von der Zeit
und damit alle Zeitableitungen dieser Grofen gleich 0.
Dadurch lasst sich folgende Aussage treffen:

Theorem 3.2. Fiir ein inkompressibles, nicht-viskoses Fluid, dessen Massendichte der
Krifte von einem Potential abgeleitet sind und dessen Strémung stationdr ist, dann
ist das im Abschnitt Theoreme von Bernoulli und Laplace definierte H entlang aller
Strémungslinien konstant.

Diese Theorem wurde aus [2|, S.117, Theorem 8.1 entnommen, wo man auch den
Beweis dazu findet.

Rotationsfreie Stromung
Man nennt eine Stromung rotationsfrei, falls iiberall im Fluid gilt:
curl(v) = 0.

Fiir eine rotationsfreie Stromung lisst sich folgende Aussage zeigen (vgl. [2], S.117,
Theorem 8.2)
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Theorem 3.3. Fiir ein inkompressibles, nicht viskoses Fluid, dass zu einem Zeit-

punkt t ein Gebiet )y aussfillt, gilt, falls die Stromung zusdtzlich noch rotationsfrei ist

zum Zeitpunkt t, dann existiert ein Geschwindigkeitspotential ¢(z,t), sodass auf jedem
99

einfach-zusammenhdingenden Teil von Qy, die Gleichung: 57 + H = C(t) erfillt ist,

wober C' eine Konstante ist, die nur von der Zeit abhdngt.

Diese Theorem wurde aus [2|, S.117, Theorem 8.2 entnommen, wo man auch den
Beweis dazu findet.

Diese Aussage bedeutet, dass falls die Aussagen des obigen Theorems iiber rotations-
freie Fliisse erfiillt sind, und die Stromung obendrein noch stationér ist, dann ist H
auf jedem einfach-zusammenhéngenden Teil von €2, konstant.

Theorem von Bernoulli

Theorem 3.4. Fliir die rotationsfreie Stromung eines nicht-viskosen, inkompressiblen
Fluids gilt, dass das Geschwindigkeitspotential ¢ eine harmonische Funktion ist, also

Ap = 0.
Das Theorem wurde aus [2], S.118, Theorem 8.3 entnommen, wo man auch den Beweis

dazu findet.

Theorem von Lagrange

Theorem 3.5. Fir den Fluss eines nicht-viskosen, inkompressiblen Fluids gilt, dass
falls der Fluss zu einem Zeitpunkt rotationsfrei ist, er auch rotationsfrei bleibt.

Das Theorem wurde aus 2], S.118, Theorem 8.5 entnommen, wo man auch den Beweis
dazu findet.



Chapter 4

Spezielle Fluide

4.1 Rheologische Gleichungen

4.1.1 Nicht-Viskose (Ideale) Fluide

Fiir diese Art von Fluiden vernachldfigt man die innere Reibung des Fluids. Aus
dieser Uberlegung kann man schliefen, dass keine Scherspannungen auftreten, also
der Spannungstensor eine Diagonalmatrix ist. Man erhélt unter diesen Aspekten die
folgende Form fiir den Spannungstensor, vgl. [4]:

T(x,t,n) = —p(x,t)l, wobei I die 3 x 3 Einheitsmatirx ist.

Wie iiblich bezeichnet p(z,t) den Druck im Fluid im Punkt z zur Zeit ¢. Aus dieser
speziellen Form ergibt sich aufserdem die Form: div(c) = —grad(p). Setzt man diese
Formen nun in die Bewegungsgleichung ein, dann ergeben sich fiir die Bewegungsgle-
ichung folgende Formen:

d(pv; 0
a) konservative Form: (pv) + div(pvv) = — Py pfi firi = 1,2,3,
Op

v
b) konvektive Form: p—v + pv-grad(v;) = — + pfi firi = 1,2,3.

Diesen Spezialfall der Bewegungsgleichung nennt man Fuler-Gleichungen. In diesem
Fall haben wir 1 4+ 3 Gleichungen aus der Kontinuitétsgleichung und einer der beiden
Versionen der Bewegungsgleichungen fiir 3 + 1 + 1 Unbekannte v, p, ,p. Wir werden
also noch zuséitzliche Gleichungen bendtigen, die bereits vorgestellte Energiegleichung
und eine addquate Zustandsgleichung.

4.1.2 Thermodynamische Beziehungen

Die absolute Temperatur ©, die Dichte p und der Druck p werden als sogenannte Zus-
tandsvariablen bezeichnet. Alle drei sind nicht-negative Funktionen. Weiters bezeich-
nen wir mit e die innere Energie des Fluids. Ein Gas wird durch die Zustandsgleichung

20
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p = p(p,O0) und durch die Beziehung e = e(p, ©) beschrieben. Daher lassen sich p
und © als Ausdriicke von e und p dargestellt werden, also p = p(e,pund © = O(e, p)
Ein perfektes Gas beispielsweise wird durch die Zustandsgleichung p = ROp charak-
terisiert, wobei R > 0 die sogenannte Gaskonstante ist. Diese Gaskonstante lasst sich
durch den Unterschied der spezifischen Warme bei konstantem Druck ¢, und bei kon-
stantem Volumen c¢, berechnen. Die Grofe v = Z—f > 1 heif’t die Poisson adiabatische
Konstante. Fiir Luft ist dieser Wert beispielsweise bei 1.4. Fiir ein perfektes Gas ist
die innere Energie beispielsweise gegeben durch e = ¢,0, woraus sich auch folgende
Darstellung ergibt: e = ¢,0 — fvgl. [1] S.28 ft.

4.1.3 Viskose (Newtonsche) Fluide

Fiir viskose Fluide ldsst sich die innere Reibung nicht mehr vernachldssigen, daher
ergibt sich die rheologische Gleichung der Form: T" = —pl + 7, wobei 7 den viskosen
Anteil des Spannungstensors (Scherspannungen) beschreibt. Um diesen viskosen An-
teil zu identifizieren konnen die sogenannten Stokes’schen Postulate verwendet werden
(entnommen aus [1] S.24 ff.):

1) 7 ist eine stetige Funktion des Verformungs-Geschwindigkeits-Tensors D:

D= D) = {1 Av; avj)r

_( +
2 aZL'j &rl ij=1
und sie ist weiters unabhingig von anderen kinematischen Variablen.

2) Fluide sind isotropische Medien, also alle Eigenschaften verhalten sich in alle
Richtungen gleich.

3) Fiir D = 0 ergibt sich T" = — pl.
4) Die Beziehung zwischen 7 und D ist linear.

Fiihrt man diese Postulate nun in eine mathematische Form iiber, ergeben sich folgende
Bedingungen:

1*) T' = f(D) fiir eine stetigen Funktion f.

2*) ST'S™' = f(SDS™1) fiir beliebige orthogonale Matrizen S. Diese Beziehung
bedeutet, dass die Form von f invariant gegeniiber Transformationen der karthe-
sischen Koordinaten ist.

37) f(0) = 0

4*) fist linear.
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Diese Postulate fiihren auf den folgenden Ansatz fiir 7"
T = (—p + ANdiv(v))I + 2uD(v)

Die beiden Konstanten p und A sind die Viskosititskoeffizienten. Aus Uberlegungen
iiber die inneren Krifte eines Fluids kann gezeigt werden, dass diese beiden Koeffizien-
ten die Bedingungen 1 > 0 und 3\ + 2u > 0 erfiillen miissen. Aufterdem ldsst sich
zeigen, dass die beiden Konstanten die Bedingung A = — 2/3pu fiir einatomare Gase
erfiillen. Diese Bedingung wird aber auch fiir komplexere Gase verwendet. Fiir einige
dieser Uberlegungen sei beispielsweise auf [2] S.114 ff. verwiesen.

Zusammen ergibt sich die folgende Form der Bewegungsgleichung:

9(pv)

5 T div(pv ®v) = pf — grad(p) + grad(Adiv(v)) + div(2uD(v))

4.1.4 Inkompressible Newtonsche Fluide

Wir wollen als nichstes den Fall eines inkompressiblen Fluids betrachten, also beispiels-
weise Wasser oder die meisten anderen Fliissigkeiten. Diese Fluide werden dadurch
charakterisiert, dass das Volumen einer beliebigen Menge des Fluids wéahrend einer
Bewegung unverindert bleibt, vgl. hierzu [2] S.105 ff. . Wir nehmen auferdem an,
dass das Fluid in seinem Anfangszustand homogen ist. Also gilt fiir ein inkompressibles
Fluid folgende Aussage:

p(z,0) = po = plz,t) = po
Das heiftt natiirlich auch dass die Ableitung der Dichte nach der Zeit 0 ergibt, also

dp
ot

Fiir den Fall einer solchen konstanten Dichte vereinfacht sich die Kontinuitatsgleichung
auf die folgende Form:

(x,t) = 0.

divg(v(z,t)) = div(v) = 0 (4.1)
Die Bewegungsgleichung in konservativer Form wird zu:

8%
ot

+ divg(v; - v)(x,t) = fi(z,t) +

d
8aji
Z 5 (z,1)
7=1

firi = 1,2,--- ,d und (z,t) € @, wobei

d

Z@Ug‘z’ _ _Op N
T 8xj i

7=1

Damit erhalten wir fiir inkompressible, Newtonsche Fluide die Bewegungsgleichung in
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a) konservative Form

0
pa—;} + pdiv(v®@v) = —Vp + pAv + pf (4.2)
b) konvektive Form
1
%—FU-VU: —;Vp+VAU+f, (4.3)
wobei v = £ ist.

Verwenden wir nun (4.1) mit (4.2) bzw. mit (4.3) und geben geeignete Rand- bzw. An-
fangsbedingungen an, erhalten wir aus den inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen
ein vollstdndiges System aus partiellen Differentialgleichungen. Fiir einige Beispiele fiir
Rand- und Anfangsbedingungen sei hier auf Kapitel 5 verwiesen. Es besteht natiir-
lich auch die Méglichkeit, die inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen im Rahmen
eines Cauchy-Problems zu betrachten. Aussagen iiber die Existenz und Glattheit zu
diesem Problem sind nach wie vor ungeklirt (siehe die Millenium-Problem in [7]).

4.2 Adiabatische Stromung

Diese Stromungen zeichnen sich dadurch aus, dass sie keine Warmeleitungsphéinomene
auftreten. Dies bedeutet, dass weder Warmeleitung auftritt, noch ein Warmeaustausch
innerhalb des Fluids.

Dies fiihrt auf die speziellen Formen von ¢ = 0 und £ = 0, da sowohl die Warme-
quellen als auch der Warmefluss nicht vorhanden sein konnen in diesen Fluiden. Fiir
weiterfiihrende Informationen sei auf [1] S.32 ff. verweisen.

4.3 Barotropische Stromung

Falls der Druck in einer Strémung als Funktion der Dichte auffassen ldsst, bezeichnet
man die entsprechende Stromung als barotropische Stromung. In diesem Fall gilt also
p = p(p) oder anders ausgedriickt p = pop. Wir treffen die Annahmen, dass
p:(0,00) — (0,00) abbildet und eine stetige, positive Ableitung auf (0, +o00) besitzt,
vgl. [1] S.33 ff.

Betrachten wir nun den Spezialfall einer adiabatischen, barotropischen Stromung eines
nicht-viskosen, perfekten Gases ergibt sich die Beziehung: p = kp?, wobei k eine
Konstante fiir das gesamte Striomungsfeld ist. Eine solche Stromung nennt man ho-
moentropisch. Die beiden Konstanten « und v lasen sich aus Versuchen ermitteln.
Verwenden wir nun die bisherigen Erkenntnisse auf den Fall einer viskosen, kompress-
iblen, barotropischen Strémung in einem Gebiet 2 und einem Zeitintervall (0,7),
erhalten wir folgendes beschreibende System von partiellen Differentialgleichungen:
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0
a) Kontinuitédtsgleichung : Py div(pv) = 0

ot
: CO(pv) , _
b) Bewegungsgleichung: 7+dzv(pv®v)+Vp(p)—,uAv—(M+A)V(dzv(v)) =pf
c) p=p(p)

Wie vorher sind p und A die Viskosititskoeffizienten und erfiillen die Bedingungen
w, i + A > 0. f bezeichnet die Volumskraftdichte. Fiir den Spezialfall, dass
uw = X = 0 gilt erhalten wir damit ein Modell fiir eine nicht-viskose, barotrop-
ische Strémung.

4.4 Vollstandiges beschreibendes System

Wir wollen nun zum Abschluss ein wohlgestelltes System von Differentialglecihungen
anschreiben, dass die Stromung eines warmeleitenden Gases, also ein kompressibles
Fluid, beschreiben soll. In den letzten Abschnitten haben wir bereits die zugrun-
deliegenden Gleichungen fiir dieses System betrachtet. Allerdings sieht man dass wir
ein unterbestimmtes System von partielle Differentialgleichungen vorliegen haben. Um
nun daraus ein geschlossenes System zu erhalten, werden wir die Kontinuitatsgleichung
und die Bewegungsgleichungen mit der Energiegleichung aus Abschnitt 3.4 und den
thermodynamischen Beziehungen aus Abschnitt 4.1.2 koppeln. Es sei dabei erwihnt,
dass die im Folgenden betrachteten Divergenz-Terme, alle nur beziiglich der Raum-

variablen, also x zu verstehen sind. Wir erhalten das folgende System, vgl. [1] S. 34
ff. :

dp .
a) % + div(pv) = 0
dpv , . .
b) o + div(pp®wv) = pf — Vp + V(Miv(v)) + div(2uD(v))
oE . : : : :
¢) E%—dw(Ev) = pf-v—div(pv) +div(Avdiv(v)) +div(2uD(v)v) + pg+ div(EV O)
d) e = % — 1v)?
e) p = ple,p)
f) © = ©(e,p)
. 3 1, Ov; v ’ <11 . .
wobei [D7,_; = |5( + ) der Geschwindigkeits-Deformationstensor.
7 895]- 81’1 ij=1

Dieses System bezecihnet mana als Navier-Stokes-Gleichungen fiir ein warmeleitendes,
kompressibles Gas. Fiir ein perfektes Gas, das die thermodynamischen Beziehungen
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aus Abschnitt 4.1.2 erfiillt lassen sich die Bedingungen d),e) und f) aus dem obigen
System zu den beiden Bedingungen :

p= (- DE - Ll

E [v|?
0 = (; 7)/ Cv

Man erkennt hier, dass ein vollstdndiges System fiir die drei Komponenten der Ge-
schwindigkeit, die Dichte und die Energie vorliegt. Wieder ergibt sich fiir den Fall
i = A = k = 0 den Fall einer nicht-viskosen, kompressiblen Strémung, beste-
hend aus Bewegungsgleichung, Kontinuitdtsgleichung, Energiegleichung und thermo-
dynamischen Beziehungen.

Fiir Gase ist es normalerweise moglich Volumenkrafte zu vernachlassigen. Falls man
dann auch noch mogliche Warmequellen vernachléssigt ergeben sich die sogenannten
kompressiblen Euler-Gleichungen:

. i + div(pv) = 0

ot
dpv 4
* o + div(pv®@v) + Vp = 0
E
o 9F + div((E + p)v) = 0
ot
e c = % — 3|v)?
°p = plep)

Fiir ein perfektes Gas lasst sich analog zu vorher p in der Formp = (v — 1)(E — §Jv[?)
angeben.

4.5 Dimensionslose Formulierung

Durch Skalierung der Parameter z;,v;, p,p, E, ©,q,t, f, i, A, k lassen sich diese Gleich-
ungen dimensionslos, also durch Verhiltnisse ausdriicken. Wir wahlen [*, t*, v* und p*
als Refernzgrofen fiir die Lange, die Zeit, die Geschwindigkeit und den Druck. Die mit
diese Referenzgrofen skalierten Groken X; = x;(I*)"1, T = ¢(t*)", V; = v;(v*)7!
und P = p(p*)~! sind dimensionslos. Sie sind also nur Zahlen beziehungsweise Ver-
haltnisse der urspriinglichen Grofen zu den gewadhlten Referenzgrofen. Mittels einer
Variablentransformation konnen wir diese dimensionslosen Variablen in unsere Gle-
ichung einfiihren. Die hier verwendeten Schritte stammen aus [4] und werden fiir den
Fall eines inkompressiblen, Newtonschen Fluids durchgefiihrt. Daher verwenden wir
komponentenweise die Gleichungen (4.1) und (4.2) aus Abschnitt 4.1.4. Dies soll nur
als Beispiel dienen, um die Vorgangsweise vorzufiihren. Der Vorgang zur Herleitung
der dimensionslosen Formulierung lasst sich natiirlich auch f die anderen Félle durch-
fiihren.
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4.5.1 Dimensionslose Bewegungsgleichung

Die Bewegungsgleichung (4.2) in konservativer Form fiir inkompressible Newtonsche
Fluide lautet:

ov; ov; 10p . jz
fi: —VAUi+ Zvjal'j +;axl Z:1727"'ad7V: ;

Wir transformieren die Grofen in die Referenzgrofen und es ergibt sich:

ov; v* v* (v*)? L\ p* OP
AN V,—%

ore VY T 2 X, T ox,
Wir erweitern nun diese Gleichung mit *((v*)™2) und erhalten die dimensionslose
Formulierung fiir die urspriingliche Gleichung.

fi =

Jj=1

I, Foav; av; P P

= — AxV; V; 4.4
)2 ot oT S AV Z ox, ¥ ooerax, WY
—F, k e h

Da wir uns nun zwei unserer Referenzgrofen vorgeben kdnnen, wihlen wir die Referenz-
zeit t* = [*(v*)~! und den Referenzdruck p* = p(v*)? so, dass die Koeffizienten k
und A gleich 1 werden. Wir erhalten somit die folgende Gleichung.

Vi oP
0X;

Vi
=G s S

(4.5)

mit t* = f)—i, p* = p(v*)? F = (lv—f)Q und Re = l,f Re bezeichnet man als
die sogenannte Reynolds-Zahl. Sie ist eine dimensionslose Gréfe (also eine Zahl) und
beschreibt, wie zéhfliissig eine Stromung ist. Eine sehr kleine Reynolds-Zahl (Re < 1)
tritt bei sehr zéhfliissigen Stromungen auf.

4.5.2 Dimensionslose Koninuitatsgleichung

Analog zur Bewegungsgleichung kann man auch die Kontinuitétsgleichung (4.1) auf
eine dimensionslose Form bringen. Wie eingangs erwidhnt betrachten wir ein inkom-
pressibles, Newtonsches Fluid:

. o
div(v) = E -1 =0
= a]}j

Wieder durch Transformation der Grofen erhalten wir daraus:
v & ov;

- 20X,

——
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und daraus folgt

dZUX(V) =0

4.5.3 Anwendungen der dimensionslose Formulierung

Besonders erfolgreich wurde und wird die dimensionslose Formulierung verwendet um
Berechnung von Ereignissen in einem gewissen Mafsstab im Modell durchzufiihren.
Beispielsweise im Bau- und Ingenieurswesen kann damit an mafstabsgetreuen Mod-
ellen iiberpriift werden, ob geplante Flugzeugdesigns den Belastungen eines Fluges
standhalten kénnen. Es miissen in diesem Fall nicht die finanziellen Mittel verwen-
det werden, um das eigentliche Flugzeug zu bauen, nur um im schlimmsten Fall
festzustellen, dass das Design untauglich ist und es wieder zu verschrotten, vgl. [6].
Diese sogenannte Ahnlichkeitstheorie wird vor allem auch im Schiffbau angewandt, um
an mafistabgetreuen Modellen das Stromungsverhalten von Schiffen im Stromungskanal
zu testen. Ebenso kann diese Technik verwendet werden, um naturwissenschaftliche
Phinomene im Modell nachzubauen und zu untersuchen, weil das wirkliche Phdnomen
unzuganglich ist.



Chapter 5

Anfangs- und Randbedingungen

Um ein moglichst wohlgestelltes System von Differentialgleichungen zu erhalten ist
es notwendig, entsprechend viele und sinnvolle Anfangs- und Randbedingungen zu
stellen. Natiirlich gibt es eine Vielzahl von Moglichkeiten, sinnvolle Bedingungen zu
stellen und daher werden hier nur ein paar vorgestellt. Um eine Losung, die bis zum
Rand regulér ist, iiberhaupt moglich zu machen, ist es notwendig, dass die Anfangs-
und Randbedingungen kompatibel sind. Das bedeutet, dass Folgendes gelten muss :

limy_ou(x,t) = ug(x) fiir x € 0N

5.1 Anfangsbedingungen

Die Anzahl der notwendigen Anfangsbedingungen, hidngen dabei, wie von der The-
orie iiber Differentialgleichungen, z.B. aus der Vorlesung iiber partielle Differential-
gleichungen, her bekannt ist, von der Ordnung der in der Gleichung auftretenden
Zeitableitungen ab. In diesem Abschnitt werden einige Beispiele fiir Anfangsbedingun-
gen vorgestellt, die typischerweise bei Gleichungen mit Zeitableitungen erster Ordnung
auftreten.

e Anfangsgeschwindigkeit: Dabei wird die Strémung mit einer bekannten Anfangs-
geschwindigkeit in der Form: v(x,0) = vo(z) vorgegeben.

e Anfangsdichte: p(z,0) = po(x) ist eine Forderung an die Anfangsdichte die im
Fluid herrscht.

e Anfangstemperatur: Falls wir wissen, mit welcher Temperatur das Fluid in das
System eindringt, kann es sinnvoll sein eine Forderung der Form: ©(x,0) = ©g(x)
zu stellen.

5.2 Randbedingungen

Neben Anfangsbedingungen sind auch Randbedingungen fiir ein System von Differen-
tialgleichungen entscheidend fiir die eindeutige Losbarkeit. Analog zu den Anfangs-

28
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bedingungen gibt es wieder eine Vielzahl von moglichen Randbedingungen. Je nach
Ordnung der rdumlichen Ableitung kann es wieder erforderlich sein, Randbedingun-
gen zu fordern. Es sollen abermals einige Beispiele fiir Randbedingungen vorgestellt
werden. Im ersten Fall werden Randbedingungen behandelt, die fiir ein festes Gebiet
Q) auftreten kénnen.

5.2.1 Fester Rand
Randbedinungen fiir ein viskoses (Newtonsches) Fluid

e Geschwindigkeit: Im ersten Fall sollen Randbedingungen fiir die Geschwindigkeit
betrachtet werden:

— no-slip Bedingung: Fiir eine fixierte und undurchdringliche Wand I' C 62
tritt ein Phdnomen, das sich in Experimenten sehr leicht beobachten lasst,
das Newtonsche Fluid haftet an dieser Wand. Dieser Umstand kann durch
eine homogene Dirichlet-Bedingung dargestellt werden:

vrzo

ausgedriickt werden.

— inhomogene Dirichlet-Bedingungen: Im Allgemeinen hat diese Bedingung
die Form:

U‘aa = Up,

also man gibt das Strihonugsprofil vor. Allerdings ist hier zwischen den
Bedingungen an einem Einfluss und an einem Ausfluss zu unterscheiden.
An einem Einfluss hat I' die Form: T';(t) = {x € 0Q|v(x,t) -n(z) < 0}.
Im Gegensatz dazu hat ein Ausfluss die Form: T'p(t) = {z € 0Q|v(z,1) -
n(z) > 0}. In beiden Féllen bezeichnet dabei n(x) die dufere Einheit-
snormale auf §Q2. Ist der Einfluss I';(¢) # () muss dort auch die Dichte des
einfliefenden Fluids vorgeschrieben werden. Dies kann durch Vorschriften
der Art:

plz,t) = pp(z,t) xe€T(t), t€(0,T)

durchgefiihrt werden.

— slip-Bedingung: Sie ist eine Undurchléssigkeits-Bedingung und entspricht
der Gleichung:

(U'”)‘m =0

e Temperatur: Falls die Temperatur beriicksichtigt wird, werden auch Randbedin-
gungen fiir die Temperatur notwendig, die wir am Ende des Kapitels einfiihren.
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Randbedingungen fiir ein nicht-viskoses Fluid
In diesem Fall gilt wie immer p = A = kK = 0.

e no-slip Bedingung: Es wird wieder das Verhalten des Fluids an einer undurch-
dringlichen fixierten Wand I" beobachtet. Im Gegensatz zum viskosen Fall, muss
das Fluid nun aber nicht mehr an der Wand “haften”. Die Undurchdringbarkeit
der Wand ldsst sich aber immer noch durch die Gleichung

(v- n)‘F =0
beschreiben.

e inhomogene no-slip Bedingungen: Die Grundform der Bedingungen ist mit :

(V)]s = vap

anlog zum viskosen Fall. Wieder sind der Fall eines Einlasses und eines Auslasses
am Rand zu unterscheiden.
Analog zum viskosen Fall ist an einem Einlass wieder die Einlassdichte vorzu-
schreiben. Allerdings gibt es fiir die Randbedingungen am Auslass nun natiir-
lichere Bedingungen, als die Geschwindigkeit dort vorzuschreiben, die sogenan-
nten Auslass-Bedingungen.

5.2.2 Freier Rand

Im Falle eines freien Randes gibt es keinen eigentlichen Rand, wie fiir ein abge-
grenztes Gebiet, stattdessen wird die Normalkomponente des Spannungstensors am
Rand vorgeschrieben. Dieser Ansatz ist vergleichbar mit dem fiir ein Interface am
Ubergang zwischen zwei Materialien. Fiir perfekte Fluide zum Beispiel kénnen diese
Randbedingungen folgende Formen haben, vgl. [1]:

v - n ist stetig am freien Rand

v-n = v-n fir eine gegebene Randgeschwindigkeit ©
Vergleichsweise dazu, wiirde eine Interfacebedingung typischerweise die Form:
VN = Vgn = VM

haben.

Fiir viskose Fluide konnte eine mogliche Bedingung die Stetigkeit der Geschwindigkeit
des Fluids, also v ist stetig am freien Rand. Vergleichsweise dazu wére ein Beispiel fiir
eine Interfacebedingung v; = ws.

Die nun folgenden Gleichungen und Formeln sollen einen Eindruck davon geben, wie
diese Art von Rand typischerweise in Problemen vorkommt vgl. [1].

T‘mz (Tn)‘E)QE ((=p + Adiv(v))n + QMD(U)H)L?Q - H
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Dieser Rand wird durch kinematische Bedingungen definiert. Ein Beispiel, entnommen
aus [1], dafiir ist

oUt) = {zln(x,t) = 0}

0
mit 7 gegeben durch: 8—7; + (v.V)np =0
Dieses Beispiel fiir einen freien Rand, beschreibt, dass sich Fluid Partikel nur entlang
des freien Randes bewegen.

Gilt & € 092(0) und % = v(&,t),t > 0, folgt:

Enee.t) = THEW.H) + vlalt), ). VnE(e)1) = 0

5.2.3 Randbedingungen fiir die Temperatur

Falls auch Wérmeleitung miteinbezogen wird, sind natiirlich auch dafiir Randbedin-
gungen notwendig, z.B.

: . 00 . .
e Robin-Randbedingung: _(k%)‘ag = a(©@ — Ql)‘am wobei k der spezifische

Wirmeleitkoeffizient, o die Warmeiibergangszahl und ©, die Aufsentemperatur
ist.

e Dirichlet-Randbedingung: Vorgabe der Temperatur am Rand: @‘m = 0O,.

00

e Neumann-Randbedingung: Vorgabe des Wiarmeflusses am Rand: (—k:a—)‘8Q = q.
n

Diese Randbedingungen kénnen auch gemischt auf verschiedenen Randstiicken vorkom-
men.



Chapter 6

Zusammenfassung

In dieser Arbeit haben wir die Navier-Stokes Gleichungen, die in vielen Anwendungen
die Basis fiir Computersimulationen sind, betrachtet. Die Navier-Stokes-Gleichungen
werden verwendet, um Stromungen von Fluiden zu beschreiben. Wir haben dabei
damit begonnen, die mathematischen Grundlagen zu erldutern, die fiir die Unter-
suchungen in den restlichen Kapiteln erforderlich sind. Dazu haben wir das Funda-
mentallemma der Variationsrechnung und das Reynold’sche Transporttheorem betra-
chtet und bewiesen. Wir haben als néchsten Schritt, die grundlegenden Gleichungen
fiir die Navier-Stokes Gleichungen, die Bewegungsgleichung und die Kontinuititsgle-
ichung, mithilfe dieser beiden Werkzeuge hergeleitet. Dafiir haben wir die Prinzipien
der Massen- und der Impulserhaltung verwendet.

Danach betrachteten wir beispielhaft die Energiegleichung und die Theoreme von
Bernoulli und Lagrange um eine Idee zu bekommen, welche zusitzlichen Bedingungen
in gekoppelten Problemen auftauchen kénnen und wie die einfachsten Arten von Stro-
mungen, stationdre und rotationsfreie Strémungen, aussehen, beziehungsweise welche
Eigenschaften sie haben.

Danach sind wir ndher auf die Moglichkeiten eingegangen, um Fluide zu unterschei-
den und welchen Einfluss diese Unterscheidungen auf die Navier-Stokes Gleichungen
haben. Dabei galt unser besonderer Augenmerk der Kompressibilitit, der Viskositat
und dem Auftauchen von Wéarmeleitphianomenen. Wir fiihrten die dimensionslose
Formulierung fiir die Navier-Stokes Gleichungen ein. Diese Formulierung ist unab-
héngig von physikalischen Grofen (Mafeinheiten) und basiert rein auf Verhéltnissen.
In diesem Zusammenhang ist auch die Reynolds-Zahl eines Fluids aufgetaucht. Zum
Abschluss haben wir Méglichkeiten betrachtet, Anfangs- und Randbedingungen zu den
Navier-Stokes Gleichungen zu stellen, um im besten Fall ein wohl-gestelltes Problem
zu erhalten. Diese Ansammlung stellt dabei keineswegs einen Anspruch auf Voll-
stindigkeit. Den interessierten Leser verweisen wir auf die Monographen [1| und [3],
sowie auf das Milleniumproblem zur Losbarkeit und Glattheit des Cauchy-Problems
der Navier-Stokes Gleichungen in [7].
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