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Abstract

Hydraulics is of great importance to engine-development. In order to be able to improve
an existing circuit or to see the significant response of the circuit to parameter changes,
it is unavoidable to simulate. The aim of this master thesis is to build up a model of a
given hydraulic circuit, do numerical simulation and perform sensitivity analysis. This
practice-oriented topic was given by BRP Powertrain & Co KG.

In an abstract way, a hydraulic circuit can be seen as graph. To each node and connec-
tion state variables are assigned. These are described by various equations. For mo-
delling the specific case the balance of forces, different flow principles, the equation of
pressurisation and simple algebraic equations for constant and variable volumes are
used.

The model of the particular circuit containing a gerotor pump, a valve, various orifices
and lines, is derived in two steps.

At the beginning a subsystem without a moving plunger is considered. The main work
here is modelling the gerotor pump. This problem leads to a system of differential
equations, which could also be solved by standard tools, which use e.g. embedded
Runge-Kutta-methods.

Modelling the given circuit is a bit more specific as the plunger of the valve is either
freely moveable or sticks to a valve stop. One way of covering this effect leads mathe-
matically to a sequence of systems of differential equations, which cannot be solved
with standard routines as one neither knows the changeover points nor the number of
system changes. The implemented numerical method uses an embedded Runge-Kutta-
method to solve the system of differential equations. If there is a change of systems
the method is restarted. Force and position monitoring decide the changeover points.
At the end some exemplary sensitivity analyses are discussed.
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Zusammenfassung

Hydraulik spielt unter anderem in der Motorenentwicklung eine wichtige Rolle. Um
einen hydraulischen Kreislauf zu verbessern oder um auf sein wesentliches Verhalten
beziiglich Parameterinderungen schliefen zu kénnen, ist es unumgénglich ihn zu simu-
lieren. Das Ziel dieser Arbeit ist es ein Modell fiir einen gegebenen Hydraulikkreislauf
aufzubauen, numerisch zu simulieren und eine Sensitivitdtsanalyse durchzufiihren. Die-
se praxisorientierte Aufgabenstellung wurde von der Firma BRP Powertrain GmbH &
Co KG gestellt.

Abstrakt kann man einen hydraulischen Kreislauf als Graph betrachten. Jedem Knoten
und jeder Kante werden Zustandsvariablen zugeordnet, die durch bestimmte Gleichun-
gen beschrieben werden. Zur Modellierung des gegebenen Kreislaufes werden sdmtli-
che Durchflussgesetze, das dynamische Kriftegleichgewicht sowie Gleichungen fiir den
Druckaufbau und die Zustandsvariable Volumen benétigt.

Dem eigentlichen Problem, der Modellierung eines Hydraulikkreislaufes mit Gerotor-
pumpe, einem Ventil, simtlichen Blenden und Leitungen né&hert man sich in zwei
Schritten.

Zunachst wird ein Submodell ohne beweglichen Steuerkolben, also ohne Ventil, dis-
kutiert. Hier steckt die meiste Arbeit in der Modellierung der Gerotorpumpe. Die-
ses Problem fiihrt auf ein System von Differentialgleichungen, welches durchaus mit
Standardroutinen, die beispielsweise eingebettete Runge-Kutta-Methoden verwenden,
gelost werden kann.

Die Modellierung des gesamten Hydraulikkreislaufes ist etwas spezieller, da man sich
Gedanken dariiber machen muss, wie man die Bewegung des Ventilsteuerkolbens mo-
delliert. Dieser ist ndmlich entweder frei beweglich oder wird gegen den Ventilanschlag
gedriickt. Diese Fallunterscheidung fiihrt mathematisch betrachtet auf eine Sequenz
von Systemen von Differentialgleichungen. Dabei ist weder der Umschaltzeitpunkt
zwischen den Systemen noch die Anzahl dieser Systemwechsel bekannt. Zur Losung
dieses Problems konnen keine Standardtools herangezogen werden. Die umgesetzte nu-
merische Methode verwendet im Wesentlichen innerhalb der Systeme eine eingebettete
Runge-Kutta-Methode, welche im Fall eines Systemwechsels neu gestartet wird. Durch
Kréfte- und Positionsmonitoring werden die Umschaltzeitpunkte bestimmt.

Am Ende der Arbeit werden einige beispielhafte Sensitivitdtsanalysen diskutiert.
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Kapitel 1

Einleitung

Hydraulik spielt eine wichtige Rolle in der Fahrzeugindustrie. Simulationsmodelle von
hydraulischen Kreisldufen dienen vor allem zur Auslegung verschiedener Hydraulik-
komponenten, aber auch dazu, das wesentliche Systemverhalten abzubilden.

In dieser Arbeit geht es grundsitzlich darum, einen gegebenen hydraulischen Kreis-
lauf zu simulieren und ihn auf seine Sensitivitit zu testen. Von besonderem Interesse
ist die Reaktion des Ventilsteuerkolbens auf Parameteridnderungen, wie beispielswei-
se Anderungen des Kontrolldruckes oder des Volumenstromes der Pumpe. Auch das
Leitungsvolumen nach der Pumpe soll untersucht werden, da es einerseits grofs ge-
nug sein sollte, um den ungleichférmigen Volumenstrom der Pumpe zu didmpfen, und
andererseits sollte es die Reaktionszeit des Ventils nicht unnétig erhéhen.

Volumen 1: Leitung|nach der Pumpe

Wable Blende - )( Blende
Vorsteuerventil

!

| Blende Vorsteuerdruck Volumen 2

— ' I

Tank Blende VFS-Ventil i =

L4
Gerotorpumpe T m -
( Eg ) I

Tank

[ QR |

Tank

Abbildung 1.1: Schaltskizze des Modellproblems.

Diese Arbeit gliedert sich in folgende Kapitel:

e In Kapitel 2 wird die Basis der verwendeten Modellierungstechnik, ndmlich den
hydraulischen Kreislauf als Knotendiagramm zu betrachten, erliutert. Die dafiir
notigen physikalischen und hydraulischen Grundlagen sowie die beschreibenden
Gleichungen fiir die Zustandsvariablen werden ebenfalls in diesem Abschnitt ge-
bracht.



KAPITEL 1. EINLEITUNG

Ein Submodell des gesamten Kreislaufes ohne Ventilbewegung wird in Kapitel 3
betrachtet. Es dient dazu, die unbekannten Leckageparameter fiir die Modellie-
rung der Pumpe an Messdaten anzupassen.

Schlieflich werden in Kapitel 4 die beschreibenden Gleichungen fiir den tatséch-
lichen Hydraulikkreislauf aus Abbildung 1.1 aufgestellt.

Die beiden Modelle fiihren auf zeitabhingige Differentialgleichungssysteme. In
Kapitel 5 werden die expliziten Runge-Kutta-Methoden zur Losung dieser Pro-
bleme besprochen.

Um eine ausreichend genaue Losung zu erhalten ist eine extrem kleine Schritt-
weite bei der Berechnung notwendig. Vor allem bei Simulationen mit schnellen
Anderungen des Vorsteuerdruckes muss die Schrittweite sehr klein sein, um die
Antwort des Ventils moglichst genau abzubilden. Die Drehzahl der Pumpe, wel-
che iiber 1000 Umdrehungen pro Minute liegt, fithrt zu raschen Druckwechsel,
die ebenfalls nur mit einer extrem kleinen Schrittweite zufriedenstellend approxi-
miert werden kénnen. Nicht zuletzt wegen des Anwendungsgebietes dieses Simu-
lationstools wird eine automatische Schrittweitensteuerung einer fixen Schritt-
weite vorgezogen. In Kapitel 6 werden dazu die Richardson Methode und die
eingebetteten Runge-Kutta-Methoden behandelt.

Die Modellierung des, in Kapitel 4 betrachteten hydraulischen Kreislaufes fiihrt
auf eine Sequenz von Differentialgleichungsproblemen. Ein Losungsweg dafiir
wird in Kapitel 7 aufgezeigt.

Numerische Resultate werden in Kapitel 8 gebracht.

Bemerkungen beziiglich der Sensitivitat des hydraulischen Kreislaufes finden sich
in Kapitel 9 wieder. Betrachtet wurden vor allem die Antwort des Ventils auf An-
derungen des Vorsteuerdruckes und der Drehzahl der Pumpe sowie der Einfluss
von Luft im OL



Kapitel 2

Grundlagen zur Modellierung eines
hydraulischen Schaltkreislaufes

2.1 Idee der Modellbildung

Ein hydraulischer Schaltkreislauf kann abstrakt als Graph aufgefasst werden.

Zu Beginn muss festgelegt werden, welche Komponente des Hydraulikkreislaufes ei-
nem Knoten und welche einer Verbindung entspricht. Tabelle 2.1 zeigt die Zuordnung,
welche in dieser Arbeit verwendet wird.

Knoten Verbindung
Leitungen Blende
Tank Steuerkante des Ventils

Kammervolumen der Pumpe | Einlass und Auslass der Pumpe
Leckagestrome

Tabelle 2.1: Zuordnung der verschiedenen Hydraulikkomponenten

Anschliefsend werden den Knoten und ihren Verbindungen entsprechende Zustandsva-
riablen zugewiesen, wie Abbildung 2.1 zeigt. Die Zustandsvariablen sind in diesem Fall
Volumen, Druck und Volumenstrom, wobei die beiden Zustandsgréften Druck p und
Volumen V' einem Knoten und die Zustandsgrofe Volumenstrom () einer Verbindung
zugeordnet werden.

Bemerkung 2.1. Der Volumenstrom ist richtungsabhangig, d.h. die Verbindungen
sind als Pfeile zu verstehen. Die Richtung ist dabei immer vom hoheren zum niedrigeren
Druckniveau.

Bemerkung 2.2. Der Volumenstrom iiber die Steuerkante eines Ventils ist abhdngig
von der Verschiebung des Steuerkolbens. In diesem Fall wird einer Verbindung eine
weitere Zustandsvariable, die Verschiebung, zugeordnet.

3



4 KAPITEL 2. MODELLIERUNGSGRUNDLAGEN

) Volumenstrom Q(t) V_2(t)
- p_2(t)

Abbildung 2.1: Eine Verbindung verbindet genau zwei Knoten (p; > ps).

Von einem Knoten kénnen beliebig viele Verbindungen ausgehen. Eine Verbindung
verbindet genau zwei Knoten.

Die Anzahl der benétigten Gleichungen zur Beschreibung des Hydraulikkreislaufes ist
gleich der Anzahl der Zustandsgrofen.

2.2 Kennlinien physikalischer Grofien

Das Verhalten eines hydraulischen Kreislaufes wird von verschiedenen voneinander
abhingigen GroRen, wie beispielsweise der Oltemperatur, dem Anteil an geloster und
ungeloster Luft im Ol, dem Kompressionsmodul von Ol, der Olviskositit und der
Oldichte, beeinflusst. Der Zusammenhang dieser GroRen folgt oft sehr komplizierten
Gesetzen.

Um das Modell nicht unnétig zu erschweren, ist es wesentlich, sich Gedanken dariiber
zu machen, wie diese Grofen in das Modell einfliefen sollen. Jene, welche stark vom
Druck oder vom Luftanteil im Ol abhingen, wie beispielsweise der Kompressionsmodul,
werden als Funktion abgebildet. Grofen, welche geringe Abhéngigkeiten aufweisen,
werden, wenn méglich, konstant angenommen.

2.2.1 Dichte

Die Beschreibung der Dichte stammt aus |7], [13] und [14].
Die Dichte p eines Fluides ist eine temperatur- und druckabhéngige Grofse, es gilt:

m

p(T,p) = v

wobei m die Masse ist und V' das Volumen.
Der Zusammenhang zwischen Temperatur und Dichte wird durch die temperaturab-
hiangige Volumendnderung AV

AV =ay VAY

beschrieben. Dabei ist @y der mittlere Volumenausdehnungskoeffizient, V' das Volumen
und A = — 9y die Temperaturdifferenz mit ¥y = 15°C.

Die Dichte-Temperaturbeziehung kann aber auch aus Tabellenbldttern abgelesen wer-
den, siche [16]. Der Wert der Dichte bei Mineralolen liegt in etwa um 0,9-% und

dm3
damit unter jenem von Wasser mit 1(1]%.

Den Zusammenhang zwischen Dichte und Druck beschreibt der Kompressionsmodul,
sieche Abschnitt 2.2.3.
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2.2.2 Viskositat

Die folgende Darstellung der Viskositéit stammt aus [7], [10], [13] und [14].

Eine wichtige Eigenschaft von Druckfliissigkeiten ist ihre Zahigkeit n. Sie wirkt sich
vor allem bei Spaltstromungen wie z.B. Leckagestrome an Ventilen aus.

Bewegt man zwei Platten, deren Zwischenraum mit der Druckfliissigkeit (in diesem
Fall Ol) gefiillt ist, gegeneinander, so entsteht innere Reibung. Die Viskositit, oder
auch Zahigkeit genannt, ist damit ein Maf fiir die innere Reibung eines Fluides, oder
anders ausgedriickt, sie ist die Eigenschaft des Fluides, durch Schubverformung eine
Schubspannung aufzunehmen.

Fiir Newtonsche Fluide gilt folgendes Reibungsgesetz, das als definierende Gleichung
fiir die dynamische Viskositat gesehen werden kann,

dv,,
T=n i

dabei ist 7 die Schubspannung in x-Richtung und %’? das Geschwindigkeitsgefille, vgl.

Abbildung 2.2.
|y

e dv_x

e ——

Abbildung 2.2: Erklarung zu obiger Formel

Manchmal ist es sinnvoller, die kinematische Viskositit v zu verwenden, d.h. die dy-
namische Viskositat n auf die Dichte p zu beziehen.

Ui

y =
p

Die Viskositét ist im Vergleich zur Dichte wesentlich stérker von der Temperatur ab-
hangig. Dieser nichtlineare Zusammenhang zwischen Temperatur und Viskositit wurde
experimentell untersucht und ist in Abbildung 2.3! dargestellt.

Da die Viskositit im spateren Modell nur bei der viskosen Reibung am Ventil auftritt,
weil Leckagestrome iiber das Ventil vernachléssigt werden, ist ihr Einfluss im Modell
eher gering, weshalb die Druckabhéngigkeit vernachléssigt wird.

! Abbildung 2.3: Daten BRP Powertrain
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Abbildung 2.3: Viskositit-Temperatur Beziehung von verschiedenen Olen

2.2.3 Kompressionsmodul

Dieser Abschnitt stammt aus [17], [7] und [14].
Der Kompressionsmodul eines Fluides beschreibt das Dichte-Druck-Verhalten und
kann auch als Elastizitdtsmodul des Fluides aufgefasst werden.

x0-x

N
T

o]l

Abbildung 2.4: Ol ist komprimierbar

Angenommen Ol wire inkompressibel, dann wiirde sich der Kolben nicht bewegen,
wenn man die dufsere Kraft F in Abbildung 2.4 erhoht. Dies entspricht jedoch nicht
der Realitiit. Ol ist kompressibel, d.h. wenn man die duRere Kraft F erh6ht, dann ver-
ringert sich das Volumen. Dieser Zusammenhang wird durch den Kompressionsmodul

E beschrieben und es gilt:

V
AV = ZA
Vi=gar
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wobei Ap die Druckdifferenz, AV die Volumenéanderung und V' das Volumen ist.

Der Kompressionsmodul von Ol ist stark vom Druck, der Oltemperatur, der Olsorte
als auch vom Anteil an geloster und ungeldster Luft im Ol abhéingig. Aukerdem dehnen
sich auch die, das Ol umgebende Bauteile aus. Aus diesem Grund verwendet man fiir
die Simulation meist einen Ersatzkompressionsmodul, [17]:

14 pro
Ezsen<p(t)) - Eoil 1
po \ 7 pro By
1+ ( P ) P
Eisen ... Kompressionsmodul bei isentroper Zustandsdnderung
E,; ... Kompressionsmodul von reinem Ol
pro = “//L_] ... Anteil an Luft im Ol

Vi, Volumen der ungeldsten Luft bei Atmosphérendruck
Vi Volumen des fremdluftfreien Ols bei Atmosphérendruck

po ... Atmosphirendruck
p .. Druckim Ol
¥ Isentropenexponent

Durch den Ersatzkompressionsmodul wird somit der Einfluss von geléster und unge-
16ster Luft im Ol bis zu einem bestimmten Grad beriicksichtigt, ohne zweiphasig zu
rechnen. Der Ersatzkompressionsmodul unterschiedlicher Luftgehélter ist in Abbildung
2.5 dargestellt.

—01%
— 1%
—25%
5%
—7.5%
—10%

Eisen/Eoel
(=]
Lo

b
™
T

1 1 1 1 1 1 1 1 I}
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Druck [Pa] x10°

Abbildung 2.5: Einfluss von Luft im Ol - Ersatzkompressionsmodul

Dass der Kompressionsmodul von Ol zwischen 0 und 70 bar stark variiert, zeigt Ab-
bildung 2.6. In diesem Druckbereich arbeitet auch der zu betrachtende hydraulische
Schaltkreis. Deshalb ist es wichtig, den hier stark druckabhéngigen Kompressionsmo-
dul in die Berechnung einfliefen zu lassen. Fiir die Simulation von Kreislaufen im
Hochdruckbereich kann man ihn hingegen konstant annehmen.
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Abbildung 2.6: Einfluss von Luft im Ol - Ersatzkompressionsmodul; Der, fiir diese
Anwendung, interessante Druckbereich liegt zwischen 0.1 und 70 bar

2.3 Gleichungen fiir die Zustandsvariable Volumen-
strom: Verdringer und Widerstande

In diesem Abschnitt verwende ich [3], [2], [7] und [10].

Das einzige Bauteil, welches in jedem hydraulischen Kreislauf vorhanden sein muss,
ist eine Verdrangerkomponente. Sie muss einmal als Motor und ein weiteres Mal als
Pumpe auftreten. In diesem Fall betreibt der Motor iiber einen Antriebsstrang eine
Gerotorpumpe, welche Ol aus dem Tank in den hydraulischen Kreislauf einspeist.
Hydraulische Widerstinde wie Ventile und Blenden haben die Aufgabe, die Driicke in
den durch sie getrennten Volumina zu regeln.

Neben rein hydraulisch gesteuerten Komponenten kommt auch ein elektrisch gesteu-
ertes Hydraulikbauteil zum FEinsatz. Dieses PI-Regelventil hat die Aufgabe, den Vor-
steuerdruck am Ventil einzustellen. Im Modell wird angenommen, dass es einwandfrei
funktioniert. Deshalb wird der durch dieses Ventil eingestellte Druck als Eingangsgrofe
genomimen.

Damit die Hydraulikfliissigkeit durch ein Rohr, ein Ventil, eine Blende oder etwaige
andere hydraulische Widerstande stromt, ist eine Druckdifferenz Ap zwischen anstro-
mender und abstromender Seite notig. Das Fluid fliekt dabei immer vom hdheren
Druckniveau zum niedrigeren.

Die Stromung ist nicht nur vom Fluid und der Druckdifferenz abhéngig, sondern auch
von der Geometrie des Widerstandes. Eine Berticksichtigung der genauen Geometrie
ist enorm aufwendig und nimmt extrem hohe Rechenzeiten in Anspruch. Es ist nicht
das Ziel dieser Arbeit, das Stromungsverhalten eines Widerstandes exakt abzubilden,
viel eher m&chte man eine rasche Aussage iiber das Verhalten des gesamten Kreislaufes.
Deshalb werden hydraulische Widersténde rein zeitabhédngig modelliert. Im Folgenden
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werden diverse Durchflussgesetze, also Volumenstrom-Druckdifferenz Beziehungen, be-
schrieben.

2.3.1 Blende

Beim Durchstromen einer Blende kénnen zwei Fille auftreten, wie Abbildung 2.7 zeigt.

Laminare Strédmung Turbulente Strémung
/

s K/ s
'ﬁ" o | P LA

p_1 — - p.2

s 7 2 T e i i i =
s % .

Ap=p_1-p_2 Ap=p 1-p 2

Abbildung 2.7: Im Gegensatz zur laminaren Strémung bilden sich bei der turbulenten
Stromung Wirbel hinter der Blende

Bei der laminaren Stromung iiberwiegt der Einfluss der viskosen Scherkrifte. Sie tritt
bei Stromungen durch eine gerade Rohrleitung mit Blende auf, wenn die Reynoldszahl
klein ist. In diesem Fall ist der Zusammenhang zwischen Volumenstrom und Druck-
differenz linear.

Eine turbulente Strémung durch eine Blende zeichnet sich bei grofsen Reynoldszahlen
oder gekriimmten Leitungen ab. Hier iiberwiegen die Trigheitskrifte und es kommt
zu Verwirbelungen hinter der Blende. Der Zusammenhang zwischen Volumenstrom @
und anliegender Druckdifferenz Ap wird im turbulenten Fall durch folgende Gleichung
beschrieben

Q = a Asgn(Ap) # (2.1)

wobei % < a <1 gilt und A die durchstromte Querschnittsfléche ist.

2.3.2 Steuerkante eines Ventils

Das Durchflussgesetz durch eine gedffnete Steuerkante gleicht dem einer Blende im
turbulenten Fall

o = (2.2)

Q= adm|zr — zo|sgn(Ap) /222 2 >
0 x < Xg
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mit % < a < 1. Dabei ist d der Gehdusedurchmesser und s = x — zy der Oﬁnungsweg
der Steuerkante, wie Abbildung 2.8 zeigt. Die Annahme, dass das Ventil perfekt ins
Gehduse eingepasst ist, es also keinen Spalt zwischen Steuerschieber und Bohrung
gibt, ist praktisch falsch. Damit das Ventil funktioniert, muss ein Schmierfilmspalt
existieren, dessen Hohe unter anderem von Fertigungstoleranzen beeinflusst wird.

_ .

AL

_ _ .
Abbildung 2.8: Volumenstrom durch die Steuerkante eines Ventils. s ist der Offnungs-
weg der Steuerkante

Es gibt somit auch bei geschlossener Steuerkante einen Volumenstrom iiber den Kol-
ben, den sogenannten Leckagestrom. Darauf wird in Absatz 2.3.3 eingegangen. Sobald
das Ventil eine grofe Offnung gegeniiber dem radialen Spalt hat, ist (2.2) eine gute
Néaherung fiir den Durchsatz des Ventils.

Bemerkung 2.3. Sowohl beim Durchflussgesetz fiir eine Blende im turbulenten Fall,
als auch beim Durchflussgesetz fiir eine Steuerkante tritt der Durchflusskoeffizient «
auf. Er ist ein experimentell bestimmter Wert, der abhdngig von der Geometrie des
durchstromten Widerstandes ist und welcher theoretisch zwischen % und 1 liegt.

Ein guter Schdtzwert fir o bei scharfkantigen Blenden ist 0.6. Prinzipiell gilt: Je
stumpfer bzw. breiter die Blende, desto grofler der Durchflusskoeffizient.

2.3.3 Leckage

Leckagestrome tauchen an den verschiedensten Stellen im Kreislauf auf und entstehen
dadurch, dass eine Druckdifferenz an einem Leck anliegt. Dieser Spalt kann gewollt
sein, um die Funktionalitit einer Hydraulikkomponente zu gewahrleisten, oder unge-
wollt sein. Der erste Fall tritt hauptséchlich bei zueinander bewegten Teilen auf, zum
Beispiel als Schmierspalt an Ventilen.

Es ist im Allgemeinen schwer, diese Verluststrome sinnvoll in das Modell einzubauen.
Am Ventil kann man sie als laminare Spaltstromung beriicksichtigen,

D7 h?Ap

@= 12vplL

wobei D der Gehédusedurchmesser, h die Spalthohe zwischen Zylinder und Geh&use
und L die Linge des Zylinders ist.

Bei der Pumpe treten einerseits die Leckagestrome zwischen den einzelnen Kammern
auf, weil die Pumpe nicht perfekt abdichtet, und andererseits die Volumenstrome durch
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den Spalt zwischen Innenrotor und Gehdusewand. Hier empfiehlt es sich, den Leckage-
strom mit Messungen abzugleichen. Dabei ist es sinnvoll, nicht zwischen den einzelnen
Leckagestromen zu differenzieren, und die Summe dieser Volumenstréme wie folgt im
Modell zu beriicksichtigen:

Q =11 Ap +sgn(Ap) Iy Ap?

wobei die Parameter /; und /s mit Messungen abzugleichen sind.

2.4 Herleitung der Druckaufbaugleichung

Die Herleitung stammt aus |[2].
Die Druckaufbaugleichung ldsst sich aus der Massenbilanz unter folgender Annahme
herleiten:

Annahme 1. Zu jedem Zeitpunkt sei die Masse des Fluides im gesamten Volumen
gleichverteilt.

Bemerkung 2.4. Annahme 1 widerspricht der Tatsache, dass thermodynamische Zu-
standsinderungen sich in endlicher Zeit ausbreiten. Laufen diese Anderungen jedoch
langsam genug ab, so kann man die tatsdchliche Massenverteilung gut mit einer im
gesamten Gebiet gleichverteilten Masse anndhern.

X(t)

Vit)=V_0+A x{t)
p(t)

Ap

Abbildung 2.9: Der Massenstrom kann nur tiber die beiden Flichen A; und Ap in das
Kontrollvolumen zu- und abfliefen. Durch den beweglichen Kolben kann das Kontroll-
volumen verdndert werden, d.h. es ist zeitabhéngig.

Im Folgenden gelte somit Annahme 1, d.h. die Dichte p ist eine rein zeitabhéngige
Funktion. Die Masse des Fluides m(t) ergibt sich aus:

m(t) = p(t) V(t) (2:3)

wobei V(t), das in Abbildung 2.9 dargestellte Kontrollvolumen ist, dessen Grofe durch
die Position des Kolbens z(t) bestimmt ist. Es gilt:

V(t) = Vo + Ax(t)
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mit Vy = konstant und Kolbenquerschnittsfliche A. Differenziert man Gleichung (2.3)
nach der Zeit, so ergibt sich folgende Massenbilanzgleichung.

m(t) = p(t) V() + p(t) V(1) (2.4)

Die Massenerhaltung besagt, dass Masse nicht erzeugt oder vernichtet werden kann.
Der Massenstrom 1 (t) ist jene Masse, die in das Kontrollvolumen pro Zeiteinheit
einstromt.

Nachdem die Dichte im ganzen Gebiet zu jedem Zeitpunkt gleichverteilt angenommen
wurde, kann man den Massenstrom durch den Volumenstrom ausdriicken,

ilt) = plt) 32 Qi) (25)

wobei @;(t) die in das Kontrollvolumen zu- bzw. abfliekenden Volumenstréme sind.
Im Fall des, in Abbildung 2.9 dargestellten, Kontrollvolumens gibt es nur zwei Fli-
chen, iiber die der Volumenstrom in das Kontrollvolumen stromen kann. Diese sind
die Querschnittsfliche zwischen Zylinder und Gehause A;, und die Querschnittsfliche
des Anschlusses Ap.

Da die Richtung der Volumenstrome entscheidend ist, trifft man folgende Vereinba-
rung.

Annahme 2. Die in das Kontrollvolumen zufliekenden Volumenstrome haben ein
positives, die abflieflsenden ein negatives Vorzeichen.

Setzt man (2.5) in (2.4) ein, so ergibt sich:

p(t) D Qilt) = p(t) V() + plt) A1) . (2.6)

Aus dem Stoffgesetz, welches den Zusammenhang zwischen Dichte p und Druck p
beschreibt,

dp_ _p

dp B Eisen

erhalt man durch Differentiation:

'(t)_i _@@_ P
PO= 0 " dpdt ~ Eyon

p(t)

wobei Ejs., der Kompressionsmodul ist, siehe 2.2.3. Mit Hilfe dieser Beziehung kann
man obige gewohnliche Differentialgleichung (2.6) der Dichte p(t) als Differentialglei-
chung des Druckes p(t) schreiben.

o0) 3 Qu0) = )= A0V (D) + 1) A1)

isen(D(1))
Division durch die Dichte p(t) ergibt:

R .
2 Qi) =gy VO A0
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Durch Subtraktion von A &(t) erhilt man:

S Qut) - Aitt) = —2D (154 Ay

Auflésen nach p(t) ergibt:

plt) = Vo’f_" Ax (ZQ i(t)) - 2.7

Die Druckaufbaugleichung (2.7) beschreibt somit die zeitliche Anderung des Druckes
in einem Kontrollvolumen mit beweglichem Kolben. Ist das Volumen konstant, so gilt:

) _ (py = Zeen®B) 520,00

2.5 Verschiebung des Ventilsteuerkolbens

Der Ventilsteuerkolben ist nur beschrinkt frei beweglich, d.h. er kann sich nur zwi-
schen den beiden Ventilanschldgen bewegen. Vernachlissigt man die Tatsache, dass es
beim Auftreffen des Kolbens am Anschlag zu einem geringen Riickstof kommen kann
und dass der Kolben kurz vor Aufprall extrem abgebremst wird, so kann man die Ver-
schiebung des Steuerkolbens durch folgende Fallunterscheidung, welche in Abbildung
2.10 dargestellt ist, modellieren:

1. Fall: Der Kolben ist frei beweglich. Dieser Zustand ist dadurch gekennzeichnet,
dass sich der Steuerkolben entweder echt zwischen den beiden Ventilanschligen
Tmaz Und g1 befindet,

x(t) € (Timaz, To1)

oder seine Position gleich einem der beiden Anschlége ist und die riicktreiben-
de Kraft grofer gleich jener Kraft ist, welche den Kolben gegen den Anschlag
driickt. Befindet sich also der Kolben im linken Anschlag z(t) = Z,,4., und ist die
riicktreibende Kraft Fj.s, grofer gleich der Gegenkraft g, so ist der Kolben
frei beweglich.

x(t) = Tmae und Fleft > Fright

Wenn sich der Kolben im rechten Anschlag z(t) = zo; befindet, so ist in diesem
Fall die riicktreibende Kraft F;yn;. Ist diese Kraft grofer gleich ihrer Gegenkraft
Fiegt, so ist der Kolben frei beweglich.

x(t) = Zo1 und Fright Z -Fleft

Im frei beweglichen Fall kann die Bewegung des Steuerkolbens iiber das dyna-
mische Kriftegleichgewicht beschrieben werden.
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2. Fall: Der Kolben wird gegen einen der beiden Ventilanschlage gedriickt. Hier
befindet sich der Steuerkolben in einem der beiden Ventilanschldge und die riick-
treibende Kraft ist kleiner als ihre Gegenkraft, die den Kolben gegen den An-
schlag driickt. Wird der Kolben gegen den rechten Ventilanschlag gedriickt, so
gilt:

.Qf(t) = Zo1 und Eeft > Fright .

Analog gilt fiir den linken Ventilanschlag:

l’(t) = Tmax und -Fleft < Fright .

N

N

Frei beweglicher Kolben wird gegen den Kolben wird gegen den
Kolben linken Anschlag gedriickt  rechten Anschlag gedriickt

Abbildung 2.10: Fallunterscheidung bei der Modellierung der Verschiebung des Ven-
tilsteuerkolbens

2.5.1 Das dynamische Kraftegleichgewicht

Zur Beschreibung des Ventilsteuerkolbens im frei beweglichen Fall wird das dynami-
sche Kriftegleichgewicht verwendet. Hier verwende ich [23].

Um den Steuerkolben des Ventils zu beschleunigen, muss eine Kraft auf diesen einwir-
ken. Zwischen den dufieren Kriften und den Tragheitskriften stellt sich ein Gleichge-
wicht ein. Die hier auftretenden dufseren Krifte sind Druckwirkungen auf den Kolben,
Stromungs- und Reibkréfte, sowie die Kraft der Feder, welche den Kolben bei Still-
stand des Systems in seiner Ausgangsposition halten soll. Die Schwerkraft wird in
diesem Modell nicht beriicksichtigt. Weiters werden nur axial wirkende dufieren Kréfte
beachtet, d.h. es wird angenommen, dass sich die radialen Krifte auftheben.

Das dynamische Kriftegleichgewicht wird durch die Newton-Gleichung beschrieben:

ma:ZFl»

dabei ist m die Masse des zu bewegenden Volumenelements, a die Beschleunigung und
F; sind die (richtungsabhéngigen) Kréfte am Kolben.
Die Federkraft im Modell wird iiber folgenden linearen Zusammenhang beriicksichtigt:

F=AL CFeder

wobei AL = L — Lis die Differenz zwischen eigentlicher Lange der Feder und
tatsachlicher Lange der Feder und cpeqe, die Federkonstante ist.
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Jene Krifte, welche die Druckwirkung am Steuerkolben beschreiben, wirken immer in
Richtung des Inneren des Volumenelements:

F=pA

dabei ist A die Flache, auf welche der Druck p wirkt.
Weitere im Modell auftretende Krafte werden in Abschnitt 2.6 behandelt.

2.6 Modellierung von Reib- und Stromungskraften
am Ventil

2.6.1 Reibkraftmodell

Im Folgenden werden sowohl statische als auch dynamische Reibkraftmodelle disku-
tiert. Dieser Abschnitt stammt aus [1], [13], [10], [7] und [20].

Reibung ist die tangentiale Reaktion von sich beriihrenden Flichen oder Teilchen
und tritt in jedem hydraulischen Kreislauf auf. Sie wirkt hemmend, also stets in die
entgegengesetzte Richtung der Geschwindigkeit und hat vor allem auf die Bewegung
von Steuerkolben und Zylindern einen bemerkenswerten Einfluss.

Wiirde man Leitungen modellieren, so miisste man auch dort auf die Reibung ach-
ten, da bei der Durchstromung eines Rohres die Fluidpartikel am Rand haften bleiben
und zusdtzlich Reibung innerhalb des Fluides, also zwischen verschiedenen Fliissig-
keitsschichten, auftritt. Die porése Oberfliche des Rohres hat zur Folge, dass die Ge-
schwindigkeit der Fluidpartikel von der Mitte des Rohres in Richtung Rand auf Null
abnimmt.

Im spateren Modell wird rein die Reibkraft am Ventil beriicksichtigt. Dabei tritt Haft-
reibung und viskose Reibung aufgrund des Schmierfilms zwischen Steuerkolben und
Gehéuse auf.

Der statische Fall

Statische Modelle bauen auf der Tatsache auf, dass Reibung eine Bewegung hemmt.
Das Coulombsche Reibkraftmodell ist das wohl einfachste Modell zur Beschreibung
der trockenen Reibung F. Es nimmt an, dass die Normalkraft Fy proportional zur
Reibkraft ist und dass die Reibkraft Fz von Geschwindigkeit v und Kontaktfliche
unabhéngig ist.

Fo=pFy
FR = sgn(v) FC
Dabei ist i die Haftreibungszahl, welche unter anderem von der Oberflaichenbeschaf-

fenheit der Beriihrflichen und deren Material abhédngig ist und in den meisten Fillen
zwischen 0.1 und 0.6 liegt.
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Dieses Modell ist ein idealisiertes Verschiebungsmodell, d.h. mochte man eine Masse in
Bewegung versetzen, so muss man nach dem Coulombschen Reibkraftmodell die Kraft
F¢ aufbringen. Unabhingig von der Geschwindigkeit wirkt dann auf eine bewegte
Masse stets eine konstante Reibkraft.

Im Gegensatz zum Coulombschen Reibkraftmodell beriicksichtigt das Newtonsche
Reibkraftmodell die viskose Reibung F},, also jene Reibung, welche auftritt, wenn sich
Fliissigkeitsschichten gegeneinander bewegen.

nDlr
F, =
h
FR:FUU

Dabei ist 1 die kinematische Viskositit, h die Hohe des Fluidspaltes, D der Durch-
messer und [/ die Linge des Kolbens.

Bei einem Ventil treten sowohl Haft- als auch Gleitreibung auf. Eine Moglichkeit diese
beiden Aspekte zu behandeln ist, sie linear zu kombinieren:

Fr=sgn(v) Foc + F,v

Es wird auch des Ofteren ein nichtlineares Reibkraftmodell folgender Form verwendet,
das den Stribeck Effekt ndherungsweise beschreibt:

Fr=Fc+ F,v+ (Fs — Fo) exp(— |v/vg]™)

wobei Fg das Extremum der Stribeck Kurve ist, vg die Stribeck-Geschwindigkeit und
ds ein geometrieabhidngiger Parameter.

Die Stribeck Kurve:

Diese Erlduterung stammt aus [22].

Stellt man die experimentell bestimmte Reibungszahl in Abhéngigkeit der Geschwin-
digkeit dar, so erhilt man die Stribeck Kurve. Sie beschreibt den Effekt, dass sich die
Reibung als Kombination von Haft- und Gleitreibung ergibt. In einer Umgebung von
v = 0 wirkt die Haftreibung, ehe die Reibung in eine Mischreibung iibergeht. In diesem
Bereich fallt die Stribeck Kurve steil ab, bis sie das Reibungsminimum erreicht. Die
zu diesem Extremum gehorige Geschwindigkeit vg wird als Stribeck-Geschwindigkeit
bezeichnet. In einer Umgebung dieses Minimums liegt der sogenannte Ausklinkpunkt.
Das ist jener Punkt, ab dem die beiden Reibflichen keinen direkten Kontakt mehr
haben. Von da an wirkt nur mehr die viskose Reibung. Im Bereich der viskosen Rei-
bung steigt die Kurve mit zunehmender Geschwindigkeit an, wobei der Gradient hier
wesentlich kleiner ist als jener im Bereich der Mischreibung. Abhéngig von Druck und
Viskositat dndern sich die Steigungen der Stribeck Kurve, der Wert des Minimums
bleibt jedoch in etwa gleich.

Bemerkung 2.5. Alle diese statischen Modelle haben den Nachteil, dass sie im Null-
punkt (v = 0) unstetig sind und den Reibungseffekt in jenem Punkt unzureichend
abbilden.
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Ein dynamisches Modell

Hier halte ich mich auferdem sehr stark an [21].

Betrachtet man zwei sich beriihrende Flichen als Biirsten, was sich dadurch recht-
fertigen ldsst, dass die Oberflichen rau sind und somit ineinander greifen, so sieht
man, dass sich bei Krafteinwirkung zuerst die Borsten verformen ehe die Haftreibung
eintritt. Dieser Effekt tritt auch auf, wenn an einem Steuerkolben eine Dichtung ein-
gepresst ist.

Das LuGre Modell

Die Grundidee des LuGre Modells ist es, die beiden Oberflichen als Biirsten aufzufas-
sen. Reibung wird in diesem Modell als mittlere Auslenkkraft einer elastischen Feder
dargestellt. Wirkt eine tangentiale Kraft, so verformen sich die Borsten wie eine Feder
bis die maximale Verformung erreicht ist und der Slip-Effekt eintritt. Aufserdem wird
die mittlere Deformation geschwindigkeitsabhéngig modelliert, weil sich Verformungen
,den Verlauf merken“. Je héher die Geschwindigkeit, desto geringer die Deformation.
Im LuGre Modell wird die Reibkraftverzogerung aufgrund der Verformung der Borsten
einer Biirste mit dem Stribeck Effekt kombiniert.

a(t) = @ (t) — %u(t) (2.8)

Fg(t) = oou(t) + or1u(t) + o2i(t) (2.9)
mit

r(z(t)) = ];—j + fs—Fo exp (— (:fc(t)/vg)z) (2.10)

wobei F > 0 die Coulombsche Reibkraft, Fs die Haftreibung und vg die Stribeck Ge-
schwindigkeit, also jene Geschwindigkeit bei welcher die stationdre Haftreibung (Be-
harrungszustand) abnimmt, sind. Die mittlere Verformung der Biirste ist u, « ist die
relative Verschiebung des Steuerkolbens in Bezug auf das Gehduse, Fj ist die Reib-
kraft und og, o1 > 0 sind Steifigkeits- und Dampfungskoeffizienten. Der Koeffizient fiir
die viskose (newtonsche) Reibkraft ist o, es gilt oy > 0.

Bemerkung 2.6. Durch Gleichung (2.10) wird der Stribeck Effekt im Modell beriick-
sichtigt. Der geschwindigkeitsabhdngige Term in (2.9) entspricht der viskosen Reib-
kraft. Des Weiteren kénnen auch geschwindigkeitsabhdingige Phinomene beriicksichtigt
werden, indem man entsprechende Funktionen fiir die Koeffizienten vorgibt. Solche Ef-
fekte sind beispielsweise variierende Losbrechkrifte oder Verzdgerungen der Reibkraft.

2.6.2 Stromungskrafte an einem Ventil

Dieser Abschnitt stammt aus [7], [17] und [2].

Stromungskrifte haben einen wesentlichen Einfluss auf das Ventilverhalten. Sie sind
abhéngig vom Durchfluss und der Geometrie des Ventils und wirken je nach Richtung
entweder 6ffnend oder schlieffend.
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Als erste Naherung konnen die statischen Stromungskrifte iiber folgende Beziehung,
die sich aus dem Impulserhaltungssatz ableitet, beriicksichtigt werden:

Bei der Modellierung werden nur die axialen Krifte am Steuerkolben beriicksichtigt.
Diese sind
Fop = pQucos©® mit v = |||, .

Einsetzen von v = % ergibt:
2

F,.. = pa% cos O
wobei der Ausstromwinkel © zwischen 21° und 69° je nach Ventil6ffnung variiert. Er
ist auch vom radialen Ubermaf, d.h. die Hohe zwischen Steuerkolben und Geh#use,
abhingig.
Will man nur den wesentlichen Effekt der Stromungskrifte beriicksichtigen, so kann
man diese Kréfte proportional zum Volumenstrom annehmen,

Fax:kQ\/|Ap|

wobei k£ Ventil abhingig ist. Fiir Einkantenventile ist £ = 0.077 eine gute Nédherung.
Bei Zweikantenventilen kann man k = 0.054 setzen.

Um die Dynamik des Ventils genau zu beschreiben reicht diese Ndherung meist nicht
aus, da die Axialkrifte am Ventil stark von seiner Geometrie abhdngen. Mochte man
Stromungskrifte moglichst genau abbilden, so empfiehlt es sich Messdaten zu hinter-
legen oder sie mittels CFD? zu berechnen.

2.7 Die Gerotorpumpe

Im Folgenden verwende ich [24] und [7]. Dort werden vor allem die Geometrie der
Pumpe, sowie ihre Funktionsweise beschrieben.

Bei der hier verwendeten Pumpe handelt es sich um eine Gerotorpumpe, eine Art
Innenzahnradpumpe.

Funktionsweise

Der Innenrotor ist iiber einen Antriebsstrang mit dem Motor verbunden, wodurch
dieser Rotor in Bewegung versetzt wird und den duferen Rotor mit dreht. Die Pumpe
erzeugt auf der Einlassseite einen Unterdruck, weil sich das Volumen zwischen den

2CFD: Computational Fluid Dynamics
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beiden Rotoren (=Pumpenvolumen) in diesem Bereich vergrofert, wodurch Ol aus
dem Tank angesaugt wird. Anschliefend wird das Ol in der Pumpe komprimiert, weil
Ein- und Auslass geschlossen sind und sich das Pumpenvolumen verkleinert. Auf der
Auslassseite verringert sich das Pumpenvolumen kontinuierlich und das Ol wird aus
der Pumpe gedringt.

Aufgrund ihrer Bauart erzeugt die Pumpe einen ungleichférmigen Volumenstrom, der
sich auf die Driicke im gesamten Hydraulikkreislauf auswirkt.

Abbildung 2.11: Gerotorpumpe mit Saug- und Druckkanalanschluss. Das Pumpenvo-
lumen kann in 6 Kammervolumen unterteilt werden.

Geometrie

Die Gerotorpumpe basiert im Allgemeinen auf einer Trochoidenverzahnung, das be-
deutet: der Innen- und der Aufenrotor haben die Gestalt einer einfach geschlossenen
Trochoide?. In der Praxis weichen sie allerdings von dieser geometrisch optimalen Form
aufgrund von Fertigungstoleranzen minimal ab. Auferdem sind beispielsweise die Spit-
zen leicht gekappt, um die Funktionalitit der Pumpe zu gewéhrleisten. Nichts desto
trotz miissen die Zdhne der Pumpe mit hoher Prazision gefertigt werden, um interne
Leckageverluste gering zu halten.

Es gilt stets, dass der Aufenrotor einen Zahn mehr als der Innenrotor besitzt. Die Mit-
telpunkte der beiden Trochoiden sind exzentrisch versetzt, so dass der Innenrotor den
Aufenrotor mit dreht. Die Rotoren sind von einen Gehiuse mit zwei Offnungen, dem

3Trochoide: Joachim Erven, Dietrich Schwiigerl: Mathematik fiir Ingenieure; 3. Auflage, 2008,
Oldenbourg Wissenschaftsverlag GmbH
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Ein- und Auslass, umgeben. Diese beiden Offnungen kann man als Blenden zwischen
Leitung und Pumpenvolumen auffassen.

Die hier verwendete Pumpe hat eine 6:7 Verzahnung. Das bedeutet, wihrend der Innen-
rotor eine vollstdndige Umdrehung macht, macht der Aufenrotor eine 6/7 Umdrehung.
Geht man nun von zwei Trochoiden aus, deren Mittelpunkte um den vorgegebenen Ab-
stand versetzt sind, so gibt es sechs Beriihrpunkte von Innen- und Aufsenrotor, das
heift im optimalen Fall wird das Volumen zwischen den beiden Rotoren in sechs Teile
unterteilt, wie Abbildung 2.11 zeigt.

Damit innerhalb der Pumpe Unterdruck an der Einlassseite und Uberdruck an der
Auslassseite erzeugt werden kann, muss das Pumpenvolumen durch die Zdhne der
Rotoren in sechs Teilvolumina unterteilt werden. Diese Tatsache kann man auch bei
der Modellierung nicht vernachldssigen, d.h. man muss jedes der sechs Teilvolumen als
eigenstindiges Volumen sehen.

Nun betrachtet man eines dieser sechs Volumen (=Kammervolumen) wihrend einer
Drehung des Innenrotors, wobei die Ausgangsstellung der beiden Rotoren so gewéhlt
wird, dass das zu betrachtende Volumen minimal ist. Zum besseren Verstiandnis der
Arbeitsweise der Pumpe kann man sich die Pumpe als sechs zeitlich versetzte Kolben-
pumpen vorstellen. Die Arbeitsweise einer Kolbenpumpe entspricht dabei der eines
Kammervolumens, was in Abbildung 2.12 veranschaulicht werden soll.

Zu Beginn der Drehung vergrofert sich das Volumen und es hat stets eine Uberschnei-
dung mit der Einlassseite (Ansaugen), (a)-(d). Im maximalen Punkt (d) des Volumens
schliekt sich der Einlass. Das Volumen hat kurzzeitig keine Uberschneidung mit der
Saug- oder Druckseite, verringert sich jedoch (d)-(e), wodurch das Ol komprimiert wird
und der Druck im Kammervolumen steigt (Druckaufbau). Wiahrend sich das Volumen
weiter verkleinert (f), wird die Auslassseite iiberstrichen und Ol aus dem Kammer-
volumen gedriickt (Auslassen). In jenem Bereich, in dem das Volumen minimal wird,
gibt es sogar eine Uberschneidung des Kammervolumens mit Ein- und Auslass (a).

Fiir jeden der sechs Kammerdriicke gilt die Druckaufbaugleichung fiir ein verénderli-
ches Volumen (2.7):

i) = 2ot (57 ue) - Vo)

Die Ein- und Auslassvolumenstrome Q);(¢) werden als Volumenstrome iiber eine schart-
kantige, variable Blende im turbulenten Fall (2.1) modelliert.

Q(t) = aA(t) sgn(Ap(t)) 2|1Apt)l

Die Fliche A(t) entspricht der Uberschneidung der jeweiligen Kammer mit der Einlass-
bzw. Auslassseite. Die Uberschneidungsflichen sowie die Kammerfliche der Pumpe
sind gemeinsam mit dem Kammervolumenstrom in Abbildung 2.13 dargestellt.



2.7. DIE GEROTORPUMPE 21

—\Y/-/A-

Abbildung 2.12: Intuitiv kann man sich die Gerotorpumpe als Kolbenpumpe mit sechs
versetzten Kolben und verdnderlichen Ein- und Auslassflichen vorstellen

Abbildung 2.13: Abmessungen der Pumpe: Kammerfliche zwischen den beiden Ro-
toren (blau), Uberschneidung mit der Einlassniere (griin), Uberschneidung mit der
Auslassniere (rot), Kammervolumenstrom (magenta)
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Kapitel 3

Modellierung der Pumpe: Modell 1

Bevor der gegebene Kreislauf modelliert wird, wird ein Subproblem betrachtet. Es
soll unter anderem dazu dienen, die Leckageparameter der Pumpe zu schitzen, bezie-
hungsweise sie auf Messdaten abzustimmen.

3.1 Leckage der Pumpe

In der Pumpe gibt es zwei Stellen, an denen Leckage auftreten kann, wie Abbildung
3.1 zeigt. Es gibt einen Volumenstrom zwischen den Kammern und einen iiber die
Rotorflache von den Kammern retour zum Tank. Diese beiden Leckagestrome kénnen

anhand der Messdaten nicht differenziert werden. Deshalb wird ein Gesamtvolumen-
strom in Richtung Tank ins Modell eingebaut.

/,,( Gehause (AuRenrotor)

/ Leckage zwischen
y @den Kammern
{

s

Leckage
Uber die
Flache

Innenrotor

Abbildung 3.1: links: Leckage zwischen den Kammern, rechts: ,Seitenansicht", Leckage
iiber den axialen Spalt zwischen Gehduse und Innenrotor.

23
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3.2 Priifstandaufbau

il

Abbildung 3.2: Schaltskizze des Priifstandaufbaus ohne die Messgerite. Dieser Kreis-
lauf wird im mathematischen Modell abgebildet.

Die Gerotorpumpe saugt Ol aus dem Tank an und fordert es in eine Leitung. Diese ist
durch eine verstellbare Blende vom Tank getrennt.

Der erste Schritt beim Aufbau eines mathematischen Modells ist es, den gegebenen
hydraulischen Schaltkreislauf als Knotendiagramm darzustellen. Dabei gilt wie in Ab-
schnitt 2.1 folgende Zuordnung:

Knoten Verbindung
Leitungen Blende
Kammervolumen der Pumpe | Ein- und Auslass der Pumpe
Tank

Die Zustandsvariablen Volumen und Druck werden den Knoten zugeordnet und die Zu-
standsgrofke Volumenstrom wird ihren Verbindungen zugeordnet. Abbildung 3.3 zeigt
den entsprechenden Graphen zu obiger Schaltskizze 3.2.

LineV 7, p_ 7
TD_21 TD_EETO_ESTD_HTQ_%TQ_EJ‘
V1 |v2|v3 4 |V 5 |V E Q7
p_1 p_ 2 _3 4 |p 5 |p6 —

L |

Tank, p_T=konstant

Abbildung 3.3: Knotendiagramm: Volumenstrom-Druck-Diagramm.
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3.3 Das mathematische Modell

Fiir jeden Knoten in Abbildung 3.3 benétigt man zwei Gleichungen, eine fiir das Vo-
lumen und eine weitere fiir den Druck.
Der Zustand Druck wird mittels der Druckaufbauglelchung (2.7) beschrieben:

plt) = VOZS—TAQ; (ZQ 1))

Im Fall des ersten Knotens gibt es genau vier Volumenstrome. Einen durch den Einlass
der Pumpe in das Volumen und einen durch den Auslass der Pumpe aus dem Volu-
men. Zusatzlich werden die Leckverluste der Pumpe beriicksichtigt. Deshalb treten ein
linearer und ein quadratischer Volumenstrom in Richtung Tank auf.

Die in das Volumen zu- und abfliekenden Volumenstrome (17 und (); sind Volumen-
strome durch den Ein- und Auslass der Pumpe. Sie werden als Volumenstréome iiber
eine scharfkantige Blende im turbulenten Fall modelliert, d.h. sie sind {iber folgende
algebraische Volumenstrom-Druckdifferenz-Beziehung gegeben:

2|pr — (1))

Qu(t,pr — pi(t)) = aApm(é1(t))sgn(pr — pi(t)) P

(3.1)

Qua(t, pr(t) — pr(t)) = @ Aoua (1 (1) s (pa(£) — p7<t>>\/ 2 'pl“)p‘ pll 3

Dabei ist pr der Tankdruck, p;(t) der Druck in der Leitung nach der Pumpe, A;,(¢1(%))
die Uberschneidungsfliche von Kammervolumen und Einlass, und A, (¢1(t)) die Uber-
schneidungsfliche von Kammervolumen und Auslass. Der, dem ersten Kammervolu-
men zugeordnete Druck ist p;(¢). Die Winkelfunktion ¢(¢) beschreibt den Zusammen-
hang zwischen der Drehzahl der Pumpe u und dem vom Innenrotor der Pumpe iiber-
strichenen Winkel.

Notation. Es wird folgende abkiirzende Schreibweise verwendet:

¢i(t) = ¢(t) — (1 = 1)% fiir i = 1,...,6, mit ¢(t) = mod (§5¢,27) — 7.

Die Volumenstrome [y (p; (t) — pr) und Iy sgn(p;(t) — pr)(p1(t) — pr)? stellen die Lecka-
gestrome der Pumpe dar. Die beiden Faktoren [; und [, werden mit den Messdaten
abgestimmt.

Bei dem Volumen handelt es sich um ein verdnderliches Volumen, da der Knoten
dem ersten Kammervolumen der Pumpe entspricht. Die Gréfe des Kammervolumens
Vi(t) = Ve(¢1(t)) ist durch Daten iiber den Winkel des Innenrotors der Pumpe gegeben,
welche in Abbildung 2.13 dargestellt sind.

Fiir den ersten Knoten gilt:

Z Qi(t) = Quit, pr — pa(t)) — Quu(t, pa(t) — pr(t))

— li(pr(t) — pr) — la sgn(pa(t) — pr)(pa(t) — pr)?
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Somit hat die Druckaufbaugleichung fiir den ersten Knoten, welchem die Zustdnde
p1(t) und Vi(t) = V.(¢1(t)) zugeordnet sind, folgende Gestalt:

pult) = B [(61(0) + Qu e, = p1(6) = Qa1 u(8) ~ pr(0)
(1) —pr) — b sEnn(t) — pr) (0 (6) — pr)?] 3:3)

Analog dazu erhilt man die Druckaufbaugleichungen aller weiteren Kammervolumen
der Pumpe:

palt) = Z ) [V (6(0) + Qualt pr = pa(0) = Qualt pa(®) = pr(0)
—l1(p2(t) — pr) — Iz sgn(pa(t) — pr)(pa(t) — pr)’] (3.4)

palt) = S P [0 n(0) + Quatspr — a(0) = Qualt.m () = pr(0)
(o) — pr) — b s (palt) — pr)(pstt) — pr)’] 35)

putt) = D) [060) + Qutt e = p1(6) = Qua(t.pu(8) = pr(t)
(o) — pr) — b sgm(pa(t) — pr)(pa(t) — pr)’] (35)

ptt) = 2B [ (64(0) + Quatt pr = po(6) = Quslt (8~ pr(0)
1y (ps(t) —pr) — b sn(ps(0) — pr)ps(0) — pr)’] 37)

pult) = o) [Vil6u(0) + Qua(tpr — ) = Qus(t ) — pr(t)
~li(po(t) — pr) — l2 sgn(pe(t) — pr)(pe(t) — pr)’] (3.8)

mit

Qult, 8p(1)) = k(6,0 sn(p(0) | 222 =16 (39)
Qait, 89(0)) = (60l 3p(0)) 22 =16, (310)

Fiir den Knoten, welcher dem Leitungsvolumen zwischen Pumpe und Tank zugeordnet
ist, hat die Druckaufbaugleichung folgende Gestalt:

Eisen (p7 (t) )

Vkonstant

pr(t) = [—Q7(t,p7(t) —pr) + Z Q2i(t, pi(t) — p?(t))] (3.11)
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mit

2|Ap()]
p

Da das Leitungsvolumen konstant ist, tritt hier keine Ableitung des Volumens auf.

Qx(t. Ap(t)) = a A, sgn(Ap(t) (3.12)

Bemerkung 3.1. Die Messdaten enthalten nur Informationen tiber den Systemdruck
und den entsprechenden Volumenstrom der Pumpe nicht aber iiber die Grifie der Blen-
de zwischen Systemdruck und Tankdruck. Um nun das Modell auf diese Daten abstim-
men zu konnen, modelliert man die Blende als P-Regler, d.h. die Blendengrifie Al(t)
variiert und soll so eingestellt werden, dass der Systemdruck p;(t) gleich dem Sollwert
Pson tst. Das kann durch folgende Differentialgleichung beschrieben werden:

Al(t) = kp (pr(t) — psout)

Dabei gilt, je gréfler der Proportionalfaktor k,, desto stirker die Anderung der Blen-
dengréfie. Da der Systemdruck aufgrund des ungleichformigen Volumenstromes der
Pumpe schwankt, darf man den Faktor nicht zu grof§ wdhlen, um zusdtzliche Schwin-
gungen aufgrund der variierenden Blende zu vermeiden.

Setzt man die explizit gegebenen Gleichungen fiir die Volumenstrome direkt in die
entsprechenden Druckaufbaugleichungen ein, so erhilt man aus (3.3)-(3.12) folgendes
gewohnliches Differentialgleichungssystem:

i (i(t))sen(pr — pilt)) M

(t) — pz(t)]

_aAout(¢i (t))sgn(pl(t) - p7<t))\/2 |pl

P
—li(pi(t) — pr) — Lo sgu(pi(t) — pr)(pi(t) — pr)?] i=1,..6
pr(t) = ) | sga(pr(e) - pry 2L (3.14)

+ Z Aot (0;(t))sgn(p;(t) — pr(t)) \/2 ’pj+4(t2 — pr(t)] ]

J=1

Anfangsbedingungen

Als Anfangswerte fiir die Driicke verwendet man den Atmosphérendruck, das bedeutet,
man nimmt an, dass alle Druckniveaus zum Zeitpunkt ¢t = 0 ausgeglichen sind.

pi(0) = pr i=1,..,7 (3.15)
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Setzt man
U(t) = (pr(t), pa(t), p3(t), pa(t), p5(t), ps(t), pr(1))"
U(0) := Uy := (pr.pr. pr, 01 P15 P1, P1)"
so kann man das System abstrakt als
U(t) = F(t,U(t))
U(0) =U,

schreiben.

3.4 Existenz und Eindeutigkeit

In diesem Abschnitt verwende ich [5] und [15].

Der Satz von Peano liefert die Existenz einer Losung zu obigem Anfangswertproblem
eines Systems gewohnlicher Differentialgleichungen in der Umgebung des Anfangswer-
tes.

Satz 3.2 (Peano). F : [0,T] x R" — R" sei in einer Umgebung des Anfangswertes
U(0) = Uy stetig. Dann ezistiert um U(0) = Uy eine lokale Lisung des Anfangswert-
problems

Ut) = F(t,U(t)) te (0,7)
U(0) = U,

Die starkeren Bedingungen des Satzes von Picard-Lindel6f liefern die Existenz einer
eindeutigen Losung.

Satz 3.3 (Picard-Lindeldf). F: [0, 7] x R" — R™ sei stetig und stetig differenzierbar,
oder schwicher, erfiille die Lipschitz-Bedingung mit L > 0:

|F(t,w) — F(t,v)|| < L|w— || vVt € [0,T];w,v € R"
Dann hat das Anfangswertproblem

Ut) = F(t,U(t)) t€(0,T)
U(0) = U,

eine eindeutige Losung U(t) € C*([0,T],R™).
Bemerkung 3.4. Fulls fir die Druckdifferenzen in den Druckaufbaugleichungen
Ap(t) #0 Vit (3.16)

qgilt, so folgt lokal die Eristenz und Eindeutigkeit der Losung mit Hilfe des Satzes von
Picard-Lindeldf, da das System bis auf diese ,Nulldurchliufe stetig differenzierbar ist.
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Dass man (3.16) nicht garantieren kann, wird bereits aus der Funktionsweise der Pum-
pe intuitiv ersichtlich: Die Pumpe erzeugt in den Kammern auf der Finlassseite Un-
terdruck uwm anzusaugen. Auf der Auslassseite wird Uberdruck erzeugt, um das Ol in
das Volumen nach der Pumpe zu fordern. Somit kommt es stets zu diesen ,,Nulldurch-
laufen” (Druckausgleich).

Es sei darauf hingewiesen, dass es Probleme dhnlicher Gestalt gibt, welche unendlich
viele Losungen besitzen. Fines dieser Beispiele ist folgendes Anfangswertproblem, wel-
ches aus [19] entnommen wurde:

y'(t) = 2sgn(y(t))V/ |y(t)] y(0) =0 (3.17)

Dieses Problem besitzt neben der trivialen Losung

(1) = 0 fallst < c
= (t—c)? fallst>c

(1) = 0 fallst < c
= —(t—c)? fallst>c

mit ¢ > 0.
An dieser Stelle mdachte ich bemerken, dass ich wihrend der numerischen Ezperimente
dies nicht beobachten konnte.
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Kapitel 4

Modellierung des eigentlichen
Problems: Modell 2

Mit Hilfe dieses Modells méchte man unter anderem abschétzen, wie ein Ventil auf
Verédnderungen reagiert.

4.1 Aufbau des hydraulischen Kreislaufes

Dieser Hydraulikkreislauf ist eine Erweiterung des zuvor diskutierten Problems. Der
wesentliche Unterschied liegt darin, dass hier auch ein Ventil zum Einsatz kommt,
weshalb ein beweglicher Steuerkolben auftritt.

Volumen 1: Leitung|nach der Pumpe

Wable Blende —— )( Blende

1 Vorsteuerventil
Blende Vorsteuerdruck Volumen 2
L A T prevemmmn, lumer
Blende

Tank
.

VFS-Ventil T

'

Gerotorpumpe T m -’ '
( Eg ) T

Tank

Tank

Abbildung 4.1: Schaltskizze des gegebenen Kreislaufes

Die Gerotorpumpe saugt Ol aus dem Tank an und fordert es in eine Leitung. Der
Druck in dieser Leitung wird iiber ein Druckregelventil eingestellt. Das Ol kann aufier-
dem noch iiber drei weitere Blenden abflieken. Eine trennt den Druck in der Leitung
(Volumen 1) vom Vorsteuerdruck am Ventil (Volumen 2). Die variable Blende ge-
gen Tank soll dazu dienen, das System bewusst zu storen. Die dritte Blende ist eine
Riickkoppelung am Ventil, d.h. der Druck am Steuerkolben ist der {iber diese Blende
riickgefiihrte Systemdruck.
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Mittels eines ,VFS“Ventils! wird der Vorsteuerdruck eingestellt. Eine Blende trennt
diesen Kontrolldruck vom tatsédchlichen Druck am Ventil.

Bei dem hier verwendeten Druckregelventil handelt es sich um ein sogenanntes ,nor-
mally closed” Ventil, d.h. die Steuerkante des Ventils ist im Ruhezustand geschlossen.
In diesem Fall driickt eine vorgespannte Feder das Ventil zu. Erst wenn sich geniigend
Druck in der Leitung aufgebaut hat, wird die Steuerkante ge6ffnet und das Ol gegen
Tank abgelassen.

4.2 Das mathematische Problem

Mathematisch ist das Problem eine Erweiterung von Modell 1. Die Gleichungen der
Pumpe bleiben unverdndert, da die Pumpe nach wie vor vom Tank ansaugt und in
eine Leitung mit Druck p;(t) fordert. Diese hat jetzt mehrere Anschliisse, d.h. es gibt
mehr Stellen, an denen ein Volumenstrom auftritt.

Auferdem werden noch zwei weitere Druckaufbaugleichungen fiir die Driicke pg und
p9 am Steuerkolben bendtigt. Wenn der Steuerkolben des Ventils frei beweglich ist,
kommen noch zwei weitere Differentialgleichungen hinzu. Diese sind das dynamische
Kréftegleichgewicht am Steuerkolben und die Differentialgleichung fiir die mittlere
Verformung der Dichtung, welche im Reibkraftmodell (LuGre Modell) auftritt.
Abbildung 4.2 zeigt das entsprechende Knotendiagramm.

LineV 7, p 7
a7 A8 |09 10 k11 Q12 Q 16 Q 15
i r ¥ ]
od o2 v s lus (oe | [ |5 RN L) aten
Zuséatzliche Justandsvariable: x(t)
Q1 @z

A Y

Tank, p_T=konstant

Abbildung 4.2: Knotendiagramm

LVFS: Variable Force Solenoid
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Bemerkung 4.1. Im Folgenden wurden die algebraischen Gleichungen fir die Zu-
stinde Volumen und Volumenstrom gleich in die Druckaufbaugleichungen eingesetzt.

Die Form der Gleichungen, welche die Pumpe beschreiben, bleibt unverédndert. Die
Druckaufbaugleichungen der Kammerdriicke der Pumpe haben folgende Gestalt:

() = S (Vi)
+aAi(¢i(t))sgn(pr — pi(t)) M
Ao (01(1)sem (1) — p7<t>>\/ 28 =] z<pi<t>,pT>] (41)

mit i = 1,...,6. Dabei ist [(p;(t), pr) = L (p:i(t) — pr) + losgn(pi(t) — pr) (pi(t) — pr)? der
Gesamtleckagestrom der Pumpe. Es wird erneut die Notation fiir die Winkelfunktion
von Seite 25 verwendet.

Die Druckaufbaugleichung fiir den Systemdruck, also jenen Druck in der Leitung nach
der Pumpe, ist durch

pr(t) = 2 |t 1) sga(pr(e) - pr) | 2L
_aApre Sgn(p7 (t) — Ppre (t)) \/2 ’p7 (t) ; Dpre (t)|
—aAy sgn(pr(t) — ps(t))\/2 |p7(t)p— ps()]
 Jadim(@open — (1)) sgn(pr(t) — pr) —2lp7(tp)_pﬂ Tmaz < (1) < Topen
0 else
3 a6 (0)semnit) - p7<t>>\/ oty = pell] ] 12)
gegeben.

Auch fiir die beiden Knoten (links und rechts) am Steuerkolben benétigt man eine
Druckaufbaugleichung. Dabei handelt es sich um variable Volumen, welche sich mit
der Verschiebung des Steuerkolbens dndern. In diesem Fall tritt in der Druckaufbau-
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gleichung auch die Ableitung des Volumens auf.

Eisen <p8(t))

inlt) = g s [Asi)

+ady, sgu(pr(t) — ps(t))\/ 2l 7(t)p_ P S(t”] (4.3)
inlt) = g P [ i

—a Ay, sgn(po(t) — ppre(t))\/ 2lps(t) ;p ””(m] (4.4)

Zuséatzlich zu den Druckaufbaugleichungen kommt im Fall eines frei beweglichen Kol-
bens (siehe Abschnitt 2.5 Fall 1) das dynamische Kréftegleichgewicht, also eine weitere
Differentialgleichung, hinzu:

1

]J(t) = [Eeft - Fm’ght - Ffriction] (45)
mq
mit
Flepe = Agpo(t) + (Imax — z(t))cin + Fou(pr(t), pr)
Fright = A8p8(t) + ApT,va
Ffrictz'on = 02x<t> . (46)

Wenn als Reibkraftmodell das LuGre Modell (vgl. Abschnitt 2.6.1) verwendet wird, gilt
im Fall eines frei beweglichen Kolbens auferdem noch folgende Differentialgleichung:

u(t) (4.7)

mit P P P

_fe fIs—te
00 00

r(z(t)) exp (— (x(t)/vS)Q) .

An Stelle einer rein viskosen Reibkraft (4.6) wird im LuGre Modell eine Mischreibung
(4.8) angenommen.

Firiction = oou(t) + oy |z(t) — u(t) | + o9x(t) (4.8)

Wird der Kolben gegen einen der beiden Ventilanschlige gedriickt (siehe Abschnitt 2.5
Fall 2), so ist seine Position konstant. Es gilt:

z(t) = Tmaz
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Abbildung 4.3: links: frei beweglicher Steuerkolben, rechts: Steuerkolben wird gegen
den Ventilanschlag gedriickt

wenn der Kolben gegen den rechten Anschlag gedriickt wird und analog gilt
l’(t) = T01

fiir den linken Anschlag.

Abbildung 4.3 soll diese Fallunterscheidung veranschaulichen.

Die Fallunterscheidung bei der Modellierung des Steuerkolbens fiihrt mathematisch
auf zwei unterschiedliche Differentialgleichungssysteme:

1. System: Der Kolben ist frei beweglich. In diesem Fall gelten zusétzlich zu den
Druckaufbaugleichungen (4.1)-(4.4) noch das dynamische Kréftegleichgewicht
(4.5) und ggf. Gleichung (4.7).

2. System: Falls der Kolben gegen einen der beiden Ventilanschlige gedriickt wird,
gelten nur die Druckaufbaugleichungen (4.1)-(4.4).

Bemerkung 4.2. Welches dieser beiden Systeme gilt, hiangt sowohl von der Position
als auch von den Kriften am Kolben ab.

Das ersten System (4.1)-(4.5)(4.7), welches den Fall eines frei beweglichen Kolbens
beschreibt, hat Ordnung zwei, da beim dynamischen Kraftegleichgewicht die Beschleu-
nigung auftritt. Substituiert man,

(t) = w(t)

so erhdlt man ein System von Differentialgleichungen erster Ordnung:

() = S [0
+aAip (6i(t))sgn(pr — pi(t)) M
A (64(0) s (pil) ~ p7<t>>\/ 28~ z<pi<t>,pT>] =10
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Eisen (p'? (t) )
VmO

2[p7(t) — prl

—aAr(t) sgn(pr(t) — pr) p

pr(t) =

2 ’p7(t) B ppre(t)‘
p

—OéApre sgn(p7(t) — DPpre (t))\/

2|pz(t) — ps (1)

—aA,, sen(pr(t) — ps(t»\/ P

_ {adlﬂ-(xopen - l‘(t)) Sgn(??@) - pT) \/ w Lmaz S I(t) S xopen

0 else

+ ) aou(di(t))sen(pilt) — p7(t))\/2 pi(t) — pr(t)] ]

i=1 p
ps(t) = Vs +Ezgzi§f(i)l(t)) _Agw(t) + aAp, sgn(pr(t) — ps(t))\/2 |p7(t)p_ ps(t)‘]
i) = g —Avol0) =, senlint) ppreu))\/ 2]pa(1) ;wm]
i(t) = wlt)

. 1
?,U(t) = E [Eeft - Fright - Ffm'ction]

mit:

Flepe = Agpo(t) + (Imax — x(t))c11 + Fuu(pr(t), pr)
Fright = Asps(t) + Appopr
Ffriction = UQw(t)

bzw. alternativ unter Verwendung des LuGre Reibkraftmodelles an Stelle des Newton-
schen Reibkraftmodelles:

mit

Fe  Fs— Fg
r(z(t)) = o + p

exp (— (x(t)/vs)?)

Ffriction - O_OU(t) + o [L’(t) -
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Anfangsbedingungen

Zum Zeitpunkt ¢ = 0 nimmt man an, dass alle Druckniveaus ausgeglichen sind. Deshalb
werden die Driicke gleich dem Tankdruck, also dem Umgebungsdruck gesetzt. Bei dem
Ventil handelt es sich um ein ,normally closed Ventil. Das Ventil wird durch eine
Feder gegen jenen Anschlag gedriickt, bei welchem seine Steuerkante geschlossen ist.
Diese Position wird als Anfangsposition fiir den Ventilsteuerkolben angenommen. Der
Systemzustand wird mathematisch durch System 1 beschrieben.

p1(0) = pr p2(0) = pr p3(0) = pr
p4(0) = pr p5(0) = pr p6(0) = pr
p7(0) = pr ps(0) = pr p9(0) = pr

Bemerkung 4.3. Die Umschaltzeitpunkte zwischen den einzelnen Systemen sowie die
Anzahl der Systemwechsel sind nicht bekannt. Sie ergeben sich im Laufe der Simulation
und werden durch die Krifte am Kolben sowie seine Position bestimmt. Die entspre-
chenden Anfangsbedingungen bei einem Systemwechsel werden ebenfalls wihrend der
Simulation gesetzt, vgl. Abschnitt 7.

Mit

U(t) = (pl(t),pz(t),pg(t),p4(t),p5(t),p6(t>,p7(t),pg(t),pg(t))T
U(0) = Up := (p1(to), p2(to), p3(to), pa(to), ps(to), ps(to), pr(to). ps(to), pe(to))”

bzw.

U(t) == (pr(t), pa(t), ps(t), pa(t), ps(t), pe(t), pr(t), ps(t), po(t), x(t), w(t))”
U(0) = Up := (p1(to), p2(to), p3(to), pa(to), ps(to), ps(to), pr(to), ps(to), po(to), z(te), w(to))”

kann man beide Differentialgleichungssysteme kompakt schreiben als:

.
—~
~+~
~—
I

F(t,U(1))

4.3 Existenz und Eindeutigkeit

Die Modellierung des eigentlichen Problems fiihrt auf eine Sequenz von Differential-
gleichungssystemen. Fiir jedes dieser Differentialgleichungssysteme gilt der Satz von
Peano, also die Existenz einer Losung ist gesichert. Beziiglich der Eindeutigkeit sei
wieder auf Gleichung (3.17) hingewiesen.
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Kapitel 5

Losungsmethoden fiur gewohnliche
Differentialgleichungssysteme

Bei der Darstellung dieses Kapitels verwende ich [5], [6] und [15]. Sdmtliche Definitio-
nen, Sitze und Beweise stammen aus [5], [6], [15], [4] und [18].

Angenommen die Umschaltzeitpunkte zwischen den Systemen, welche sich bei der
Modellierung des hydraulischen Schaltkreislaufes ergeben, sind bekannt. Dann ist jedes
dieser Systeme ein Anfangswertproblem der Form:

u(t) = f(t, u(t)) te (0,7) (5.1)
u(0) = g

mit f: [0,7] x R® — R™.

5.1 Euler-Methode

Das Euler Verfahren geht zuriick auf den Schweizer Mathematiker Leonhard Euler
(1707-1783). Es ist das einfachste Verfahren zur Losung eines Anfangwertproblems
der Form (5.1) und gehort zur Familie der Runge-Kutta Verfahren. Sei

to=0<t1<...<t,, =T

eine Zerlegung des Intervalls [0, 7] in eine Sequenz von Gitterpunkten.

Notation. :

e 7; = tj11 — t; bezeichne die Schrittweite zwischen den Stiitzstellen ¢; und t;,4,
d.h. tj+1 = tj + T

e Der Vektor 7 = (7, ..., Tm—1) enthélt alle Schrittweiten des Intervalls [0, T']

.....

o [ ={to,t1,...,t,,} sei die Menge aller Gitterpunkte

39
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Fiir t € [to,t1] kann man den Funktionswert u(t) wie folgt mittels Taylorentwicklung
approximieren:

u(t) ~ ulto) + (t — to)u'(to) = up + (t — to) f(to, uo) = u,(t)
Speziell gilt fiir die Approximation von u(t;):
u(ty) = u(to) + (t1 — to)u'(to) = ug + 70f (to, uo) = u-(t1)
Analog kann man diese Approximation fiir ¢ € [t1, 5] fortsetzen:
u(t) = u(ty) + (t —t)u'(t1) = w + (t — t1) f(t1,u1) = ur(¢)
Speziell gilt fiir die Approximation von u(ts):
u(ts) = u(ts) + (2 — t)u'(t) = w + 7f(tr, w) = ur(ta)

Fiihrt man das fiir alle weiteren Teilintervalle fort, so erhédlt man eine Approximation
u,(t) von u(t). Diese Naherung wird auch als das Eulerpolygon bezeichnet. Es verbin-
det die Punkte (¢;,u;), welche durch folgenden Algorithmus, die Euler-Methode,

Uj+1 :Uj—f—ij(tj,Uj) j:O,l,...,m—l
gegeben sind.

Bemerkung 5.1. Hier wurde die Euler-Methode durch die Taylorentwicklung moti-
viert. Wenn man die Ableitung U(t;) zum Zeitpunkt t; mit dem Vorwdirtsdifferenzen-
quotient ersetzt:

(1) ~ () — u(t;)

j
so erhdlt man die Euler-Methode als Finite Differenzen Methode (FDM):

1 .
T_(u]"rl_u]):f(t]’u]) 920717"'am_1
J

Man kann sie allerdings auch durch eine Quadraturformel motivieren. Integriert man
die Differentialgleichung

u(t) = f(t u(t))
tiber das Intervall [t;,t;+1;] und approzimiert anschliefiend das Integral Gber die rechte
Seite mit einer linksseitigen Rechtecksformel, so ergibt sich als Niherung von u(t;+1;),

) =ult)+ [ Slsuls)ds = ults) + 7t ult)

was auf folgende Form der Fuler-Methode fiihrt:

Uj+1:Uj+Tf<tj,Uj> ij,l,...,m—l
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5.2 Runge-Kutta-Methoden

Wesentlich effizienter als das Euler Verfahren zum Losen eines Anfangswertproblems
der Form (5.1) sind Runge-Kutta-Methoden. Sie gehen zuriick auf C. Runge (1856-
1927) und M.W. Kutta (1867-1944).

Verwendet man anstelle der linksseitigen Rechtecksformel zur Approximation des In-
tegrals eine genauere Quadraturformel, wie beispielsweise die Trapezregel, so erhilt
man:

tjr1 T

f s uls))ds m 2 [f(tuty) + f(t5 + 75 ult; + 7)) (5.2)
t

wobei der Wert von u an der Stelle ¢,4, = t; + 7; nicht bekannt ist. Ndhert man diesen

anschliefsend durch eine linksseitige Rechtecksformel an,

tjt1

ultyer) = ults) + [ Flsu(s)ds

u(t;) + f(s,u(s))ds = ulty) + 7;f(t;,ult;))

tj
so erhélt man gemeinsam mit (5.2) eine zweistufige explizite Runge-Kutta-Methode:

g1 = uj
g2 = u; + 7 f(tj, 91)

iy
Ujp1 = Uj + Ej(f(tjagl) + f(t; +75,92))

An Stelle der Trapezregel konnen auch aufwendigere Quadraturformeln herangezogen
werden, wie beispielsweise die Simpsonregel. Abhéngig von der verwendeten Quadra-
turformel miissen unterschiedlich viele Zwischenschritte berechnet werden, weshalb
man auch von einer ,s-stufiger Runge-Kutta-Methode spricht. Dabei ist s die Anzahl
der Zwischenschritte.

Definition 5.2. Sei s eine natirliche Zahl und seien a; j, b;, ¢; miti,j =1,...,s reelle
Koeffizienten. Dann bezeichnet man die Methode:

g1 = ;T [asy f(to + 17, 1) + asof(to + caT, g2) + ... + a5 f(to + 5T, g5)]
G2 =uj +Tlas1f(to+ a7, g1) + asaf(to + cam, 92) + ...+ as s f(to + 5T, g5)]
g3 =uj +7las1f(to + 17, 91) + asaf(to + caT, g2) + ... + as s f(to + 5T, g5)]

gs = uj + 7 [a’s,lf(to + 1T, gl) + as,2f<t0 + CaT, 92) + ...+ as,sf(tO + CsT, gs)}
wjp1 = wj + 7 (b1 f(to, 91) + baf (to + o7, g2) + ... + bs f(to + ¢sT, g5)]
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als s-stufige Runge-Kutta-Methode.
Gilt: ¢y = 0 und a; ; = 0 fir j > i, so nennt man die Methode:

g1 = Uuj
g2 = uj +Tag1 f(to, g1)
g3 = u; + T [as1 f(to, 1) + asof(to + 2T, g2)]

Gs = u; + 7 [as1f(to, 1) + asaf (to + caT,g2) + ... + as 51 f(to + Cs-17, gs—1)]
Wjr1 = uj + 7 (b1 f(to, 1) + baf (to + cam, g2) + ... + bs f(to + ¢sT, g5)]

s-stufige explizite Runge-Kutta-Methode.

Zur Losung der in dieser Arbeit auftretenden Systeme wurden ausschliefslich explizite
Methoden verwendet, weil diese Methoden einfacher in der Durchfiihrung sind.

Definition 5.3. Jene Tabelle, welche die Koeffizienten der s-stufigen Runge-Kutta-
Methode a; j, b; und c; enthdlt, heif$t Butcher Tabelle.

Ci | a1 Q12 ... QA1s—1 Q1
Co | G271 Q22 ... (A2s-1 Q25
c| A
Kurz:
bT
Cs as,l as,2 as,sfl as,s
by by ... by b

Tabelle 5.1: Butcher Tabelle

Bemerkung 5.4. Bei expliziten Methoden setzt man meist zusatzlich c; = 0.

Bemerkung 5.5. Implizite Methoden haben bei steifen Differentialgleichungen thre
Vorteile gegeniiber expliziten Methoden. Sie erfordern allerdings, im Allgemeinen, zur
Berechnung der néchsten Niherung uj, das Lisen eines Gleichungssystems in Fiz-
punktform.

g = (I)<g : tjvuj>7_)

Bemerkung 5.6. Die Butcher Tabelle fiir die oben hergeleitete 2-stufige explizite
Runge-Kutta-Methode unter Verwendung der Trapezregel ist in Tabelle 5.2 dargestellt.
Tabelle 5.3 enthdlt die klassische 4-stufige explizite Runge-Kutta-Methode.

Sowohl bei expliziten als auch bei impliziten Runge-Kutta-Methoden ist zur Berech-
nung der nidchsten Ndherung u;,; nur die letzte Approximation u; notwendig.
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00 O
111 0
11
2 2

Tabelle 5.2: Butcher Tabelle: 2-stufige RK-Methode mit Trapezregel

— NI e O

o=l O O = O
Wik = e OO

w=l = O O O
o=l O O O

Tabelle 5.3: Butcher Tabelle: 4-stufige RK-Methode

Definition 5.7. Eine Methode zum Ldsen des Anfangswertproblems
(1) = £t u(t)) LE (t0,T)
u(to) = ug
heifit Finschrittverfahren, wenn es in folgender Form dargestellt werden kann:
Ui = uj + (L, ug, ) (5.3)
Die Funktion ¢(tj,u;, ;) bezeichnet man als Inkrement- (oder Verfahrens-) Funktion.

Bemerkung 5.8. Runge-Kutta-Methoden sind Einschrittverfahren.

5.2.1 Lokaler und globaler Fehler von Runge-Kutta-Methoden

Das Ziel aller Naherungsverfahren ist es, bei klein genug gewéhlter Schrittweite einen
moglichst kleinen Fehler zur exakten Lésung zu produzieren. Das bedeutet man mochte
fiir den globalen Fehler,

er(t) = u(t) — u (t)

dass
le-@)l — 0 vt € [0,7] (5.4)

fiir eine entsprechende Norm gilt.

Notation. Das zu betrachtende Intervall sei I = [to,T]. Die Approximation an der
Stiitzstelle ¢; wird mit u; bezeichnet. I, = {to,t1, ..., t,, } sei die Menge aller Stiitzstel-
len. X, = {v, : I, = R"} sei in weiterer Folge die Menge aller Gitterfunktionen einer
Zerlegung 7. Mit u, : I, — R" wird jene Gitterfunktion bezeichnet, welche durch die
Approximationen u; bestimmt ist, d.h. es gilt u,(¢;) = u;.
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Durch die Einfiihrung der Gitterfunktionen kann man nun folgendermafen eine Norm
auf X, definieren:

Definition 5.9. Die Norm auf der Menge der Gitterfunktionen |-|| st definiert
durch:

lorlly, = max [l

—Usdyee

Der Diskretisierungsfehler e, (t) entsteht durch Fortpflanzung der einzelnen lokalen
Fehler d.(t;), j =0,1,...,m der verwendeten Methode, oder kurz gesprochen:

Konvergenz = Konsistenz + Stabilitit

Konsistenzanalyse von Runge-Kutta-Methoden

Definition 5.10. Der lokale Fehler zum Zeitpunkt t; i, ist,

dr(tjr) = ultjsr) = [ult;) + 750(t;, ult;), 7))
dabei ist ¢ die Inkrementfunktion aus (5.3).

Bemerkung 5.11. Es wird d,(ty) = 0 gesetzt. Im ersten Schritt ist der lokale Fehler
gleich dem globalen Fehler.

Betrachtet man eine Runge-Kutta-Methode als Finite Differenzen Methode, so erhilt
man den Konsistenzfehler:

Definition 5.12. Der Konsistenzfehler zum Zeitpunkt t;yq ist,

o (tj) = % (u(tjsr) — ulty)) — o(ty, ults), 75)

Bemerkung 5.13. Es wird V,(ty) = 0 gesetzt.

Bemerkung 5.14. Fir den lokalen Fehler und den Konsistenzfehler gilt folgender

Zusammenhang:
1
—d,(th) = \IJT(th)

J

Definition 5.15. Ein Verfahren heifit konsistent, wenn

Wrllx, —0
|7|—=0

qgilt.

Mittels Taylorreihenentwicklung kann man fiir die verschiedenen Runge-Kutta-Methoden
ihre Konsistenzordnung herleiten.
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Definition 5.16. Fine Methode wird konsistent mit Konsistenzordnung p (p>0) ge-
nannt, wenn es eine Konstante K > 0 ¢ibt, sodass

ld-|lx. < K77t bauw. (Ve < K77
qgilt.

Beispiel. Die Euler-Methode hat Konsistenzordnung 1.
Angenommen die Losung sei gentigend oft differenzierbar. Durch Taylorreihenentwick-
lung erhélt man fiir den lokalen Fehler im j-ten Schritt:

dr(tjz1) = u(tjrr) — ulty) — 7 f(t;,ult;))
1
= u(t;) +u'(t;); + 5“"(%‘)73—2 +R3(ty, ;) — ulty) — 75 f (¢, ult;))
fithrender Fehlerterm

= [W(t;) — f(t, w75+ Balty, 73) = Balty, 75) = O (%)

=0

Das bedeutet, der lokale Fehler konvergiert wie 72 gegen 0 fiir 7 — 0. Somit ist die
Euler-Methode konsistent mit Konsistenzordnung 1.

Der folgende Satz liefert eine Minimalbedingung fiir die Konsistenz eines Einschritt-
verfahrens.

Satz 5.17. Sei f stetig. Fin Einschrittverfahren ist konsistent, wenn

max [o(ts, ulty), 73) — (it ult;)|| —— 0

J=0,1,..., |T|—0
gilt.
Beweis. Die Behauptung folgt aus der Darstellung des Konsistenzfehlers.
1
Vo (tjen) = — (ultyr) = ulty) — ot u(ty), 75)
J
Da U/(tj) = f(tj, U(tj)) gllt, fOlgt
1

Vo (tj) = - (ultjyr) —ulty)) —u'(ty) + ftg, ulty)) — oty ulty), ;) -

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung folgt die Behauptung:

i (ulty 1) — ulty)) — ' (t;)

15 (540 <

]+ 1A ult)) — (k. ulty), )] -

.

g

—0

|7|—0
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Mit Satz 5.18 erhilt man speziell die Konsistenz einer expliziten Runge-Kutta-Methode.

Satz 5.18. Sei f stetig. Die explizite Runge-Kutta-Methode ist konsistent mit dem
Anfangswertproblem, wenn
D bi=1

j=1
gult.

Beweis. Zu zeigen ist:

max |o(ts, ults), 5) — f(t5,ult)]| —— 0

3=0,1,..., |7]—0
dann folgt die Behauptung aus Satz 5.17.
Fiir explizite Methoden gilt:
g1 = u(ty) -
Auferdem gilt fiir alle 1 < i < s:
9i = ui+T a1 f(tj, 91) + ainf(tj + ot g2) + .o ai i f(t + T, gi1)] — ul(ty) .

|T|—0

Somit gilt:
[t +cij, i) —— ftg,ulty)) -

|T|—0

Daraus erhilt man:

oty ults), 75) — f(t5,ulty))]
sz’f(tj + CiTj7gi) - f(tjvu(tj)>|

S

> bif(tgulty) = fltgulty)

i=1

e
|T|—0

Es gilt:
> bif(t,ulty) — f(tj,U(tj))H = H (Z b — 1) f(tj,u(tj))‘ o0l
i=1 i=1
genau dann wenn:
i=1
Damit folgt die Behauptung aus Satz 5.17. m

Bemerkung 5.19. Um die Konsistenz einer impliziten Runge-Kutta-Methode zu er-
halten, muss f in Satz 5.18 zusitzlich folgende Lipschitzbedingung mit Konstante L

1f(tw) = F{E )| < Lijw = v Vi, v, w

erfiillen.
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Stabilitdtsanalyse von Runge-Kutta-Methoden

Die verwendeten Verfahren sollten so sein, dass kleine Storungen in den Daten auch
nur einen kleinen Fehler zwischen exakter und Naherungslosung produzieren. Dazu
ist es notwendig zu untersuchen, wie sich Fehler y, (y,(t;) = y;) fortpflanzen. Zuerst
betrachtet man die Differenz v, — u,, wobei die Werte v, durch folgendes gestortes
Anfangswertproblem gegeben sind:

1 .
;(UjJrl—’Uj) :¢(tj>vj77-j)+yj+l ] :O,l,...,m—l (55)
J
Vo = Uo + Yo
Kurz: F.(v;) =y,

wobei die Abbildung F, : X, — X, durch
1

FT(UT)(tj+1> = ;(Uj+1 — Uj) — ¢(tjavj;7—j) fir ] = O, 1, e, — 1
J

F(v;)(to) = vo — ug
gegeben ist.

Definition 5.20. FEin Verfahren wird stabil genannt, falls es eine Konstante C' > 0,
die unabhdingig von der Schrittweite T ist, gibt, so dass folgende Abschdtzung gilt:

[ur —v-llx, < CllFr(ur) = Fr(v)llx, V7, 0- € Xr (5.6)
Der folgende Satz liefert die Stabilitat allgemein fiir Einschrittverfahren.

Satz 5.21. Die Inkrementfunktion des Einschrittverfahrens erfiille folgende Lipschitz-
bedingung mit Konstante L:

lp(t,w, 7) — o(t,v,7)|| < L||w— v Vi, v, w, T
Dann ist das Verfahren stabil und es gilt folgende Abschditzung:

exp(L(t; —tp)) — 1

lv; = u;|| < exp(L(t; —to)) |lvoll + I i=1,2,...5

Beweis. Im ersten Schritt betrachtet man die Fortpflanzung eines Fehlers y, in den
Anfangsdaten bis zu v; —u;. Man nimmt an, dass fiir alle 1 < ¢ < j die y; in Gleichung
(5.5) gleich Null sind. Mit v) — u; wird die Fortpflanzung dieses Fehlers im ,j-ten*
Schritt bezeichnet.

Die beiden Nédherungen U? und u; erhalt man aus:

U? = U?_1 +7jo10(tj-1, U;‘)—p Tj-1)

v(0) = uo + Yo
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und

uj = i+ 791, i1, 7o) (5.9)
u(0) = uo (5.10)

Durch Subtraktion ergibt sich fiir die Stérung v? — U
vf —uy =)y =y + T (1, 05, 1) = Ot w1, )]
Vo — Uo = Yo

Nun zeigt man mittels Induktion, dass fiir die Fortpflanzung des Fehlers yg

[0 = u;| < exp(L(t; — o)) [lvol (5.11)

gilt.
Induktionsannahme: 7 = 0

HU? - Ul“ = Hv8 — Up + To[¢(t0,’0877'0) - ¢(t0,uo,7'o)]H

(a)
< va - UOH + 7o H¢<t07U877—0) - ¢(t0,U0,To)H

(b)
< [|o = wol| + 7oL [[o§ — ol
= (1 + TOL> ||1}8 — U()H

©
< exp(L7o) |9l To =t —to
= exp(L(t1 = to)) [[ ol

Dabei wurde in (a) die Dreiecksungleichung und in (b) die Lipschitz Stetigkeit der
Inkrementfunktion verwendet. In (¢) wurde verwendet, dass

1+ 7oL < exp(Ly) (5.12)
gilt.
Induktionshypothese (I.H.): Fiir i < j — 1 gilt:
07—y = i1 || < exp(L(t;1 —t0)) [|yoll
Induktionsschritt: j —1 — J

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung (a), der Lipschitz Stetigkeit der Inkrementfunktion
(b), sowie (5.12) in Schritt (¢) und schlieflich der Induktionshypothese (I.H.) kann
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man die Behauptung zeigen.

07 = wyl| = |01 = i1 + T [@(tj1, 051 T-1) = Gt w1, Ty

(a)
< ||U?—1 - ujle +Tj-1 H¢(tj7177)?—177—j71) - ¢(tjflaujfla7—jfl)H

(b)
< Hv?_l — uj_1|| + 7L “U]Q_1 - “j—lH

= (1 + Tj_lL) HU;-)_I — uj—lH

(c)
S eXp(Lijl) ||’U?71 — Ujle Tj—1 = tj — tj,1

I.H.
< exp(L(t; — to)) llyoll

Analog erhdlt man die Fortpflanzung des lokalen Fehlers y; bis zu u; — v;. Diese
Entwicklung der Stérung ist v; — v}, wobei v} durch die Einschrittmethode

U]1-+1 :U;+Tj¢(tj,v;,7j) j=1,2,...m—1

vi:vl

gegeben ist.

Entsprechend zur Herleitung der Abschitzung (5.11) erhélt man mittels Induktion
folgende Abschéitzung fiir die Fortpflanzung des lokalen Fehlers y; bis zu u; — v;:

o = 91 < exp(L(t; — 1)) [[or = 0| < exp(L(t; — t)mo lall -
Allgemein erhélt man fiir die Entwicklung eines Fehlers y;:
[0 — v || < exp(L(t; — t:))7im1 [lyill
Dabei ist v/ durch folgende Einschrittmethode gegeben:

U;‘+1:U§'+Tj¢(tj7v.§'77-j) j=t1+1,...m—1

’Ui = V;
Der globale Fehler im ,,j-ten” Schritt kann wie folgt aufgeteilt werden:
vj —u; = (vj — vg_l) + @ =T+ + (vj1 — oY) + (U? — u;)

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung und der einzelnen Normabschéatzungen von oben,
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erhdlt man schlieklich folgende Abschétzung fiir den globalen Fehler:

|v; — ;| = || ('Uj-'*1 — vj-'*Q) + ..+ (’Ujl = ’U;)) + (v;) — uj)”
< H% — ? lH ol =0 e o) = g (o] = |
< 71 |yl + exp(L(t; — tj-1)7j—2 lyj-1ll + exp(L(t; — tj—2)7j-3 [|y;j—2|l
+ o +exp(L(t; —t1))70 [yall + exp(L(t; — to)) llyoll
< 11 +exp(L(t; — tj-1))7j—2 + exp(L(t; — tj-2))7j-3 + ... + exp(L(t; — t1))70]

Jmax gl + exp(L(t; — to)) [|yoll

=1,2,..j
t tj—1 t
< / exp(L(t; — s))ds + / exp(L(t; — s))ds+ ...+ / exp(L(t; — s))ds
tj,1 t]'72 to

Jnax [yl + exp(L(t; —to)) [yl

=7 [—1+exp(L(t; —tj_1)) —exp(L(t; —tj_1)) +exp(L(t; —t;—2))
+o = exp(L(ty — 1)) + exp(L(t; = to))] max |[gil| + exp(L(t; — to)) [9oll

,...

= S (ep(Lt; — 1)) — 1) max lull + explZ(; — 1) ol

Fiir die Stabilitéit des Verfahrens muss man die Abschitzung (5.6) zeigen. Diese folgt
sofort indem man y, = F,.(v,) setzt:

1
dnax vy — ] < € max lyf] mit €= +(exp(L(t; —to)) — 1) + exp(L(t; —to))

O
Satz 5.22. Sei f stetig und erfille die Lipschitzbedingung mit Konstante L
1t w) = f(E,0)] < Lflw— vl Vit v, w
Dann sind alle Runge-Kutta-Methoden stabil.
Beweis. Seien v und w fix.
Zu zeigen:
lo(t,w, 7) — o(t,v,7)|| < L |jw— v Vt,v,w V7 hinreichend klein .

dann folgt die Behauptung mit Theorem 5.21.
Es gilt:

[t w,7) — o(t, v, 7)|| = Z bif(t+ ¢, gi(t,w, 7)) = bif (t + &7, gi(t, 0, 7))

i=1

= Z b [f(t+ ¢, gi(t,w, 7)) — f(t + 7, gi(t,v,7))]
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Mittels Dreiecksungleichung erhélt man:

Z bif(t + i, gi(t,w, 7)) — bif(t + 7, 9:(t, v, 7))

=1

< Z |b2‘ ||f(t + G, gi(tv w, T)) - f(t +arT, gi(t7 U, T))H
i=1
Da f Lipschitz stetig ist, gilt:
STl £ + e, gitt,w, 7)) — £+ e gt o, DI < S (bl Dllgitw, 7) = g3t 0,7
i=1 =1

Seien b, g' und ¢? folgende Vektoren: b = (bi)i_q, gl = (gs(t,v, 7)), und
g% = (g;(t,w,7));_;. Dann gilt:

i=1

Mit ||b]|, = >_;_; |b;| wird die Betragssummennorm bezeichnet.
Weil

gi(t7va7—) - gl(ta w, 7-) =w-=v
+T [ai,l(f<t + ¢oT, gl(t7 v, T)) - f(t + CoT, gl(t7 v, T)))
+ ai,Z(f(t +ar, 92(t7 v, T)) - f(t +arT, 92(t7 v, T)))
+ ...
Fais(f(E+ 7, gs(t, 0, 7)) = [t + cs7, gs(t,v,7)))]

gilt, kann die rechte Seite unter Verwendung der Dreiecksungleichung und der Lipschitz
Stetigkeit von f folgendermafen abgeschitzt werden:

lg* = gl < lw —vll + 7L All l9* — o'

wobei [|A||,, = max; Y °_, |a;;| die Zeilenbetragssummennorm der Matrix A ist. Um-
formen nach ||g* — ¢'|| ergibt:

1
2 1
< ———— =] .
lo* =o'l < Ty I =
Somit erhilt man:
10, L
t — ot < — — .
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Konvergenz

Definition 5.23. FEine Methode heifit konvergent, falls

— 0
HeTHXT 710

qgilt.

Satz 5.24. Wenn ein FEinschrittverfahren stabil und konsistent mit Ordnung p ist,
dann ist das Verfahren konvergent mit Konvergenzordnung p.

Beweis. Der globale Fehler nach dem j-ten Schritt ist:

er(t;) = u(t;) — v

Im Folgenden bezeichne R,u die Einschriankung der exakten Losung u auf die Gitter-
stellen, R,u = u|7,.. Dann gilt fiir die Einschrinkung

F.(Ru) =V, (u)

und fiir die Approximierte .,
F(u:)=0

Fiir den globalen Fehler gilt dann:

Stabilitét

lerlly, = u(t) = wrllx, = [Ru=urlly, < Ca |0, “222% 0
:

Aus der Konsistenzordnung folgt die Konvergenzordnung

Stabilitét Konsistenz

leslly, < Csl¥-(wly, < CsCklrl”

Satz 5.25. Sei f stetig und erfille die Lipschitzbedingung mit Konstante L
1t w) = f(E,0)[| < Lflw— vl Vit v, w
Wenn fiir die Koeffizienten b
D bi=1
j=1
gilt, dann ist die Runge-Kutta-Methode konvergent.

Beweis. Aus Satz 5.18 und 5.22 erhilt man Konsistenz und Stabilitét. Somit sind die
Voraussetzungen von Satz 5.24 erfiillt, wodurch die Aussage folgt. O

Der folgende Satz gibt Bedingungen an, wann eine s-stufigen Runge-Kutta-Methode
Ordnung p hat.
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Satz 5.26. (Butcher)
Wenn folgende Bedingungen

s
1
E bicl?il = —
! k

i=1
S k
ch
E k—1 i
ClijC» = —
J k

Jj=1

s B b
ZbZCf lCLij = Ej(l — Cf)

i=1
C; = E aij
J

53
k:]‘?‘ 7p
2:17 78 kz]‘? 7q
j=1..,s k=1,...,r
(5.13)

erfullt sind mit p < q+r+1, p <2q+ 2, dann hat die Methode Ordnung p.
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Kapitel 6

Schrittweitensteuerung

Diese Kapitel richtet sich nach [6] und [15].

Wenn man mit einer fixen Schrittweite rechnet, wahlt man diese so, dass in jedem
Schritt die gewiinschte Genauigkeit eingehalten wird. In manchen Schritten wiirde
auch eine grofere Schrittweite die gewiinschte Prézision liefern, d.h. mit einer fixen
Schrittweite werden unnétig viele Schritte berechnet, was die Rechenzeit negativ be-
einflusst.

Die Wahl einer geeigneten Schrittweite tragt damit wesentlich zur Effizienz eines Ein-
schrittverfahrens bei. Die Idee der variablen Schrittweitenkontrolle ist es, in jedem
Schritt die grofstmogliche Schrittweite zu verwenden, welche den lokalen Fehler inner-
halb einer vorgegebenen Toleranz hélt.

6.1 Richardson Extrapolation

Die Richardson Methode ist eine sehr allgemeine Methode zum Schéitzen des lokalen
Fehlers im nédchsten Schritt.

Ausgehend vom Anfangswert (to,up) berechnet man zunéchst zwei Approximationen
uy und uy mit vorgegebener Schrittweite 7. Anschliefsend startet man erneut bei (¢, uo)
und fiihrt einen Schritt derselben Runge-Kutta-Methode mit doppelter Schrittweite 27
durch. Dadurch erhilt man eine weitere Approximation w. Nun betrachtet man die
beiden Fehler u(ty + 27) — uy und u(ty + 27) — w:

Der Fehler u(ty 4+ 27) — ug ergibt sich durch die lokalen Fehler der beiden Approxi-
mationen u; und us und durch die Fortpflanzung des lokalen Fehlers aus dem ersten
Schritt:

e Der lokale Fehler e; im ersten Schritt ist:
e1 = u(ty +7) — up = c(tg, ug) ™" 4+ O(7772)
wobei p die Ordnung der Runge-Kutta-Methode ist.

e Die Fortpflanzung u(to + 27) — u™ (¢y + 27) des lokalen Fehlers e;, wobei u"(t)
die exakte Losung der Differentialgleichung mit Anfangswert u (o + 7) = u

95
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ist, berechnet sich wie folgt:

u(to + 27) — u(l)(to +27) = e1 + O(7 |le1]|) = Clto, uo)m” + O(7P1?)

e Den lokale Fehler u")(t +27) — uy im zweiten Schritt hilt man analog zu jenem
aus dem ersten Schritt:

u(l)(to +27) —ug = Oty + 7,u)) TP + O(P12) = Clto, ug) "™ + O(7P1?)

Somit gilt fiir den Fehler nach zwei Schritten:
u(ty + 27) — ug = 2C (to, uo) "+ + O(771?) (6.1)

Die Berechnung der Approximation w fithrt zu folgendem lokalen Fehler:

u(ty +27) — w = C(to, u) (27)P + O(7712) (6.2)
Nun kann man aus (6.1) und (6.2) die Konstante C(to, uo) eliminieren:
u(to + 27) — ug ooy Uulto+27) —w
orptl +O0(r") = (2r)p

(u(to + 27) — ug)2P + O(7P2) = u(ty + 27) — w

u(ty +27) (2P — 1) = 2Puy — w + O(7P1?)

_Pu—w p+2

u(t0+27)—ﬁ+0(7 )

ulty +27) = § + O(7"*?) =t ot

Der extrapolierte Wert g ist eine bessere Naherung der Ordnung p + 1. Zusammenge-
fasst gilt:

Satz 6.1. Sei uy die Approrimation aus zwei Schritten einer Runge-Kutta-Methode
mit Ordnung p und Schrittweite T und sei w das Ergebnis nach einem Schritt mit
Schrittweite 2. Dann gilt fiir den Fehler von us:

U2 — W

u(to +27) —ug = 1 + O(7P12) (6.3)
~ Ug — W
= 6.4
Y = uz + w1 (6.4)
und 7 ist eine Niherung der Ordnung p+ 1 fir u(ty + 27).
Aus (6.3) erhélt man folgenden Schétzwert fiir den lokalen Fehler,
err = max Juai = wi (6.5)

20 — 1i=1,...,n dz

wobei d; ein Skalierungsfaktor ist. Abhéngig davon ob man den absoluten oder den
relativen Fehler schitzen mdchte, setzt man d; = 1 oder d; = |ya;|. Man kann aber
auch eine gemischte Skalierung verwenden d; = max(|J2/, ||, 1)-
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Bemerkung 6.2. Der Vorteil der Richardson Methode ist, dass sie allgemein an-
gewandt werden kann. Sie ist eine einfache Methode den lokalen Fehler zu schitzen.
Allerdings missen in jedem Schritt drei Approzimationen berechnet werden, was ein
Elarer Nachteil gegeniiber anderen Methoden, wie beispielsweise den in Abschnitt 6.2
besprochenen eingebetteten Runge-Kutta-Methoden, ist.

6.2 Eingebettete Runge-Kutta-Methoden

Ein Schritt einer eingebetteten Runge-Kutta-Methode ist gegeniiber der Richardson
Methode wesentlich giinstiger. Die Grundidee dieser Methode ist es, zwei Runge-Kutta-
Methoden unterschiedlicher Ordnung zu verwenden. Berechnet man die erste Naherung
uy mit einer Methode der Ordnung p, so gilt fiir den lokalen Fehler:

u(ty +7) —uy = O(rPH)

Fiir den lokalen Fehler der zweiten Approximation u;, welche durch Verwendung einer
Methode der Ordnung q > p berechnet wird, gilt:

u(ty +7) — 4y = O(77H)
Nachdem ¢ > p gilt, folgt
u(ty +7) —uy = 1y —uy + O(74Hh)

was auf folgenden Schétzer fiir den lokalen Fehler fiihrt:
err = max ————- (6.6)

Damit die Berechnungskosten gering gehalten werden, verwendet man zwei Runge-
Kutta-Methoden mit gleichen Koeffizienten ¢ und A, die sich nur im Vektor b unter-
scheiden.

Definition 6.3. Fin Paar von Runge-Kutta-Methoden, deren Koeffizienten sich nur
im Vektor b unterscheiden, nennt man eingebettete Runge-Kutta-Methoden.

Die beiden approximierten Losungen u; und 4 ergeben sich aus:
g1 = Uo

go = ug + Tag f(to, g1)
g3 = ug + 7 [az1 f(to, g1) + asaf(to + coT, g2)]

gs =Ug + T [as,lf(tm 91) + as,2f(t0 + CaT, 92) + ..+ Cbs,sqf(to + Cs—1T, 9371)]
uy = ug + 7 [bi f(to, 91) + bof(to + co, 92) + ... + bs f(to + 57, g5)]

Uy =uo+ 7 [i)lf(thgl) +bof(to+ o, g2) + ...+ I;sf(to + ¢, gs)]
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Bemerkung 6.4. Die Butcher Tabelle fiir eine explizite eingebettete Runge-Kutta-
Methode hat folgende Gestalt:

ca=0] 0 0 0
Co as 1 0 0
C3 ag1 as2 0 0
Cs Gs1  As2 Qs s—1 0
by by ... b1 b
by by ... by by

Tabelle 6.1: Butcher Tabelle: eingebettete Runge-Kutta-Methode

Bemerkung 6.5. Meist werden Methoden der Ordnung p und ¢ = p + 1 verwendet.

Bemerkung 6.6. Der einzige Mehraufwand bei eingebetteten Runge-Kutta-Methoden
st die zusdtzliche Berechnung der Approrimierten Uy, d.h. die g; miissen nur einmal
berechnetl werden.

Notation. Die Abkiirzung einer Methode als p(q) bedeutet, dass die Basismethode der
eingebetteten Runge-Kutta-Methode Ordnung p hat und die zweite Methode von der
Ordnung q ist.

Beispiel. Herleitung der Runge-Kutta-Fehlberg Methode 2(3):
Die Bedingungen fiir eine Methode der Ordnung 2 sind:

by+by+bs =1 (6.7)
1
bQCQ + b3C3 = 5 (68)

und jene fiir eine Methode dritter Ordnung sind:

by + by +bs =1 (6.9)
baco + bscy = % (6.10)
@£+@ﬁ—% (6.11)

@awgzzé (6.12)

Wihlt man nun ¢, = 1, ¢3 = % und b3 = 0 so folgt aus (6.8) by = % und dadurch

aus (6.7) by = 1. Des Weiteren erhilt man aus (6.10) und (6.11) by = % und by = 3
Schlieklich folgen aus (6.9) und (6.12) by = ¢ und az; = 1. Die restlichen Koeffizienten

der Matrix A ergeben sich aus der Bedingung 5.13:
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0]0 0 O

111 0 0

2i 1 0
% % 0 Trapezregel
% % % Simpsonregel

Tabelle 6.2: Eingebettete Runge-Kutta-Methode 2(3)

Zur Simulation wurde zusétzlich folgende eingebettete Runge-Kutta-Methode verwen-
det:

0/0 0 0 0 0
/5 0 0 00
Llib 0 00
Lo ¢ 0o
113 0 =2 20
0 -2 20
s 00 5

Tabelle 6.3: Eingebettete Runge-Kutta-Methode Merson 4(5)

6.3 Automatische Schrittweitensteuerung

Man erhélt sowohl durch die eingebettete Runge-Kutta-Methode als auch durch die
Richardson Methode einen Schitzwert err fiir den Fehler im néchsten Schritt. Das Ziel
einer Schrittweitensteuerung ist es, eine optimale Schrittweite unter der Bedingung,
dass der lokale Fehler einer vorgegebenen Toleranz tol geniigt, zu finden.
Angenommen ein Schitzer err des lokalen Fehlers sei gegeben und erfiillt:

err = CrPt! (6.13)

Die Forderung nach einer Schrittweite 7,.,, welche einen lokalen Fehler unterhalb der
vorgegebenen Toleranzgrenze tol produziert, fiihrt auf folgende Bedingung:

tol = Cr2tl (6.14)

neu
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Eliminiert man aus (6.13) und (6.14) die Konstante C, so erhélt man folgende Glei-
chung zur Berechnung der neuen Schrittweite:

1
fol \ 71
Tonew = T (i> (6.15)

err

Motiviert durch Gleichung (6.15) kann man nun folgendermafen bei der Konstruktion
einer automatischen Schrittweitenwahl vorgehen:

e Zuerst wird ein Schritt mit einer vorgegebenen Anfangsschrittweite 7 sowie der
zugehorige Schitzer err des lokalen Fehlers berechnet.

o Gilt err < tol, so wird dieser Schritt akzeptiert. Als Losung verwendet man ent-
weder uy oder den lokal extrapolierten Wert ¢ (unter Verwendung der Richardson
Methode) bzw. u; oder @; (im Falle einer eingebettete Runge-Kutta-Methode).
Anschliekend wird die Methode mit der neuen Schrittweite 7,.,, die sich aus
Gleichung (6.15) berechnen lésst, fortgesetzt.

o [st der Fehler grofer als die Toleranz, so wird der Schritt verworfen und mit der
neuen Schrittweite 7., aus (6.15) wiederholt.

Bemerkung 6.7. Um die Wahrscheinlichkeit zu erhéhen, dass der neue Schritt ak-
zeptiert wird, also der lokale Fehler im ndchsten Schritt unterhalb der Toleranzgrenze
liegt, reduziert man die neue Schrittweite durch Multiplikation der Gleichung (6.15)
mit einem Sicherheitsfaktor fac. Typischer Weise wird fac = 0.8 oder fac = 0.9
gesetzt. Die modifizierte Formel fiir die neue Schrittweite hat dann folgende Form.:

1
tol \ P+t
Trneuw = TfCLC (_>

err

Will man die Robustheit der automatischen Schrittweitenwahl erhéhen, so ist es sinn-
voll, dramatische Anderungen der Schrittweite zu verbieten. Das kann man durch Ein-
fiihrung weiterer Sicherheitsfaktoren facmin und facmax, welche die mazimale Ver-
kleinerung bzw. die mazimale Vergrofferung beschrinken, erreichen. Die neue optimale
Schrittweite berechnet sich dann aus:

1

. , tol \\ P+t
Tnew = TMin | facmax, max | facmin, fac | —
err

Hiufig wird der Foktor facmax zwischen 1.5 und 5 gewdhlt. Des Weiteren empfiehlt
es sich nach einem verworfenen Schritt einmalig facmax =1 zu setzen.
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Numerische Methode zur Behandlung
der Sequenz von
Differentialgleichungssystemen

Der gegebene hydraulische Kreislauf wird mathematisch durch zwei unterschiedliche
Differentialgleichungssysteme beschrieben:

1. System: Zusétzlich zu den Druckaufbaugleichungen (4.1)-(4.4) gelten das Kréfte-
gleichgewicht (4.5) und ggf. die Differentialgleichung des Reibkraftmodells (4.7).

w) = filt,u(t) e (b, T) (7.1)
u(to) = U

2. System: Es gelten nur die Druckaufbaugleichungen (4.1)-(4.4), also die Position
des Kolbens ist konstant.

0(t) = fa(t,v(t)) t € (to, T) (7.2)
’U(to) = Vg
Zu Beginn der Simulation muss eine Ausgangssituation festgelegt werden und die ent-
sprechenden Anfangsbedingungen miissen gesetzt werden. Der Endzeitpunkt des Sy-
stems ist nicht bekannt. Dariiber entscheiden die Krifte am Kolben, sowie seine Posi-
tion. Strategisch kann man dies iiber entsprechende Monitoringfunktionen realisieren:

Startet man beispielsweise mit System 2, d.h. der Kolben wird gegen einen Anschlag
gedriickt,

o(t) = falt,v(t)  te(to,T)
U(to) = Vg

so gilt dieses System solange, solange ¢t < T" ist und fiir die Monitoringfunktion ¢, gilt:

g1 = Fgegen _Frueck > 0.

61
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Dabei ist Fegzen die Kraft, welche den Kolben gegen den Anschlag driickt und Feck
ist die riicktreibende Kraft, also jene, welche den Kolben vom Anschlag weg driickt.
Wenn die Monitoringfunktion zum Zeitpunkt p; kleiner gleich Null ist (¢; < 0), kommt
es zu einem Systemwechsel,

u(t) = fi(t, u(t)) te (p,T)
u(p1) = uo

wobei der Anfangsvektor g die adaptierte Approximierte von v(p;) ist. Erneut ist der
Endzeitpunkt des Systems nicht bekannt. Solange fiir die Monitoringfunktion g, gilt:

92 = (zo1 — x(t))((t) = Tmaz) >0

oder
go=0und ¢, <0

ist der Kolben frei beweglich, vgl. Abschnitt 2.5. Dabei sind z¢; und z,,,, die beiden
Ventilanschlége.
Allgemein ergibt sich somit eine Sequenz von Differentialgleichungssystemen,

| System(7.1) | System(7.2) | System(7.1) | System(7.2) ...|
to P1 D2 P3 T
von der weder die Anzahl der Systemwechsel noch die Umschaltzeitpunkte py, ps, ... zu
Beginn der Simulation bekannt sind. Dariiber entscheiden die Monitoringfunktionen
g1 und g wihrend der Simulation.

Kommt es zu einem Systemwechsel, so muss der Anfangsvektor wie folgt angepasst
werden:

e Wechsel von System 2 auf System 1: Hier muss eine Anfangsbedingung fiir Po-
sition und Geschwindigkeit gesetzt werden:

x(t) = xo1 oder z(t) = Tpnas
w(t) =0

e Wechsel von System 1 auf System 2: Die Komponenten Position und Geschwin-
digkeit miissen gestrichen werden.

Strategie

Eine Hilfsvariable system, die durch Kréfte- und Positionsmonitoring gesetzt wird,
bestimmt, welches System aktiv ist. In jedem Schritt unterscheidet man folgende zwei
Fille:

1. Fall (system = 1): Der Kolben ist frei beweglich, d.h. System 1 ist aktiv. In
diesem Fall wird die Verschiebung der nachste Naherung w;,; durch das dyna-
mische Kraftegleichgewicht berechnet. Anschlieflend muss iiberpriift werden, ob
die Position des Steuerkolbens zuléssig ist. Dabei kdnnen folgende Falle auftre-
ten:
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e Fall 1la: Der Kolben nimmt nach wie vor keine Zwangsposition ein. Das
dynamische Kriftegleichgewicht bleibt weiter aktiv.

e Fall 1b: Der Kolben schlagt im Anschlag an oder die approximierte Posi-
tion befindet sich aufserhalb der Grenzen. Sollte dieser Fall eintreten, so
wird das dynamische Kréftegleichgewicht deaktiviert, d.h. system = 2. Die
néchste Naherung ;. erhélt man durch Interpolation zwischen den beiden
Approximationen u; und w;;.

2. Fall (system = 2): Der Kolben wird gegen einen Ventilanschlag gedriickt, d.h.
es gilt System 2. Bevor die nichste Ndherung berechnet wird, werden die Kréfte
am Kolben ermittelt. Erneut miissen zwei Félle unterschieden werden:

e Fall 2a: Das Kréiftemonitoring ergibt, dass der Kolben nach wie vor gegen
den Anschlag gedriickt wird. Es findet somit kein Systemwechsel statt.

e Fall 2b: Ist die Kraft, welche den Kolben gegen den Anschlag driickt klei-
ner gleich ihrer Gegenkraft, so wird das dynamische Kraftegleichgewicht
aktiviert (system = 1) und die néchste Nidherung berechnet.
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Kapitel 8

Numerische Resultate

Zur Losung von Modell 1, (3.13)-(3.15), kann man sowohl eine fixe als auch eine va-
riable Schrittweite verwenden. Bereits aus der Theorie dieser Methoden ist ersichtlich,
dass eine Schrittweitensteuerung mit eingebetteter Runge-Kutta-Methode hier am be-
sten geeignet ist:

Das Problem einer fixen Schrittweite ist, dass eine extrem kleine Schrittweite notig
ist, um ein genaues Ergebnis zu erhalten. Verkleinert man die Schrittweite, so steigt
die Rechenzeit extrem stark an. Ein weiterer Nachteil ist, dass bei Verwendung einer
fixen Schrittweite der Anwender bereits zu Beginn der Simulation die Schrittweite
richtig festlegen muss. Darum wird eine automatische Schrittweitensteuerung einer
fixen Schrittweite vorgezogen.

Zum Schitzen des lokalen Fehlers wurden hier die Richardson Methode und die ein-
gebetteten Runge-Kutta-Methoden vorgestellt. Die Richardson Methode ist eine sehr
allgemeine Methode, da sie fiir jede beliebige Runge-Kutta-Methode anwendbar ist.
Ein Schritt dieser Schrittweitensteuerung ist allerdings sehr kostspielig, weil zum Schét-
zen des lokalen Fehlers drei Funktionsauswertungen notwendig sind. Somit beeinflusst
auch das Verwerfen eines Schrittes die Rechenzeit stark.

Eingebettete Runge-Kutta Methoden liefern in jedem Schritt eine Schrittweite und
einen lokalen Fehler unterhalb der Toleranz und sind gegeniiber der Richardson Me-
thode effizienter, weshalb auch diese zur Losung von Modell 1 verwendet wurden.

Im Folgenden wird die eigenstindig implementierte automatische Schrittweitensteue-
rung mit eingebetteter Runge-Kutta-Methode anhand von Modell 1, (3.13)-(3.15),
getestet und mit der Matlab Routine ode23 verglichen.

Umdrehungen u 3000 Temperatur T'emp 80
Tank- /Atmosphéarendruck pr = po | 101325 Dichte p 836
lin. Leckageparameter [; 9e-12 || qu. Leckageparameter [y | 2e-17
Durchflusskoeffizient « 0.6 Luftanteil im Ol pro 5)
Kompressionsmodul reines Ol E,.; | 1.317€9 Isentropenexponent v | 1.402

Tabelle 8.1: Parametersatz
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In Tabelle 8.1 sind sdmtliche Eingangsgrofen des Modells aufgelistet. Die Butcher
Tabelle der verwendeten eingebetteten Runge-Kutta-Methode 2(3) ist in Tabelle 8.2
dargestellt.

010 0 0
1110 0
1 11 1
212 1 0
1 1
7 3 0
11 4
6 6 6

Tabelle 8.2: Eingebettete Runge-Kutta-Methode 2(3)

Tabelle 8.3 enthilt die Parameter der numerischen Methode.

Eingebettete RK p(q) 2(3) || Anfangsschrittweite 7 | le-5
Simulationszeit T’ 1 sec Toleranz tol le-3
Sicherheitsfaktor (Schrittweite) fac | 0.8

Tabelle 8.3: Parameter: automatische Schrittweitensteuerung, eingebettete Runge-
Kutta-Methode

In Tabelle 8.4 wurden die wesentlichen Ergebnisse gegeniiber gestellt.

RK 2(3) | Matlab ode23
Funktionsauswertungen | 134 996 341 059
Schritte 108 860 106 384
Verworfene Schritte 26 136 7 302

Tabelle 8.4: Gegeniiberstellung der eingebettete RK 2(3) und Matlab Routine ode 23

Bemerkung 8.1. Zur Lésung von Modell 1 kéinnen in Matlab implementierte Stan-
dardtools verwendet werden. Die eigenstindig programmierte automatische Schrittwei-
tensteuerung unter Verwendung einer eingebetteten Runge-Kutta-Methode 2(3) ist in
Bezug auf Funktionsauswertungen wesentlich effizienter als die Matlab Routine ode23,
welche fiir die Berechnung eines Schrittes drei Funktionsauswertungen bendtigt. Dafiir
missen bei ode23 weniger Schritte verworfen werden. Alles in allem kann man sa-
gen, dass die eigenstindige Implementierung mit der Matlab Routine vergleichbar ist,
weshalb auch diese zur Losung von Problem 2 verwendet wurde.

Abbildung 8.1 zeigt einen typischen Output fiir Modell 1. Als Eingangsdaten fiir das
Modell wurden die Werte aus Tabelle 8.1 verwendet.
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Abbildung 8.1: Typischer Output fiir Modell 1; Oben: Uberlagerung der sechs Driicke
in den Kammervolumen, unten: Druck in der Leitung nach der Pumpe

In Abbildung 8.2 ist die entsprechende Schrittweite zum Output aus Abbildung 8.1
dargestellt. Grundsétzlich variiert sie nicht zu stark, wenn das System eingeschwungen
ist.

-5 Schrittweite

N
tn

R R T ST ‘

N EREVRT AEIR NI

Schrittweite
¥

-~
tn

—_

Abbildung 8.2: Schrittweite zu obigem Output
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Kapitel 9

Sensitivitatsanalyse

In diesem Kapitel wird das Verhalten des hydraulischen Kreislaufes untersucht. Be-
trachtet wurden die Reaktion des Steuerkolbens auf Anderungen des Vorsteuerdruckes
und ihre Folgen fiir den gesamten Kreislauf, sowie der Einfluss von Luft im Ol und die
Auswirkungen der Grofe der beiden Blenden am Ventil.

Die Parameter der verwendeten numerischen Methode sind in Tabelle 9.1 aufgelistet.

Eingebettete RK 2(3) || Anfangsschrittweite | le-5
Simulationszeit 1.3 sec Toleranz le-2
Sicherheitsfaktor (Schrittweite) | 0.8

Tabelle 9.1: Parameter: automatische Schrittweitensteuerung, eingebettete Runge-
Kutta-Methode

9.1 Anderung des Vorsteuerdruckes am Ventil

Da der Systemdruck iiber das Ventil eingestellt wird, ist es wichtig zu wissen, wie dieses
auf Anderungen im Kontrolldruck reagiert. Ziel ist es, das Ventil so auszulegen, dass
einerseits seine Reaktionszeit extrem kurz ist und andererseits starke Uberschwinger
vermieden werden.

Umdrehungen u 3000 Temperatur T'emp 80
Tank- /Atmosphéarendruck pr = po | 101325 Dichte p 836
lin. Leckageparameter [; 9e-12 || qu. Leckageparameter [y | 2e-17
Durchflusskoeffizient « 0.6 Luftanteil im Ol pro 5)
Kompressionsmodul reines Ol E,.; | 1.317€9 Isentropenexponent v | 1.402

Tabelle 9.2: Parametersatz
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Tabelle 9.2 beinhaltet eine Auflistung sdmtlicher Eingangsdaten fiir das Modell. Der
Kontrolldruck ist in Abbildung 9.1 dargestellt. Abbildung 9.2 zeigt die Reaktion des
Steuerkolbens sowie alle Driicke.

Input: “orsteuerdruck [bar]

T T T T
251 —
185
1 \ I \ \ / I
1] 0.4 06 o8 1 12

0z

w
T

Druck [har]

o
T

Zeit [s]

Abbildung 9.1: Input Daten: Anderungen im Kontrolldruck

Driicke in der Pumpe [bar] Druck im Volumen nach der Pumpe [bar]
30 T ; ; T . T ; ;
= =61
5 201 — g
= =4
[ [X]
[=} o 2t
e TV | . | |
8.5 0.52 0.54 0.566 0.58 0.6 %.4 0.6 0.8 1 1.2
Simulationszeit [sec] Simulationszeit [sec]

Driicke am Ventil [bar] Verschiebung Steuerkolben [mm]

20
=6F E
i E 195}
54 1 k5
= = L
£, M 5 19
o
1 1 I I 18. I 1 I I
8.4 086 08 1 1.2 %.4 086 08 1 1.2
Simulationszeit [sec] Simulationszeit [sec]

Abbildung 9.2: Typischer Output: Reaktion des Steuerkolbens auf Anderungen des
Kontrolldruckes und ihre Auswirkung auf den gesamten Kreislauf

Bemerkung 9.1. Vor allem Simulationen mit Vorsteuerdruckinderungen oder Vo-
lumenstromdnderungen der Pumpe zeigen, wie wichtig eine variable Schrittweite ist,
siehe Abbildung 9.3. Auch wenn die Schrittweite bei einem eingeschwungenen System
nicht stark variiert, muss sie bei Parameterinderungen angepasst werden. Wiirde man
eine fize Schrittweitensteuerung verwenden, so misste diese wéihrend der gesamten
Stmulation extrem klein sein, um Systemreaktionen bei Parameterdinderungen genau
abzubilden.
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-4 Schrittweite

1.4

1.2

—y

J't]i'i“ﬂ;if _____________ _____ L _____ ;nin.llH;mm.5 ______ R _______
L

o4
©

Ll

o
[

Schrittweite

[=]
~

< :
¥

05 06 07 08 09 B EX 12 13
Simulationszeit [sec]

==]
'S

Abbildung 9.3: Schrittweite

9.2 Luft im Ol

Der Luftanteil hat grofen Einfluss auf das Systemverhalten, wie beispielsweise auf
das Verhalten des Ventilsteuerkolbens. Vor allem die Reaktionszeit verldngert sich mit
zunehmendem Luftanteil, wie Abbildung 9.4 zeigt.

Druck im Volumen nach der Pumpe [bar]
T T I I T

w

Luftantei 5%
— Luftanteil 3%

J :

2]
T

Druck [bar]
.
T

]
T

| 1 1 1 |
84 05 0.6 0.7 0.8 049 1 1.1 1.2 1.3
Simulationszeit [sec]
Verschiebung Steuerkolben [mm]
20 I I I

|
— Luftantei 5%
— Luftantei 3%

Position [mm]
. ©
© (&)

T T
|

18. | I I I | |
8.4 05 0.6 0.7 08 0.9 1 1.1 1.2 1.3
Simulationszeit [sec]

Abbildung 9.4: Oben: Driicke am Ventil, unten: Verschiebung des Steuerkolbens

Aufgrund des ungleichférmigen Volumenstromes der Pumpe, ist es schwer zu sehen,
wie stark sich der Luftanteil auswirkt. Will man rein den Einfluss von Luft im Ol auf
die Verschiebung des Ventilsteuerkolbens untersuchen, so nimmt man den Volumen-
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strom der Pumpe konstant an. In weiterer Folge wurde ein konstanter Volumenstrom
von 27[mlm} angenommen. Der entsprechende Output ist in Abbildung 9.5 und 9.6
dargestellt. Hier kann man auch erkennen, dass der Luftanteil die Reaktionszeit des
Steuerkolbens beeinflusst, d.h. je héher der Luftgehalt im Ol, desto langsamer reagiert
der Steuerkolben. Dadurch steigt auch der Systemdruck bei hherem Luftanteil lang-
samer an. Der Grund fiir diese Reaktionsverminderung ist, dass sich die beiden Driicke
am Ventil bei hoherem Luftanteil langsamer aufbauen, weil die Druckfliissigkeit starker
komprimierbar ist, siehe Abschnitt 2.2.3.

Einfluss von Luft im Ol auf den Systemdruck
T T T T

-1

5% K

[e2d

L4

Systemdruck [bar]
w B

N

o
I

| |
05 086 07 08 09 1 11 1.2 13

Simulationszeit [sec]
Abbildung 9.5: Druck im Volumen nach der Pumpe (=Systemdruck)
Einfluss von Luft im Ol auf die \Verschiebung des Ventilsteuerkolbens
] L — L L S S I — I
———Ventilanschlag
———Ventilanschlag
T 20— 3% H
E
c
219 -
8
o
18— —
T ittt [miminbebeinininbeie [T-——————~ bbbl T - i bbbt i ininbebeininiebeie I ittt ittt
6.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 13

Simulationszeit [sec]

Abbildung 9.6: Einfluss von Luft im Ol bei mittlerer Blendengréfe auf die Verschiebung
des Steuerkolbens

9.3 Anderung der Blendengréfie

Die Reaktionszeit des Ventilsteuerkolbens hiingt auch davon ab, wie schnell sich die
Driicke am Ventil aufbauen. Der Druckaufbau ist neben der Grofe der Volumen vor
allem von der Blendengrofse abhingig.

Abbildung 9.7 zeigt jene Blenden, deren Grofen untersucht wurden. Hier wurde eben-
falls der Volumenstrom der Pumpe konstant angenommen, um rein den Einfluss der
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Volumen 1: Leitung|nach der Pumpe

Wable Blende

Tank
Gerotorpumpe

- —

Vorsteuerventil

e
gliNg

Tank

73
)( Blende
F\/or;ﬂeuerdruck Volumen 2
Blende VFES-Ventil ek
T — |
L]
= -
-

Abbildung 9.7: Blenden, welche untersucht wurden

Blende festzustellen.

Es gilt: Je kleiner die Blende, desto schlechter die Reaktionszeit des Ventilsteuerkol-
bens, siche Abbildung 9.10, und je gréfser die Blende, umso wahrscheinlicher sind
Uberschwinger und Schwingungen, wie die beiden Abbildungen 9.8 und 9.9 zeigen.

Einfluss der BlendengréRe auf den Systemdruck

~1
T

Systemdruck [bar]
o B (4 L=

N
T

5% mittlere H 7r
5% grof}
5% klein

[o2]
T

[4)]
T

Systemdruck [bar]
'

(54
T

3%klein H
3% mittel
3% grof3 {

o

07 08 09
Simulationszeit [sec]

4 05 086

1.1

112 6.4

05 06 07

08 09 1

Simulationszeit [sec]

Abbildung 9.8: Einfluss der Blendengréfse auf den Systemdruck.
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Einfluss der BlendengréRe auf den Systemdruck

4.8 T T T
Uberschwinger 5% mittlere Blende
475 5% grofte Blende |
Druckschwankungen 5% kleine Blende

e
e

Systemdruck [bar]
s
2,
IR
T

1 1.05 1.1 1.15 1.2 1.25 1.3
Simulationszeit [sec]

Abbildung 9.9: Zoom: Gefahr von Uberschwinger und Druckschwankungen.

Einfluss der Blendengrél3e auf die Verschiebung des Ventilsteuerkolbens

22 r 22 r
5% mittlere ———Ventilanschlag
________________________ ——-Ventilanschlag e ____ | == ~\entilanschlag
211 ———Ventilanschlag 21r 3%Klein
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= c
2 0
: 19W g1 W
o o
18f B 181 1
L —— P e T [Ty S — T P P
6.4 0.6 0.8 1 1.2 6.4 0.6 0.8 1 1.2
Simulationszeit [sec] Simulationszeit [sec]

Abbildung 9.10: Einfluss der Blendengrofe auf die Reaktionszeit des Steuerkolbens.
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Formelzeichen Beschreibung Einheit

p Dichte des Fluides [%]

Durchflusskoeffizient 1]

v kinematische Viskositét [m;}

n dynamische Viskositét [%] = [%

T Schubspannung [Pa]

F Kraft [N] = [542]
F,. axiale Kraft [N] = [kiQm]
Fx Normalkraft [N] = [242]
F,. Coulombsche Reibkraft [N] = [kg”]
F.. Newtonsche Reibkraft [N] = [22]
Fg Stribeckkraft [N] = [52]

t Zeit [s]

L Lénge [m]

h Hohe des Leckagespalts [m]

d bzw. D Geh&usedurchmesser [m]

A Fliche [m?]

% Volumen [m?]

Q Volumenstrom [m{}

AV, Volumenausdehnungskoeffizient 1]

p Druck (Indizes 1,...,9) [Pa]

I Impuls [Ns]

v Geschwindigkeit [%]

Vg Stribeck Geschwindigkeit [%]
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Formelzeichen Beschreibung Einheit
o Winkel der Pumpe [rad|
© Ausstromwinkel am Ventil [rad]
E.i Kompressionsmodul von reinem Ol [Pal]
Eigen Ersatzkompressionsmodul [Pal
bei isentroper Zustandsidnderung
u Anzahl der Umdrehungen 1]
des Innenrotors pro Sekunde

Y Isentropenexponent 1]

per Luftanteil im Ol 1]
Do Atmosphérendruck [Pal]
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