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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Vorwort

Das Ziel dieser Bakkalaureatsarbeit ist die Kopplung der beschreibenden Gleichungen
fiir Fluide und Korper zu einem sog. Fluid-Struktur-Kopplungsproblem. Wir werden
dafiir in diesem ersten Kapitel eine allgemeine Einfiihrung in die Methodik der Kon-
tinuumsmechanik geben, an deren Ende zwei fundamentale Gleichungen (die Kon-
tinuitdtsgleichung und die Bewegungsgleichung) stehen. Jede fiir sich spiegelt einen
fundamentalen Erhaltungssatz der Physik wieder und ist dementsprechend sowohl fiir
die Beschreibung von Fluiden als auch fiir die Beschreibung von Koérpern giiltig.

In Kapitel 2 und Kapitel 3 werden wir auf die charakteristischen Besonderheiten einge-
hen, welche Fluide von Korpern unterscheiden. Diese stoffliche Unterscheidung findet
unter dem Uberbegriff der Stoffgesetze statt und erfordert im Falle der Korper die Um-
formulierung der Kontinuitatsgleichung und der Bewegungsgleichung in einen anderen
Kontext.

Kapitel 4 befasst sich schlussendlich mit der Verbindung beider beschreibenden Glei-
chungen fiir Kérper und Fluide. Zu diesem Zweck wird ein weiterer, noch allgemeinerer
Kontext (die sog. ALE-Betrachtungsweise) eingefiihrt, welcher es ermoglichen wird, die
Gleichungen beider Stoffe in einer kompatiblen Form anzuschreiben.

Es sei betont, dass wir im folgenden jegliche variationelle Gesichtspunkte schwacher
Losungsbegriffe vollig aufser Acht lassen werden.

1.2 Grundlagen der Kontinuumsmechanik

Die zentrale Fragestellung der dreidimensionalen, nichtlinearen Kontinuumsmechanik
befasst sich mit der Ermittlung eines Gleichgewichtszustandes fiir einen Kérper oder
einem Fluid unter Einwirkung von Kriften. Sei €, C R? ein offenes, zusammenhin-
gendes und beschrénktes Gebiet mit lipschitzstetigem Rand' (|4, S. 35]) und sei oBdA.
(0,T) =: I fur T > 0 jenes temporale Rechengebiet, in welchem wir die Bewegung des

!Dies stellt sicher, dass der Satz der Partiellen Integration (Satz 1.8) angewandt werden darf
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Korpers oder Fluids verfolgen. Wir werden ), als jenes Volumen auffassen, welches
ein gegebener Korper oder ein gegebenes Fluid vor dessen Deformation zu einem be-
liebig aber fest gewéhltem Zeitpunkt to € (0,7) einnimmt. Aus diesem Grund wird
der undeformierte Zustand Qy, als Referenzkonfiguration (|4, S. 27]) bezeichnet.

Bei der Beschreibung von Fluiden und Koérpern hiangen alle Grofen sowohl vom Ort,
als auch von der Zeit ab. Sei f eine solche Einflussgrofse, dann lasst sich f schreiben
als f = f(z,t), wobei = (1,2, 23)" eine Ortskoordinate des Gebiets Q; C R? und
t € (0,7) die Zeit ist, wobei €2, jenes Gebiet bezeichnet, welches zum Zeitpunkt ¢ vom
Fluid oder Korper eingenommen wird. Das Definitionsgebiet einer solchen Funktion f
ist dann der sog. Raumzeitzylinder

D .= Qt x [ = {(:L’,t):L’EQt,tE (O,T)} CR47

wobei zur Vereinfachung das Symbol €2; x I auch fiir bewegte Gebiete €2; verwendet
wird.

Definition 1.1 (Fundamentale Hypothese der Kontinuumsmechanik). Zu jedem Zeit-
punkt t € (0,T) befindet sich in einem jeden Punkt x € Q4 genau ein Partikel.

Unter Aussetzung von Kréiften wird der betrachtete Kérper oder das betrachtete Fluid
deformiert. Dies wird mittels eines Vektorfeldes ¢ : Q, x I — R3 - der sogenannten
Deformation bzw. Deformationsabbildung - beschrieben, wonach ein undeformierter
Zustand Qy, in einen deformierten Zustand (sogenannten deformierte Konfiguration)

Q= o(Qy,t) = {p(X,t) : X € Q,}

{iberfiihrt wird. Wir fordern, dass ¢ eine auf Q,, x I orientierungstreue® und injektive
Abbildung ist. Wir wollen nun Eigenschaften dieser Abbildung genauer erértern.
Wir fixieren fiir alle folgenden Uberlegungen eine kanonische orthonormale Basis

€; ‘= (51'7]')3 fiir i = 1, 2, 3

j=1

im dreidimensionalen euklidischen Raum R3. Fiir ein X € Q;, bzw. fiir das Vektorfeld
© konnen wir deren Komponenten beziiglich dieser orthonormalen Basis angeben

3 3
X = Xieibaw. o =) e
=1 i=1

Fiir jedes X € €, und jedes t € I definieren wir die Matrix des Deformationsgradi-
enten

61S01 62S01 83@1
F=Vxp(X,t) = Ox,00(X, 1)} ;00 = | O Oapa Ozpr | € M.
O1ps Oops O303

2Somit lisst sich jedes Partikel eindeutig tiber dessen lagrangesche Koordinaten identifizieren
3dh. J :=det Vip(X,t) > 0 fiir alle X € Qy,,t € I (die sogenannte Orientierungstreueeigenschaft)
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Aufgrund der Orientierungstreue der Deformationsabbildung ist der Deformationsgra-
dient insbesondere fiir alle ¢ € I auf ganz (), regulir. Gemeinsam mit der Deformati-
onsabbildung fiithren wir das Vektorfeld der Verschiebung u : €y, x I — R3 ein, welches
definiert wird als

o(X,t) = X +u(X,t) fiir alle X € Q,,t € I.
Mit diesem Zusammenhang berechnet sich der Verschiebungsgradient Vu leicht aus

81u1 82u1 83U1
VX(,O(X, t) =1+ VXU<X, t) =1+ alug 82u2 83U2 c Ms.
81U3 62U3 83U3

Fiir ein gegebenes Referenzgebiet Q,, und einer gegebenen Deformationsabbildung ¢
fiihren wir eine kompakte Notation ein,

z:=o(X,t) = o(X, ty,t) fiir alle X € Qy,t € I,

wobei wir X € Q,, der Referenzkonfiguration in diesem Zusammenhang als Lagrange -
bzw. x € , des deformierten Zustandes als FEulersche Koordinaten bezeichnen werden.
In der sog Lagrange’schen Beschreibungsweise betrachten wir den Fluss bzw. die De-
formation, indem wir die Bewegung eines jeden Partikels X € €0, verfolgen. Die Tra-
jektorie eines solchen Partikels (sieche Abbildung 1.1) wird beschrieben durch

7= (X, 1) = (pi(X, )%, fiir t € (0,7).

Dabei bezeichnet jetzt X einen Punkt der Referenzkonfiguration €2, mit ¢y € (0,7),
weshalb offensichtlich gilt

X = ¢<X7 t07t0) = @(Xa tO)

Die Geschwindigkeit und Beschleunigung eines Partikels fiir einen gegebenen Refe-
renzpunkt X werden definiert als

. i
’U(X,t) ::E<X7t),
. >
a(X,t) :ﬁ(X,t)

Die FEulersche Beschreibungsweise basiert auf der Ermittlung des Geschwindigkeitsfelds
v(z,t) fir ein Partikel, welches sich zum Zeitpunkt ¢ € (0,7) in x € €2, befindet, also

Oy

vz, t) = 0(X,t) = E(X, t) wobei z = p(X, ).
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O

[T

<

(X,t) = o(X,t) =7

. . . . . . . . . )= .
to =0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ¢+ 11 12
Abbildung 1.1: Trajektorie eines Partikels

Unter der Annahme, dass v € [C*(D)]” driickt man die Beschleunigung eines Partikels,
welches sich in ¢ € (0,7) in = € €, befindet aus als

. P 9 (0p
ala.t) =a(X.1) = SE(X.0) = = (E(X’ t))
0

=0 (0l 1) = 2 (w(e(X, 1),1)

3 2 20 = P 3 o)
PTANE 2 oz, 0 T VT e\ L O, T JURTs

1=

ov ov ov

:E<x7 t) + Ui(x’t)ﬁ—:ci@’ t) = a(l’,t) + (U(x, t) : gradl“)v(xvt)
ov

za(x, t) + (v(z,t) - Vy)v(x,t).

Dies veranlasst die Einfiihrung der materiellen Ableitung als

D

0 0
Ft.—a+(v-gradx)—a+(v-vx).

Die Uberfiihrung einer Losung aus der eulerschen in die lagrangesche Beschreibungs-
weise entspricht der Ermittlung der Flugbahn eines gegebenen Partikels auf Basis eines
gegebenen Geschwindigkeitsfelds v(z,t). Die Trajektorie eines Partikels, welches zum
Zeitpunkt ¢ = ¢ sich in X € Q,, authalt ist durch ein Anfangswertproblem gegeben

g—j = v(x,t) mit z(ty) = X. (1.1)
Satz 1.2. Seiv € [C(D)]’, dann gilt

1. Fiir jedes (X, t9) € D besitzt (1.1) genau eine Losung o(X, to,t)
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¢ Qto x (OvT) t D =Q; x (O,T)

tO Qt tO

0 0

2 EREERREEREEE,
\\\
2

Abbildung 1.2: Zeitableitungen im lagangeschen (links) und eulerschen Kontext
(rechts) - siche (1.2).

2. Folgende partielle Ableitungen von ¢ sind in deren Definitionsgebiet {(X,to,t) :
(X,t0) € D, t € (0,T)} stetig:

dp Op Jp Py 0
0X,” Oty Ot~ otdX; 0t,0X;

ie{1,2,3}.

Beweis. |9, S. 16] O

Ist F € C}(D) eine allgemeine iiber sich bewegende Partikel transportierte physika-
lische Grofe, so liefert die Funktion F(X,t) = F(p(X,t),t) die Werte dieser Groke
entlang einer Trajektorie x = ¢(X, t). Die Richtungsableitung entlang der Trajektorie
ergibt sich mit der Kettenregel

OF(X,t) OF(p(X,1),t)

o ot
%Z;( (X, 1), )+88—f(X,t)-VxF(<p(X,t),t)
:8_f<x, B+ v(z,1) - Vo F (1)
:%F(m ). (1.2)

Aus diesem Grund bezeichnet man die materielle Ableitung haufig auch als die ,,Ab-
leitung entlang der Trajektorie eines Partikels* (siehe Abbildung 1.2).

1.3 Das Transporttheorem

Sei ' : D — R die eulersche Darstellung einer allgemeinen iiber sich bewegende
Partikel transportierten physikalischen Grofe (Eigenschaftsdichte) und betrachten wir
ein System von Partikeln, welches zum Zeitpunkt ¢ € (0,7) ein zusammenhéngendes
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beschrénktes Gebiet v(t) C € mit lipschitzstetigem Rand ([15], [4], Satz 1.8) ein-
nimmt. Das Maf dieser physikalischen Grofe F', welche im Volumen v(t) im Zeitpunkt
t € (0,T) enthalten ist, entspricht dem Integral

F(t)= /(t) F(z,t)dx.

Wir werden nun die Anderungsrate der Grofe F fiir die Partikel des Systems v/(t) bzgl.
der Zeit berechnen, dh. wir interessieren uns fir

dF(t)  d
2 Pt
it dt /y(t) (=, t)dz

Unter der Annahme, dass F € CH(D) und v € [C*(D)]’ (also ¢ € C2(, x I)) sind
und ¢ = (X, ty,t) die Abbildung aus Satz 1.2 ist, so beschreibt ¢ die Anderung
des Gebiets v(t) mit der Zeit. Fiir einen beliebig gewdhlten und fixierten Zeitpunkt
to € (0,T) mit v(ty) C Qy, gilt

v(t) = {p(X 1o, 1) : X € v(to)},

sofern p(X, o, t) fiir alle X € v(ty) definiert ist. Mit J(X,t) bezeichnen wir die Deter-
minante der Jakobimatrix von der Abbildung ¢(., to,t) : v(tg) — v(t), X — o(X, to, 1),
also

Jdo1 de1 do1
0X1 0Xo 0X3

J = J(X,t) = det Vxp(X, to,t) = det | F£2 S22 282 | (X to,¢). (1.3)

Jys [ol%h) Jys
0X1 0Xo 0X3

Lemma 1.3. Seity € (0,7), v(ty) ein beschrinktes Gebiet und sei v(ty) C S,. Dann
existiert ein Intervall (t1,t3) D to sodass die folgenden Voraussetzungen erfillt sind:

1. Die Abbildung (t1,t2) x v(to) — v(t), (t,X) — x = p(X, o, t) besitzt stetige

erste Ableitungen nach t, X1, Xo, X3 und stetige zweite Ableitungen a?;}’}i firi e

{1,2,3}.

2. Die Abbildung v(ty) — v(t), X — x = (X, g, t) ist eine stetig differenzierbare
injektive Abbildung von v(ty) auf v(t) mit Jakobimatriz (1.3), die stetig und
beschrinkt ist. Es gilt

J(X,t) >0 fiir alle X € v(ty),t € (t1,t2).

3. Die Inklusion
{(z,t): t € [t1,ts] ,x € ()} C D
ist erfillt, weshalb die Abbildung v stetige und beschrinkte erste Ableitungen auf
{(z,t) : t € (t1,t2),x € V(1) } besitzt.

0
w(@(X, to,1),) = 8—f(X, to,t) fiir alle X € v(ty),t € (t,ta).

Beweis. |9, S. 18] O
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1.4 Volumina im deformierten Zustand

Die Dichte des deformierten Lebesguemakes \; bzgl. des Lebesguemafies in der Refe-
renzkonfiguration Ay, := A ist mit der Orientierungstreueeigenschaft von ¢ gegeben
durch
dz = d\y(x) = |det V(X £)|dA(X) “ 27 ° det V(X t)dA(X)
= det V(X t)dX. (1.4)

Sei jetzt v(ty) C €, messbar - wir wollen den Inhalt von v(to) bzw. p(v(ty),t) = v(t)
mit Hilfe der Substitutionsregel (|18, S. 62]) und 1.4 ermitteln

M(v(t)) = / RS / RuYe
_ / det Vio(X, £)dA(X) = / det Vip(X, £)dX.
v(to)

v(to)

Mit dem gleichen Argument gilt fiir eine Ai-integrierbare Funktion u : v(t) x I — R

w(x, t)dr = u(x, t)d\(z) = u(p(X,1),t)det Vo(X, H)d\(X
/V(t) (2,1) /V(t) (2, )d\ () /WO) (P(X, 1), 1) det Vi (X, )dA(X)
:/ u(p(X,t),t)det Vo(X, t)dX.
v(to)

Das folgende Lemma spielt eine wichtige Rolle im Beweis eines zentralen Theorems
der Kontinuumsmechanik:

Lemma 1.4 (Eulersche Expansionsformel). Es sei Lemma 1.3 erfiillt. Dann besitzt
die Jakobideterminante J = J(X,t) eine stetige und beschrinkte partielle Ableitung
8 fir X € v(to), t € (t1,t2) und es gilt

oJ

E(X’ t) = J(X, t)divyv(z,t) fir v = (X, to,t).

Beweis. [1], [16], |9, S. 19| O
Satz 1.5 (Reynoldsches Transporttheorem). FEs sei Lemma 1.3 erfillt und die Funk-

tion F = F(x,t) habe stetige und beschrinkte erste Ableitungen auf {(x,t) : t €
(t1,t2), x € v(t)}. Dann existiert fiir jedes t € (t1,1ts) die Ableitung

dF d
= (t) =— F
; (t) ; /V(t) (x,t)dx

:/ (%_f(x’ t) +v(x,t) - grad . F(x,t) + F(z, t)div,v(x, t)) dx
v(t)

_ / ) (%f@,t) + diva(Fo)(z. t)) d.
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Beweis. Mittels Substitution kénnen wir das Integral F(¢) schreiben als
F)= [ FlelX.t0.0),0J(X. 00X
(to)

Da ty fix gewihlt ist und somit der Integrationsbereich v(ty) nicht von der Zeit t
abhéngt konnen wir den Satz tiber Parameterintegrale anwenden ([18]) und Integration
mit Differentiation vertauschen

dF oF
ao=/ (aﬂ (X.t0.1), +Z

oJ
[ Rt 0,05 0 0ax
(to)

o(X, to,t),t)%(x, to,t)> J(X,t)dX

Mit Hilfe von Lemma 1.4 und der 4. Aussage in Lemma 1.3 erhalten wir schlieflich

dF oF
E(t) _/(tO (875 ( X th )1 + Z 8 X7 tht)vt)'Ui((p(Xa tht)at)> J(X7 t)dX
[ R 10,0, DX, 1, 0). 0 (X, X
(to)

Fiihren wir jetzt eine Riickwertssubstitution durch, so erreichen wir die gewiinschte
Aussage

%(t) :/V(t (861: (x,t) Z 8:10, (z,t)v;(x,t) + F(x, t)diveo(z, t)) dx

) (aaf(a: ) +grad  F(z,1) - v(w,1) + F <x’t>diw<x’t>) dx

—~

(%_f(x, ) + div, (Fo) (x, t)) dz.

O

Ein wichtiges Resultat der Injektivitdt der Deformationsabbildung ¢ lésst sich mit
Hilfe unserer Definition von 2, als Gebiet zeigen

Satz 1.6. Da intQy,, = Q, folgt aufgrund der Injektivitit von ¢ € C* (€, x I,R™)

Qt - @(th t) - Cl(p(tht)v
Qt = @(Qtou t) = int @(Qto, t),
8Qt = 8@(Qt0,t) = QO(&QtO, t)

Beweis. [4, S. 16], [4, S. 36] O
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Wir kommen nun zu den mathematischen Formulierungen fundamentaler physikali-
scher Aussagen der sog. Erhaltungssdtze:

1. Der Massenerhaltungssatz
2. Der Impulserhaltungssatz

Aus diesen Séatzen werden wir die Gleichungen der Fluiddynamik herleiten: Die Kon-
tinuitdtsgleichung und die Bewegungsgleichung.

1.5 Die Kontinuitatsgleichung

Als Dichte des Korpers oder Fluids bezeichnen wir eine Funktion p : D — (0, 00), mit
deren Hilfe wir die Masse m(v,t) eines Teilgebiets v C ; des betrachteten Kérpers
oder Fluids ermitteln kénnen

m(v,t) = / pla, t)d\(z) = / p(z, t)da.

Sei p € CH(D) und v € [C1(D)]’. Wir betrachten einen belicbigen Zeitpunkt ¢, € (0, 7))
und ein sich bewegendes Stiick Fluid oder Korper, welches sich wahrend der gesamten
betrachteten Zeitspanne aus den gleichen Partikeln zusammensetzt und zum Zeitpunkt
to das beschrénkte Gebiet vy, C 1, C ), einnimmt. Dieses Teilgebiet wird von uns
im folgenden als Kontrollgebiet bezeichnet, welches zum Zeitpunkt ¢ € (¢1,t2) das
Gebiet v(t) einnimmt, wobei (¢1,t2) > ¢y ein ausreichend kleines Intervall mit den
Eigenschaften aus Lemma 1.3 ist. Damit ist v(¢y) = 14, und Lemma 1.3 ist erfiillt.
Nach Definition umfasst v(t) in jedem Zeitpunkt ¢t € (0,7) die gleichen Partikel,
weshalb wir das Prinzip der Massenerhaltung folgendermafen formulieren kénnen:
Die Masse unseres Systems v(t) ist zeitunabhdngig. Oder anders ausgedriickt

dm(v(t),t)

o = 0 wobei m(v(t),t) = / p(x,t)dx fir t € (t1,t2).
v(t)

Unter Verwendung von Satz 1.5, dessen Voraussetzungen fiir F' = p erfiillt sind, ergibt

sich 9
/ (8—/;(:13, t) + div, (pv)(z, t)) dz =0 fiir alle ¢ € (t1,t2).
®

Substituieren wir jetzt t := ¢y so folgt, dass

/% (%(az, to) + divm(pv)(:c,to)> dr =0 (1.5)

fiir jeden beliebigen Zeitpunkt ¢y € (0,7") und jedes beliebige Kontrollgebiet vy, C €,
gilt. Wir wollen jetzt eine Aussage iiber den Integranden treffen.
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Lemma 1.7. Sei Q C R™ offen und f € C°(Q), dann gilt
f=0inQs /fdx = 0 fiir jede offene und beschrinkte Teilmenge v C v C ).

Beweis. Beweis mittels Zwischenwertsatz (|12, S. 285]) und Einsetzen der Definition
fiir die Stetigkeit einer Funktion ([12, S. 212]). O

Somit gilt aufgrund der Stetigkeit des Integranden in (1.5) und Lemma 1.7

9]

8—5(3:, t) + div,(pv)(z,t) = 0 fiir alle t € (0,7),z € €. (1.6)
Dabei handelt es sich um die differentielle Form der Massenerhaltung: die Kontinui-
titsgleichung. Im Spezialfall der Inkompressibilitit? gilt aufgrund von % = 0 und der

0

Vereinfachung div,(pv) = 25’:1 8—p v; + p div,v offenbar
Li
=0

div,v(x,t) = 0 fir alle (z,t) € D.

1.6 Die Bewegungsgleichung

Werfen wir jetzt einen Blick auf einige Definitionen und Resulate, welche Tensorfelder
iber Qto bzw. Q; betreffen. Dabei werden wir ausschlielich Tensoren zweiter Ordnung
betrachten
T = (Tij)ijﬂ, i Zeilenindex, j Spaltenindex,
welche wir fiir unsere Zwecke als dreidimensionale quadratische Matrizen auffassen
werden. Sei also T : @, — M? T = (TAij)f’7j:1, dann definieren wir divy7 als den
Vektor . A .
0T + 0oT12 + 03113

3
divyT := 81T21 + 62T21 + 83T21 = Z anTijeia
OhTs1 + 02131 + 0513 ij=1

wobei analog die Divergenz div,T" des Tensorfelds T : ©, — M?, T = (T;;)? ._, definiert
ist als

3
le:vT = Z 8:vjcrij€i-
ij=1
Ein fiir die Herleitung vieler Gleichungen zentraler Satz ist die Formel der Partiellen

Integration fiir Vektorfelder, welche unter anderm auch als Satz von Gauf§ bzw. Satz
von Green bekannt ist.

4dh. p = const > 0
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Satz 1.8 (Divergenzsatz fiir Vektorfelder). Sei Q2 C R™ ein Gebiet mit lipschitzstetigem
Rand, w : Q2 — R eine auf Q) stetig differenzierbar und v : @ — R" ein auf Q) stetig
differenzierbares Vektorfeld, dann gilt

/Qw(a:)aivi(x)d:c: —/Qvl-(x)ﬁiwi(:c)d:ch/ w(x)vi(x)n;(z)ds,.

[2}9]

Damit folgt sofort

/Q div(v(2))w(z)de = — /Q v(z) - Vw(z)ds + / w(z)v(@) - n(z)ds,,

o0N

wobei n der Auflennormalvektor entlang 0S) ist.
Beweis. [14, S. 203], 8, S. 711], [4, S. 35], [13, S. 522] O

Mit der vorher getroffen Definition der Divergenz fiir Tensoren lasst sich eine dhnliche
Aussage herleiten.

Satz 1.9 (Divergeyzsatz fiir Tensorgelder). Sei1 2 C R™ ein Gebiet mit lipschitzstetigem
Rand und sei T : Q0 — M3 ein auf Q stetig differenzierbares Tensorfeld, dann gilt

/Q div, T (z)dz = / T(x)n(z)ds,.

oN

Beweis. [4, S. 38|, [14, S. 203] O

Die fundamentalen dynamischen Gleichungen zur Beschreibung der Bewegung in einem
Fluid oder Korper leiten sich aus dem Impulserhaltungssatz ab, welcher sich folgen-
dermafen formulieren lisst: Die Anderungsrate des Gesamtimpulses eines Teilchensy-
stems, welches in t das Gebiet v(t) einnimmt und immer aus den gleichen Teilchen
besteht, ist gleich der Summe aller Krifte, welche auf v(t) wirken.

Seien p € CL(D),v € [CH(D)]>. Der gesamte Impuls aller Partikel in v(t) ist gegeben
durch

Z(v(t)) = /(t) plx, t)v(x, t)dx.

Wenn F(v(t)) die auf v(t) wirkende Kraft ist, so ist das Momentengleichgewicht gleich-

bedeutend mit
dZ(v(t))

dt

Mit dem Reynoldschen Transporttheorem erhalten wir

= F(v(t)) fir alle t € (t1,12).

/ ) (%(p(l«, t)vi(x, 1)) + div, (p(x, tyv(z, )o(z, t))) dx = Fi(v(t))

fir alle ¢ € {1,2,3},t € (t1,t2).
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Analog zur Herleitung der Kontinuitétsgleichung nutzen wir aus, dass ¢ty € (0,7) ein
beliebig gewéhlter Zeitpunkt ist und v(ty) = v, C %, C 4, wobei das Kontrollgebiet
14, ebenfalls beliebig gewahlt wird. Wieder setzen wir ¢ := t; weshalb gilt

/Vto <%(p($, to)vi(z, to)) + dive(p(z, to)vi(x, to)v(z, to))> dx = Fi(vg,, to) (1.7)

fiir ¢« € {1,2,3} ein beliebiges ty € (0,7) und ein beliebiges Kontrollgebiet vy, C €,
wobei der Vektor F (v, to) die auf v, im Zeitpunkt ¢y, wirkende Kraft bezeichnet. Wir
wollen diese Gleichung in eine differentielle Form tiberfiihren, weshalb wir den Vektor
F (v, to) genauer betrachten miissen, indem wir eine Unterscheidung zwischen zwei
Arten von Kriften vornehmen.

1.7 Wirkende Krafte

Sei ¢ erneut eine beliebige Deformationsabbildung und sei €, der deformierte Zustand
fiir t € 1. Ein allgemeiner Korper bzw. ein allgemeines Fluid wird grundsétzlich zwei
Arten von Kréften ausgesetzt.

e Volumskraft: Wir betrachten ein Vektorfeld fi,, welches man als die Volums-
kraftdichte per Volumseinheit im deformierten Zustand bezeichnet

fViQtX[%R:S.

Die Volumskraft Fy (v,t), welche in t € I auf die Teilchen in v C v C Q; wirkt,
wird iiber die Dichtefunktion fi, € [C°(D)]* beschrieben:

]:V(l/,t):/fv(x,t)dx.

e Oberflichenkraft: Wir betrachten auch ein Vektorfeld g, welches man als die
Oberflichenkraftdichte per Flacheneinheit im deformierten Zustand bezeichnet

g: TN xR,

wobei ein 'V C Ty := 99 eine ds,-messbare Menge ist. Die Oberfldchenkraft
Fs, mit welcher die Teilchen aufterhalb von v C €, int € I auf das Kontrollgebiet
auf ein & C Jv wirken, wird mit Hilfe der Dichtefunktion g dargestellt:

Fo(8.1) = [ gl ).
S
Wir nehmen dariiber hinaus an, dass g € [C°(D)]” ist. Die gesamte Oberflichen-
kraft Fg(Ov,t), welche in t auf den Rand des Kontrollgebiets dv wirkt, hat die
analoge Form

Fs(0Ov,t) =/ g(z,t)ds,.

ov
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x3

a1

Abbildung 1.3: Visualisierung der Oberflachenkraftdichte und der Volumskraftdichte.

Der physikalische Hintergrund dieser Einflussgrofsen erschliefst sich mit der Einfithrung
der Massendichte im deformierten Zustand p : D — R, welche jeder A;-messbaren
Menge v C €); eine Masse

m(v,t) = / pz, t)d\ (z) = / p(z, t)da

zuweist, wobei wir p(z,t) > 0 fiur alle x € Q;,t € I voraussetzen. Die auftreten-
den Volumskrifte konnen alternativ iiber eine Dichtefunktion f : Q, x I — R? per
Volumseinheit im deformierten Zustand eingefiihrt werden

fv(z,t) = p(x,t) f(x,t) fir alle z € Q,t € 1.

Die wirkenden Krifte repriasentieren den Einfluss der Umgebung auf einen Korper:
Die elementare Kraftdichte fy (x,t)d\:(x) wirkt auf ein elementares Volumen dA;(z)
in jedem Punkt x € {); des deformierten Zustands.

Analog gilt fiir die elementare Kraftdichte g(x,t)ds,, welche auf eine elementare Fléache
ds, in jedem Punkt z € 'V wirkt (siehe Abbildung 1.3).

1.8 Axiome des Krafte- und Momentengleichgewichts

Axiom 1.10 (Spannungsprinzip). Man betrachte einen Kdrper im deformierten Zu-
stand Q auf den Krifte wirken, welche wiederum iiber Dichtefunktionen g : TN x I —
R3 und fy : Q x I — R?® angegeben werden. Dann existiert ein Vektorfeld

t:Q, xIx85 — R,

wobei Sy :={v € R?: |v| = 1} sodass gilt:
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o Fiir jedes t € I, jedes Teilgebiet v(t) C Q; und jeden Punkt x € TN Nov(t), wo
der Aupennormalvektor n auf TN N Ov(t) existiert, gilt

t(zr,t,n) = g(x,t).

o Axiom des Kriftegleichgewichts: Fiir jedest € I und jedes Teilgebiet v(t) C

d
/ p(x,t)f(a:,t)d:c+/ t(x,t,n)ds, = —/ p(x, t)v(z, t)dx.
v(t) au(t) dt o

e Aziom des Momentengleichgewichts: Fir jedes t € I und jedes Teilgebiet
v(t) C Q gilt

/V(t)xX(/)(x,t)f(x’t))dx+/

d
rxt(x,t,n)ds, = — / X (p(x,t)v(x,t))de.
au(t) dt Sy

Bemerkung 1.11. Das Spannungsprinzip garantiert somit die Ezristenz von elemen-
taren Oberflichenkriften t(x,t,m) entlang der Réinder aller Teilgebiete der Referenz-
konfiguration. Fir x € Q,,t € I nennt man den Vektor t(z,t,m) den Cauchy’schen
Spannungsvektor entlang eines orientierten Oberflidchenelements mit Normale n. So-
mit konnen wir die Oberflichenkraft jetzt angeben als

Fs(S,t) = /t(z,t,n)dsx.
S

Da g € [C°(D)]? ist, folgt auch t € [CO(D x Sy)]°.

1.9 Der Spannungstensor

Satz 1.12 (Transformationsformel, Eulersche Bewegungsgleichung). Sei die Volums-
kraftdichte fy : Q x I — R? stetig und sei das Cauchy’sche Spannungsvektorfeld

t:QtX[X51—>R3
(x,t,m) — t(x,t,n),

bzgl. der Variable v € € fiir jedes m € S1,t € I stetig differenzierbar und stetig bzgl.
der Variable n € S; fiir jedes x € Q;,t € 1.

Dann folgt aus dem Krifte- und Momentengleichgewicht die Existenz eines stetig dif-
ferenzierbaren Tensorfeldes

T:Q, xI— M
(z,t) = T(z,1),
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sodass fir den Spannungsvektor
t(z,t,n) =T(z,t)n(x,t) fir alex € Q,n € S, t €l (1.8)

die folgenden Eigenschaften giiltig sind:

p(x,t) <a(x, t)+ (v(z,t) - Vy)u(z, t) (1.9

—div,T(z,t) =fv(x,t) fir allex € Q,t € I, (1.10
T(x,t) =T(x,t)" fiir allex € Qu,t €I, (1.11
T(z,t)n(x,t) =g(z,t) firallex e TN te . (1.12

D
]
| SN~—

)
)
)
)

Dabei ist n der Einheitsaufennormalvektor entlang von TN. Man nennt den symme-
trischen Tensor T'(z,t) den Cauchy’schen Spannungstensor im Punkt x € (,t € I.

Beweis. Die Herleitung der Transformationsformel (1.8) folgt aus dem Axiom des Kréf-
tegleichgewichts. Siehe hierzu [4, S. 63].

Die Symmetrie des Spannungstensors wird mit Hilfe des Drehimpulserhaltungssatzes
und des Kriftegleichgewichts bewiesen. Seien hierfiir p, v;, Ti; € C'(D) und f; € C°(D)
und v = v(t) ein Kontrollgebiet fiir 7,5 € {1,2,3},¢ € (1, t2), dann kann der Drehim-
pulserhaltungssatz

d

— xx (pf)(z,t)dz +/ x X t(z,t,n)ds,
dt v(t)

ov(t)

% (pv)(w, t)da = /

v(t)

unter Zuhilfename der Transformationsformel, partieller Integration, des Kréftegleich-
gewichts und elementarer Umformungen in die Form

/ (TQg(l’,t) — T32<.§L’,t), T31<.§L’,t) — T13<$U,t), T12(:1:, t) — Tgl(ﬂf, t))Td.T =0
v(t)

gebracht werden (|4, S. 65]). Der Drehimpulserhaltungssatz und das Kriftegleichge-
wicht sind somit genau dann erfiillt sind, wenn der Spannungstensor 7'(z,t) symme-
trisch ist.

Fiir den Beweis von (1.10) nehmen wir ebenfalls an, dass p,v;,T;; € C*(D) und f; €
C%(D) fiir 4,5 € {1,2,3}. Setzen wir nun in (1.7) fiir F(v4,, 1) ein, so erhalten wir

/y ) (%(p(af, to)vi(, to)) + diva(p(x, to)vi(x, to)v(w, to>>) dr

= / p(x,to) f(z, to)dz +/ Tji(z, to)nj(x, to)ds,
vt vty

fiir ¢« € {1,2,3} ein beliebiges ¢ty € (0,7") und ein beliebiges Kontrollgebiet vy, C €.
Mit Hilfe des Gaufsschen Integralsatzes (Satz 1.8) und Satz 1.7 erhalten wir schlief-
lich die Bewegungsgleichung eines allgemeinen Fluids in differentieller konservativer
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Form,

B , 2 o7y,
B+ o)) =ple D0+ 3 G
fir alle (x,t) € D,i € {1,2,3},

oder auch in kompakter Schreibweise

%(pvi) + div,(pvv) = pfi + (div,T); in D fir alle ¢ € {1, 2, 3}. (1.13)

Nach Anwendung der Produktregel gilt

3/) v+ 3vl+z(

J=1

| 0u N

~~

— 00 4 0%, Ovj
78xj U1v~7+p8xj VTPV o

Mit Hilfe der Kontinuitatsgleichung gilt

dp 2L o
o (G divaton)) = ( Z it Zpax) =0
Damit erhalten wir die sog konvektive Form der Bewegungsgleichung

8’02‘
P ot

3
oTy;
+ pv - grad ,v; = Z 8—] + pf; fiir ¢ € {1, 2,3},
— X
oder auch in kompakterer Schreibweise

pgt +p(v-Vy)v=div,T+ pf in D. (1.14)

O

Bemerkung 1.13. Dieser Satz beinhaltet eine der wichtigsten Erkenntnisse der Kon-
tinuumsmechanik: Der Spannungsvektor t(z,t,m) ist im zweiten Argument n € Sy
linear. Weiters folgt aus dem Beweis die Stetigkeit des Spannungstensor T'(x,t)n(x,t).
Die in diesem Satz hergeleiteten partiellen Differentialgleichung mit Randbedingung
bilden das Grundgeriist der Kontinuumsmechanik. Man bezeichnet die Gleichungen
(1.10)-(1.12) héufig auch als die Gleichungen des Kriftegleichgewichts des deformier-
ten Zustands.



Kapitel 2

Herleitung der Gleichungen fiir
lineare Elastizitat

Nachdem wir im letzten Kapitel die eulersche Form der Kontinuitiats- und Bewegungs-
gleichung als differentielle Form des Massen- und Impulserhaltungssatzes ermittelt
haben, werfen wir nun einen eingehenden Blick auf die Umformulierung selbiger Glei-
chungen in die lagrangesche Schreibweise, um spéter die Materialgesetze fiir Festkorper
in die lagrangeschen Gleichgewichtsgleichungen einarbeiten zu kénnen.

2.1 Die Piola-Transformation

Definition 2.1 (Kofaktormatrix). Sei A = (a;;)7;_, € M™ und sei Aj; € M"Y jene
Matriz, welche man durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte erhdlt. Man nennt

dij = (—1)i+j det A;]

den (i, j)-Kofaktor und
Cof A := (dij)zrtjzl e M"

die Kofaktormatriz von A.

Bemerkung 2.2. Fir invertierbare Matrizen gilt
Cof A = (det A)A™".

Satz 2.3. Sind \i, \y, \3 die Eigenwerte von A € M3, dann sind M3, \i A3, M\ A\a die
Figenwerte von Cof A.

Beweis. [4, S. 5] O

Definition 2.4 (Piola-Transformation). Sei ¢ eine Deformationsabbildung, welche auf
Oy, injektiv ist, sodass die Matriz V(X t) fir alle t € I auf ganz y, reguldr ist. Ist
der Tensor T(z,t) punktweise fiir x = o(X,t) fir alle t € I in deformierten Zustand

17
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gegeben, so stellen wir den Tensor T(z,t) mit dem Tensor T'(X,t) fir Punkte X der
Referenzkonfiguration folgendermafen in Zusammenhang:

T(X,t) == (det V(X )T (z, ) V(X 1)~ = T(z,t)Cof V(X t) mit x = p(X,t).

Der Grund fiir die Einfiihrung der Piola-Transformation liegt in den einfachen Zusam-
menhéngen, die sich fiir Divergenzen fiir 7" und Divergenzen von T' ergeben.

Satz 2.5 (Eigenschaften der Piola-Transformation). Ist T: Qy, x I — M3 die Piola-
Transformation von T : Q; x I — M3, dann gilt

divyT(X,t) = (det V(X £))div,T(z,t) fir alle X € Qu,t € I mit x = o(X,t).

Fiir Transformationen zwischen Referenzkonfiguration und deformierter Konfiguration
ergibt sich fiir Kurvenintegrale

~

T(X,t)N(X,t)dsx = T(z,t)n(z,t)ds, fir alle X € OQ,,t € I mit x = p(X, ).

Wobei fiir Punkte X € 0§y, und x € 08y mit Einheitsnormalenvektor N und n
folgender Zusammenhang gilt

det Vo(X,1)|Vo(X, 1) " TN(X,t)|dsx = |Cof Vo(X, )N (X, t)|dsx = ds,.
Beweis. [4, S. 39] O

Bemerkung 2.6. o Die Aussagen von Satz 2.5 bleibt erhalten, wenn wir Y, durch
ein beliebiges Teilgebiet vy, C )y, ersetzen.

o Aus der vorletzten Aussage von Satz 2.5 folgt (mit T = I) sofort, dass fir die
Auflennormalvektoren in X und x gilt
Cof Vp(X,t)N (X, t)

= tr = (X, t).
@) = oV (X N (X, T = P

Uberdies haben wir somit alle relevanten Informationen zusammengetragen, um eine
Aussage iiber die Langenénderung unter Deformationen zu treffen: Sei v, C €, ein
Teilgebiet von €, und I';; C Jvy, eine messbare Teilmenge, so gilt fiir I'; = o(I'y,, t)
und t € [

meas(l“t):/F 1dsm:/F (det Vo(X,1))|[ Ve (X, )N (X, t)|dsx.

0

2.2 Der Verzerrungstensor

Im Falle der Differenzierbarkeit der Deformationsabbildung ¢ in einem Punkt X €
Q4, konnen wir (entsprechend der Definition der Fréchet-Differenzierbarkeit) fiir jeden
Punkt X +0X € Qy, und jedes t € I folgende Aussage treffen

(X +6X,t) — o(X,t) = Vo(X,1)0X + o(|6 X |; t).
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Uber die Definition des euklidischen Skalarprodukts ergibt sich automatisch
(X +6X,1) — (X, 1)) = 6X TV (X, ) Vp(X, 1)6X + o(|6 X |?;1).
Dies fiihrt auf die Definition einer symmetrischen Matrix
C = Vo'V, (2.1)

welche wir von nun an als rechtsseitigen Cauchy-Green Verzerrungstensor bezeichnen
werden. Die Matrix C' ist auf ganz €2, positiv definit’. Mit Hilfe der Substitutionsregel
lassen sich so die Langen von Kurven im deformierten Zustand berechnen. Sei hierfiir
fiir ein kompaktes Intervall I ¢ R

Fto:f<[~)7f:[~_>g_2to (22>

die Parametrisierung einer Kurve I';, der Referenzkonfiguration €,,. Die Linge dieser
Kurve ldsst sich berechnen (|13, S. 354]) durch

meas(I',) = / /(€)1 = / (FET((©)) e = 23: / (F(€)5:(6) e,
Die Liinge der deformierten Kurve I'; = (T, ) erhalten ;Vir analog
meas(T) = [x(e(,1) NI
— [(etr©.01€) Vet 0)) g

1

- /1 (f/<£>TV<P(f(f)7t)TVgo(f(éf% t>f/(§)>1/2d£

= / (f/(f)TC(f(f) t)fl<£)>1/2d§ _ 23: / (f-’(f)C-'(f(f) t)f'-(f))l/ng.
I ) — 7 i iJ s ]
Fiir spitere Uberlegungen fithren wir den linksseitigen Cauchy-Green Verzerrungsten-
sor ein

B:=VeVp', (2.3)

welcher ebenfalls symmetrisch ist. Wir stellen fest, dass die charakteristischen Polyno-
me von C' = F'F und B = FFT gleich sind?.

Um zu veranschaulichen, dass der Tensor C' tatséchlich ein gutes Maf fiir die physika-
lische Interpretation der Verzerrung als Anderung von Gréfe und Form ist, betrachten
wir eine Klasse an Deformationsabbildungen, welche keine Spannung erzeugen - die
Starrkérperverschiebungen.

!Dies folgt durch einfaches Einsetzen in unsere Definition: VX € Q;,,& € R®\ {0} : ¢TC(X, )€ =
|Vo(X,t)€)? > 0 fiir beliebiges ¢ € I und der Tatsache, dass nach Annahme der Deformationsgradient
Vi regulér ist

2Dies folgt aus der Regularitit von V¢ und der Ahnlichkeit der beiden Matrizen C' und B
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Definition 2.7 (Allgemeine Starrkorperverschiebung). Man nennt eine Deformati-
onsabbildung eine Starrkérperverschiebung, falls fir allet € I eine orthogonale Matrix
A(t) € O3 und ein Vektor a(t) € R® existieren, sodass

0(X,t) = a(t) + A@)X fir alle X € Q.

Handelt es sich bei ¢ um eine solche Starrkorperverschiebung, so gilt Vi (X, t) = A(t)
und somit

C=Vo(X,t)'Vo(X,t) = A(t)"A(t) = I fiir alle X € Q,,t € I.
Unter gewissen Voraussetzungen kann auch die Umkehrung gezeigt werden.

Satz 2.8. Sei Qy, C R™ offen, zusammenhdingend und sei p € C*(Qy,, R™) mit
Vo(X, 1) ' V(X t) =1 fir alle X € Q,, t € 1.

Dann ezistieren fir jedes t € I ein Vektor a(t) € R™ und eine orthogonale Matrix
A(t) € O™ sodass
o(X,t) = a(t) + A(t) X fir alle X € .

Beweis. [4, S. 45| O

Bemerkung 2.9. Gilt zusdtzlich fiir jedest € I die Eigenschaft det V(X t) > 0 fir
mindestens ein X € Qy, (wie im Falle einer Deformationsabbildung), so kann gezeigt
werden, dass die gefundene Matriz A(t) fir alle t € I wieder eine Rotation ist (dh.
A(t) € Q). Ist iiberdies ¢ auf ganz Qu, x I stetig dann gilt

o(X,t) =a(t) + A@t)X fiir alle X € Q,,t € 1.

Durch Einfiihrung des sogenannten Green-St. Venant- Verzerrungstensors
1
E = 5(0 - I),

erhalten wir aufgrund Satz 2.8 einen Kennwert, wie grofs die Abweichung einer gege-
benen Deformationsabbildung von einer Starrkérperverschiebung ist (denn C' = I fiir
Starrkorperverschiebungen). Es kann gezeigt werden, dass durch Angabe des Tensors
C die Deformation bis auf die Ausfithrung von Starrkérperverschiebungen eindeutig
bestimmt ist ([4, S. 49]). Somit ergibt sich fiir den Verzerrungstensor C' eine Darstel-
lung? iiber Vu und den neu eingefiihrten Tensor F

C=Vp'Vo=I+Vu' +Vu+Vu'Vu=1+2E,
1
E(u):=FE :a(Vu +Vu' + Vu'Vu).

3alternative Darstellung: C;; = Zzzl O0ipr0jpr bzw. E;j = %(&-uj + Oju; + Zzzl Oiurdjug)
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2.3 Der Piola-Kirchhoff-Spannungstensor

Wir wollen jetzt die Deformationsabbildung und den Spannungstensor eines Korpers,
welcher einem Kréftesystem ausgesetzt ist ermitteln. Die Gleichungen fiir das Kraf-
tegleichgewicht der deformierten Konfiguration niitzen uns hierbei jedoch nur wenig,
da ihre Formulierung in eulerscher Beschreibungsweise Kenntnis iiber die gesuchte
Deformationsabbildung ¢ erfordern wiirde. Wir fiihren aus diesem Grund eine Trans-
formation in Lagrange-Koordinaten X € €, der uns zur Verfiigung stehenden Refe-
renzkonfiguration durch. Dies werden wir mit der in Abschnitt 2.1 eingefiihrten Piola-
Transformation bewerkstelligen. Wendet man selbige auf unseren Spannungstensor
T:Q, x I — M? an, sonennenwirT:Qto x I — M? mit

T(X,t) = (det Vo(X, )T (2, t)Vo(X, )™ sodass = = (X, )

den Ersten Piola-Kirchhoff-Spannungstensor. Fiir diesen habe wir bereits festgestellt,
dass

divxT(X,t) = (det V(X t))div,T(z, t) sodass 2 = o(X, ).

Genauso kann der Spannungsvektor t(x,t,n) = T'(z,t)n(z,t) in einen entsprechenden
Vektor ¢(X, ¢, N) transformiert werden, sodass die Eigenschaft

HX,t,N)=T(X,t)N(X,t)

erhalten bleibt, wobei T(X ,t) wieder den ersten Piola-Kirchhoff-Spannungstensor und
N bzw. n die entsprechenden Einheitsaufennormalvektoren in X bzw. x der betrach-
teten Teilgebiete vy, und v, = (1, t) fiir t € I bezeichnen.

Da wir bereits den Zusammenhang T'(X,t)N (X, t)dsx = T(x,t)n(z,t)ds, kennen,
kénnen wir den Vektor (X, t, N) iiber folgende Eigenschaft definieren:

t(X,t, N)dsx = t(z,t,n)ds,.

Da nach Satz 1.12 t(z,t,n) = T'(x, t)n(x,t) gilt, erhalten wir das gewiinschte Verhalt-
nis (X, t, N) = T(X,t)N(X,t). Man nennt ¢(X,¢, N) den Ersten Piola-Kirchhoff-
Spannungsvektor in X € €, entlang eines orientierten Oberflichenelements mit Nor-
malvektor N (X, t). Das Vektorfeld ¢ : 0, x I x S; — R? bemisst somit die Dichte der
Oberflachenkraft per Flacheneinheit in der Referenzkonfiguration.

Es sei betont, dass die Symmetrie des ersten Piola-Kirchhoff-Spannungstensors im

Allgemeinen nicht erfiillt ist. Es gilt lediglich
T(X,t)" = Vo(X,t)'T(X,t)Ve(X, 1)~ fiir alle X € Oy, t € 1.

Nichtsdestotrotz ist die Symmetrie des Spannungstensors im Referenzgebiet wiin-
schenswert, da die konstituierenden Gleichungen spéter eine einfachere Form anneh-

men werden. Wir definieren aus diesem Grund den Zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungs-
vektor 3 : Qyy x T — M3

S(X,t) = Ve(X, ) 'T(X,t)
= (det Voo (X, 1))V (X, ) ' T(x, ) Ve(X, 1)~ sodass © = p(X, t).
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Als néchstes transformieren wir die Volumskraftdichte fy : € X I — R3 in ein Vek-
torfeld fi : Qy, x I — R3, sodass

A~

fr(X,t)dX = fyv(z,t)dzx fir alle v € 4, t € I sodass © = p(X,1).

Mit dz = det V(X t)dX erhalten wir

~

fv(X,t) = (det Vop(X, 1)) fv(z,t) sodass x = (X, ). (2.4)

Das Vektorfeld fv : QX I — R3 bemisst die Dichte der Volumskrifte per Volums-
einheit in der Referenzkonfiguration.

Um die Gleichheit von Massen unter dX und dr = det V(X t)dX sicherzustellen
definieren wir die Massendichte p : 4, x I — R der Referenzkonfiguration iiber
p:Q x I — R des deformierten Zustands als

P(X,t) =det Vo(X, t)p(x,t) sodass z = p(X, t). (2.5)

Dieser Zusammenhang veranschaulicht (abgesehen von der Orientierungstreue von ¢),
dass det Vp(X,t) > 0 erforderlich ist, da p(z,t) > 0 sein sollte. Definieren wir die
Dichte f : Qi x I — R? der Volumskraftdichte per Volumseinheit im Referenzgebiet
durch

fv(X,t) = p(X, 8) f(X,t) fiir alle X € Q. t € 1, (2.6)

so folgt unmittelbar der Zusammenhang

~

F(X,t) = f(x,t) fir alle X € Q,t € I,z = p(X,1) (2.7)

fiir die Volumskraftdichten. Wollen wir jetzt die Randbedingung in T'Y in eine #hnliche
Bedingung tiber FI{X transformieren, so eignet sich der fiir diese Zwecke eingefiihrte erste
Piola-Kirchhoff-Spannungsvektor: Fiir die Oberflichenkraftdichte g : TN x I — R3 pro
Einheitsflaiche im deformierten Zustand, fiihren wir den Vektor g : Fig x I — R? iiber
den Zusammenhang

G(X,)dsx = g(x,t)ds, fiir alle x € I, t € I, = p(X,t)
ein. Somit erhalten wir mit Satz 2.5

§(X, 1) =(det Vo X, 1)V (X, 1) TN (X, 1) gz, 1) (25)
fiir alle X € Qy,t € [,z = (X, 1).

Das Vektorfeld g : Fig x I — R? bemisst die Oberflichenkraftdichte pro Einheitsfliche
in der Referenzkonfiguration, wobei ¢ definiert wurde, sodass §(X,t)dsx = g(x,t)ds,.
Wir haben somit die Gleichungen aus Satz 1.12 {iber den Deformierten Zustand in
Gleichungen iiber die Referenzkonfiguration transformiert, die duflerlich eine dhnliche
,Divergenzform* aufweisen.
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Satz 2.10 (Lagrangesche Formulierung der Bewegungsgleichung fiir den ersten Pio-
la-Kirchhoff-Spannungstensor). Der erste Piola-Kirchhoff-Spannungstensor

T(X,t) = (det Vo(X, )T (z,t)V(X, )™ sodass © = p(X, 1)

erfiillt folgende Gleichungen im Referenzgebiet Q, :

D7 ~ N
ﬁtO(X)F:(X, £) — divx (X, ) =pr, (X) F(X, ) fiir alle X € Q. t € I, (2.9)
V(X O)T(X,t)" =T(X,)Ve(X, )" fir alle X € Oyt € I, (2.10)
T(X, )N (X,t) =j(X, t) fiir alle X e TNt € I, (2.11)

wobei de = fdx, gdsx = gds, und p,(X) die Volumsdichte der Referenzkonfigura-
tion ist.

Beweis. Die Kontinuitédtsgleichung (1.6)

9]
8—/;(56,t) + div,(pv)(z,t) = 0 fiir alle t € (0,7),z € €

haben wir bisher in eulerscher Schreibweise angegeben. Fiir die Transformation der
Bewegungsgleichung in lagrangesche Koordinaten benétigen wir aber auch die Konti-
nuitatsgleichung in lagrangescher Schreibweise. Dafiir gehen wir d&hnlich wie im Beiweis
des Reynoldschen Transporttheorems vor:

0 p(z,t)dz

dt I/(t)

:/ i(p((p(X,t),t)J(X,t))dX

Fiir p € CO(Qy, x I),p € C*(Qy, x I) folgt mit Satz 1.7, dass
p(X,t) =k eRfiirallet € 1.
Somit wissen wir ([11]), dass
pi(X) = p(X, 1) = p(X, 1) fiir alle X € Q¢ € I.

Mit Satz 2.5 wissen wir bereits, dass fiir den ersten Piola-Kirchhoff-Spannungstensor

~

T(X,t) gilt

divxT(X,t) =(det Vo (X, t))div, T (z, t)
=J (X, t)div,T(z,t) fiir alle X € Q,,t € [ mit 7 = o(X,t)  (2.12)
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Gemeinsam mit der materiellen Ableitung (1.2), (2.4), (2.5), (2.6), (2.7) und (2.12)
kénnen wir (1.10) in die lagrangesche Schreibweise iiberfithren

(1.10) oz, t)%j()(, B — div,T(x, 1) = pla, £) f (2. 1)
— p(z,t)J(X, t)%(X, t) — J(X, t)div,T(z,t) = p(x,t)J(X,t) f(z,t)
= o220 1) — diva (X, 1) = (X)X, 1)
fir alle X € Q,t € 1.
Die Transformation der Neumanndaten folgt aus (2.8), siche auch [4]. O

Driickt man das Resultat fiir den zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungstensor i](X , 1)
aus, so erhélt man analog zu Satz 2.10 folgendes Resultat.

Satz 2.11 (Lagrangesche Formulierung der Bewegungsgleichung fiir den zweiten Pio-
la-Kirchhoff-Spannungstensor). Der zweite Piola-Kirchhoff-Spannungstensor

S(X,t) = (det Vo (X, 1))V (X, ) ' T (2, ) V(X 1) sodass © = ¢(X, t)

erfiillt folgende Gleichungen im Referenzgebiet (U, :

e (X)%’(X, 1) — divy (Vo(X.08(X. 1)) =pro(X)F(X,1) fiir alle X € Oy t € 1,
(2.13)

S(X, 8T =5(X,t) fiir alle X € Qu,,t € I,

(2.14)

Vo(X, O)S(X, )N (X, t) =§(X, 1) fiir alle X e TNt €1,

(2.15)

wobet de = fdz, gdsx = gds, und py,(X) die Volumskraftdichte der Referenzkonfi-

guration ist.

Die Gleichungen (2.9)-(2.11) und die Gleichungen (2.13)-(2.15) iiber €, und I', fiir
beide Spannungstensoren nennt man die Gleichungen des Kriftegleichgewichts der Re-
ferenzkonfiguration.

2.4 Die Stoffgesetze - Elastische Materialien

Betrachten wir die Gleichungen des Kréftegleichgewichts fiir das Referenzgebiet (bzgl.
eines der Piola-Kirchhoff-Spannungstensoren) als Teil eines Randwertproblems, dessen
Unbekannten die 6 Komponenten des Spannungstensors? und die 3 Komponenten der

4unter Verwendung von VngT = TV@T oder & =3T
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Deformationsabbildung sind, so fillt augenblicklich auf, dass mit nur 3 Gleichungen
die gesuchten 9 unbekannten Funktionen nicht eindeutig bestimmt werden koénnen:
Wir wollen jetzt weitere 6 Gleichungen einfiihren.

Die Unvollstandigkeit des bisherigen mathematische Modells ist auch hinsichtlich der
physikalischen Interpretation einleuchtend: Wéhrend die Kontinuitatsgleichung, die
Bewegungsgleichung und die Gleichungen fiir das Kréfte- und Momentengleichgewicht
unabhéngig von einem konkreten Material (etwa Festkorper, Fluide oder Gase) sind,
sollten auch gewisse Materialeigenschaften in den beschreibenden Gleichungen eine
Rolle spielen.

Wir werden hier ausschlieflich die grundlegendsten Materialtypen betrachten, fiir wel-
che die benétigten zusétzlichen Gleichungen leicht hergeleitet werden kénnen. Diese
Einfiihrung in die Thematik der Stoffgesetze verlauft nach dem Vorbild des gleichnami-
gen Kapitels in [4]. Fiir eine umfassendere Einfithrung konsultiere man beispielsweise
die vom gleichen Autor verfassten Werke [2] und [3].

Definition 2.12 (Elastisches Material). Wir bezeichnen ein Material als elastisch,
falls eine Abbildung

TPy x I x M3 — §°
(X, t,F)— TP (X, t, F)

existiert, sodass fiir jedes deformierte Gebiet €, welches ein aus diesem Material be-
stehender Korper fir jedes t € I einnimmt, der Cauchy’sche Spannungstensor T (x,t)
in einem Punkt x € Q; in folgender Beziehung zu Vo(X,t) im dazugehdrigen Punkt
X € Q, des Referenzgebiets steht

T(x,t) =TP(X,t,Vo(X,t) mit z = p(X,1).

Man bezeichnet diese Relation als Konstitutierende Gleichung, wobei man TP die
Wirkungsfunktion der Spannung nennt.

Es sei betont, dass aus dieser Definition die enthaltene Wirkungsfunktion fiir jeden
einzelnen Punkt X € Q,, fiir jedes t € I und fiir jede Matrix F € M definiert sein
muss. Diese Tatsache schliefst mit ein, dass fiir einen jeden Punkt X € ,, fiir jedes t €
I und fiir jede Matrix F' € M? eine Deformation ¢ mit V(X ¢) = F existieren muss,
indem man passende Kréfte und Randbedingungen festlegt. Aus diesem Grund schliefst
die Definition Materialien aus, fiir die Restriktionen an die Deformationsabbildung ¢

gestellt werden miissen. R R
Mit T' = (det V)TV~ " und ¥ = Vo !T existieren auch Abbildungen

TR:QtOXIxI\\/JIi—)I\\/JI?’undZA?R:QtOx[xMi—)S?’
gegeben als

TR(X,t,F) = (det F)TP(X,t, F)F~" fiir alle X € Q,t € [, F € M3,
SR(Xt, F) = (det F)F TP (X, t, F)F~" fiir alle X € Q,t € [, F € M3,
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sodass
T(X,t) = TE(X,t,Vo(X, 1)) fiir alle X € Qy,,t €1,
(X, 1) = SP(X ¢, V(X 1)) fiir alle X € Q,t € I.

Die letzten beiden Gleichungen werden als zu Definition 2.12 dquivalente Charakteri-
sierung elastischer Materialien ebenfalls als Konstitutierende Gleichungen bezeichnet.
Die Abbildungen TR und B nennt man analog Wirkungsfunktionen des ersten und
zweiten Piola-Krichhoff-Spannungstensors.

Wir nennen ein Material im Referenzgebiet €2, homogen, falls die Wirkungsfunktion
unabhingig von X € ), ist, ansonsten bezeichnen wir das Material als inhomogen.
Fiir ein homogenes elastisches Material vereinfacht sich die Konstitutierende Gleichung
auf

T(x,t) =TP(t, Vo(X, 1)) fiir alle z € Qy,t € I.

Dabei ist Homogenitét eine Eigenschaft, welche fiir eine gegebene Referenzkonfigurati-
on erfiillt wird, nach der Deformation im Allgemeinen fiir ), aber nicht mehr zutrifft.
Man beachte weiters, dass die Wirkungsfunktion TP bei einem elastischen Material
unabhéngig von einer konkreten Deformation ¢ ist, weshalb das Symbol ¢ in der No-
tation dieser Wirkungsfunktion auch nicht vorkommt. Auf der anderen Seite héngt
der Cauchy’sche Spannungstensor T'(z,t) in = bei einem elastischen Material nur von
Vp(X,t) und nicht von ¢(X,t) selber ab. Andernfalls wiirde der Spannungstensor
durch Starrkdrperverschiebungen beeinflusst werden.®

Die Wirkungsfunktion eines elastischen Materials ist a priori-abhédngig von einer kon-
kreten orthonormalen Basis und von der Referenzkonfiguration, da jede deformierte
Konfiguration als neue Referenzkonfiguration gewahlt werden kann.

Satz 2.13 (Cholesky-Zerlegung). Sei K € S, dann existieren eindeutig bestimmte
Matrizen G, H € S sodass

HH =H?=K.
In diesem Zusammenhang definieren wir das Symbol
K'Y .= H
Beweis. [10, S. 252], [4, S. 94] O

Satz 2.14. Fir eine reguldare Matriz F' € M" existiert eine eindeutige Faktorisierung
m

F=RU bzw. F=VS

wobet R, S € Q" orthogonale und U,V € ST symmetrische positive definite Matrizen
sind. Es gilt

U :(FTF)l/Z,
V =(FFT)2,
R=S=FU'=V"'F

°fiir weiterfiihrende Informationen siehe [4, S. 93]
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Beweis. [4] O

Bemerkung 2.15. Man beachte, dass falls Satz 2.14 auf eine Matriz F' mit det F' > 0
angewandt wird, die orthogonale Matrix R € Q" automatisch det R = 1 erfiillt, also
ReOr.
Somit gilt geméfs Satz 2.14 fiir den rechtsseitigen bzw. den linksseitigen Cauchy-Green
Verzerrungstensor®

C:=F"F="U?

B:=FF' =V?
Die Matrizen U und V sind zueinander iiber die orthogonale Matrix R € Q™ dhnlich,
V = RUR', weshalb auch B und C zueinander iiber R € Q" &hnlich sind, B = RCR'.

Diese Eigenschaft liasst sich auch ohne der Regularitdt der Matrix F' zeigen. Damit
haben sie die gleichen charakteristischen Polynome und Hauptinvarianten.

2.5 Die materielle Bezugssysteminvarianz

Definition 2.16 (AXiE)IIl der materiellen Bezugssysteminvarianz). Man rotiere den
deformierten Zustand Q)Y mit Deformationsabbildung ¢ in einen anderen Zustand sz
mit Deformationsabbildung 1, wobei 1) = Ag fir ein A € Q3. Dann soll gelten, dass

t¥ (2, t, An) = At¢ (2%, t,mn) fir alle X € Qy,,n € Sy,

wobei ¥ = (X, 1), 29 = p(X, 1), t¥: QY x I x S; — R3 und £ : Qf x Ix8 —R?
die Cauchy’schen Spannungsvektorfelder in den deformierten Zustinde Qf und Qf
bezeichnen.

Da t¥(z¥,t,An) = TV(z¥,t)An = At?(2¥,t,n) = AT?(2¥)n fiir jeden beliebigen
Vektor n € S; und beliebiges t € I gilt konnen wir folgern, dass fiir die Spannungs-

tensoren
TV (2% t) = AT# (2, t) A"

gilt. Weiters gilt aufgrund von ¥ = Ax¥ die Eigenschaft Viy(X,t) = AVp(X,t),
sodass dieses Axiom somit nur erfillt ist, wenn

TP(X, 1, Vi(X, 1)) = TP(X, 1, AVp(X, 1)) = ATP(X, 1, Vo (X, 1)) AT,

Satz 2.17. Die Wirkungsfunktion 0. Qu, X IxM?% — S* der Cauchy’schen Spannung
erfillt das Axiom der materiellen Bezugssysteminvarianz genau dann, wenn
eine der folgenden dquivalenten Aussagen erfillt ist:

o Fiir alle X € Qy,,t € I gilt
TP(X,t, AF) = ATP(X,t, F)A" fiir alle F € M%, A € O%.

6Dieses Resultat kann fiir jede beliebige Matrix F' € M" gezeigt werde. [4, S. 98]
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o Fipralle X € Qy,,t € I gilt
TP(X,t,F) = RTP(X,t,U)R" fiir alle F = RU € M3,
wobei F' = RU mit R € O",U € S die Faktorisierung nach Satz 2.14 ist,
e Bine Abbildung 3 : Q, x I x S2. — S? euistiert, sodass
SR(Xt, F) =%(X,t, FF) fiir alle F € M3,

wobei 1 : Quy x I x M2 — S? die Wirkungsfunktion des zweiten Piola-Kirchhoff-
Spannungstensors ist.

Beweis. [4, S. 102] O

Mit der ersten Aquivalenzaussage aus Satz 2.17 folgt fiir alle X € ,,,¢t € I durch
Einsetzen sofort

TR(X,t, AF) = AT®(X t, F) fiir alle F € M3, A € 03, (2.16)
SE(X,t, AF) = S8(X t, F) fiir alle F € M3, A € 03, (2.17)

weshalb die Wirkungsfunktionen 7% und £ unabhéngig von der Wahl eines konkreten
Bezugssystems sind, falls diese (2.16) und (2.17) erfiillen.

2.6 Isotrope elastische Materialien

Definition 2.18. Man nennt ein elastisches Material isotrop in einem Punkt X €
Qy,, falls die Wirkungsfunktion der Cauchy’schen Spannung die Eigenschaft

TP(X,t, FA) =TP(X,t, F) fir alle F € M3, A € 0%

besitzt, oder anders ausgedriickt, wenn eine Rotation der Referenzkonfiguration um
einen Punkt X € y, keinen Einfluss auf den Cauchy’schen Spannungstensor hat. Ein
das Referenzgebiet Qy, ausfiillendes elastisches Material nennt man isotrop, falls dieses
fiir jedes X € , isotrop ist.

Dies ist dquivalent zu jeder der Gleichungen

TRX,t,FA) =T%(X t,F)A fiir alle F € M3, A € 0%,
SE(Xt, FA) =ATSE(X, ¢, F)A fiir alle F € M3, A € Q3.

Satz 2.19. Die Wirkungsfunktion 0. Qu x I x M2 — S? ist isotrop in X € Q,, also
TP(X,t,FA) =TP(X,t,F) fir alle F € M3, A € 0%
genau dann, wenn eine Abbildung TP (X,t,.) S? — S? emistiert, sodass

- o T .
TP(X,t,F)=TP(X,t,FF") fir alle F € M.
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Beweis. [4, S. 107] O

Definition 2.20 (Invarianten einer Matrix). Eine Invariante einer Matriz A € M"
ist eine reelle Funktion w : M™ — R mit der Figenschaft, dass

w(A) = w(B'AB) fiir alle B € M", B regulir.

Definition 2.21 (Hauptinvarianten). Die Hauptinvarianten einer Matriz A € M?
mit Figenwerten Ay, Ao, A3 sind die Terme

7'1(14) = Q4; = SpurA = )\1 -+ )\2 -+ )\3,
TQ(A) = Spur Cof A = )\1)\2 + )\2)\3 + )\1)\3,
7'3(14) =det A = )\1)\2)\3.

Fiir das charakteristische Polynom der Matriz A gilt
det(A — M) = —\* + 11 (A)A? — (AN + 73(A).
Wir definieren nun fir eine Matriz A € M® das Tripel 74 := (11(A), 72(A), 13(A)).

Satz 2.22 (Darstellungssatz von Rivlin-Ericksen). Eine Abbildung T : M3 — SP
erfillt

T(AF) = AT(F)A" und T(FA) = T(F) fir alle F € M3, A € 0%

genau dann, wenn R B
T(F)=T(FF") fiir alle F € M.

Dabei lisst sich T : S? — S? schreiben als
T(B) = Bo(t8)I + Bi(18)B + Bo(75) B* fiir alle B € S2,
wobei By, B1 und [y reelle Funktionen der drei Hauptinvarianten von B sind.
Beweis. [4, S. 110] O

Satz 2.23. Gegeben sei ein elastisches Material, dessen Wirkungsfunktion vom ge-
wdihlten Bezugssystem unabhingig und fiir alle t € I isotrop in X € €, ist. Fiir eine
beliebige Deformation ¢ : y, x I — R? ist der Cauchy’sche Spannungstensor in x
gegeben durch

T(x,t) = TP (X, t, Vo(X, 1))
=TP(X,t,Vo(X,)Vo(X,t)") fir alle X € Qu,t € I,z = p(X,1),

wobei die Wirkungsfunktion TP (X, t,.) : S? — S? sich schreiben lisst als

TD(X, f;, B) = ﬁ()(X,t,TB)[—'—Bl(X,t,TB)B —|—62(X, f}, TB)B2 fur alle B € Si, (218)
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wobei Bo(X,t,.), Bi(X,t,.) und B2(X,t,.) reellwertige Funktionen der drei Hauptinva-
rianten von B = FF' sind. Der zweite Piola-Kirchhoff-Spannungstensor in X € Q,
15t

S(X,t) = SR(X 1, Ve(X, 1) = 2(X, t, Vo(X, 1) V(X 1)),

wobei die Wirkungsfunktion (X, t,.) : S2 — S? sich schreiben lisst als
N(X,t,C) = (X, t, 7o) +71(X, L, 70)C + 7a(X, t, 70)C? fiir alle C € S2,

wobei vo(X,t,.), (X, t,.) und v(X,t,.) reellwertige Funktionen der drei Hauptinva-
rianten von C = F'F sind.

Umgekehrt, falls beide Wirkungsfunktionen TP und 3 sich in der obigen Form schrei-
ben lassen, so ist das Axiom Definition 2.16 erfillt und das Material ist isotrop in
X € Qy,.

Beweis. [4, S. 116] O

Im Gegensatz zum zweiten Piola-Krichhoff Spannungstensor ﬁ](X ,t), kénnen wir den
ersten Piola-Kirchhoff Spannungstensor T (X, t) nicht als Ausdruck der symmetrischen
Tensoren B = FF" und C = F'F schreiben. Aber obwohl sich die konstitutieren-
de Gleichung somit einfacher mit dem zweiten als den ersten Piola-Krichhoff Span-
nungstensor darstellen lassen, ldsst sich nur der erste Piola-Krichhoff Spannungstensor
natiirlich in die Gleichungen des Kréftegleichgewichts der Referenzkonfiguration ein-
binden.

Definition 2.24. Wir bezeichnen
Tr(X,t) :=TP(X,t,1) =T(X,t,1) = (X, t,1) = (X, t, 1)

als den residualen Spannungstensor im Punkt X € Q, fiir jedes t € I durch Finsetzen
einer konkreten Deformationen ¢ = idg.

Damit folgt sofort aus Satz 2.23, dass falls ein elastisches Material in einem Punkt
X € €, isotrop ist, der residuale Spannungstensor in X sich nur aus dem Druck
p(X,t) zusammensetzt (und somit ein Vielfaches der Einheitsmatrix I ist), da mit
(2.18) gilt

Vo(X,t) =1 = T(z)=TP(X,t,I) = —p(X,t)] mit z = p(X, 1),

wobei konkret —7 (X, t) = Bo(X, ¢, 77) + B1(X, ¢, 77) + B2(X, t, 77) ist. Diese Erkenntnis
steht im Einklang mit der intuitiven Vorstellung von einem isotropen Material, sich
in einem Punkt X € €, in jede Richtung gleichermafien zu verhalten, weshalb der
Cauchysche Spannungstensor nur Druck sein soll. Falls jedoch das gleiche elastische
Material eine beliebige Deformation durchlauft, so geht die Eigenschaft der Isotropie
fiir gewohnlich verloren, da nach Satz 2.23 nicht erwartet werden kann, dass die Matrix
TP(X,t,F) fiir eine beliebige Matrix F € M3 sich als Vielfaches der Einheitsmatrix
darstellen lasst. Isotropie ist somit eine Eigenschaft, welche unter Deformationen im
Allgemeinen nicht erhalten bleibt.
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Definition 2.25 (Natiirlicher Zustand). Eine Referenzkonfiguration 0, befindet sich
im natirlichen Zustand genau dann, wenn

Tr(X,t) =0 fir alle X € Q. t 1.

Diese Definition entspricht der Vorstellung, dass fiir einen Korper ein spannungsfreier
Zustand existiert.

Satz 2.26. Fulls sich ein Referenzgebiet im natirlichen Zustand befindet, so befin-
det sich die deformierte Konfiguration nach einer Starrkérperverschiebung wieder im
natirlichen Zustand, sofern diese als neues Referenzgebiet gewdhlt wird.

Beweis. Sei ¢ : Qjo x I — R? eine Starrkérperverschiebung, sodass V(X 1) = A(t) €
0% fiir alle X € Qy,t € I. Mit Satz 2.23 folgt

TP(X,t,A)=TP(X,t,1)=0.
O

Bemerkung 2.27. Die Existenz spannungsfreier Zustinde macht fiir elastische Fest-
korper Sinn. Gase hingegen sind jedoch ein Beispiel fiir elastische Fluide, welche keinen
spannungsfreien Zustand kennen.

Wir haben bereits in Abschnitt 2.2 gesehen, dass der Green-St. Vernant-Verzerrungs-
tensor £ = %(C — I) in gewisser Weise die Abweichung einer gegebenen Defor-
mationsabbildung von einer Starrkorperverschiebung wiedergibt. Es ist daher nahe-
liegend, die Differenz der Wirkungsfunktion i](X, t,.) des zweiten Piola-Kirchhoff-

Spannungstensors in X € Qto,t el
N(X,t, T +2E) — X(X,t,1)

bzgl. des rechtsseitigen Cauchy-Green Verzerrungstensors C' bis zu einer gewiinschten
Ordnung von || F|| genauer zu betrachten. Desweiteren interessieren wir uns auch fiir
eine Darstellung (bis zu einer gewiinschten Ordnung des Tensors F) des Spannungsten-
sors 3, bezogen auf einen deformierten Zustand in der Nahe der Referenzkonfiguration.
Wir betrachten hierfiir die Entwicklung einer beliebigen Matrixfunktion A : M® — R
. . 0A . . )
A(I+2F)=A(I) + QWEU‘ +o(F) €S’ mit [ +2F € S2.
ij
Das Ergebnis des folgenden Theorems ist dabei iiberraschend: Wahrend (unter Be-
riicksichtigung der Symmetric) 36 Unbekannte (OA,;/0Cy)(I) im Term erster Ord-
nung auftauchen, verringert sich deren Anzahl dank der starken Voraussetzung der
Isotropie auf zwei.



KAPITEL 2. GLEICHUNGEN DER LINEAREN ELASTIZITAT 32

Satz 2.28. Gegeben sei ein elastisches Material, dessen Wirkungsfunktion vom ge-
wdihlten Bezugssystem unabhdingig und isotrop in X € €, ist. Seien desweiteren die
Funktionen v,(X,t,.) fir a = 0,1,2 aus Satz 2.23 im Punkt 7 = (3,3, 1) differenzier-
bar, dann finden sich Konstanten p(X,t), \(X,t), u(X,t) € R sodass

N(X,t,C) = — p(X, )] + X\X, t)(Spur ) + 2u(X,t)E + o(E; X, t)
fiir alle C =1+2E € S2.

Bewers. Mit Hilfe des Darstellungssatzes von Rivlin-Ericksen Satz 2.22 und Satz 2.23.
[4, S. 119] O

Satz 2.29. Gegeben sei ein homogenes, isotropes und elastisches Material, dessen Re-
ferenzkonfiguration im natirlichen Zustand ist. Sind die Funktionen vy, fir o =0,1,2
aus Satz 2.23 im Punkt 7, = (3,3,1) differenzierbar, dann finden sich Konstanten
A\ € R sodass die Wirkungsfunktion I M — S* in folgender Form geschrieben
werden kann

SE(F) = %(C) = A(Spur E)I + 2uE + o(E),
C=F'"F=1+2E firalle F € M2..

In diesem konkreten Fall bezeichnet man die Konstanten A, p als die Lameschen
Konstanten des betrachteten Materials. Physikalische Uberlegungen ergeben

A, > 0.

Es sei betont, dass die Existenz der Lameschen Konstanten aus den konstitutierenden
Gleichungen in Bezug auf den Green-St. Venant-Verzerrungstensor £ = 1 (Vu+Vu' +
Vu'Vu) hergeleitet werden kénnen und nicht - wie in vielen Biichern zu finden ist -
lediglich in Bezug auf den linearisierten Verzerrungstensor %(Vu + Vu').

2.7 Die Laméschen Gleichungen

Falls wir die Terme hoherer Ordnung in Satz 2.29 in der Entwicklung des zweiten
Piola-Kirchhoff Spannungstensors vernachlissigen kénnen”, erhalten wir eine einfa-
chere Wirkungsfunktion.

Definition 2.30. Man nennt ein Material ein St. Venant-Kirchhoff-Material, falls
thre Wirkungsfunktion fir den zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungstensor sich schreiben
lasst als

Y(E) =X(I +2E) = M(Spur E)I + 2uFE fiir alle I +2F € S2,

wobei A\, u > 0 Konstanten sind.

"wie beispielsweise bei der Modellierung vergleichsweise geringer Verschiebungen und Verzerrungen
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Ein solches Material ist offensichtlich homogen und die Referenzkonfiguration €2, be-
findet sich im natiirlichen Zustand. Uberdies gilt

() = (%(ﬁ(c*) —3)— u) [+ pC mit C =1 +2F,

wobei 71(C') = Spur C, weshalb das Material nach Satz 2.23 isotrop und unabhéngig
vom gewahlten Bezugssystem ist. Aus diesem Grund handelt es sich bei A, 4 tatséchlich
um die Lameschen Konstanten eines St. Venant-Kirchhoff-Materials.

Man beachte, dass die Abbildung E + Y(E) eines St. Venant-Kirchhoff-Materials

nach Definition linear ist, wenngleich die dazugehorige Abbildung

A
w i YX(E(u)) = MSpur Vu)I + u(Vu+ Vu') + §(Spur Vu'Vu)l + pVu' Vu,

aufgrund der quadratischen Terme Vu ! Vu nicht mehr linear ist. Dabei gilt mit dem
Verschiebungsvektorfeld u : Q;, x I — R? fiir den Verzerrungstensor

1
E(u) = 5 (Vu+ Vu' + Vu'Vu).

Betrachtet man lediglich kleine Verschiebungen, so erhalten wir durch Einfiihrung des
linearisierten Verzerrungstensors

E(u) = % (Vu+ Vu')

erwartungsgeméls ein lineares System partieller Differentialgleichungen, welches wir
nun angeben wollen.

Satz 2.31 (Lamesche Gleichungen der Elastodynamik). Fir ein St. Venant-Kirchhoff-
Material vereinfachen sich die Gleichungen (2.13)-(2.15) im Referenzgebiet 4, auf die
Form

82

pto( )8t2 (X t) MAXU(Xa t) (219)
—(A+ ) Vx (divxu(X, ) = g (X)f(X, 1) fir alle X € Q. t €1, (2.20)
Y(X,t, E)N(X,t) = §(X, 1) fir alle X €Tyt €1, (2.21)

wobei ¥(X,t,E) = D(I +28) = NSpur )T +2u€, E(u) = 3 (Vu+ VuT) baw. fdX =
fdzx, gdsx = gds, und py,(X) die Volumskraftdichte der Referenzkonfiguration ist.

Beweis. Einfaches Einsetzen von
(X, 1) = S(X,t,E) = M(Spur )T + 2u€

in (2.13) und elementare Umformungen - siehe zB. [14, S. 63|, [7], [15]. Der Zusam-
menhang

T(X,t) = Vo(X,)S(X, 1) = Vo(X, O)3(X, 1, E) = 2(X,t, &) + of||Vul|)



KAPITEL 2. GLEICHUNGEN DER LINEAREN ELASTIZITAT 34

folgt mit der Definition von E = £ 4+ o(||Vu||) und unter Vernachldssigung hoherer
Terme von Vu. Mit den gleichen Argumenten liefse sich auch

T(x,t) = T(X,t) + o(|[Vull) = (X, ) + o] Vul)
zeigen - siehe zB. 7], [4]. O

Satz 2.32 (Das Anfangsrandwertproblem fiir die instationdren Lameschen Gleichun-
gen fiir St. Venant-Kirchhoff-Materialien®). Gesucht ist das Verschiebungsfeld u(x,t)
sodass fir alle (X,t) € Qy, x I die Lameschen Gleichungen

p;0<X)%<X7 t) - :uAXu<X7 t) - <)‘ + M)VX (diVXu<X7 t)) = p;()(X).]E(Xv t)

gelten. Dazu kommen die Anfangsbedingungen
u(X,to) =0 fiir alle X € Q,
und Randbedingungen fir 0$, = T_fg U T:{X wie zB.
u(X,t) = g”(X,t) fir alle (X,t) e T x I
S(X,t,E)N (X, t) = t(X,t,N) = g™ (X,t) fir alle (X,t) € TN x I
wobei wieder X(X,t,E) = S(I + 2E) = N(Spur ) + 2u€ und E(u) = 1 (Vu + VuT).

Fiir Aussagen zu Existenz und Eindeutigkeit hyperbolischer Differentialgleichungen
konsultiere man beispielsweise [8]. Ndhere Informationen zur variationellen Formulie-
rung partieller Differentialgleichungen der Kontinuumsmechanik findet man beispiels-
weise in [4], [2] und [3].

8fiir weitere Informationen siehe zB. [14, S. 65]



Kapitel 3

Herleitung der Navier-Stokes
(Gleichungen

In diesem Kapitel wollen wir uns mit der mathematischen Modellierung von Fluiden
befassen. Abhéngig von der Kompressibilitat und dem Ausdehnungsvermoégen unter-
scheidet man Fluide in Liguide (zB. Wasser, Ol) und Gase (zB. Luft, Dampf). Die
charakteristische Eigenschaft eines Gases ist, unter Druck das Volumen zu &ndern
(Kompressibilitit), weshalb man solche Gase auch als kompressible Fluide bezeichnet.
Aufgrund ihres Ausdehnungsvermdgens breiten sich Gase im ganzen ihnen zur Verfii-
gung stehenden Raum aus. Dieses Verhalten von Fluiden wird von atomaren Kriften
bestimmt. Die Féahigkeit Verformungen zu widerstehen nennt man Viskositdt. Visko-
se Kréfte wirken Geschwindigkeitsunterschieden zwischen den Schichten eines Fluids
entgegen und dhneln damit der Reibung in der Festkorpermechanik. Lésst sich die
Viskositit vernachléssigen, so spricht man von invisciden Fluiden.

Im Gegensatz zu den Gleichungen der Elastizitdtstheorie aus Kapitel 2 existiert ein
fiir die Losung der beschreibenden Gleichungen problematisches Verhéltnis zwischen
dem Spannungs- und Verzerrungstensor (und daher mit dem Gradienten der Deforma-
tionsabbildung). Ist dieses Verhéltnis linear, so spricht man von einem Newtonschen
Fluid.

3.1 Die Stoffgesetze - Fluide

Konkrete Verhéltnisse zwischen dem Spannungstensor und anderen Fluide beschrei-
bende Einflussgréfien, insbesondere die Geschwindigkeit und deren Ableitungen, wer-
den mittels sog. rheologischer Gleichungen (|7]) behandelt. Vernachldssigt man die
innere Reibung in einem Fluid (dh. 7;; = 0 fiir @ # j), so erhélt man fiir den Span-
nungstensor die einfachste Form einer rheologischen Gleichung (fiir inviscide Fluide):

T(x,t) = —p(z,t)I fiir alle z € Q. t € 1. (3.1)

35
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Da somit div,7T" = —grad ,p ist, lasst sich die Bewegungsgleichung in konservativer-
bzw. konvektiver Form schreiben als

0 : op L
a(pvi) + div,(pvv) = ~ e, + pfi, firi € {1,2,3},
bzw. paa + pv - grad zu; = 88]9 , fir i € {1,2,3}.

Man nennt diese Gleichungen auch Fuler-Gleichungen. Neben dem Druck wirken auch
Scherkrafte der Reibung aufgrund der Viskositéit eines Fluids, weshalb man auch fol-
genden Ansatz wahlen kann

T=—pl+7iny x I.

Um einen passenden Viskositdtsanteil 7 zu ermitteln, betrachten wir die sog. Sto-
kes’schen Postulate:

1. Der Viskositdtsanteil hangt stetig vom Deformationsratentensor ([15])

1 (v 0ov:\°
D=Dw)=(d;;)?._, =~ ‘ J
0 =@l =3 (e +52)
ab, dh. fiir ein passendes Tensorfeld f € C°(M?, M?) koénnen wir 7 angeben als
7= f(D).

2. Fluide sind isotrope Medien, weshalb das Tensorfeld f invariant unter orthogo-
nalen Transformationen ist. Daher gilt fiir alle A € Q3

7= f(D)= f(ADA") = ArA".

3. Das Tensorfeld f sei linear und
£(0) =o.

Satz 3.1. Unter Annahme der Stokesschen Postulate 1.-3. gilt fiir den Spannungsten-
sor
T = (—p + Adiv,v)I 4+ 2uD(v), (3.2)

wobei A\, i skalare Funktionen oder Konstanten thermodynamischer Gréfien sind.

Sollte der Spannungstensor wie in Satz 3.1 linear vom Deformationsratentensor ab-
héngen, so nennt man das zugrundeliegende Fluid ein Newtonsches Fluid. Damit folgt,
dass

3 3
8 8 81} Ov;
Ty i j
(drv.T)s ; - o ; O ax] " axl>>

—2uaj dji
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Unter der Annahme, dass p € C'(D) und %, afi;}x € C%D) fir i € {1,2,3} und

Einfiigen von (3.2) in die konservative- bzw. in dle konvektive Bewegungsgleichung
(1.13) bzw. (1.14), erhalten wir die Navier-Stokes-Gleichungen fiir ¢ € {1, 2,3}

L0, o o

0 , 0 :
5 (o) + dive(puiv) =pf; + o (=p + Adivev) + - a_xj(“(axj * axi))’
O, o , L9, ou Oy

Aus physikalischen Uberlegungen folgt 1 > 0 und 3\ + 2u = 0. Unter den Vorausset-
zungen

1. p(z,t) = const
2. = const >0

folgt zum einen %§ = 0 woraus gemeinsam mit (1.6) div,v = 0 in D folgt. Dartiber

hinaus lassen sich damit die obigen Gleichungen weiter vereinfachen:

oTj; 0%,
Z 83:2 - 8:6@ MZ{ 8332655]]

op 0

= o, L \d”,-/g“
dp
oz, + uALv

Damit erhalten wir die Bewegungsgleichung in konservativer- bzw. konvektiver Form

0
—(pv: i , A
8t (pvl) + lem(p’UZ ) pfl .T _'_ [RZAYAR

)

Py A, fird € {1,2,3).

81)@-
bzw. pa + pv - grad ;v; =pf; — O

Nach Division durch p und der Einfithrung der kinematischen Viskositit o := % >0
ergibt sich

0v; 1 0p

d:vz i
o + v - grad ,v; = f; o,

+ aA,v;, firi e {1,2,3}.

3.2 Die Navier-Stokes-Gleichungen

Satz 3.2 (Das Anfangswertproblem fiir die Navier-Stokes-Gleichungen fiir instatio-
nére, inkompressible Fluide). Gesucht sind das Geschwindigkeitsfeld v(x,t) und das
Druckfeld p(x,t) mit (z,t) € Q x I sodass fiir alle (x,t) € Q4 x I
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e die Bewegungsgleichungen

; 1 ) .
%1; — alA,v; + v - grad pv; + ;gf@ = f; fir allei € {1,2,3} in D

oder kompakt aufgeschrieben

%—anij(wa)v—l—%pr:me

o die Kontinuitdtsgleichung
div,o =0 in D

gelten. Dazu kommen die Anfangsbedingungen
v(x, to) = vo(x) fiir alle v € Q,
und Randbedingungen fiir 0€) = F}’ U F:{V wie zB.

v(x,t) =g°(x,t) fiir alle (z,t) € TP x I,
T(x, t)n(z,t) = t(x, t,n) =¢" (z,t) fiir alle (z,t) € TV x I.

wobei T'(x,t) wie in (3.2) definiert ist.



Kapitel 4

Kopplung der Gleichungen fur Fluide
und Korper

Nachdem wir nun die Grundgleichungen der Stromungslehre und der Festkdrperme-
chanik kennen, interessieren wir uns jetzt fiir eine Mdéglichkeit, beide miteinander zu
koppeln, um ein Fluid-Struktur-Kopplungs-Problem zu erhalten. Die Problemform tritt
in vielen verschiedenen Anwendungsgebieten der Physik und Ingenieurswissenschaften
auf, um beispielsweise aeroelastische Probleme, wie die Verformung einer Tragfléache
unter dem Einfluss von Luftstromungen, oder die vom Wind herbeigefiihrte Oszilation
einer Briicke zu beschreiben. Ein Anwendungsgebiet fiir unsere vereinfachten Gleichun-
gen wire hingegen zB. der Blutfluss in einer Arterie ([16]).

Alle Fluid-Struktur-Kopplungs-Probleme befassen sich mit der gegenseitigen Beein-
flussung von Festkérpern und Stromungen. Koérper deformieren sich unter dem Ein-
fluss der von einem Fluid aufgebauten Spannung, wiahrend im Gegenzug Fluide sich
der Verschiebung des Korpers anpassen. Das bedeutet konkret, dass beispielsweise an
der Grenze zwischen Fluid und Korper (Interface) die Geschwindigkeit des Fluids und
des Korpers iibereinstimmen miissen (Haftbedingung), aber auch, dass der Korper das
mogliche Ausdehnungsgebiet des Fluids beschrinkt.

In Kapitel 2 haben wir die Gleichungen der Elastizitét iiber lagrange Koordinaten (la-
grangesche Beschreibungsweise), dh. in Bezug auf eine gegebene Referenzkonfiguration
Q,, dargestellt. Die lagrangesche Beschreibungsweise befasst sich mit Bewegungen ein-
zelner Partikel X, die iiber den gesamten Beobachtungszeitraum (0,7") iiber ein sich
(mit ¢ bzw. det V) bewegendes Bezugssystem betrachtet werden.

Auf der anderen Seite belassen wir die Stromungsgleichungen in der eulerschen Be-
schreibungsweise.

Die aktuelle Position = eines sich bewegenden Fluidpartikels X erhalten wir iiber die
Deformationsabbildung ¢ : €, x I — R3, weshalb es fiir die folgenden Uberlegungen
Sinn macht, die eulersche Koordinate x als Funktion von X und ¢ aufzufassen

r=x(X,t) fir X € Q,t €l

39
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Diese Sichtweise fiihrt zur Einfiihrung eines neuen Symbols

Op ox
0(X,t) = —(X,t) = —
oK 1) = GE ) = )

wobei versinnbildlichen soll, dass wir fiir die Zeitableitung die lagrangesche Koor-

il x
dinate fixieren. Analog definieren wir %
Koordinate fixieren.
In der eulerschen Beschreibungsweise betrachten wir die fiir jeden Zeitpunkt ¢t € I in
einem ruhenden Bezugssystem lokale (dh. Fluidpartikel X € v, welche sich zum Zeit-
punkt ¢ in x = ¢(X,t) € v, befinden) zeitliche Anderungen physikalischer Gréfen wie
der Geschwindigkeit v(zx,t) oder dem Druck p(z, t), welche im direkten Zusammenhang
mit der Bewegung der Fluidpartikel stehen.
Sowohl die eulersche als auch die lagrangesche Beschreibungsweise haben in der Lo-
sung mathematischer Modellierungsprobleme Vorteile und entsprechend unterschied-
liche Anwendungsgebiete ([16], [6], [17], [11]):

,» wenn wir bei der Zeitableitung die eulersche

e Das lagrangesche Bezugssystem eignet sich fiir die prazise Modellierung von Rén-
dern, die Finite-Elemente- Approximation lasst sich dufserst effizient implementie-
ren und im Falle geringer Deformationen ist die Beschreibung iiber lagrangesche
Koordinaten numerisch robust. Nachteil ist dabei jedoch die Einschrankung, le-
diglich beschrankte Deformationen betrachten zu kénnen, da man ansonsten die
numerische Stabilitat verliert.

e Die eulersche Beschreibungsweise behebt diesen Nachteil, jedoch sind die nume-
rischen Losungsverfahren deutlich aufwendiger, da aufgrund der fixierung des
Bezugssystems ein zuséitzlicher Konvektionsterm in den beschreibenden Glei-
chungen auftaucht.

Bei Fluid-Struktur-Interaktionsproblemen eignet sich keine der genannten Beschrei-
bungsweisen fiir die Modellierung beider Materialtypen. Es gibt komplexe Kopplungs-
algorithmen (|19, S. 2]), welche die lagrangesche Formulierung der beschreibenden
Gleichungen des Korpers direkt mit der eulerschen Formulierung der Gleichungen des
Fluids koppeln kénnen. Wir werden jedoch die sog. Arbitrary-Lagrangian-Fulerian-
Methode (Abk. ALE-Methode) kennen lernen, welche einen Kompromiss zwischen
der lagrangeschen und eulerschen Beschreibungsweise darstellt und von der Diskreti-
sierung der Zeitableitungen in Zuge einer FEM-Approximation motiviert wird (|20]).

4.1 Das ALE-Bezugssystem

In der ALE-Beschreibungsweise der Bewegung (ALFE-Kontext) verwendet man we-
der die Referenzkonfiguration, noch die deformierte Konfiguration als Bezugssystem.
Stattdessen fiihrt man mit dem sog. ALFE-Bezugssystems Q;‘(‘)LE mit ALFE-Koordinaten
Y € QféLE ein zusétzliches allgemeines Bezugssystem ein, welches mit der Referenz-
konfiguration und der deformierten Konfiguration iiber die injektiven und in (0,7)
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2

oI\ (X, 1) = o(X,t) =7

(YV,t) = (Y, t) = X

(Y, t) > ¢(Vit) =z

0
QALE 0 1 2
to

Abbildung 4.1: Veranschaulichung der Zusammenhinge zwischen der Deformations-
und der ALE-Abbildung. Die Bewegung des ALE-Bezugssystems ist unabhéngig von
der Bewegung des Referenzsystems.

stetig differenzierbaren Abbildungen ¢ und ¢~! mit ¢ = ¢ o ¢y~! in Zusammenhang
steht

¢ QptE T — O P Qyy x T = QP
Y1) = oY1) =2 (X)) = (X)) =Y.

Bemerkung 4.1. Formal gesehen betrachtet man statt einzelner Abbildungen ¢ und
Pt entsprechende Funktionenfamilien, welche jedem Zeitpunkt t € I und jedem Punkt
Y € QALE baw. X € Qy einen Punkt x € Oy bzw. Y € QitFF zuweisen.

Das ALE-Bezugssystem bewegt sich im Allgemeinen sowohl gegeniiber der Referenz-
konfiguration, als auch gegeniiber der deformierten Konfiguration ([6]). Die grundlegen-
de Idee hinter der ALE-Methode ist die Auffassung, dass ein Beobachter weder in einer
fixen Position im Raum verbleibt (eulersche Betrachtungsweise), noch sich zwangsléu-
fig mit dem Material (Fluid oder Kérper) mitbewegen muss (lagrangesche Beschrei-
bungsweise): Der Beobachter soll sich beliebig (eng. arbitrary) bewegen konnen (ALE-
Beschreibungsweise - siehe Abbildung 4.1). Mit unserer neu eingefithrten Notation
definieren wir daher die Geschwindigkeitsfelder fiir Partikel Y im ALE-Bezugssystem
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bezogen auf die deformierte Konfiguration bzw. fiir Partikel X der Referenzkonfigura-
tion bezogen auf das ALE-Bezugssystem

ozr
8t

0 ov| ot
8¢(Y t) und w(X,t) := 875 = Qgt (X, 1).

o(Y,t) =

Das Verhiltnis, in welchem die Geschwindigkeitsfelder ¢, v und w in Bezug aufeinander
stehen, kann durch Differentiation der Funktion ¢ = ¢ o ¢~! ermittelt werden

. Oz Oy
v(z,t) =0(X,t) = ot EQ{’ t)

_ ot 0P

— 1 . -

B 9y~ o

=Yy oY1) T (X 1) + (Y1)

0w V| o

oY Ot Oty

=v(Y,t) + S—Y w(X,t) sodass Y = X, 1),z = ¢(Y,1).
Wir definieren in diesem Zusammenhang die Konvektionsgeschwindigkeit
c(x,t) = 0(X,t) —o(Y,t) = g—; w(X,t) sodass Y = X, 1), 2 = ¢(Y, 1),

welche die relative Geschwindigkeit zwischen Referenzkonfiguration und dem ALE-
Bezugssystem angibt. Im Allgemeinen unterscheidet sich die Konvektionsgeschwindig-
keit von der Geschwindigkeit w. Sollte jedoch ¢ = w sein, so ist dies genau dann der
Fall, wenn 0x/0Y = I, dh. genau dann, wenn die Koordinaten des ALE-Bezugssystems
identisch mit den eulerschen Koordinaten der deformierten Konfiguration sind.

Bemerkung 4.2. Mit der Einfiihrung des ALE-Bezugssystems lassen sich die lagran-
gesche und die eulersche Beschreibungsweise als Spezialfille einer bestimmten Wahl

fiir die Abbildungen v und ¢ ableiten:

e ¢ = id: Damit erhalten wir X =Y und somit die lagrangesche Beschreibungs-
weise. Fs gilt fiir die Konvektionsgeschwindigkeit ¢ = 0.

e ¢ =1id: Somit ist x =Y und wir erhalten die eulersche Beschreibungsweise. Fiir
die Konvektionsgeschwindigkeit gilt ¢ = v.

4.2 Zeitableitungen im ALE-Kontext

Um eine Formulierung der Kontinuitdtsgleichung und der Bewegungsgleichung im
ALE-Kontext zu finden, miissen wir einen Zusammenhang zwischen den Zeitablei-
tungen der unterschiedlichen Beschreibungsweisen finden.
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Sei hierfiir F' € C1(D) eine allgemeine physikalische Grofe, welche wir in der jeweiligen
lagrangeschen, ALE- und eulerschen Schreibweise angeben kénnen (F(X,t), F(Y,t)
und F'(z,t)). Bisher haben wir stets den Zusammenhang zwischen Referenzkonfigu-
ration und deformierter Konfiguration iiber die Deformationsabbildung ¢ betrachtet.
In diesem Zusammenhang haben wir bereits die Zeitableitung in der lagrangeschen
Beschreibungsweise kennengelernt

OF(X,t) OF(p(X.1),t)

o ot
8F 0y
aaj(x t) +u(x,t) - Vo F(z,t)
—BF( 1) = it x = (X, 1)
=D T 8tXm1x—cp ,1).

Um die Sinnhaftigkeit der neuen Schreibweise zu verdeutlichen, kénnen wir die Zeita-
bleitung im Euler-Kontext auch schreiben als

8_F_6_F t _ (44
% o $,,m1 r =z

Fiir den Zusammenhang der Zeitableitung der Referenzkonfiguration mit der Zeitablei-
tung im ALE-Bezugssystem betrachten wir jetzt die Zeitableitung von F' = F o ¢!

OF|  oF OF (=1 (X,1),1)
ot |, ot a1 Xt = ot
_OF, oy~ P -
=5 W X0, + —=(Xo1) - Vy P (X 1), ¢)
K o1 -
=5 Vo t) + ——(X,8) - VY F(Y;t)
:aa_];(y, t)+w(X,t) - Vy F(Y,1)
_OF +w(X,t) - VyEF(Y,t) mit Y = (X, t).
ot |,

Um den Gradienten im ALE-Bezugssystem zu vermeiden, kénnen wir uns die Defini-
tion der Konvektionsgeschwindigkeit zu Nutze machen

w(X, 1) VyF(Y,t) = w(X,t)" (VxF(a:, N%)

:< X9 g; )VxF(i’%t):c-VmF(x,t)_
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Satz 4.3. Zwischen der ALE- bzw. materiellen (lagrangeschen) Zeitableitung und dem
Gradienten im eulerschen Kontext herrscht der Zusammenhang

oF
ot

_OF

= +c- V. F(z,t).
x Ot

Y

4.3 Die ALE-Formulierung

Um die ALE-Methode tatsdchlich anwenden zu kénnen, miissen wir die Gleichungen
fiir das ALE-Bezugssystem umformulieren: Die Terme der Raumableitungen werden
wir weiterhin als Funktion der eulerschen Koordinate x bzw. der lagrangeschen Koor-
dinate X ausdriicken, wihrend Zeitableitungen jetzt im entsprechenden ALE-Kontext
berechnet werden, um Zeitableitungen im eulerschem Bezugssystem zu vermeiden (|20,
S. 13]). Mit Hilfe der Geschwindigkeit v kénnen wir einen generischen Erhaltungssatz
der Form

ou

ot

welcher in eulerscher Schreibweise gegeben ist mit Hilfe der Relation

+ div, F(u) = f, (4.1)

xT

ou|l  Ou

E . = E i + v - qu
in ALE-Form umschreiben als
ou B X )
i A Vou+div, F(u) = f in D,z = ¢(Y, 1). (4.2)
Yy

Die Gleichung (4.2) ist dabei nicht die einzige Méglichkeit, die ALE-Methode umzuset-
zen; Eine weitere hiufig genutzte Formulierung, dquivalent zu (4.2), mit dem Vorteil
die konservative Form der Gleichung (4.1) zu erhalten, ldsst sich schreiben als

I(Jpu)
ot

+ Jydivy (F — ou) = Juf, (4.3)

Y

wobei J; die Determinante der Jakobimatrix der ALE-Transformation ¢ ist. Wir be-
zeichnen (4.2) als die nicht-konservative und (4.3) als die konservative Form der ALE-
Formulierung. Wir werden jetzt diese beiden Ansétze herleiten.
Wir betrachten hierfiir ein allgemeines zeitabhéngiges Problem:

Finde v : D — R , sodass

ou .
ol + L(u) =01in D, (4.4)

mit geeigneten Anfangs- und Randbedingungen. Dabei bezeichnet £ einen (linearen
oder nicht-linearen) Differentialoperator in eulerschen Koordinaten z € ;. Um eine
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entsprechende dquivalente Formulierung fiir @ = w(.,t) o ¢ zu finden geniigt es die
Kettenregel anzuwenden

ou u(p(Y,t),t) ¢ ou

) =22 Y. (Y i

ot |y ot Vau(e(Y:),1) ot (¥o1) + ot |,

ou 0¢
= % + 9+ Veyumit Y = ¢~ (2, t). (4.5)
Deshalb ist :
6_12 +L(u) —v-Veu=0inDmit Y = ¢ '(z,1) (4.6)

Y

das ALE-Gegenstiick zu (4.4). Der Hauptunterschied zur urspriinglichen Formulierung
liegt im Aufkommen eines Konvektivterms v -V, u, welcher in Folge der Bewegung des
ALE-Bezugssystems auftaucht.

Héaufig werden in der Kontinuumsmechanik die beschreibenden Gleichungen in kon-
servativer Form angegeben, da sie tatsdchlich einen Erhaltungssatz (eng. conservation
law) wiedergeben. Zur Demonstration der allgemeinen Vorgehensweise betrachten wir

vorerst einen generischen Erhaltungssatz in konservativer Form einer skalaren Grofie

u:D—-R
ou

ot
wobei es sich bei F' um ein Vektorfeld in v und dessen erster und zweiter Raumablei-
tungen handelt, wihrend f eine skalare Funktion bezeichnen soll. Die Anwendung der
Relation (4.5) ergibt

+div,F' = f in D, (4.7)

xT

ou

ot

+div,F —9-Vyu=fin Dmit Y = ¢ '(z,1). (4.8)
Y

Der Ausdruck (4.8) ist eine Moglichkeit, wie der ALE-Kontext in die konservative
Gleichung eingebunden werden kann.

Eine andere Einbindung der ALE-Formulierung lasst sich direkt aus der Integralglei-
chungen bei der Herleitung der generischen Bewegungsgleichung in konservativen Form
ableiten. Wir bezeichnen die Jakobimatrix bzw. die Determinante der ALE-Abbildung

als
Fy = Fy(Y,t) = g—;ﬁ(Y, t) baw. J, = Jy(Y, 1) := det F,, (Y, t).

Wir werden nun ein Analogon von Satz 1.4 betrachten, welches die zeitliche Anderung
von Jy in Zusammenhang mit der Divergenz der Gebietsgeschwindigkeit stellt

0J,

= | = Js(Y, t)div, o fiir Y € QP 2 = ¢(Y, 1), t € 1. (4.9)
Y
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Gemeinsam mit den Anfangsbedingungen J, = 1 fiir ¢ = ¢, konnen wir den Aus-
druck (4.9) als ein Entwicklungsgesetz der Jakobideterminante interpretieren, sobald
das Gebietsgeschwindigkeitsfeld bekannt ist. Diese Interpretation ist dabei keineswegs
naheliegend, da (4.9) fiir gewohnlich als Identitdt verstanden wird, welche in jedem
Zeitpunkt ¢ € I gilt.

Wir wollen nun analog zum Beweis des Reynoldschen Transporttheorems (Satz 1.5)
einen Ausdruck fiir einen Term der Form

d
/ udx (4.10)
Y Jut

dt
finden, wobei v, fiir ¢ € [ ein beliebiges beschranktes Teilgebiet von €2, mit lip-
schitzstetigem Rand ist. Wir bezeichnen mit v/2“# jenes Teilgebiet von Q2LF sodass
vy = ng(l/tA;LE ). Wir erhalten analog zum Beweis des Reynoldschen Transporttheorems

a
dt

d
e = = Y1), 4)J,(Y, )dY
Jena =gl [ wem.050m0

:i/ o(udy) dY:ﬂ/ Qu(o(Y, 1), 01I(V,1)
VALE ot v VALE

ot

:/ Gu (x,t)J4(Y, 1) +u% dy. (4.11)
VALE ot |y ot |y
Mit (4.9) und Riickwértssubstitution erhalten wir schlieflich

d

pr y /Vt u(z,t)de = /Vt (% y + u(x,t)divm@) dzx, (4.12)

wobei es sich offensichtlich um eine Verallgemeinerung des Reynoldschen Transport-
theorems (Satz 1.5) handelt. In Folge dessen erhalten wir die konservative Gleichung

(4.7) in integraler ALE-Form aus (4.8)
ou N y .
—| +udiv, 0 +divy,F — v -V,u —u div,o — fdr =0
L, Ot |y
L, Ot

—

+ u div, v + div,(du) — fdx =0
Y

/ud:c—i—/ divx(F—T)u)d:c:/ fdx. (4.13)
Y Ju vt vt

Die Integrale in (4.13) werden allesamt im eulerschen Kontext ausgedriickt. Man konn-
te die Gleichung aber auch in Bezug auf die ALE-Bezugssystem schreiben, was auf
folgenden Ausdruck fiihrt

VALE ot

q
dt

Y+@@NAF—mo—f0dY:o, (4.14)
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aus dem wir dank des beliebig gewéhlten Teilgebiets V£LE nach Satz 1.7 die differen-
tielle Form folgern kénnen
8(uJ¢)
ot |y

+ Jydiv, (F — vu) = Juf in D wobei z = ¢(Y, 1), (4.15)

wobei es sich um eine weitere zuldssige Form der generischen Bewegungsgleichung in
ALE-Form handelt.!

4.4 Bestimmung der ALE-Abbildung

Bevor wir uns mit dem Fluid-Struktur-Kopplungsproblem befassen, wollen wir noch
einen kurzen Blick auf die Ermittlung einer konkreten ALE-Abbildung werfen. Da wir
selbige spéater lediglich fiir die Umformulierung der beschreibenden Gleichungen fiir
das Fluid benotigen geniigt es, ¢ fiir Q;?)LE ¥ 2u betrachten.

Fiir eine gegebene Funktion
g 0P 1 — 00F (4.16)

welche die Verschiebung des Randes des Ausdehnungsgebiets® eines Fluids angibt?,
wollen wir eine konkrete ALE-Abbildung ¢ finden (|16, S. 22|, |20, S. 11]), sodass zu
jedem Zeitpunkt t €

o(Y,t) = §(Y,t) fiir alle Y € 0Q """

Fiir dieses Problem existieren mehrere Losungsverfahren von denen wir exemplarisch
zwei Ansétze anfithren, welche fiir die Ermittlung der ALE-Abbildung ein Ersatzpro-
blem (ein sog. Harmonic Eztension Problem) 16sen:

o Gegeben sei das ALE-Bezugssystem QQLE’F und eine Funktion (4.16). Finde eine

Abbildung 3
RNVl S o7
sodass
L) ) . ALE,F
— —divy (& y = ur alle
(Y,t) —d ((YJ(YthZ)Yt) fir alle Y € ;7" ,t € I,

ot
fir alle Y € QALE F

g(Y, t) firalleY € 6QALEF tel,

(Y, 0)
(Y1)

wobei der Steuerungsparameter x(Y, J3(Y,t)) > 0,Y € Q" ein positiver Koef-
fizient ist.

!Gleichung (4.15) lieRe sich auch direkt aus (4.8) mit Hilfe der eulerschen Expansionsformel (4.9)
herleiten.

2 Analog zu Satz 1.6 kénnen wir die Gleichheit der Rinder 0Qf = qu(Q;?)LE’F, t) = qb(@QgLE’F, t)
sicherstellen.

3Fiir Fluid-Struktur-Interaktionen ist §(V,t) = u(.,t) o (Y, ) fiir Y € 9Q % F
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Héufig benttigt man die ALE-Abbildung nur fiir diskrete Zeitpunkte (Finite-Elemente-
Approximation), zu welchen die Naherungslosung eines Problems gesucht wird. Die fiir
das Ersatzproblem bendétigten Daten umfassen das ALE-Bezugssystem QQLE’F und die
neue Position des Randes, welche iiber eine Funktion 7 : 8Q£)LE’F — 0 (wobei Qf
das Rechengebiet des Fluids zu einem ausgewiesenen Zeitpunkt ¢; € I bezeichnet)
beschrieben werden kann. In diesem Fall ist folgendes einfacheres Ersatzproblem eine
leichter 16sbare Alternative zum vorherigen Ersatzproblem:

e Gegeben sei eine Referenzkonfiguration Q;?)LE’F und eine Funktion % : 895) —
99, . Finde eine Abbildung

¢ QT af

t1?

sodass

divy (k(Y, J3(Y))Vyo(Y)) =0 fiir alle Y € Q/\FPF

oY) =h(Y) fiir alle Y € o0 """

wobei der Steuerungsparameter x(Y, J;(Y)) > 0,Y € Q;?)LE eine positiver Koef-
fizient ist.

Es kann gezeigt werden (siche Satz 1.6.2 in [16, S. 33]), dass die Losung des Kopp-
lungsproblems nicht von einer konkreten Wahl fiir die ALE-Abbildung (zB. ¢ = ¢)
abhangt.

4.5 Das gekoppelte Problem

Fiir die Kopplung der Gleichungen fiir Kérper und Fluide bendtigen wir jetzt ent-
sprechende Bedingungen, welche diese Interaktion beschreiben. Wir fithren zu diesem
Zweck Transmissionsbedingungen ein, bei welchen es sich konkret um Randbedingun-
gen am Interface zwischen Fluid und Korper handelt.

Definition 4.4 (Transmissionsbedingungen - Haftbedingungen). Gegeben sei das Ver-
schiebungsfeld des Kdorpers B
u:Qf x I — R (4.17)

welches unter andrem die Verschiebung am Interface zwischen Fluid und Kdérper an-
gibt. Ein Beispiel fiir eine Transmissionsbedingung ist die Haftbedingung fir viscide
und inviscide Fluide ([20, S. 13],[6, S. 17]):

e Die zeitliche Anderung der Verschiebung des Korpers bzw. das Geschwindigkeits-
feld des Fluids sollen an threm Interface tibereinstimmen.

e Der Druck (Cauchysche Spannungsvektor), welchen der Kérper auf das Fluid
austibt, soll dem Druck den das Fluid auf den Kdrper ausibt entgegengesetzt und
gleich in Grifle sein.
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Das formalisierte Gegenstiick zu den heuristisch gegeben Haftbedingungen sind die In-
terfacebedingungen

ou

v(.,t) o (Y, 1) — E(X, t) =0 auf T}, mit Y =" (X,t),t €1,
(4.18)

(TF(t)m(, 1)) o d(Yt) + T9X, t)n(X, ) =0 auf TL mit Y =~ (X,1),t € I.
(4.19)

Fiir ein viscides Fluid bestehen die Haftbedingungen aus (4.18) und (4.19) wéihrend
fiir ein inviscides Fluid lediglich (4.18) gefordert werden muss ([6, S. 18]).

Bedingung (4.18) garantiert das Haften des Fluids an den Korper, wihrend (4.19) die
Stetigkeit der Spannung am Interface sicherstellt (3. Newtonsches Gesetz: actio est
reactio).

Wir sind nun in der Lage, ein allgemeines Fluid-Struktur-Kopplungsproblem zu stellen,
welches sich aus den Lameschen Gleichungen in lagrangescher Formulierung, der ALE-
Formulierung der Navier-Stokes-Gleichungen und den Haftbedinungen am Interface
zusammensetzt.

Satz 4.5 (Das Kopplungsproblem fiir die instationdren Lameschen Gleichungen fiir St.
Venant-Kirchhoff-Materialien, die ALE-Formulierung des Anfangsrandwertproblems
fiir die Navier-Stokes-Gleichungen fiir instationére, inkompressible Fluide und Haftbe-
dinungen). Gesucht ist das Verschiebungsfeld u(x,t) sodass fir alle (X,t) € Q7 x I
die Lameschen Gleichungen

o(X) T (X, 1) = pAxu(X, 1) — (A )V (divxa(X, 1)) = 1, (X) FX, 1)

gelten. Dazu kommen die Anfangsbedingungen
w(X, to) =0 fir alle X € Q)
und Randbedingungen fir 0$, = ffg’s U f’g’s U I_“t[0 wie zB.

u(X,t) = §P(X,t) fir alle (X,t) € TP x I

T5(X,t)=

V(X )55(X, 6) N(X, 1) = (X, t, N) = §¥ (X, t) fir alle (X,£) € TN x T

wobei mit

1
E(u) = 3 (Vu+ Vu')
mit den gleichen Argumenten aus Satz 2.31
TS(X,t) = 29X, t,E) = 25(I + 2E) = A(Spur )1 + 2u€

gilt. Gesucht sind auch das Geschwindigkeitsfeld v(z,t) und das Druckfeld p(z,t) mit
(z,t) € QF x I sodass fiir alle (z,t) € QF x I
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Abbildung 4.2: Die Modellierung einer Arterie als Beispiel fiir ein Fluid-Struktur-
Kopplungsproblem.

e die Bewegungsgleichungen

1
W oot |(w—9) V. | vt iV = inDF
aty ~—— p

=C

o die Kontinuitdtsgleichung
div,o = 0 in DF

gelten. Dazu kommen ebenfalls entsprechende Anfangsbedingungen
v(z, to) = vy () fir alle z € Q)
und Randbedingungen fiir 0 = F?’F U Fi\_f’F uT!

v(x,t) =
T (z,t)yn(z,t) = t" (2, t,n)

9P (z,t) fir alle (z,t) e 7" x I,

g™ (x,t) fir alle (z,t) e TYF x I

Fiir die Interaktion von Fluid und Kdérper stellen wir die Interfacebedingung als Haft-
bedignung

v(.,t)op(Y,t) — %(X, t)=0auf Ty mitY =¢ (X, 1)t €I

wobei T (x,t) wie in (3.2) definiert ist.

Ein konkretes Anwendungsgebiet des von uns betrachteten Fluid-Struktur-Kopplungs-
problems ist die numerische Simulation des Blutflusses in einer Arterie (siehe Abbil-
dung 4.2). Modellannahmen, eine Analyse der Modellierungsfehler, konkrete Anleitun-
gen zur Transformation der Gleichungen in Zylinderkoordinaten und der Einbindung
der ALE-Methode in die FEM-Approximation finden sich beispielsweise in [16], [5]
und [20].



Notation

e M": Menge der reellen quadratischen Matrizen der Dimension n.

o M = {F € M" : det I > 0}: Menge der reellen quadratischen Matrizen der
Dimension n mit positiver Determinante.

e O" = {P € M": PP" = P"P = I}: Menge der orthogonalen Matrizen der
Dimension n.

e 0} ={P € O":det P> 0}: Menge der Rotationsmatrizen (orthogonale Matri-
zen mit positiver Determinante) der Dimension n.

o S"={B € M": B = B'"}: Menge der symmetrischen Matrizen der Dimension n.
e SU: Menge der symmetrischen, positiv definiten Matrizen der Dimension n.
e int 2, 0° clQ, Q: Inneres einer Menge € bzw. Abschluss einer Menge (.

e 0., 0x,, Oy,: Partielle Ableitung nach der ¢-ten Raumkoordinate im respektive eu-
lerschen, lagrangeschen und ALE-Kontext. Bei klar ersichtlichem Kontext haufig
nur 0;.

e 0;: Partielle Ableitung nach der Zeit.

e div,,divy,divy: Divergenz im respektive eulerschen, langrangeschen oder ALE-
Kontext. Bei klar ersichtlichem Kontext haufig nur div.

o V, grad,, Vx,grad x: Gradient im respektive eulerschen, lagrangeschen und
ALE-Kontext. Bei klar ersichtlichem Kontext haufig nur grad.

e A, Ax,Ay: Laplaceoperator im respektive eulerschen, lagrangeschen und ALE-
Kontext. Bei klar ersichtlichem Kontext haufig nur A.

e Zur Verbesserung der Lesbarkeit werden wir uns bei der Angabe der Argumente
fiir die Deformationsabbildung héufig statt ¢(X,t,t) auf o(X,t) beschranken.
In diesen Féllen sei der ausgewiesene Zeitpunkt ¢y € (0,7) beliebig aber fest
gewdhlt.

51
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e Sowohl das Referenzgebiet (;, als auch die deformierte Konfiguration €; werden
bei der Betrachtung der Kopplungsprobleme in Kapitel 4 in die Bereiche ,F-
Fluid* und ,S-Struktur unterteilt: Q) = Q7 UQL und Q, = Q7 U Qf.

e Der Rand der Referenzkonfiguration und der deformierten Konfiguration wird
analog ebenfalls in , Fluid“ 1"5) = 895) und , Korper* 1";50 = 69% aufgeteilt.
Die Rénder selbst teilen sich in ,Dirichlet-Rand® Fg , ,Neumann-Rand" Fig und
Hnterface* F{O auf. Um auch hier eine Unterscheidung zwischen Fluiden und

Koérpern zu treffen bezeichnen wir beispielsweise die jeweiligen Rénder der Refe-
renzkonfiguration des Korpers mit Ffz’s, ng’s und T} wobei

S ~D,S ~N,S ald
Pto - Pto U Pto U Fto.

e Eine Funktion F : Q, x (0,7) — R in eulerschen Koordinaten wird als F :
Q4 x (0,T) — R im lagrangeschen bzw. als F : Qi x (0,7) — R im ALE-
Kontext bezeichnet, wobei F iiber

F(x,t) = F(p(X,t),t) = F(X,t) baw. F(z,t) = F(¢(Y,t),t) = F(Y,t)
definiert ist.

e Fiir 7,y € R” sei |2| := (z72)Y/? = (z - )'/? die euklidische Norm, wobei z - y
das innere Produkt im euklidischen Raum bezeichnet.
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