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Kapitel 1

Einführung

1.1 Vorwort

Das Ziel dieser Bakkalaureatsarbeit ist die Kopplung der beschreibenden Gleichungen
für Fluide und Körper zu einem sog. Fluid-Struktur-Kopplungsproblem. Wir werden
dafür in diesem ersten Kapitel eine allgemeine Einführung in die Methodik der Kon-
tinuumsmechanik geben, an deren Ende zwei fundamentale Gleichungen (die Kon-
tinuitätsgleichung und die Bewegungsgleichung) stehen. Jede für sich spiegelt einen
fundamentalen Erhaltungssatz der Physik wieder und ist dementsprechend sowohl für
die Beschreibung von Fluiden als auch für die Beschreibung von Körpern gültig.
In Kapitel 2 und Kapitel 3 werden wir auf die charakteristischen Besonderheiten einge-
hen, welche Fluide von Körpern unterscheiden. Diese stoffliche Unterscheidung findet
unter dem Überbegriff der Stoffgesetze statt und erfordert im Falle der Körper die Um-
formulierung der Kontinuitätsgleichung und der Bewegungsgleichung in einen anderen
Kontext.
Kapitel 4 befasst sich schlussendlich mit der Verbindung beider beschreibenden Glei-
chungen für Körper und Fluide. Zu diesem Zweck wird ein weiterer, noch allgemeinerer
Kontext (die sog. ALE-Betrachtungsweise) eingeführt, welcher es ermöglichen wird, die
Gleichungen beider Stoffe in einer kompatiblen Form anzuschreiben.
Es sei betont, dass wir im folgenden jegliche variationelle Gesichtspunkte schwacher
Lösungsbegriffe völlig außer Acht lassen werden.

1.2 Grundlagen der Kontinuumsmechanik

Die zentrale Fragestellung der dreidimensionalen, nichtlinearen Kontinuumsmechanik
befasst sich mit der Ermittlung eines Gleichgewichtszustandes für einen Körper oder
einem Fluid unter Einwirkung von Kräften. Sei Ωt0 ⊂ R3 ein offenes, zusammenhän-
gendes und beschränktes Gebiet mit lipschitzstetigem Rand1 ([4, S. 35]) und sei oBdA.
(0, T ) =: I für T > 0 jenes temporale Rechengebiet, in welchem wir die Bewegung des

1Dies stellt sicher, dass der Satz der Partiellen Integration (Satz 1.8) angewandt werden darf

1
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Körpers oder Fluids verfolgen. Wir werden Ω̄t0 als jenes Volumen auffassen, welches
ein gegebener Körper oder ein gegebenes Fluid vor dessen Deformation zu einem be-
liebig aber fest gewähltem Zeitpunkt t0 ∈ (0, T ) einnimmt. Aus diesem Grund wird
der undeformierte Zustand Ω̄t0 als Referenzkonfiguration ([4, S. 27]) bezeichnet.
Bei der Beschreibung von Fluiden und Körpern hängen alle Größen sowohl vom Ort,
als auch von der Zeit ab. Sei f eine solche Einflussgröße, dann lässt sich f schreiben
als f = f(x, t), wobei x = (x1, x2, x3)

⊤ eine Ortskoordinate des Gebiets Ωt ⊂ R
3 und

t ∈ (0, T ) die Zeit ist, wobei Ωt jenes Gebiet bezeichnet, welches zum Zeitpunkt t vom
Fluid oder Körper eingenommen wird. Das Definitionsgebiet einer solchen Funktion f
ist dann der sog. Raumzeitzylinder

D := Ωt × I := {(x, t) : x ∈ Ωt, t ∈ (0, T )} ⊂ R
4,

wobei zur Vereinfachung das Symbol Ωt × I auch für bewegte Gebiete Ωt verwendet
wird.

Definition 1.1 (Fundamentale Hypothese der Kontinuumsmechanik). Zu jedem Zeit-
punkt t ∈ (0, T ) befindet sich in einem jeden Punkt x ∈ Ωt genau ein Partikel2.

Unter Aussetzung von Kräften wird der betrachtete Körper oder das betrachtete Fluid
deformiert. Dies wird mittels eines Vektorfeldes ϕ : Ω̄t0 × I → R3 - der sogenannten
Deformation bzw. Deformationsabbildung - beschrieben, wonach ein undeformierter
Zustand Ω̄t0 in einen deformierten Zustand (sogenannten deformierte Konfiguration)

Ω̄t := ϕ(Ω̄t0 , t) := {ϕ(X, t) : X ∈ Ω̄t0}

überführt wird. Wir fordern, dass ϕ eine auf Ω̄t0 × I orientierungstreue3 und injektive
Abbildung ist. Wir wollen nun Eigenschaften dieser Abbildung genauer erörtern.
Wir fixieren für alle folgenden Überlegungen eine kanonische orthonormale Basis

ei := (δi,j)
3
j=1 für i = 1, 2, 3

im dreidimensionalen euklidischen Raum R3. Für ein X ∈ Ω̄t0 bzw. für das Vektorfeld
ϕ können wir deren Komponenten bezüglich dieser orthonormalen Basis angeben

X =

3∑

i=1

Xiei bzw. ϕ =

3∑

i=1

ϕiei.

Für jedes X ∈ Ωt0 und jedes t ∈ I definieren wir die Matrix des Deformationsgradi-
enten

F := ∇Xϕ(X, t) = (∂Xj
ϕi(X, t))

3
i,j=1 =





∂1ϕ1 ∂2ϕ1 ∂3ϕ1

∂1ϕ2 ∂2ϕ2 ∂3ϕ2

∂1ϕ3 ∂2ϕ3 ∂3ϕ3



 ∈ M
3.

2Somit lässt sich jedes Partikel eindeutig über dessen lagrangesche Koordinaten identifizieren
3dh. J := det∇ϕ(X, t) > 0 für alle X ∈ Ω̄t0 , t ∈ I (die sogenannte Orientierungstreueeigenschaft)
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Aufgrund der Orientierungstreue der Deformationsabbildung ist der Deformationsgra-
dient insbesondere für alle t ∈ I auf ganz Ω̄t0 regulär. Gemeinsam mit der Deformati-
onsabbildung führen wir das Vektorfeld der Verschiebung u : Ω̄t0×I → R3 ein, welches
definiert wird als

ϕ(X, t) = X + u(X, t) für alle X ∈ Ω̄t0 , t ∈ I.

Mit diesem Zusammenhang berechnet sich der Verschiebungsgradient ∇u leicht aus

∇Xϕ(X, t) = I +∇Xu(X, t) = I +





∂1u1 ∂2u1 ∂3u1
∂1u2 ∂2u2 ∂3u2
∂1u3 ∂2u3 ∂3u3



 ∈ M
3.

Für ein gegebenes Referenzgebiet Ω̄t0 und einer gegebenen Deformationsabbildung ϕ
führen wir eine kompakte Notation ein,

x := ϕ(X, t) := ϕ(X, t0, t) für alle X ∈ Ω̄t0 , t ∈ I,

wobei wir X ∈ Ω̄t0 der Referenzkonfiguration in diesem Zusammenhang als Lagrange -
bzw. x ∈ Ω̄t des deformierten Zustandes als Eulersche Koordinaten bezeichnen werden.
In der sog Lagrange’schen Beschreibungsweise betrachten wir den Fluss bzw. die De-
formation, indem wir die Bewegung eines jeden Partikels X ∈ Ω̄t0 verfolgen. Die Tra-
jektorie eines solchen Partikels (siehe Abbildung 1.1) wird beschrieben durch

x = ϕ(X, t) = (ϕi(X, t))
3
i=1 für t ∈ (0, T ).

Dabei bezeichnet jetzt X einen Punkt der Referenzkonfiguration Ωt0 mit t0 ∈ (0, T ),
weshalb offensichtlich gilt

X = ϕ(X, t0, t0) = ϕ(X, t0).

Die Geschwindigkeit und Beschleunigung eines Partikels für einen gegebenen Refe-
renzpunkt X werden definiert als

v̂(X, t) :=
∂ϕ

∂t
(X, t),

â(X, t) :=
∂2ϕ

∂t2
(X, t).

Die Eulersche Beschreibungsweise basiert auf der Ermittlung des Geschwindigkeitsfelds
v(x, t) für ein Partikel, welches sich zum Zeitpunkt t ∈ (0, T ) in x ∈ Ωt befindet, also

v(x, t) := v̂(X, t) =
∂ϕ

∂t
(X, t) wobei x = ϕ(X, t).
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Abbildung 1.1: Trajektorie eines Partikels

Unter der Annahme, dass v ∈ [C1(D)]
3 drückt man die Beschleunigung eines Partikels,

welches sich in t ∈ (0, T ) in x ∈ Ωt befindet aus als

a(x, t) =â(X, t) =
∂2ϕ

∂t2
(X, t) =

∂

∂t

(
∂ϕ

∂t
(X, t)

)

=
∂

∂t
(v(x, t)) =

∂

∂t
(v(ϕ(X, t), t))

=
∂v

∂t
(x, t) +

3∑

i=1

∂v

∂xi
(x, t)

∂ϕi
∂t

(X, t) =
∂v

∂t
(x, t) +

3∑

i=1

∂v

∂xi
(x, t)vi(x, t)

=
∂v

∂t
(x, t) + vi(x, t)

∂v

∂xi
(x, t) =

∂v

∂t
(x, t) + (v(x, t) · grad x)v(x, t)

=
∂v

∂t
(x, t) + (v(x, t) · ∇x)v(x, t).

Dies veranlasst die Einführung der materiellen Ableitung als

D

Dt
:=

∂

∂t
+ (v · grad x) =

∂

∂t
+ (v · ∇x).

Die Überführung einer Lösung aus der eulerschen in die lagrangesche Beschreibungs-
weise entspricht der Ermittlung der Flugbahn eines gegebenen Partikels auf Basis eines
gegebenen Geschwindigkeitsfelds v(x, t). Die Trajektorie eines Partikels, welches zum
Zeitpunkt t = t0 sich in X ∈ Ωt0 aufhält ist durch ein Anfangswertproblem gegeben

∂x

∂t
= v(x, t) mit x(t0) = X. (1.1)

Satz 1.2. Sei v ∈ [C1(D)]
3, dann gilt

1. Für jedes (X, t0) ∈ D besitzt (1.1) genau eine Lösung ϕ(X, t0, t)
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b

b

Abbildung 1.2: Zeitableitungen im lagangeschen (links) und eulerschen Kontext
(rechts) - siehe (1.2).

2. Folgende partielle Ableitungen von ϕ sind in deren Definitionsgebiet {(X, t0, t) :
(X, t0) ∈ D, t ∈ (0, T )} stetig:

∂ϕ

∂Xi
,
∂ϕ

∂t0
,
∂ϕ

∂t
,
∂2ϕ

∂t∂Xi
,

∂2ϕ

∂t0∂Xi
, i ∈ {1, 2, 3}.

Beweis. [9, S. 16]

Ist F ∈ C1(D) eine allgemeine über sich bewegende Partikel transportierte physika-
lische Größe, so liefert die Funktion F̂ (X, t) = F (ϕ(X, t), t) die Werte dieser Größe
entlang einer Trajektorie x = ϕ(X, t). Die Richtungsableitung entlang der Trajektorie
ergibt sich mit der Kettenregel

∂F̂ (X, t)

∂t
=
∂F (ϕ(X, t), t)

∂t

=
∂F

∂t
(ϕ(X, t), t) +

∂ϕ

∂t
(X, t) · ∇xF (ϕ(X, t), t)

=
∂F

∂t
(x, t) + v(x, t) · ∇xF (x, t)

=
D

Dt
F (x, t). (1.2)

Aus diesem Grund bezeichnet man die materielle Ableitung häufig auch als die „Ab-
leitung entlang der Trajektorie eines Partikels“ (siehe Abbildung 1.2).

1.3 Das Transporttheorem

Sei F : D → R die eulersche Darstellung einer allgemeinen über sich bewegende
Partikel transportierten physikalischen Größe (Eigenschaftsdichte) und betrachten wir
ein System von Partikeln, welches zum Zeitpunkt t ∈ (0, T ) ein zusammenhängendes
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beschränktes Gebiet ν(t) ⊂ Ωt mit lipschitzstetigem Rand ([15], [4], Satz 1.8) ein-
nimmt. Das Maß dieser physikalischen Größe F , welche im Volumen ν(t) im Zeitpunkt
t ∈ (0, T ) enthalten ist, entspricht dem Integral

F(t) =

∫

ν(t)

F (x, t)dx.

Wir werden nun die Änderungsrate der Größe F für die Partikel des Systems ν(t) bzgl.
der Zeit berechnen, dh. wir interessieren uns für

dF(t)

dt
=

d

dt

∫

ν(t)

F (x, t)dx.

Unter der Annahme, dass F ∈ C1(D) und v ∈ [C1(D)]
3 (also ϕ ∈ C2(Ωt0 × I)) sind

und ϕ = ϕ(X, t0, t) die Abbildung aus Satz 1.2 ist, so beschreibt ϕ die Änderung
des Gebiets ν(t) mit der Zeit. Für einen beliebig gewählten und fixierten Zeitpunkt
t0 ∈ (0, T ) mit ν(t0) ⊂ Ωt0 gilt

ν(t) = {ϕ(X, t0, t) : X ∈ ν(t0)},

sofern ϕ(X, t0, t) für alle X ∈ ν(t0) definiert ist. Mit J(X, t) bezeichnen wir die Deter-
minante der Jakobimatrix von der Abbildung ϕ(., t0, t) : ν(t0) → ν(t), X 7→ ϕ(X, t0, t),
also

J := J(X, t) := det∇Xϕ(X, t0, t) = det






∂ϕ1

∂X1

∂ϕ1

∂X2

∂ϕ1

∂X3

∂ϕ2

∂X1

∂ϕ2

∂X2

∂ϕ2

∂X3

∂ϕ3

∂X1

∂ϕ3

∂X2

∂ϕ3

∂X3




 (X, t0, t). (1.3)

Lemma 1.3. Sei t0 ∈ (0, T ), ν(t0) ein beschränktes Gebiet und sei ν̄(t0) ⊂ Ωt0 . Dann
existiert ein Intervall (t1, t2) ∋ t0 sodass die folgenden Voraussetzungen erfüllt sind:

1. Die Abbildung (t1, t2) × ν(t0) → ν(t), (t, X) 7→ x = ϕ(X, t0, t) besitzt stetige
erste Ableitungen nach t, X1, X2, X3 und stetige zweite Ableitungen ∂2ϕ

∂t∂Xi
für i ∈

{1, 2, 3}.

2. Die Abbildung ν(t0) → ν(t), X 7→ x = ϕ(X, t0, t) ist eine stetig differenzierbare
injektive Abbildung von ν(t0) auf ν(t) mit Jakobimatrix (1.3), die stetig und
beschränkt ist. Es gilt

J(X, t) > 0 für alle X ∈ ν(t0), t ∈ (t1, t2).

3. Die Inklusion
{(x, t) : t ∈ [t1, t2] , x ∈ ν̄(t)} ⊂ D

ist erfüllt, weshalb die Abbildung v stetige und beschränkte erste Ableitungen auf
{(x, t) : t ∈ (t1, t2), x ∈ ν(t)} besitzt.

4.

v(ϕ(X, t0, t), t) =
∂ϕ

∂t
(X, t0, t) für alle X ∈ ν(t0), t ∈ (t1, t2).

Beweis. [9, S. 18]
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1.4 Volumina im deformierten Zustand

Die Dichte des deformierten Lebesguemaßes λt bzgl. des Lebesguemaßes in der Refe-
renzkonfiguration λt0 := λ ist mit der Orientierungstreueeigenschaft von ϕ gegeben
durch

dx = dλt(x) = |det∇ϕ(X, t)|dλ(X)
det∇ϕ > 0

= det∇ϕ(X, t)dλ(X)

= det∇ϕ(X, t)dX. (1.4)

Sei jetzt ν(t0) ⊂ Ω̄t0 messbar - wir wollen den Inhalt von ν(t0) bzw. ϕ(ν(t0), t) = ν(t)
mit Hilfe der Substitutionsregel ([18, S. 62]) und 1.4 ermitteln

λt(ν(t)) =

∫

ν(t)

1dx =

∫

ν(t)

1dλt(x)

=

∫

ν(t0)

det∇ϕ(X, t)dλ(X) =

∫

ν(t0)

det∇ϕ(X, t)dX.

Mit dem gleichen Argument gilt für eine λt-integrierbare Funktion u : ν(t)× I → R

∫

ν(t)

u(x, t)dx =

∫

ν(t)

u(x, t)dλt(x) =
∫

ν(t0)

u(ϕ(X, t), t) det∇ϕ(X, t)dλ(X)

=

∫

ν(t0)

u(ϕ(X, t), t) det∇ϕ(X, t)dX.

Das folgende Lemma spielt eine wichtige Rolle im Beweis eines zentralen Theorems
der Kontinuumsmechanik:

Lemma 1.4 (Eulersche Expansionsformel). Es sei Lemma 1.3 erfüllt. Dann besitzt
die Jakobideterminante J = J(X, t) eine stetige und beschränkte partielle Ableitung
∂J
∂t

für X ∈ ν(t0), t ∈ (t1, t2) und es gilt

∂J

∂t
(X, t) = J(X, t)divxv(x, t) für x = ϕ(X, t0, t).

Beweis. [1], [16], [9, S. 19]

Satz 1.5 (Reynoldsches Transporttheorem). Es sei Lemma 1.3 erfüllt und die Funk-
tion F = F (x, t) habe stetige und beschränkte erste Ableitungen auf {(x, t) : t ∈
(t1, t2), x ∈ ν(t)}. Dann existiert für jedes t ∈ (t1, t2) die Ableitung

dF

dt
(t) =

d

dt

∫

ν(t)

F (x, t)dx

=

∫

ν(t)

(
∂F

∂t
(x, t) + v(x, t) · grad xF (x, t) + F (x, t)divxv(x, t)

)

dx

=

∫

ν(t)

(
∂F

∂t
(x, t) + divx(Fv)(x, t)

)

dx.
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Beweis. Mittels Substitution können wir das Integral F(t) schreiben als

F(t) =

∫

ν(t0)

F (ϕ(X, t0, t), t)J(X, t)dX.

Da t0 fix gewählt ist und somit der Integrationsbereich ν(t0) nicht von der Zeit t
abhängt können wir den Satz über Parameterintegrale anwenden ([18]) und Integration
mit Differentiation vertauschen

dF

dt
(t) =

∫

ν(t0)

(

∂F

∂t
(ϕ(X, t0, t), t) +

3∑

i=1

∂F

∂xi
(ϕ(X, t0, t), t)

∂ϕi
∂t

(X, t0, t)

)

J(X, t)dX

+

∫

ν(t0)

F (ϕ(X, t0, t), t)
∂J

∂t
(X, t)dX.

Mit Hilfe von Lemma 1.4 und der 4. Aussage in Lemma 1.3 erhalten wir schließlich

dF

dt
(t) =

∫

ν(t0)

(

∂F

∂t
(ϕ(X, t0, t), t) +

3∑

i=1

∂F

∂xi
(ϕ(X, t0, t), t)vi(ϕ(X, t0, t), t)

)

J(X, t)dX

+

∫

ν(t0)

F (ϕ(X, t0, t), t)divxv(ϕ(X, t0, t), t)J(X, t)dX.

Führen wir jetzt eine Rückwertssubstitution durch, so erreichen wir die gewünschte
Aussage

dF

dt
(t) =

∫

ν(t)

(

∂F

∂t
(x, t) +

3∑

i=1

∂F

∂xi
(x, t)vi(x, t) + F (x, t)divxv(x, t)

)

dx

=

∫

ν(t)

(
∂F

∂t
(x, t) + grad xF (x, t) · v(x, t) + F (x, t)divxv(x, t)

)

dx

=

∫

ν(t)

(
∂F

∂t
(x, t) + divx(Fv)(x, t)

)

dx.

Ein wichtiges Resultat der Injektivität der Deformationsabbildung ϕ lässt sich mit
Hilfe unserer Definition von Ωt0 als Gebiet zeigen

Satz 1.6. Da int Ω̄t0 = Ωt0 folgt aufgrund der Injektivität von ϕ ∈ C1(Ω̄t0 × I,Rn)

Ω̄t = ϕ(Ω̄t0 , t) = clϕ(Ωt0 , t),

Ωt = ϕ(Ωt0 , t) = int ϕ(Ω̄t0 , t),

∂Ωt = ∂ϕ(Ωt0 , t) = ϕ(∂Ωt0 , t).

Beweis. [4, S. 16], [4, S. 36]
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Wir kommen nun zu den mathematischen Formulierungen fundamentaler physikali-
scher Aussagen der sog. Erhaltungssätze:

1. Der Massenerhaltungssatz

2. Der Impulserhaltungssatz

Aus diesen Sätzen werden wir die Gleichungen der Fluiddynamik herleiten: Die Kon-
tinuitätsgleichung und die Bewegungsgleichung.

1.5 Die Kontinuitätsgleichung

Als Dichte des Körpers oder Fluids bezeichnen wir eine Funktion ρ : D → (0,∞), mit
deren Hilfe wir die Masse m(ν, t) eines Teilgebiets ν ⊂ Ωt des betrachteten Körpers
oder Fluids ermitteln können

m(ν, t) =

∫

ν

ρ(x, t)dλt(x) =

∫

ν

ρ(x, t)dx.

Sei ρ ∈ C1(D) und v ∈ [C1(D)]
3. Wir betrachten einen beliebigen Zeitpunkt t0 ∈ (0, T )

und ein sich bewegendes Stück Fluid oder Körper, welches sich während der gesamten
betrachteten Zeitspanne aus den gleichen Partikeln zusammensetzt und zum Zeitpunkt
t0 das beschränkte Gebiet νt0 ⊂ ν̄t0 ⊂ Ωt0 einnimmt. Dieses Teilgebiet wird von uns
im folgenden als Kontrollgebiet bezeichnet, welches zum Zeitpunkt t ∈ (t1, t2) das
Gebiet ν(t) einnimmt, wobei (t1, t2) ∋ t0 ein ausreichend kleines Intervall mit den
Eigenschaften aus Lemma 1.3 ist. Damit ist ν(t0) = νt0 und Lemma 1.3 ist erfüllt.
Nach Definition umfasst ν(t) in jedem Zeitpunkt t ∈ (0, T ) die gleichen Partikel,
weshalb wir das Prinzip der Massenerhaltung folgendermaßen formulieren können:
Die Masse unseres Systems ν(t) ist zeitunabhängig. Oder anders ausgedrückt

dm(ν(t), t)

dt
= 0 wobei m(ν(t), t) =

∫

ν(t)

ρ(x, t)dx für t ∈ (t1, t2).

Unter Verwendung von Satz 1.5, dessen Voraussetzungen für F = ρ erfüllt sind, ergibt
sich ∫

ν(t)

(
∂ρ

∂t
(x, t) + divx(ρv)(x, t)

)

dx = 0 für alle t ∈ (t1, t2).

Substituieren wir jetzt t := t0 so folgt, dass
∫

νt0

(
∂ρ

∂t
(x, t0) + divx(ρv)(x, t0)

)

dx = 0 (1.5)

für jeden beliebigen Zeitpunkt t0 ∈ (0, T ) und jedes beliebige Kontrollgebiet νt0 ⊂ Ωt0
gilt. Wir wollen jetzt eine Aussage über den Integranden treffen.
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Lemma 1.7. Sei Ω ⊂ Rn offen und f ∈ C0(Ω), dann gilt

f = 0 in Ω ⇔

∫

ν

fdx = 0 für jede offene und beschränkte Teilmenge ν ⊂ ν̄ ⊂ Ω.

Beweis. Beweis mittels Zwischenwertsatz ([12, S. 285]) und Einsetzen der Definition
für die Stetigkeit einer Funktion ([12, S. 212]).

Somit gilt aufgrund der Stetigkeit des Integranden in (1.5) und Lemma 1.7

∂ρ

∂t
(x, t) + divx(ρv)(x, t) = 0 für alle t ∈ (0, T ), x ∈ Ωt. (1.6)

Dabei handelt es sich um die differentielle Form der Massenerhaltung: die Kontinui-
tätsgleichung. Im Spezialfall der Inkompressibilität4 gilt aufgrund von ∂ρ

∂t
= 0 und der

Vereinfachung divx(ρv) =
∑3

i=1

∂ρ

∂xi
︸︷︷︸

=0

vi + ρ divxv offenbar

divxv(x, t) = 0 für alle (x, t) ∈ D.

1.6 Die Bewegungsgleichung

Werfen wir jetzt einen Blick auf einige Definitionen und Resulate, welche Tensorfelder
über Ω̄t0 bzw. Ω̄t betreffen. Dabei werden wir ausschließlich Tensoren zweiter Ordnung
betrachten

T = (Tij)
3
i,j=1, i Zeilenindex, j Spaltenindex,

welche wir für unsere Zwecke als dreidimensionale quadratische Matrizen auffassen
werden. Sei also T̂ : Ω̄t0 → M3, T̂ = (T̂ij)

3
i,j=1, dann definieren wir divX T̂ als den

Vektor

divX T̂ :=





∂1T̂11 + ∂2T̂12 + ∂3T̂13
∂1T̂21 + ∂2T̂21 + ∂3T̂21
∂1T̂31 + ∂2T̂31 + ∂3T̂31



 =
3∑

i,j=1

∂Xj
T̂ijei,

wobei analog die Divergenz divxT des Tensorfelds T : Ω̄t → M
3, T = (Tij)

3
i,j=1 definiert

ist als

divxT :=

3∑

i,j=1

∂xjTijei.

Ein für die Herleitung vieler Gleichungen zentraler Satz ist die Formel der Partiellen
Integration für Vektorfelder, welche unter anderm auch als Satz von Gauß bzw. Satz
von Green bekannt ist.

4dh. ρ = const > 0
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Satz 1.8 (Divergenzsatz für Vektorfelder). Sei Ω ⊂ Rn ein Gebiet mit lipschitzstetigem
Rand, w : Ω → R eine auf Ω̄ stetig differenzierbar und v : Ω → R

n ein auf Ω̄ stetig
differenzierbares Vektorfeld, dann gilt

∫

Ω

w(x)∂ivi(x)dx = −

∫

Ω

vi(x)∂iwi(x)dx+

∫

∂Ω

w(x)vi(x)ni(x)dsx.

Damit folgt sofort
∫

Ω

div(v(x))w(x)dx = −

∫

Ω

v(x) · ∇w(x)dx+

∫

∂Ω

w(x)v(x) · n(x)dsx,

wobei n der Außennormalvektor entlang ∂Ω ist.

Beweis. [14, S. 203], [8, S. 711], [4, S. 35], [13, S. 522]

Mit der vorher getroffen Definition der Divergenz für Tensoren lässt sich eine ähnliche
Aussage herleiten.

Satz 1.9 (Divergenzsatz für Tensorfelder). Sei Ω ⊂ R
n ein Gebiet mit lipschitzstetigem

Rand und sei T : Ω̄ → M3 ein auf Ω̄ stetig differenzierbares Tensorfeld, dann gilt
∫

Ω

divxT (x)dx =

∫

∂Ω

T (x)n(x)dsx.

Beweis. [4, S. 38], [14, S. 203]

Die fundamentalen dynamischen Gleichungen zur Beschreibung der Bewegung in einem
Fluid oder Körper leiten sich aus dem Impulserhaltungssatz ab, welcher sich folgen-
dermaßen formulieren lässt: Die Änderungsrate des Gesamtimpulses eines Teilchensy-
stems, welches in t das Gebiet ν(t) einnimmt und immer aus den gleichen Teilchen
besteht, ist gleich der Summe aller Kräfte, welche auf ν(t) wirken.
Seien ρ ∈ C1(D), v ∈ [C1(D)]

3. Der gesamte Impuls aller Partikel in ν(t) ist gegeben
durch

I(ν(t)) =

∫

ν(t)

ρ(x, t)v(x, t)dx.

Wenn F(ν(t)) die auf ν(t) wirkende Kraft ist, so ist das Momentengleichgewicht gleich-
bedeutend mit

dI(ν(t))

dt
= F(ν(t)) für alle t ∈ (t1, t2).

Mit dem Reynoldschen Transporttheorem erhalten wir
∫

ν(t)

(
∂

∂t
(ρ(x, t)vi(x, t)) + divx(ρ(x, t)vi(x, t)v(x, t))

)

dx = Fi(ν(t))

für alle i ∈ {1, 2, 3}, t ∈ (t1, t2).
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Analog zur Herleitung der Kontinuitätsgleichung nutzen wir aus, dass t0 ∈ (0, T ) ein
beliebig gewählter Zeitpunkt ist und ν(t0) = νt0 ⊂ ν̄t0 ⊂ Ωt0 , wobei das Kontrollgebiet
νt0 ebenfalls beliebig gewählt wird. Wieder setzen wir t := t0 weshalb gilt

∫

νt0

(
∂

∂t
(ρ(x, t0)vi(x, t0)) + divx(ρ(x, t0)vi(x, t0)v(x, t0))

)

dx = Fi(νt0 , t0) (1.7)

für i ∈ {1, 2, 3} ein beliebiges t0 ∈ (0, T ) und ein beliebiges Kontrollgebiet νt0 ⊂ Ωt0 ,
wobei der Vektor F(νt0 , t0) die auf νt0 im Zeitpunkt t0 wirkende Kraft bezeichnet. Wir
wollen diese Gleichung in eine differentielle Form überführen, weshalb wir den Vektor
F(νt0 , t0) genauer betrachten müssen, indem wir eine Unterscheidung zwischen zwei
Arten von Kräften vornehmen.

1.7 Wirkende Kräfte

Sei ϕ erneut eine beliebige Deformationsabbildung und sei Ω̄t der deformierte Zustand
für t ∈ I. Ein allgemeiner Körper bzw. ein allgemeines Fluid wird grundsätzlich zwei
Arten von Kräften ausgesetzt.

• Volumskraft: Wir betrachten ein Vektorfeld fV , welches man als die Volums-
kraftdichte per Volumseinheit im deformierten Zustand bezeichnet

fV : Ωt × I → R
3.

Die Volumskraft FV (ν, t), welche in t ∈ I auf die Teilchen in ν ⊂ ν̄ ⊂ Ωt wirkt,
wird über die Dichtefunktion fV ∈ [C0(D)]

3 beschrieben:

FV (ν, t) =

∫

ν

fV (x, t)dx.

• Oberflächenkraft: Wir betrachten auch ein Vektorfeld g, welches man als die
Oberflächenkraftdichte per Flächeneinheit im deformierten Zustand bezeichnet

g : ΓNt × I → R
3,

wobei ein ΓNt ⊂ Γt := ∂Ωt eine dsx-messbare Menge ist. Die Oberflächenkraft

FS, mit welcher die Teilchen außerhalb von ν ⊂ Ωt in t ∈ I auf das Kontrollgebiet
auf ein S ⊂ ∂ν wirken, wird mit Hilfe der Dichtefunktion g dargestellt:

FS(S, t) =

∫

S

g(x, t)dsx.

Wir nehmen darüber hinaus an, dass g ∈ [C0(D)]
3 ist. Die gesamte Oberflächen-

kraft FS(∂ν, t), welche in t auf den Rand des Kontrollgebiets ∂ν wirkt, hat die
analoge Form

FS(∂ν, t) =

∫

∂ν

g(x, t)dsx.
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b

x1

x2

x3

t(x, t,n)

b

fV (x, t)

Abbildung 1.3: Visualisierung der Oberflächenkraftdichte und der Volumskraftdichte.

Der physikalische Hintergrund dieser Einflussgrößen erschließt sich mit der Einführung
der Massendichte im deformierten Zustand ρ : D → R, welche jeder λt-messbaren
Menge ν ⊂ Ω̄t eine Masse

m(ν, t) =

∫

ν

ρ(x, t)dλt(x) =

∫

ν

ρ(x, t)dx

zuweist, wobei wir ρ(x, t) > 0 für alle x ∈ Ωt, t ∈ I voraussetzen. Die auftreten-
den Volumskräfte können alternativ über eine Dichtefunktion f : Ωt × I → R3 per
Volumseinheit im deformierten Zustand eingeführt werden

fV (x, t) = ρ(x, t)f(x, t) für alle x ∈ Ωt, t ∈ I.

Die wirkenden Kräfte repräsentieren den Einfluss der Umgebung auf einen Körper:
Die elementare Kraftdichte fV (x, t)dλt(x) wirkt auf ein elementares Volumen dλt(x)
in jedem Punkt x ∈ Ωt des deformierten Zustands.
Analog gilt für die elementare Kraftdichte g(x, t)dsx, welche auf eine elementare Fläche
dsx in jedem Punkt x ∈ ΓNt wirkt (siehe Abbildung 1.3).

1.8 Axiome des Kräfte- und Momentengleichgewichts

Axiom 1.10 (Spannungsprinzip). Man betrachte einen Körper im deformierten Zu-
stand Ω̄t auf den Kräfte wirken, welche wiederum über Dichtefunktionen g : ΓNt × I →
R

3 und fV : Ωt × I → R
3 angegeben werden. Dann existiert ein Vektorfeld

t : Ω̄t × I × S1 → R
3,

wobei S1 := {v ∈ R3 : |v| = 1} sodass gilt:
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• Für jedes t ∈ I, jedes Teilgebiet ν(t) ⊂ Ω̄t und jeden Punkt x ∈ ΓNt ∩ ∂ν(t), wo
der Außennormalvektor n auf ΓNt ∩ ∂ν(t) existiert, gilt

t(x, t,n) = g(x, t).

• Axiom des Kräftegleichgewichts: Für jedes t ∈ I und jedes Teilgebiet ν(t) ⊂
Ω̄t gilt

∫

ν(t)

ρ(x, t)f(x, t)dx+

∫

∂ν(t)

t(x, t,n)dsx =
d
dt

∫

ν(t)

ρ(x, t)v(x, t)dx.

• Axiom des Momentengleichgewichts: Für jedes t ∈ I und jedes Teilgebiet
ν(t) ⊂ Ω̄t gilt
∫

ν(t)

x×(ρ(x, t)f(x, t)) dx+

∫

∂ν(t)

x×t(x, t,n)dsx =
d
dt

∫

ν(t)

x×(ρ(x, t)v(x, t)) dx.

Bemerkung 1.11. Das Spannungsprinzip garantiert somit die Existenz von elemen-
taren Oberflächenkräften t(x, t,n) entlang der Ränder aller Teilgebiete der Referenz-
konfiguration. Für x ∈ Ω̄t, t ∈ I nennt man den Vektor t(x, t,n) den Cauchy’schen
Spannungsvektor entlang eines orientierten Oberflächenelements mit Normale n. So-
mit können wir die Oberflächenkraft jetzt angeben als

FS(S, t) =

∫

S

t(x, t,n)dsx.

Da g ∈ [C0(D)]
3 ist, folgt auch t ∈ [C0(D × S1)]

3.

1.9 Der Spannungstensor

Satz 1.12 (Transformationsformel, Eulersche Bewegungsgleichung). Sei die Volums-
kraftdichte fV : Ωt × I → R3 stetig und sei das Cauchy’sche Spannungsvektorfeld

t : Ω̄t × I × S1 → R
3

(x, t,n) 7→ t(x, t,n),

bzgl. der Variable x ∈ Ω̄t für jedes n ∈ S1, t ∈ I stetig differenzierbar und stetig bzgl.
der Variable n ∈ S1 für jedes x ∈ Ω̄t, t ∈ I.
Dann folgt aus dem Kräfte- und Momentengleichgewicht die Existenz eines stetig dif-
ferenzierbaren Tensorfeldes

T : Ω̄t × I → M
3

(x, t) 7→ T (x, t),
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sodass für den Spannungsvektor

t(x, t,n) = T (x, t)n(x, t) für alle x ∈ Ω̄t, n ∈ S1, t ∈ I (1.8)

die folgenden Eigenschaften gültig sind:

ρ(x, t)

(
∂v

∂t
(x, t) + (v(x, t) · ∇x)v(x, t)

)

(1.9)

−divxT (x, t) =fV (x, t) für alle x ∈ Ωt, t ∈ I, (1.10)

T (x, t) =T (x, t)⊤ für alle x ∈ Ω̄t, t ∈ I, (1.11)

T (x, t)n(x, t) =g(x, t) für alle x ∈ ΓNt , t ∈ I. (1.12)

Dabei ist n der Einheitsaußennormalvektor entlang von ΓNt . Man nennt den symme-
trischen Tensor T (x, t) den Cauchy’schen Spannungstensor im Punkt x ∈ Ω̄t, t ∈ I.

Beweis. Die Herleitung der Transformationsformel (1.8) folgt aus dem Axiom des Kräf-
tegleichgewichts. Siehe hierzu [4, S. 63].
Die Symmetrie des Spannungstensors wird mit Hilfe des Drehimpulserhaltungssatzes
und des Kräftegleichgewichts bewiesen. Seien hierfür ρ, vi, Tij ∈ C1(D) und fi ∈ C0(D)
und ν = ν(t) ein Kontrollgebiet für i, j ∈ {1, 2, 3}, t ∈ (t1, t2), dann kann der Drehim-
pulserhaltungssatz

d

dt

∫

ν(t)

x× (ρv)(x, t)dx =

∫

ν(t)

x× (ρf)(x, t)dx+

∫

∂ν(t)

x× t(x, t,n)dsx

unter Zuhilfename der Transformationsformel, partieller Integration, des Kräftegleich-
gewichts und elementarer Umformungen in die Form

∫

ν(t)

(
T23(x, t)− T32(x, t), T31(x, t)− T13(x, t), T12(x, t)− T21(x, t)

)⊤
dx = 0

gebracht werden ([4, S. 65]). Der Drehimpulserhaltungssatz und das Kräftegleichge-
wicht sind somit genau dann erfüllt sind, wenn der Spannungstensor T (x, t) symme-
trisch ist.
Für den Beweis von (1.10) nehmen wir ebenfalls an, dass ρ, vi, Tij ∈ C1(D) und fi ∈
C0(D) für i, j ∈ {1, 2, 3}. Setzen wir nun in (1.7) für F(νt0 , t0) ein, so erhalten wir

∫

νt0

(
∂

∂t
(ρ(x, t0)vi(x, t0)) + divx(ρ(x, t0)vi(x, t0)v(x, t0))

)

dx

=

∫

νt0

ρ(x, t0)f(x, t0)dx+

∫

∂νt0

Tji(x, t0)nj(x, t0)dsx

für i ∈ {1, 2, 3} ein beliebiges t0 ∈ (0, T ) und ein beliebiges Kontrollgebiet νt0 ⊂ Ωt0 .
Mit Hilfe des Gaußschen Integralsatzes (Satz 1.8) und Satz 1.7 erhalten wir schließ-
lich die Bewegungsgleichung eines allgemeinen Fluids in differentieller konservativer
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Form,

∂

∂t
(ρvi)(x, t) + divx(ρviv)(x, t) =ρ(x, t)fi(x, t) +

3∑

j=1

∂Tji
∂xj

(x, t)

für alle (x, t) ∈ D, i ∈ {1, 2, 3},

oder auch in kompakter Schreibweise

∂

∂t
(ρvi) + divx(ρviv) = ρfi + (divxT )i in D für alle i ∈ {1, 2, 3}. (1.13)

Nach Anwendung der Produktregel gilt

∂ρ

∂t
vi + ρ

∂vi
∂t

+

3∑

j=1

(
∂(ρvi)

∂xj
vj + ρvi

∂vj
∂xj

)

︸ ︷︷ ︸

= ∂ρ
∂xj

vivj+ρ
∂vi
∂xj

vj+ρvi
∂vj
∂xj

= ρ(x, t)fi(x, t) +

3∑

j=1

∂Tji
∂xj

(x, t).

Mit Hilfe der Kontinuitätsgleichung gilt

vi

(
∂ρ

∂t
+ divx(ρv)

)

= vi

(

∂ρ

∂t
+

3∑

j=1

∂ρ

∂xj
vj +

3∑

j=1

ρ
∂vj
∂xj

)

= 0.

Damit erhalten wir die sog konvektive Form der Bewegungsgleichung

ρ
∂vi
∂t

+ ρv · grad xvi =

3∑

j=1

∂Tji
∂xj

+ ρfi für i ∈ {1, 2, 3},

oder auch in kompakterer Schreibweise

ρ
∂v

∂t
+ ρ (v · ∇x) v = divxT + ρf in D. (1.14)

Bemerkung 1.13. Dieser Satz beinhaltet eine der wichtigsten Erkenntnisse der Kon-
tinuumsmechanik: Der Spannungsvektor t(x, t,n) ist im zweiten Argument n ∈ S1

linear. Weiters folgt aus dem Beweis die Stetigkeit des Spannungstensor T (x, t)n(x, t).
Die in diesem Satz hergeleiteten partiellen Differentialgleichung mit Randbedingung
bilden das Grundgerüst der Kontinuumsmechanik. Man bezeichnet die Gleichungen
(1.10)-(1.12) häufig auch als die Gleichungen des Kräftegleichgewichts des deformier-
ten Zustands.



Kapitel 2

Herleitung der Gleichungen für

lineare Elastizität

Nachdem wir im letzten Kapitel die eulersche Form der Kontinuitäts- und Bewegungs-
gleichung als differentielle Form des Massen- und Impulserhaltungssatzes ermittelt
haben, werfen wir nun einen eingehenden Blick auf die Umformulierung selbiger Glei-
chungen in die lagrangesche Schreibweise, um später die Materialgesetze für Festkörper
in die lagrangeschen Gleichgewichtsgleichungen einarbeiten zu können.

2.1 Die Piola-Transformation

Definition 2.1 (Kofaktormatrix). Sei A = (aij)
n
i,j=1 ∈ Mn und sei A′

ij ∈ M(n−1) jene
Matrix, welche man durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte erhält. Man nennt

dij := (−1)i+j detA′

ij

den (i, j)-Kofaktor und
CofA := (dij)

n
i,j=1 ∈ M

n

die Kofaktormatrix von A.

Bemerkung 2.2. Für invertierbare Matrizen gilt

CofA = (detA)A−⊤.

Satz 2.3. Sind λ1, λ2, λ3 die Eigenwerte von A ∈ M3, dann sind λ2λ3, λ1λ3, λ1λ2 die
Eigenwerte von CofA.

Beweis. [4, S. 5]

Definition 2.4 (Piola-Transformation). Sei ϕ eine Deformationsabbildung, welche auf
Ω̄t0 injektiv ist, sodass die Matrix ∇ϕ(X, t) für alle t ∈ I auf ganz Ω̄t0 regulär ist. Ist
der Tensor T (x, t) punktweise für x = ϕ(X, t) für alle t ∈ I in deformierten Zustand

17
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gegeben, so stellen wir den Tensor T (x, t) mit dem Tensor T̂ (X, t) für Punkte X der
Referenzkonfiguration folgendermaßen in Zusammenhang:

T̂ (X, t) := (det∇ϕ(X, t))T (x, t)∇ϕ(X, t)−⊤ = T (x, t)Cof∇ϕ(X, t) mit x = ϕ(X, t).

Der Grund für die Einführung der Piola-Transformation liegt in den einfachen Zusam-
menhängen, die sich für Divergenzen für T und Divergenzen von T̂ ergeben.

Satz 2.5 (Eigenschaften der Piola-Transformation). Ist T̂ : Ω̄t0 × I → M
3 die Piola-

Transformation von T : Ω̄t × I → M3, dann gilt

divX T̂ (X, t) = (det∇ϕ(X, t))divxT (x, t) für alle X ∈ Ω̄t0 , t ∈ I mit x = ϕ(X, t).

Für Transformationen zwischen Referenzkonfiguration und deformierter Konfiguration
ergibt sich für Kurvenintegrale

T̂ (X, t)N(X, t)dsX = T (x, t)n(x, t)dsx für alle X ∈ ∂Ωt0 , t ∈ I mit x = ϕ(X, t).

Wobei für Punkte X ∈ ∂Ωt0 und x ∈ ∂Ωt mit Einheitsnormalenvektor N und n

folgender Zusammenhang gilt

det∇ϕ(X, t)|∇ϕ(X, t)−⊤
N(X, t)|dsX = |Cof∇ϕ(X, t)N(X, t)|dsX = dsx.

Beweis. [4, S. 39]

Bemerkung 2.6. • Die Aussagen von Satz 2.5 bleibt erhalten, wenn wir Ωt0 durch
ein beliebiges Teilgebiet νt0 ⊂ Ωt0 ersetzen.

• Aus der vorletzten Aussage von Satz 2.5 folgt (mit T = I) sofort, dass für die
Außennormalvektoren in X und x gilt

n(x, t) =
Cof∇ϕ(X, t)N(X, t)

|Cof∇ϕ(X, t)N(X, t)|
mit x = ϕ(X, t).

Überdies haben wir somit alle relevanten Informationen zusammengetragen, um eine
Aussage über die Längenänderung unter Deformationen zu treffen: Sei νt0 ⊂ Ωt0 ein
Teilgebiet von Ωt0 und Γt0 ⊂ ∂νt0 eine messbare Teilmenge, so gilt für Γt = ϕ(Γt0 , t)
und t ∈ I

meas(Γt) =
∫

Γt

1dsx =

∫

Γt0

(
det∇ϕ(X, t)

)
|∇ϕ−⊤(X, t)N(X, t)|dsX .

2.2 Der Verzerrungstensor

Im Falle der Differenzierbarkeit der Deformationsabbildung ϕ in einem Punkt X ∈
Ω̄t0 können wir (entsprechend der Definition der Fréchet-Differenzierbarkeit) für jeden
Punkt X + δX ∈ Ω̄t0 und jedes t ∈ I folgende Aussage treffen

ϕ(X + δX, t)− ϕ(X, t) = ∇ϕ(X, t)δX + O(|δX|; t).
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Über die Definition des euklidischen Skalarprodukts ergibt sich automatisch

|ϕ(X + δX, t)− ϕ(X, t)|2 = δX⊤∇ϕ⊤(X, t)∇ϕ(X, t)δX + O(|δX|2; t).

Dies führt auf die Definition einer symmetrischen Matrix

C := ∇ϕ⊤∇ϕ, (2.1)

welche wir von nun an als rechtsseitigen Cauchy-Green Verzerrungstensor bezeichnen
werden. Die Matrix C ist auf ganz Ω̄t0 positiv definit1. Mit Hilfe der Substitutionsregel
lassen sich so die Längen von Kurven im deformierten Zustand berechnen. Sei hierfür
für ein kompaktes Intervall Ĩ ⊂ R

Γt0 = f(Ĩ), f : Ĩ → Ω̄t0 (2.2)

die Parametrisierung einer Kurve Γt0 der Referenzkonfiguration Ω̄t0 . Die Länge dieser
Kurve lässt sich berechnen ([13, S. 354]) durch

meas(Γt0) :=
∫

Ĩ

|f ′(ξ)|dξ =
∫

Ĩ

(
(f ′(ξ))⊤(f ′(ξ))

)1/2
dξ =

3∑

i=1

∫

Ĩ

(
f ′

i(ξ)f
′

i(ξ)
)1/2

dξ.

Die Länge der deformierten Kurve Γt = ϕ(Γt0 , t) erhalten wir analog

meas(Γt) =
∫

Ĩ

|∇X(ϕ(., t) ◦ f)(ξ)|dξ

=

∫

Ĩ

(

(∇ϕ(f(ξ), t)f ′(ξ))⊤(∇ϕ(f(ξ), t)f ′(ξ))
)1/2

dξ

=

∫

Ĩ

(

f ′(ξ)⊤∇ϕ(f(ξ), t)⊤∇ϕ(f(ξ), t)f ′(ξ)
)1/2

dξ

=

∫

Ĩ

(

f ′(ξ)⊤C(f(ξ), t)f ′(ξ)
)1/2

dξ =
3∑

i,j=1

∫

Ĩ

(

f ′

i(ξ)Cij(f(ξ), t)f
′

j(ξ)
)1/2

dξ.

Für spätere Überlegungen führen wir den linksseitigen Cauchy-Green Verzerrungsten-
sor ein

B := ∇ϕ∇ϕ⊤, (2.3)

welcher ebenfalls symmetrisch ist. Wir stellen fest, dass die charakteristischen Polyno-
me von C = F⊤F und B = FF⊤ gleich sind2.
Um zu veranschaulichen, dass der Tensor C tatsächlich ein gutes Maß für die physika-
lische Interpretation der Verzerrung als Änderung von Größe und Form ist, betrachten
wir eine Klasse an Deformationsabbildungen, welche keine Spannung erzeugen - die
Starrkörperverschiebungen.

1Dies folgt durch einfaches Einsetzen in unsere Definition: ∀X ∈ Ω̄t0 , ξ ∈ R
3 \ {0} : ξ⊤C(X, t)ξ =

|∇ϕ(X, t)ξ|2 > 0 für beliebiges t ∈ I und der Tatsache, dass nach Annahme der Deformationsgradient
∇ϕ regulär ist

2Dies folgt aus der Regularität von ∇ϕ und der Ähnlichkeit der beiden Matrizen C und B
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Definition 2.7 (Allgemeine Starrkörperverschiebung). Man nennt eine Deformati-
onsabbildung eine Starrkörperverschiebung, falls für alle t ∈ I eine orthogonale Matrix
A(t) ∈ O3

+ und ein Vektor a(t) ∈ R3 existieren, sodass

ϕ(X, t) = a(t) + A(t)X für alle X ∈ Ω̄t0 .

Handelt es sich bei ϕ um eine solche Starrkörperverschiebung, so gilt ∇ϕ(X, t) = A(t)
und somit

C = ∇ϕ(X, t)⊤∇ϕ(X, t) = A(t)⊤A(t) = I für alle X ∈ Ω̄t0 , t ∈ I.

Unter gewissen Voraussetzungen kann auch die Umkehrung gezeigt werden.

Satz 2.8. Sei Ωt0 ⊂ Rn offen, zusammenhängend und sei ϕ ∈ C1(Ωt0 ,R
n) mit

∇ϕ(X, t)⊤∇ϕ(X, t) = I für alle X ∈ Ω̄t0 , t ∈ I.

Dann existieren für jedes t ∈ I ein Vektor a(t) ∈ Rn und eine orthogonale Matrix
A(t) ∈ On sodass

ϕ(X, t) = a(t) + A(t)X für alle X ∈ Ωt0 .

Beweis. [4, S. 45]

Bemerkung 2.9. Gilt zusätzlich für jedes t ∈ I die Eigenschaft det∇ϕ(X, t) > 0 für
mindestens ein X ∈ Ωt0 (wie im Falle einer Deformationsabbildung), so kann gezeigt
werden, dass die gefundene Matrix A(t) für alle t ∈ I wieder eine Rotation ist (dh.
A(t) ∈ O

n
+). Ist überdies ϕ auf ganz Ω̄t0 × I stetig dann gilt

ϕ(X, t) = a(t) + A(t)X für alle X ∈ Ω̄t0 , t ∈ I.

Durch Einführung des sogenannten Green-St. Venant-Verzerrungstensors

E :=
1

2
(C − I),

erhalten wir aufgrund Satz 2.8 einen Kennwert, wie groß die Abweichung einer gege-
benen Deformationsabbildung von einer Starrkörperverschiebung ist (denn C = I für
Starrkörperverschiebungen). Es kann gezeigt werden, dass durch Angabe des Tensors
C die Deformation bis auf die Ausführung von Starrkörperverschiebungen eindeutig
bestimmt ist ([4, S. 49]). Somit ergibt sich für den Verzerrungstensor C eine Darstel-
lung3 über ∇u und den neu eingeführten Tensor E

C =∇ϕ⊤∇ϕ = I +∇u⊤ +∇u+∇u⊤∇u = I + 2E,

E(u) := E =
1

2
(∇u+∇u⊤ +∇u⊤∇u).

3alternative Darstellung: Cij =
∑

3

k=1
∂iϕk∂jϕk bzw. Eij =

1

2
(∂iuj + ∂jui +

∑
3

k=1
∂iuk∂juk)
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2.3 Der Piola-Kirchhoff-Spannungstensor

Wir wollen jetzt die Deformationsabbildung und den Spannungstensor eines Körpers,
welcher einem Kräftesystem ausgesetzt ist ermitteln. Die Gleichungen für das Kräf-
tegleichgewicht der deformierten Konfiguration nützen uns hierbei jedoch nur wenig,
da ihre Formulierung in eulerscher Beschreibungsweise Kenntnis über die gesuchte
Deformationsabbildung ϕ erfordern würde. Wir führen aus diesem Grund eine Trans-
formation in Lagrange-Koordinaten X ∈ Ω̄t0 der uns zur Verfügung stehenden Refe-
renzkonfiguration durch. Dies werden wir mit der in Abschnitt 2.1 eingeführten Piola-
Transformation bewerkstelligen. Wendet man selbige auf unseren Spannungstensor
T : Ω̄t × I → M3 an, so nennen wir T̂ : Ω̄t0 × I → M3 mit

T̂ (X, t) = (det∇ϕ(X, t))T (x, t)∇ϕ(X, t)−⊤ sodass x = ϕ(X, t)

den Ersten Piola-Kirchhoff-Spannungstensor. Für diesen habe wir bereits festgestellt,
dass

divX T̂ (X, t) = (det∇ϕ(X, t))divxT (x, t) sodass x = ϕ(X, t).

Genauso kann der Spannungsvektor t(x, t,n) = T (x, t)n(x, t) in einen entsprechenden
Vektor t̂(X, t,N) transformiert werden, sodass die Eigenschaft

t̂(X, t,N) = T̂ (X, t)N(X, t)

erhalten bleibt, wobei T̂ (X, t) wieder den ersten Piola-Kirchhoff-Spannungstensor und
N bzw. n die entsprechenden Einheitsaußennormalvektoren in X bzw. x der betrach-
teten Teilgebiete νt0 und νt = ϕ(νt0 , t) für t ∈ I bezeichnen.
Da wir bereits den Zusammenhang T̂ (X, t)N(X, t)dsX = T (x, t)n(x, t)dsx kennen,
können wir den Vektor t̂(X, t,N) über folgende Eigenschaft definieren:

t̂(X, t,N)dsX = t(x, t,n)dsx.

Da nach Satz 1.12 t(x, t,n) = T (x, t)n(x, t) gilt, erhalten wir das gewünschte Verhält-
nis t̂(X, t,N) = T̂ (X, t)N(X, t). Man nennt t̂(X, t,N) den Ersten Piola-Kirchhoff-
Spannungsvektor in X ∈ Ω̄t0 entlang eines orientierten Oberflächenelements mit Nor-
malvektor N(X, t). Das Vektorfeld t̂ : Ω̄t0 × I×S1 → R

3 bemisst somit die Dichte der
Oberflächenkraft per Flächeneinheit in der Referenzkonfiguration.
Es sei betont, dass die Symmetrie des ersten Piola-Kirchhoff-Spannungstensors im
Allgemeinen nicht erfüllt ist. Es gilt lediglich

T̂ (X, t)⊤ = ∇ϕ(X, t)−1T̂ (X, t)∇ϕ(X, t)−⊤ für alle X ∈ Ω̄t0 , t ∈ I.

Nichtsdestotrotz ist die Symmetrie des Spannungstensors im Referenzgebiet wün-
schenswert, da die konstituierenden Gleichungen später eine einfachere Form anneh-
men werden. Wir definieren aus diesem Grund den Zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungs-
vektor Σ̂ : Ω̄t0 × I → M3

Σ̂(X, t) = ∇ϕ(X, t)−1T̂ (X, t)

= (det∇ϕ(X, t))∇ϕ(X, t)−1T (x, t)∇ϕ(X, t)−⊤ sodass x = ϕ(X, t).
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Als nächstes transformieren wir die Volumskraftdichte fV : Ωt × I → R3 in ein Vek-
torfeld f̂V : Ωt0 × I → R

3, sodass

f̂V (X, t)dX = fV (x, t)dx für alle x ∈ Ωt, t ∈ I sodass x = ϕ(X, t).

Mit dx = det∇ϕ(X, t)dX erhalten wir

f̂V (X, t) = (det∇ϕ(X, t))fV (x, t) sodass x = ϕ(X, t). (2.4)

Das Vektorfeld f̂V : Ωt0 × I → R3 bemisst die Dichte der Volumskräfte per Volums-
einheit in der Referenzkonfiguration.
Um die Gleichheit von Massen unter dX und dx = det∇ϕ(X, t)dX sicherzustellen
definieren wir die Massendichte ρ̂ : Ωt0 × I → R der Referenzkonfiguration über
ρ : Ωt × I → R des deformierten Zustands als

ρ̂(X, t) = det∇ϕ(X, t)ρ(x, t) sodass x = ϕ(X, t). (2.5)

Dieser Zusammenhang veranschaulicht (abgesehen von der Orientierungstreue von ϕ),
dass det∇ϕ(X, t) > 0 erforderlich ist, da ρ(x, t) > 0 sein sollte. Definieren wir die
Dichte f̂ : Ωt0 × I → R3 der Volumskraftdichte per Volumseinheit im Referenzgebiet
durch

f̂V (X, t) = ρ̂(X, t)f̂(X, t) für alle X ∈ Ωt0 , t ∈ I, (2.6)

so folgt unmittelbar der Zusammenhang

f̂(X, t) = f(x, t) für alle X ∈ Ωt0 , t ∈ I, x = ϕ(X, t) (2.7)

für die Volumskraftdichten. Wollen wir jetzt die Randbedingung in ΓNt in eine ähnliche
Bedingung über ΓNt0 transformieren, so eignet sich der für diese Zwecke eingeführte erste
Piola-Kirchhoff-Spannungsvektor: Für die Oberflächenkraftdichte g : ΓNt ×I → R3 pro
Einheitsfläche im deformierten Zustand, führen wir den Vektor ĝ : ΓNt0 × I → R3 über
den Zusammenhang

ĝ(X, t)dsX = g(x, t)dsx für alle x ∈ ΓNt , t ∈ I, x = ϕ(X, t)

ein. Somit erhalten wir mit Satz 2.5

ĝ(X, t) =(det∇ϕ(X, t))|∇ϕ(X, t)−⊤
N(X, t)|g(x, t) (2.8)

für alle X ∈ Ω̄t0 , t ∈ I, x = ϕ(X, t).

Das Vektorfeld ĝ : ΓNt0 × I → R3 bemisst die Oberflächenkraftdichte pro Einheitsfläche
in der Referenzkonfiguration, wobei ĝ definiert wurde, sodass ĝ(X, t)dsX = g(x, t)dsx.
Wir haben somit die Gleichungen aus Satz 1.12 über den Deformierten Zustand in
Gleichungen über die Referenzkonfiguration transformiert, die äußerlich eine ähnliche
„Divergenzform“ aufweisen.
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Satz 2.10 (Lagrangesche Formulierung der Bewegungsgleichung für den ersten Pio-
la-Kirchhoff-Spannungstensor). Der erste Piola-Kirchhoff-Spannungstensor

T̂ (X, t) = (det∇ϕ(X, t))T (x, t)∇ϕ(X, t)−⊤ sodass x = ϕ(X, t)

erfüllt folgende Gleichungen im Referenzgebiet Ω̄t0 :

ρ̂t0(X)
Dv̂

Dt
(X, t)− divX T̂ (X, t) =ρ̂t0(X)f̂(X, t) für alle X ∈ Ωt0 , t ∈ I, (2.9)

∇ϕ(X, t)T̂ (X, t)⊤ =T̂ (X, t)∇ϕ(X, t)⊤ für alle X ∈ Ω̄t0 , t ∈ I, (2.10)

T̂ (X, t)N(X, t) =ĝ(X, t) für alle X ∈ ΓNt0 , t ∈ I, (2.11)

wobei f̂dX = fdx, ĝdsX = gdsx und ρ̂t0(X) die Volumsdichte der Referenzkonfigura-
tion ist.

Beweis. Die Kontinuitätsgleichung (1.6)

∂ρ

∂t
(x, t) + divx(ρv)(x, t) = 0 für alle t ∈ (0, T ), x ∈ Ωt

haben wir bisher in eulerscher Schreibweise angegeben. Für die Transformation der
Bewegungsgleichung in lagrangesche Koordinaten benötigen wir aber auch die Konti-
nuitätsgleichung in lagrangescher Schreibweise. Dafür gehen wir ähnlich wie im Beiweis
des Reynoldschen Transporttheorems vor:

0 =
d

dt

∫

ν(t)

ρ(x, t)dx

=

∫

ν(t0)

d

dt

(
ρ(ϕ(X, t), t)J(X, t)

)
dX

=

∫

ν(t0)

d

dt
ρ̂(X, t)dX.

Für ρ̂ ∈ C0(Ωt0 × I), ϕ ∈ C1(Ωt0 × I) folgt mit Satz 1.7, dass

ρ̂(X, t) = k ∈ R für alle t ∈ I.

Somit wissen wir ([11]), dass

ρ̂t0(X) := ρ̂(X, t0) = ρ̂(X, t) für alle X ∈ Ωt0 , t ∈ I.

Mit Satz 2.5 wissen wir bereits, dass für den ersten Piola-Kirchhoff-Spannungstensor
T̂ (X, t) gilt

divX T̂ (X, t) =(det∇ϕ(X, t))divxT (x, t)

=J(X, t)divxT (x, t) für alle X ∈ Ω̄t0 , t ∈ I mit x = ϕ(X, t) (2.12)
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Gemeinsam mit der materiellen Ableitung (1.2), (2.4), (2.5), (2.6), (2.7) und (2.12)
können wir (1.10) in die lagrangesche Schreibweise überführen

(1.10) ⇐⇒ ρ(x, t)
Dv̂

Dt
(X, t)− divxT (x, t) = ρ(x, t)f(x, t)

⇐⇒ ρ(x, t)J(X, t)
Dv̂

Dt
(X, t)− J(X, t)divxT (x, t) = ρ(x, t)J(X, t)f(x, t)

⇐⇒ ρ̂t0(X)
Dv̂

Dt
(X, t)− divX T̂ (X, t) = ρ̂t0(X)f̂(X, t)

für alle X ∈ Ωt0 , t ∈ I.

Die Transformation der Neumanndaten folgt aus (2.8), siehe auch [4].

Drückt man das Resultat für den zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungstensor Σ̂(X, t)
aus, so erhält man analog zu Satz 2.10 folgendes Resultat.

Satz 2.11 (Lagrangesche Formulierung der Bewegungsgleichung für den zweiten Pio-
la-Kirchhoff-Spannungstensor). Der zweite Piola-Kirchhoff-Spannungstensor

Σ̂(X, t) = (det∇ϕ(X, t))∇ϕ(X, t)−1T (x, t)∇ϕ(X, t)−⊤ sodass x = ϕ(X, t)

erfüllt folgende Gleichungen im Referenzgebiet Ω̄t0 :

ρ̂t0(X)
Dv̂

Dt
(X, t)− divX

(

∇ϕ(X, t)Σ̂(X, t)
)

=ρ̂t0(X)f̂(X, t) für alle X ∈ Ωt0 , t ∈ I,

(2.13)

Σ̂(X, t)⊤ =Σ̂(X, t) für alle X ∈ Ω̄t0 , t ∈ I,
(2.14)

∇ϕ(X, t)Σ̂(X, t)N(X, t) =ĝ(X, t) für alle X ∈ ΓNt0 , t ∈ I,
(2.15)

wobei f̂dX = fdx, ĝdsX = gdsx und ρ̂t0(X) die Volumskraftdichte der Referenzkonfi-
guration ist.

Die Gleichungen (2.9)-(2.11) und die Gleichungen (2.13)-(2.15) über Ωt0 und Γt0 für
beide Spannungstensoren nennt man die Gleichungen des Kräftegleichgewichts der Re-
ferenzkonfiguration.

2.4 Die Stoffgesetze - Elastische Materialien

Betrachten wir die Gleichungen des Kräftegleichgewichts für das Referenzgebiet (bzgl.
eines der Piola-Kirchhoff-Spannungstensoren) als Teil eines Randwertproblems, dessen
Unbekannten die 6 Komponenten des Spannungstensors4 und die 3 Komponenten der

4unter Verwendung von ∇ϕT̂⊤ = T̂∇ϕ⊤ oder Σ̂ = Σ̂⊤
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Deformationsabbildung sind, so fällt augenblicklich auf, dass mit nur 3 Gleichungen
die gesuchten 9 unbekannten Funktionen nicht eindeutig bestimmt werden können:
Wir wollen jetzt weitere 6 Gleichungen einführen.
Die Unvollständigkeit des bisherigen mathematische Modells ist auch hinsichtlich der
physikalischen Interpretation einleuchtend: Während die Kontinuitätsgleichung, die
Bewegungsgleichung und die Gleichungen für das Kräfte- und Momentengleichgewicht
unabhängig von einem konkreten Material (etwa Festkörper, Fluide oder Gase) sind,
sollten auch gewisse Materialeigenschaften in den beschreibenden Gleichungen eine
Rolle spielen.
Wir werden hier ausschließlich die grundlegendsten Materialtypen betrachten, für wel-
che die benötigten zusätzlichen Gleichungen leicht hergeleitet werden können. Diese
Einführung in die Thematik der Stoffgesetze verläuft nach dem Vorbild des gleichnami-
gen Kapitels in [4]. Für eine umfassendere Einführung konsultiere man beispielsweise
die vom gleichen Autor verfassten Werke [2] und [3].

Definition 2.12 (Elastisches Material). Wir bezeichnen ein Material als elastisch,
falls eine Abbildung

T̂D : Ω̄t0 × I ×M
3
+ → S

3

(X, t, F ) 7→ T̂D(X, t, F )

existiert, sodass für jedes deformierte Gebiet Ω̄t, welches ein aus diesem Material be-
stehender Körper für jedes t ∈ I einnimmt, der Cauchy’sche Spannungstensor T (x, t)
in einem Punkt x ∈ Ω̄t in folgender Beziehung zu ∇ϕ(X, t) im dazugehörigen Punkt
X ∈ Ω̄t0 des Referenzgebiets steht

T (x, t) = T̂D(X, t,∇ϕ(X, t)) mit x = ϕ(X, t).

Man bezeichnet diese Relation als Konstitutierende Gleichung, wobei man T̂D die
Wirkungsfunktion der Spannung nennt.

Es sei betont, dass aus dieser Definition die enthaltene Wirkungsfunktion für jeden
einzelnen Punkt X ∈ Ω̄t0 , für jedes t ∈ I und für jede Matrix F ∈ M3

+ definiert sein
muss. Diese Tatsache schließt mit ein, dass für einen jeden Punkt X ∈ Ω̄t0 , für jedes t ∈
I und für jede Matrix F ∈ M3

+ eine Deformation ϕ mit ∇ϕ(X, t) = F existieren muss,
indem man passende Kräfte und Randbedingungen festlegt. Aus diesem Grund schließt
die Definition Materialien aus, für die Restriktionen an die Deformationsabbildung ϕ
gestellt werden müssen.
Mit T̂ = (det∇ϕ)T∇ϕ−⊤ und Σ̂ = ∇ϕ−1T̂ existieren auch Abbildungen

T̂R : Ω̄t0 × I ×M
3
+ → M

3 und Σ̂R : Ω̄t0 × I ×M
3
+ → S

3

gegeben als

T̂R(X, t, F ) = (detF )T̂D(X, t, F )F−⊤ für alle X ∈ Ω̄t0 , t ∈ I, F ∈ M
3
+,

Σ̂R(X, t, F ) = (detF )F−1T̂D(X, t, F )F−⊤ für alle X ∈ Ω̄t0 , t ∈ I, F ∈ M
3
+,
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sodass

T̂ (X, t) = T̂R(X, t,∇ϕ(X, t)) für alle X ∈ Ω̄t0 , t ∈ I,

Σ̂(X, t) = Σ̂R(X, t,∇ϕ(X, t)) für alle X ∈ Ω̄t0 , t ∈ I.

Die letzten beiden Gleichungen werden als zu Definition 2.12 äquivalente Charakteri-
sierung elastischer Materialien ebenfalls als Konstitutierende Gleichungen bezeichnet.
Die Abbildungen T̂R und Σ̂R nennt man analog Wirkungsfunktionen des ersten und
zweiten Piola-Krichhoff-Spannungstensors.
Wir nennen ein Material im Referenzgebiet Ωt0 homogen, falls die Wirkungsfunktion
unabhängig von X ∈ Ω̄t0 ist, ansonsten bezeichnen wir das Material als inhomogen.
Für ein homogenes elastisches Material vereinfacht sich die Konstitutierende Gleichung
auf

T (x, t) = T̂D(t,∇ϕ(X, t)) für alle x ∈ Ω̄t, t ∈ I.

Dabei ist Homogenität eine Eigenschaft, welche für eine gegebene Referenzkonfigurati-
on erfüllt wird, nach der Deformation im Allgemeinen für Ω̄t aber nicht mehr zutrifft.
Man beachte weiters, dass die Wirkungsfunktion T̂D bei einem elastischen Material
unabhängig von einer konkreten Deformation ϕ ist, weshalb das Symbol ϕ in der No-
tation dieser Wirkungsfunktion auch nicht vorkommt. Auf der anderen Seite hängt
der Cauchy’sche Spannungstensor T (x, t) in x bei einem elastischen Material nur von
∇ϕ(X, t) und nicht von ϕ(X, t) selber ab. Andernfalls würde der Spannungstensor
durch Starrkörperverschiebungen beeinflusst werden.5

Die Wirkungsfunktion eines elastischen Materials ist a priori -abhängig von einer kon-
kreten orthonormalen Basis und von der Referenzkonfiguration, da jede deformierte
Konfiguration als neue Referenzkonfiguration gewählt werden kann.

Satz 2.13 (Cholesky-Zerlegung). Sei K ∈ Sn>, dann existieren eindeutig bestimmte
Matrizen G,H ∈ Sn> sodass

HH = H2 = K.

In diesem Zusammenhang definieren wir das Symbol

K1/2 := H

Beweis. [10, S. 252], [4, S. 94]

Satz 2.14. Für eine reguläre Matrix F ∈ Mn existiert eine eindeutige Faktorisierung
in

F = RU bzw. F = V S

wobei R, S ∈ On orthogonale und U, V ∈ Sn> symmetrische positive definite Matrizen
sind. Es gilt

U =(F⊤F )1/2,

V =(FF⊤)1/2,

R =S = FU−1 = V −1F.

5für weiterführende Informationen siehe [4, S. 93]
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Beweis. [4]

Bemerkung 2.15. Man beachte, dass falls Satz 2.14 auf eine Matrix F mit detF > 0
angewandt wird, die orthogonale Matrix R ∈ On automatisch detR = 1 erfüllt, also
R ∈ O

n
+.

Somit gilt gemäß Satz 2.14 für den rechtsseitigen bzw. den linksseitigen Cauchy-Green
Verzerrungstensor6

C :=F⊤F = U2,

B :=FF⊤ = V 2.

Die Matrizen U und V sind zueinander über die orthogonale Matrix R ∈ On ähnlich,
V = RUR⊤, weshalb auch B und C zueinander über R ∈ On ähnlich sind, B = RCR⊤.
Diese Eigenschaft lässt sich auch ohne der Regularität der Matrix F zeigen. Damit
haben sie die gleichen charakteristischen Polynome und Hauptinvarianten.

2.5 Die materielle Bezugssysteminvarianz

Definition 2.16 (Axiom der materiellen Bezugssysteminvarianz). Man rotiere den
deformierten Zustand Ω̄ϕt mit Deformationsabbildung ϕ in einen anderen Zustand Ω̄ψt
mit Deformationsabbildung ψ, wobei ψ = Aϕ für ein A ∈ O3

+. Dann soll gelten, dass

t
ψ(xψ, t, An) = Atϕ(xϕ, t,n) für alle X ∈ Ω̄t0 ,n ∈ S1,

wobei xψ = ψ(X, t), xϕ = ϕ(X, t), tψ : Ω̄ψt × I × S1 → R3 und t
ϕ : Ω̄ϕt × I × S1 → R3

die Cauchy’schen Spannungsvektorfelder in den deformierten Zustände Ω̄ϕt und Ω̄ψt
bezeichnen.

Da t
ψ(xψ, t, An) = T ψ(xψ, t)An = Atϕ(xϕ, t,n) = AT ϕ(xϕ)n für jeden beliebigen

Vektor n ∈ S1 und beliebiges t ∈ I gilt können wir folgern, dass für die Spannungs-
tensoren

T ψ(xψ, t) = AT ϕ(xϕ, t)A⊤

gilt. Weiters gilt aufgrund von xψ = Axϕ die Eigenschaft ∇ψ(X, t) = A∇ϕ(X, t),
sodass dieses Axiom somit nur erfüllt ist, wenn

T̂D(X, t,∇ψ(X, t)) = T̂D(X, t, A∇ϕ(X, t)) = AT̂D(X, t,∇ϕ(X, t))A⊤.

Satz 2.17. Die Wirkungsfunktion T̂D : Ω̄t0×I×M3
+ → S3 der Cauchy’schen Spannung

erfüllt das Axiom der materiellen Bezugssysteminvarianz genau dann, wenn
eine der folgenden äquivalenten Aussagen erfüllt ist:

• Für alle X ∈ Ω̄t0 , t ∈ I gilt

T̂D(X, t, AF ) = AT̂D(X, t, F )A⊤ für alle F ∈ M
3
+, A ∈ O

3
+.

6Dieses Resultat kann für jede beliebige Matrix F ∈ Mn gezeigt werde. [4, S. 98]
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• Für alle X ∈ Ω̄t0 , t ∈ I gilt

T̂D(X, t, F ) = RT̂D(X, t, U)R⊤ für alle F = RU ∈ M
3
+,

wobei F = RU mit R ∈ On, U ∈ Sn> die Faktorisierung nach Satz 2.14 ist,

• Eine Abbildung Σ̃ : Ω̄t0 × I × S3
> → S3 existiert, sodass

Σ̂R(X, t, F ) = Σ̃(X, t, F⊤F ) für alle F ∈ M
3
+,

wobei Σ̂R : Ω̄t0×I×M3
+ → S3 die Wirkungsfunktion des zweiten Piola-Kirchhoff-

Spannungstensors ist.

Beweis. [4, S. 102]

Mit der ersten Äquivalenzaussage aus Satz 2.17 folgt für alle X ∈ Ω̄t0 , t ∈ I durch
Einsetzen sofort

T̂R(X, t, AF ) = AT̂R(X, t, F ) für alle F ∈ M
3
+, A ∈ O

3
+, (2.16)

Σ̂R(X, t, AF ) = Σ̂R(X, t, F ) für alle F ∈ M
3
+, A ∈ O

3
+, (2.17)

weshalb die Wirkungsfunktionen T̂R und Σ̂R unabhängig von der Wahl eines konkreten
Bezugssystems sind, falls diese (2.16) und (2.17) erfüllen.

2.6 Isotrope elastische Materialien

Definition 2.18. Man nennt ein elastisches Material isotrop in einem Punkt X ∈
Ω̄t0, falls die Wirkungsfunktion der Cauchy’schen Spannung die Eigenschaft

T̂D(X, t, FA) = T̂D(X, t, F ) für alle F ∈ M
3
+, A ∈ O

3
+

besitzt, oder anders ausgedrückt, wenn eine Rotation der Referenzkonfiguration um
einen Punkt X ∈ Ωt0 keinen Einfluss auf den Cauchy’schen Spannungstensor hat. Ein
das Referenzgebiet Ω̄t0 ausfüllendes elastisches Material nennt man isotrop, falls dieses
für jedes X ∈ Ω̄t0 isotrop ist.
Dies ist äquivalent zu jeder der Gleichungen

T̂R(X, t, FA) =T̂R(X, t, F )A für alle F ∈ M
3
+, A ∈ O

3
+,

Σ̂R(X, t, FA) =A⊤Σ̂R(X, t, F )A für alle F ∈ M
3
+, A ∈ O

3
+.

Satz 2.19. Die Wirkungsfunktion T̂D : Ω̄t0 × I×M3
+ → S3 ist isotrop in X ∈ Ω̄t0 also

T̂D(X, t, FA) = T̂D(X, t, F ) für alle F ∈ M
3
+, A ∈ O

3
+

genau dann, wenn eine Abbildung T̄D(X, t, .) : S3
> → S3 existiert, sodass

T̂D(X, t, F ) = T̄D(X, t, FF⊤) für alle F ∈ M
3
+.
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Beweis. [4, S. 107]

Definition 2.20 (Invarianten einer Matrix). Eine Invariante einer Matrix A ∈ M
n

ist eine reelle Funktion ω : Mn → R mit der Eigenschaft, dass

ω(A) = ω(B−1AB) für alle B ∈ M
n, B regulär.

Definition 2.21 (Hauptinvarianten). Die Hauptinvarianten einer Matrix A ∈ M3

mit Eigenwerten λ1, λ2, λ3 sind die Terme

τ1(A) = aii = SpurA = λ1 + λ2 + λ3,

τ2(A) = Spur CofA = λ1λ2 + λ2λ3 + λ1λ3,

τ3(A) = detA = λ1λ2λ3.

Für das charakteristische Polynom der Matrix A gilt

det(A− λI) = −λ3 + τ1(A)λ
2 − τ2(A)λ+ τ3(A).

Wir definieren nun für eine Matrix A ∈ M3 das Tripel τA := (τ1(A), τ2(A), τ3(A)).

Satz 2.22 (Darstellungssatz von Rivlin-Ericksen). Eine Abbildung T̂ : M3
+ → S3

erfüllt

T̂ (AF ) = AT̂ (F )A⊤ und T̂ (FA) = T̂ (F ) für alle F ∈ M
3
+, A ∈ O

3
+

genau dann, wenn
T̂ (F ) = T̄ (FF⊤) für alle F ∈ M

3
+.

Dabei lässt sich T̄ : S3
> → S

3 schreiben als

T̄ (B) = β0(τB)I + β1(τB)B + β2(τB)B
2 für alle B ∈ S

3
>,

wobei β0, β1 und β2 reelle Funktionen der drei Hauptinvarianten von B sind.

Beweis. [4, S. 110]

Satz 2.23. Gegeben sei ein elastisches Material, dessen Wirkungsfunktion vom ge-
wählten Bezugssystem unabhängig und für alle t ∈ I isotrop in X ∈ Ω̄t0 ist. Für eine
beliebige Deformation ϕ : Ω̄t0 × I → R3 ist der Cauchy’sche Spannungstensor in x
gegeben durch

T (x, t) = T̂D(X, t,∇ϕ(X, t))

= T̄D(X, t,∇ϕ(X, t)∇ϕ(X, t)⊤) für alle X ∈ Ω̄t0 , t ∈ I, x = ϕ(X, t),

wobei die Wirkungsfunktion T̄D(X, t, .) : S3
> → S3 sich schreiben lässt als

T̄D(X, t, B) = β0(X, t, τB)I + β1(X, t, τB)B + β2(X, t, τB)B
2 für alle B ∈ S

3
>, (2.18)
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wobei β0(X, t, .), β1(X, t, .) und β2(X, t, .) reellwertige Funktionen der drei Hauptinva-
rianten von B = FF⊤ sind. Der zweite Piola-Kirchhoff-Spannungstensor in X ∈ Ω̄t0
ist

Σ̂(X, t) = Σ̂R(X, t,∇ϕ(X, t)) = Σ̃(X, t,∇ϕ(X, t)⊤∇ϕ(X, t)),

wobei die Wirkungsfunktion Σ̃(X, t, .) : S3
> → S3 sich schreiben lässt als

Σ̃(X, t, C) = γ0(X, t, τC)I + γ1(X, t, τC)C + γ2(X, t, τC)C
2 für alle C ∈ S

3
>,

wobei γ0(X, t, .), γ1(X, t, .) und γ2(X, t, .) reellwertige Funktionen der drei Hauptinva-
rianten von C = F⊤F sind.
Umgekehrt, falls beide Wirkungsfunktionen T̄D und Σ̃ sich in der obigen Form schrei-
ben lassen, so ist das Axiom Definition 2.16 erfüllt und das Material ist isotrop in
X ∈ Ω̄t0 .

Beweis. [4, S. 116]

Im Gegensatz zum zweiten Piola-Krichhoff Spannungstensor Σ̂(X, t), können wir den
ersten Piola-Kirchhoff Spannungstensor T̂ (X, t) nicht als Ausdruck der symmetrischen
Tensoren B = FF⊤ und C = F⊤F schreiben. Aber obwohl sich die konstitutieren-
de Gleichung somit einfacher mit dem zweiten als den ersten Piola-Krichhoff Span-
nungstensor darstellen lassen, lässt sich nur der erste Piola-Krichhoff Spannungstensor
natürlich in die Gleichungen des Kräftegleichgewichts der Referenzkonfiguration ein-
binden.

Definition 2.24. Wir bezeichnen

T̂R(X, t) := T̂D(X, t, I) = T̂ (X, t, I) = Σ̂(X, t, I) = Σ̃(X, t, I)

als den residualen Spannungstensor im Punkt X ∈ Ω̄t0 für jedes t ∈ I durch Einsetzen
einer konkreten Deformationen ϕ = idΩ̄.

Damit folgt sofort aus Satz 2.23, dass falls ein elastisches Material in einem Punkt
X ∈ Ω̄t0 isotrop ist, der residuale Spannungstensor in X sich nur aus dem Druck
p̂(X, t) zusammensetzt (und somit ein Vielfaches der Einheitsmatrix I ist), da mit
(2.18) gilt

∇ϕ(X, t) = I =⇒ T (x) = T̂D(X, t, I) = −p̂(X, t)I mit x = ϕ(X, t),

wobei konkret −π(X, t) = β0(X, t, τI) + β1(X, t, τI) + β2(X, t, τI) ist. Diese Erkenntnis
steht im Einklang mit der intuitiven Vorstellung von einem isotropen Material, sich
in einem Punkt X ∈ Ω̄t0 in jede Richtung gleichermaßen zu verhalten, weshalb der
Cauchysche Spannungstensor nur Druck sein soll. Falls jedoch das gleiche elastische
Material eine beliebige Deformation durchläuft, so geht die Eigenschaft der Isotropie
für gewöhnlich verloren, da nach Satz 2.23 nicht erwartet werden kann, dass die Matrix
T̂D(X, t, F ) für eine beliebige Matrix F ∈ M3

+ sich als Vielfaches der Einheitsmatrix
darstellen lässt. Isotropie ist somit eine Eigenschaft, welche unter Deformationen im
Allgemeinen nicht erhalten bleibt.
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Definition 2.25 (Natürlicher Zustand). Eine Referenzkonfiguration Ω̄t0 befindet sich
im natürlichen Zustand genau dann, wenn

T̂R(X, t) = 0 für alle X ∈ Ω̄t0 , t ∈ I.

Diese Definition entspricht der Vorstellung, dass für einen Körper ein spannungsfreier
Zustand existiert.

Satz 2.26. Falls sich ein Referenzgebiet im natürlichen Zustand befindet, so befin-
det sich die deformierte Konfiguration nach einer Starrkörperverschiebung wieder im
natürlichen Zustand, sofern diese als neues Referenzgebiet gewählt wird.

Beweis. Sei ϕ : Ω̄t0 × I → R
3 eine Starrkörperverschiebung, sodass ∇ϕ(X, t) = A(t) ∈

O3
+ für alle X ∈ Ω̄t0 , t ∈ I. Mit Satz 2.23 folgt

T̂D(X, t, A) = T̄D(X, t, I) = 0.

Bemerkung 2.27. Die Existenz spannungsfreier Zustände macht für elastische Fest-
körper Sinn. Gase hingegen sind jedoch ein Beispiel für elastische Fluide, welche keinen
spannungsfreien Zustand kennen.

Wir haben bereits in Abschnitt 2.2 gesehen, dass der Green-St. Vernant-Verzerrungs-
tensor E = 1

2
(C − I) in gewisser Weise die Abweichung einer gegebenen Defor-

mationsabbildung von einer Starrkörperverschiebung wiedergibt. Es ist daher nahe-
liegend, die Differenz der Wirkungsfunktion Σ̃(X, t, .) des zweiten Piola-Kirchhoff-
Spannungstensors in X ∈ Ω̄t0 , t ∈ I

Σ̃(X, t, I + 2E)− Σ̃(X, t, I)

bzgl. des rechtsseitigen Cauchy-Green Verzerrungstensors C bis zu einer gewünschten
Ordnung von ‖E‖ genauer zu betrachten. Desweiteren interessieren wir uns auch für
eine Darstellung (bis zu einer gewünschten Ordnung des Tensors E) des Spannungsten-
sors Σ̂, bezogen auf einen deformierten Zustand in der Nähe der Referenzkonfiguration.
Wir betrachten hierfür die Entwicklung einer beliebigen Matrixfunktion Ã : M3 → R

Ã(I + 2E) = Ã(I) + 2
∂Ã

∂Cij
Eij + O(E) ∈ S

3 mit I + 2E ∈ S
3
>.

Das Ergebnis des folgenden Theorems ist dabei überraschend: Während (unter Be-
rücksichtigung der Symmetrie) 36 Unbekannte (∂Ãij/∂Ckl)(I) im Term erster Ord-
nung auftauchen, verringert sich deren Anzahl dank der starken Voraussetzung der
Isotropie auf zwei.
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Satz 2.28. Gegeben sei ein elastisches Material, dessen Wirkungsfunktion vom ge-
wählten Bezugssystem unabhängig und isotrop in X ∈ Ω̄t0 ist. Seien desweiteren die
Funktionen γα(X, t, .) für α = 0, 1, 2 aus Satz 2.23 im Punkt τI = (3, 3, 1) differenzier-
bar, dann finden sich Konstanten p̂(X, t), λ(X, t), µ(X, t) ∈ R sodass

Σ̃(X, t, C) =− p̂(X, t)I + λ(X, t)(SpurE)I + 2µ(X, t)E + O(E;X, t)

für alle C = I + 2E ∈ S
3
>.

Beweis. Mit Hilfe des Darstellungssatzes von Rivlin-Ericksen Satz 2.22 und Satz 2.23.
[4, S. 119]

Satz 2.29. Gegeben sei ein homogenes, isotropes und elastisches Material, dessen Re-
ferenzkonfiguration im natürlichen Zustand ist. Sind die Funktionen γα für α = 0, 1, 2
aus Satz 2.23 im Punkt τI = (3, 3, 1) differenzierbar, dann finden sich Konstanten
λ, µ ∈ R sodass die Wirkungsfunktion Σ̂ : M3

+ → S
3 in folgender Form geschrieben

werden kann

Σ̂R(F ) = Σ̃(C) = λ(SpurE)I + 2µE + O(E),

C = F⊤F = I + 2E für alle F ∈ M
3
+.

In diesem konkreten Fall bezeichnet man die Konstanten λ, µ als die Lameschen

Konstanten des betrachteten Materials. Physikalische Überlegungen ergeben

λ, µ > 0.

Es sei betont, dass die Existenz der Lameschen Konstanten aus den konstitutierenden
Gleichungen in Bezug auf den Green-St. Venant-Verzerrungstensor E = 1

2
(∇u+∇u⊤+

∇u⊤∇u) hergeleitet werden können und nicht - wie in vielen Büchern zu finden ist -
lediglich in Bezug auf den linearisierten Verzerrungstensor 1

2
(∇u+∇u⊤).

2.7 Die Laméschen Gleichungen

Falls wir die Terme höherer Ordnung in Satz 2.29 in der Entwicklung des zweiten
Piola-Kirchhoff Spannungstensors vernachlässigen können7, erhalten wir eine einfa-
chere Wirkungsfunktion.

Definition 2.30. Man nennt ein Material ein St. Venant-Kirchhoff-Material, falls
ihre Wirkungsfunktion für den zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungstensor sich schreiben
lässt als

Σ̌(E) = Σ̃(I + 2E) = λ(SpurE)I + 2µE für alle I + 2E ∈ S
3
>,

wobei λ, µ > 0 Konstanten sind.

7wie beispielsweise bei der Modellierung vergleichsweise geringer Verschiebungen und Verzerrungen
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Ein solches Material ist offensichtlich homogen und die Referenzkonfiguration Ω̄t0 be-
findet sich im natürlichen Zustand. Überdies gilt

Σ̃(C) =

(
λ

2
(τ1(C)− 3)− µ

)

I + µC mit C = I + 2E,

wobei τ1(C) = SpurC, weshalb das Material nach Satz 2.23 isotrop und unabhängig
vom gewählten Bezugssystem ist. Aus diesem Grund handelt es sich bei λ, µ tatsächlich
um die Lameschen Konstanten eines St. Venant-Kirchhoff-Materials.
Man beachte, dass die Abbildung E 7→ Σ̌(E) eines St. Venant-Kirchhoff-Materials
nach Definition linear ist, wenngleich die dazugehörige Abbildung

u 7→ Σ̌(E(u)) = λ(Spur∇u)I + µ(∇u+∇u⊤) +
λ

2
(Spur∇u⊤∇u)I + µ∇u⊤∇u,

aufgrund der quadratischen Terme ∇u⊤∇u nicht mehr linear ist. Dabei gilt mit dem
Verschiebungsvektorfeld u : Ω̄t0 × I → R3 für den Verzerrungstensor

E(u) =
1

2

(
∇u+∇u⊤ +∇u⊤∇u

)
.

Betrachtet man lediglich kleine Verschiebungen, so erhalten wir durch Einführung des
linearisierten Verzerrungstensors

E(u) =
1

2

(
∇u+∇u⊤

)

erwartungsgemäß ein lineares System partieller Differentialgleichungen, welches wir
nun angeben wollen.

Satz 2.31 (Lamesche Gleichungen der Elastodynamik). Für ein St. Venant-Kirchhoff-
Material vereinfachen sich die Gleichungen (2.13)-(2.15) im Referenzgebiet Ω̄t0 auf die
Form

ρ̂t0(X)
∂2u

∂t2
(X, t)− µ∆Xu(X, t) (2.19)

−(λ+ µ)∇X (divXu(X, t)) = ρ̂t0(X)f̂(X, t) für alle X ∈ Ωt0 , t ∈ I, (2.20)

Σ̌(X, t, E)N(X, t) = ĝ(X, t) für alle X ∈ ΓDt0 , t ∈ I, (2.21)

wobei Σ̌(X, t, E) = Σ̃(I +2E) = λ(Spur E)I +2µE , E(u) = 1
2

(
∇u+∇u⊤

)
bzw. f̂dX =

fdx, ĝdsX = gdsx und ρ̂t0(X) die Volumskraftdichte der Referenzkonfiguration ist.

Beweis. Einfaches Einsetzen von

Σ̂(X, t) = Σ̌(X, t, E) = λ(Spur E)I + 2µE

in (2.13) und elementare Umformungen - siehe zB. [14, S. 63], [7], [15]. Der Zusam-
menhang

T̂ (X, t) = ∇ϕ(X, t)Σ̂(X, t) = ∇ϕ(X, t)Σ̌(X, t, E) = Σ̌(X, t, E) + O(‖∇u‖)
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folgt mit der Definition von E = E + O(‖∇u‖) und unter Vernachlässigung höherer
Terme von ∇u. Mit den gleichen Argumenten ließe sich auch

T (x, t) = T̂ (X, t) + O(‖∇u‖) = Σ̂(X, t) + O(‖∇u‖)

zeigen - siehe zB. [7], [4].

Satz 2.32 (Das Anfangsrandwertproblem für die instationären Lameschen Gleichun-
gen für St. Venant-Kirchhoff-Materialien8). Gesucht ist das Verschiebungsfeld u(x, t)
sodass für alle (X, t) ∈ Ωt0 × I die Lameschen Gleichungen

ρ̂t0(X)
∂2u

∂t2
(X, t)− µ∆Xu(X, t)− (λ+ µ)∇X (divXu(X, t)) = ρ̂t0(X)f̂(X, t)

gelten. Dazu kommen die Anfangsbedingungen

u(X, t0) = 0 für alle X ∈ Ω̄t0

und Randbedingungen für ∂Ωt0 = Γ̄Dt0 ∪ Γ̄Nt0 wie zB.

u(X, t) = ĝD(X, t) für alle (X, t) ∈ ΓDt0 × I

Σ̌(X, t, E)N(X, t) = t̂(X, t,N) = ĝN(X, t) für alle (X, t) ∈ ΓNt0 × I

wobei wieder Σ̌(X, t, E) = Σ̃(I + 2E) = λ(Spur E)I + 2µE und E(u) = 1
2

(
∇u+∇u⊤

)
.

Für Aussagen zu Existenz und Eindeutigkeit hyperbolischer Differentialgleichungen
konsultiere man beispielsweise [8]. Nähere Informationen zur variationellen Formulie-
rung partieller Differentialgleichungen der Kontinuumsmechanik findet man beispiels-
weise in [4], [2] und [3].

8für weitere Informationen siehe zB. [14, S. 65]



Kapitel 3

Herleitung der Navier-Stokes

Gleichungen

In diesem Kapitel wollen wir uns mit der mathematischen Modellierung von Fluiden
befassen. Abhängig von der Kompressibilität und dem Ausdehnungsvermögen unter-
scheidet man Fluide in Liquide (zB. Wasser, Öl) und Gase (zB. Luft, Dampf). Die
charakteristische Eigenschaft eines Gases ist, unter Druck das Volumen zu ändern
(Kompressibilität), weshalb man solche Gase auch als kompressible Fluide bezeichnet.
Aufgrund ihres Ausdehnungsvermögens breiten sich Gase im ganzen ihnen zur Verfü-
gung stehenden Raum aus. Dieses Verhalten von Fluiden wird von atomaren Kräften
bestimmt. Die Fähigkeit Verformungen zu widerstehen nennt man Viskosität. Visko-
se Kräfte wirken Geschwindigkeitsunterschieden zwischen den Schichten eines Fluids
entgegen und ähneln damit der Reibung in der Festkörpermechanik. Lässt sich die
Viskosität vernachlässigen, so spricht man von invisciden Fluiden.
Im Gegensatz zu den Gleichungen der Elastizitätstheorie aus Kapitel 2 existiert ein
für die Lösung der beschreibenden Gleichungen problematisches Verhältnis zwischen
dem Spannungs- und Verzerrungstensor (und daher mit dem Gradienten der Deforma-
tionsabbildung). Ist dieses Verhältnis linear, so spricht man von einem Newtonschen
Fluid.

3.1 Die Stoffgesetze - Fluide

Konkrete Verhältnisse zwischen dem Spannungstensor und anderen Fluide beschrei-
bende Einflussgrößen, insbesondere die Geschwindigkeit und deren Ableitungen, wer-
den mittels sog. rheologischer Gleichungen ([7]) behandelt. Vernachlässigt man die
innere Reibung in einem Fluid (dh. Tij = 0 für i 6= j), so erhält man für den Span-
nungstensor die einfachste Form einer rheologischen Gleichung (für inviscide Fluide):

T (x, t) = −p(x, t)I für alle x ∈ Ω̄t, t ∈ I. (3.1)

35
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Da somit divxT = −grad xp ist, lässt sich die Bewegungsgleichung in konservativer-
bzw. konvektiver Form schreiben als

∂

∂t
(ρvi) + divx(ρviv) = −

∂p

∂xi
+ ρfi, für i ∈ {1, 2, 3},

bzw. ρ
∂vi
∂t

+ ρv · grad xvi = −
∂p

∂xi
+ ρfi, für i ∈ {1, 2, 3}.

Man nennt diese Gleichungen auch Euler-Gleichungen. Neben dem Druck wirken auch
Scherkräfte der Reibung aufgrund der Viskosität eines Fluids, weshalb man auch fol-
genden Ansatz wählen kann

T = −pI + τ in Ω̄t × I.

Um einen passenden Viskositätsanteil τ zu ermitteln, betrachten wir die sog. Sto-
kes’schen Postulate:

1. Der Viskositätsanteil hängt stetig vom Deformationsratentensor ([15])

D = D(v) = (dij)
3
i,j=1 =

1

2

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)3

i,j=1

ab, dh. für ein passendes Tensorfeld f ∈ C0(M3,M3) können wir τ angeben als

τ = f(D).

2. Fluide sind isotrope Medien, weshalb das Tensorfeld f invariant unter orthogo-
nalen Transformationen ist. Daher gilt für alle A ∈ O

3

τ = f(D) = f(ADA⊤) = AτA⊤.

3. Das Tensorfeld f sei linear und

f(0) = 0.

Satz 3.1. Unter Annahme der Stokesschen Postulate 1.-3. gilt für den Spannungsten-
sor

T = (−p + λdivxv)I + 2µD(v), (3.2)

wobei λ, µ skalare Funktionen oder Konstanten thermodynamischer Größen sind.

Sollte der Spannungstensor wie in Satz 3.1 linear vom Deformationsratentensor ab-
hängen, so nennt man das zugrundeliegende Fluid ein Newtonsches Fluid. Damit folgt,
dass

(divxT )i =
3∑

j=1

∂Tji
∂xj

= −
∂

∂xi
(p− λdivxv) +

3∑

j=1

∂

∂xj
(µ(

∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

))

︸ ︷︷ ︸

=2µ∂jdji

.
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Unter der Annahme, dass ρ ∈ C1(D) und ∂v
∂t
, ∂2v
∂xi∂xj

∈ C0(D) für i ∈ {1, 2, 3} und
Einfügen von (3.2) in die konservative- bzw. in die konvektive Bewegungsgleichung
(1.13) bzw. (1.14), erhalten wir die Navier-Stokes-Gleichungen für i ∈ {1, 2, 3}

∂

∂t
(ρvi) + divx(ρviv) =ρfi +

∂

∂xi
(−p + λdivxv) +

3∑

j=1

∂

∂xj
(µ(

∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)),

bzw. ρ
∂vi
∂t

+ ρv · grad xvi =ρfi +
∂

∂xi
(−p + λdivxv) +

3∑

j=1

∂

∂xj
(µ(

∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)).

Aus physikalischen Überlegungen folgt µ ≥ 0 und 3λ+ 2µ = 0. Unter den Vorausset-
zungen

1. ρ(x, t) = const

2. µ = const ≥ 0

folgt zum einen ∂ρ
∂t

= 0 woraus gemeinsam mit (1.6) divxv = 0 in D folgt. Darüber
hinaus lassen sich damit die obigen Gleichungen weiter vereinfachen:

3∑

j=1

∂Tji
∂xj

=−
∂p

∂xi
+ µ

3∑

j=1

[
∂2vi
∂x2j

+
∂2vj
∂xi∂xj

]

=−
∂p

∂xi
+ µ∆xvi + µ

∂

∂xi
divxv
︸ ︷︷ ︸

=0

=−
∂p

∂xi
+ µ∆xvi.

Damit erhalten wir die Bewegungsgleichung in konservativer- bzw. konvektiver Form

∂

∂t
(ρvi) + divx(ρviv) =ρfi −

∂p

∂xi
+ µ∆xvi,

bzw. ρ
∂vi
∂t

+ ρv · grad xvi =ρfi −
∂p

∂xi
+ µ∆xvi, für i ∈ {1, 2, 3}.

Nach Division durch ρ und der Einführung der kinematischen Viskosität α := µ
ρ
≥ 0

ergibt sich

∂vi
∂t

+ v · grad xvi = fi −
1

ρ

∂p

∂xi
+ α∆xvi, für i ∈ {1, 2, 3}.

3.2 Die Navier-Stokes-Gleichungen

Satz 3.2 (Das Anfangswertproblem für die Navier-Stokes-Gleichungen für instatio-
näre, inkompressible Fluide). Gesucht sind das Geschwindigkeitsfeld v(x, t) und das
Druckfeld p(x, t) mit (x, t) ∈ Ω̄t × I sodass für alle (x, t) ∈ Ωt × I
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• die Bewegungsgleichungen

∂vi
∂t

− α∆xvi + v · grad xvi +
1

ρ

∂p

∂xi
= fi für alle i ∈ {1, 2, 3} in D

oder kompakt aufgeschrieben

∂v

∂t
− α∆xv + (v · ∇x)v +

1

ρ
∇xp = f in D

• die Kontinuitätsgleichung
divxv = 0 in D

gelten. Dazu kommen die Anfangsbedingungen

v(x, t0) = v0(x) für alle x ∈ Ω̄t0

und Randbedingungen für ∂Ωt = Γ̄Dt ∪ Γ̄Nt wie zB.

v(x, t) =gD(x, t) für alle (x, t) ∈ ΓDt × I,

T (x, t)n(x, t) = t(x, t,n) =gN(x, t) für alle (x, t) ∈ ΓNt × I.

wobei T (x, t) wie in (3.2) definiert ist.



Kapitel 4

Kopplung der Gleichungen für Fluide

und Körper

Nachdem wir nun die Grundgleichungen der Strömungslehre und der Festkörperme-
chanik kennen, interessieren wir uns jetzt für eine Möglichkeit, beide miteinander zu
koppeln, um ein Fluid-Struktur-Kopplungs-Problem zu erhalten. Die Problemform tritt
in vielen verschiedenen Anwendungsgebieten der Physik und Ingenieurswissenschaften
auf, um beispielsweise aeroelastische Probleme, wie die Verformung einer Tragfläche
unter dem Einfluss von Luftströmungen, oder die vom Wind herbeigeführte Oszilation
einer Brücke zu beschreiben. Ein Anwendungsgebiet für unsere vereinfachten Gleichun-
gen wäre hingegen zB. der Blutfluss in einer Arterie ([16]).
Alle Fluid-Struktur-Kopplungs-Probleme befassen sich mit der gegenseitigen Beein-
flussung von Festkörpern und Strömungen. Körper deformieren sich unter dem Ein-
fluss der von einem Fluid aufgebauten Spannung, während im Gegenzug Fluide sich
der Verschiebung des Körpers anpassen. Das bedeutet konkret, dass beispielsweise an
der Grenze zwischen Fluid und Körper (Interface) die Geschwindigkeit des Fluids und
des Körpers übereinstimmen müssen (Haftbedingung), aber auch, dass der Körper das
mögliche Ausdehnungsgebiet des Fluids beschränkt.
In Kapitel 2 haben wir die Gleichungen der Elastizität über lagrange Koordinaten (la-
grangesche Beschreibungsweise), dh. in Bezug auf eine gegebene Referenzkonfiguration
Ω̄t0 dargestellt. Die lagrangesche Beschreibungsweise befasst sich mit Bewegungen ein-
zelner Partikel X, die über den gesamten Beobachtungszeitraum (0, T ) über ein sich
(mit ϕ bzw. det∇ϕ) bewegendes Bezugssystem betrachtet werden.
Auf der anderen Seite belassen wir die Strömungsgleichungen in der eulerschen Be-
schreibungsweise.
Die aktuelle Position x eines sich bewegenden Fluidpartikels X erhalten wir über die
Deformationsabbildung ϕ : Ω̄t0 × I → R3, weshalb es für die folgenden Überlegungen
Sinn macht, die eulersche Koordinate x als Funktion von X und t aufzufassen

x = x(X, t) für X ∈ Ω̄t0 , t ∈ I.
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Diese Sichtweise führt zur Einführung eines neuen Symbols

v̂(X, t) =
∂ϕ

∂t
(X, t) =

∂x

∂t

∣
∣
∣
∣
X

,

wobei ∂
∂t

∣
∣
X

versinnbildlichen soll, dass wir für die Zeitableitung die lagrangesche Koor-
dinate fixieren. Analog definieren wir ∂

∂t

∣
∣
x
, wenn wir bei der Zeitableitung die eulersche

Koordinate fixieren.
In der eulerschen Beschreibungsweise betrachten wir die für jeden Zeitpunkt t ∈ I in
einem ruhenden Bezugssystem lokale (dh. Fluidpartikel X ∈ νt0 welche sich zum Zeit-
punkt t in x = ϕ(X, t) ∈ νt befinden) zeitliche Änderungen physikalischer Größen wie
der Geschwindigkeit v(x, t) oder dem Druck p(x, t), welche im direkten Zusammenhang
mit der Bewegung der Fluidpartikel stehen.
Sowohl die eulersche als auch die lagrangesche Beschreibungsweise haben in der Lö-
sung mathematischer Modellierungsprobleme Vorteile und entsprechend unterschied-
liche Anwendungsgebiete ([16], [6], [17], [11]):

• Das lagrangesche Bezugssystem eignet sich für die präzise Modellierung von Rän-
dern, die Finite-Elemente-Approximation lässt sich äußerst effizient implementie-
ren und im Falle geringer Deformationen ist die Beschreibung über lagrangesche
Koordinaten numerisch robust. Nachteil ist dabei jedoch die Einschränkung, le-
diglich beschränkte Deformationen betrachten zu können, da man ansonsten die
numerische Stabilität verliert.

• Die eulersche Beschreibungsweise behebt diesen Nachteil, jedoch sind die nume-
rischen Lösungsverfahren deutlich aufwendiger, da aufgrund der fixierung des
Bezugssystems ein zusätzlicher Konvektionsterm in den beschreibenden Glei-
chungen auftaucht.

Bei Fluid-Struktur-Interaktionsproblemen eignet sich keine der genannten Beschrei-
bungsweisen für die Modellierung beider Materialtypen. Es gibt komplexe Kopplungs-
algorithmen ([19, S. 2]), welche die lagrangesche Formulierung der beschreibenden
Gleichungen des Körpers direkt mit der eulerschen Formulierung der Gleichungen des
Fluids koppeln können. Wir werden jedoch die sog. Arbitrary-Lagrangian-Eulerian-
Methode (Abk. ALE-Methode) kennen lernen, welche einen Kompromiss zwischen
der lagrangeschen und eulerschen Beschreibungsweise darstellt und von der Diskreti-
sierung der Zeitableitungen in Zuge einer FEM-Approximation motiviert wird ([20]).

4.1 Das ALE-Bezugssystem

In der ALE-Beschreibungsweise der Bewegung (ALE-Kontext) verwendet man we-
der die Referenzkonfiguration, noch die deformierte Konfiguration als Bezugssystem.
Stattdessen führt man mit dem sog. ALE-Bezugssystems Ω̄ALEt0

mit ALE-Koordinaten
Y ∈ Ω̄ALEt0

ein zusätzliches allgemeines Bezugssystem ein, welches mit der Referenz-
konfiguration und der deformierten Konfiguration über die injektiven und in (0, T )
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0 1 2
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0

1

2

b

(X, t) 7→ ϕ(X, t) = x

Ω̄t0

Ω̄t

b

(Y, t) 7→ ψ(Y, t) = X

(Y, t) 7→ φ(Y, t) = x

Ω̄ALEt0

Abbildung 4.1: Veranschaulichung der Zusammenhänge zwischen der Deformations-
und der ALE-Abbildung. Die Bewegung des ALE-Bezugssystems ist unabhängig von
der Bewegung des Referenzsystems.

stetig differenzierbaren Abbildungen φ und ψ−1 mit ϕ = φ ◦ ψ−1 in Zusammenhang
steht

φ : Ω̄ALEt0
× I → Ω̄t ψ−1 : Ω̄t0 × I → Ω̄ALEt0

(Y, t) 7→ φ(Y, t) = x (X, t) 7→ ψ(X, t) = Y.

Bemerkung 4.1. Formal gesehen betrachtet man statt einzelner Abbildungen φ und
ψ−1 entsprechende Funktionenfamilien, welche jedem Zeitpunkt t ∈ I und jedem Punkt
Y ∈ Ω̄ALEt0

bzw. X ∈ Ω̄t0 einen Punkt x ∈ Ω̄t bzw. Y ∈ Ω̄ALEt0
zuweisen.

Das ALE-Bezugssystem bewegt sich im Allgemeinen sowohl gegenüber der Referenz-
konfiguration, als auch gegenüber der deformierten Konfiguration ([6]). Die grundlegen-
de Idee hinter der ALE-Methode ist die Auffassung, dass ein Beobachter weder in einer
fixen Position im Raum verbleibt (eulersche Betrachtungsweise), noch sich zwangsläu-
fig mit dem Material (Fluid oder Körper) mitbewegen muss (lagrangesche Beschrei-
bungsweise): Der Beobachter soll sich beliebig (eng. arbitrary) bewegen können (ALE-
Beschreibungsweise - siehe Abbildung 4.1). Mit unserer neu eingeführten Notation
definieren wir daher die Geschwindigkeitsfelder für Partikel Y im ALE-Bezugssystem
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bezogen auf die deformierte Konfiguration bzw. für Partikel X der Referenzkonfigura-
tion bezogen auf das ALE-Bezugssystem

v̌(Y, t) :=
∂x

∂t

∣
∣
∣
∣
Y

=
∂φ

∂t
(Y, t) und w(X, t) :=

∂Y

∂t

∣
∣
∣
∣
X

=
∂ψ−1

∂t
(X, t).

Das Verhältnis, in welchem die Geschwindigkeitsfelder v̂, v̌ und w in Bezug aufeinander
stehen, kann durch Differentiation der Funktion ϕ = φ ◦ ψ−1 ermittelt werden

v(x, t) =v̂(X, t) =
∂x

∂t

∣
∣
∣
∣
X

=
∂ϕ

∂t
(X, t)

=∇Y φ(ψ
−1(X, t), t) ·

∂ψ−1

∂t
(X, t) +

∂φ

∂t
(Y, t)

=∇Y φ(Y, t) ·
∂ψ−1

∂t
(X, t) +

∂φ

∂t
(Y, t)

=
∂x

∂Y
·
∂Y

∂t

∣
∣
∣
∣
X

+
∂x

∂t

∣
∣
∣
∣
Y

=v̌(Y, t) +
∂x

∂Y
· w(X, t) sodass Y = ψ−1(X, t), x = φ(Y, t).

Wir definieren in diesem Zusammenhang die Konvektionsgeschwindigkeit

c(x, t) := v̂(X, t)− v̌(Y, t) =
∂x

∂Y
· w(X, t) sodass Y = ψ−1(X, t), x = φ(Y, t),

welche die relative Geschwindigkeit zwischen Referenzkonfiguration und dem ALE-
Bezugssystem angibt. Im Allgemeinen unterscheidet sich die Konvektionsgeschwindig-
keit von der Geschwindigkeit w. Sollte jedoch c = w sein, so ist dies genau dann der
Fall, wenn ∂x/∂Y = I, dh. genau dann, wenn die Koordinaten des ALE-Bezugssystems
identisch mit den eulerschen Koordinaten der deformierten Konfiguration sind.

Bemerkung 4.2. Mit der Einführung des ALE-Bezugssystems lassen sich die lagran-
gesche und die eulersche Beschreibungsweise als Spezialfälle einer bestimmten Wahl
für die Abbildungen ψ und φ ableiten:

• ψ = id: Damit erhalten wir X = Y und somit die lagrangesche Beschreibungs-
weise. Es gilt für die Konvektionsgeschwindigkeit c = 0.

• φ = id: Somit ist x = Y und wir erhalten die eulersche Beschreibungsweise. Für
die Konvektionsgeschwindigkeit gilt c = v̂.

4.2 Zeitableitungen im ALE-Kontext

Um eine Formulierung der Kontinuitätsgleichung und der Bewegungsgleichung im
ALE-Kontext zu finden, müssen wir einen Zusammenhang zwischen den Zeitablei-
tungen der unterschiedlichen Beschreibungsweisen finden.
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Sei hierfür F ∈ C1(D) eine allgemeine physikalische Größe, welche wir in der jeweiligen
lagrangeschen, ALE- und eulerschen Schreibweise angeben können (F̂ (X, t), F̌ (Y, t)
und F (x, t)). Bisher haben wir stets den Zusammenhang zwischen Referenzkonfigu-
ration und deformierter Konfiguration über die Deformationsabbildung ϕ betrachtet.
In diesem Zusammenhang haben wir bereits die Zeitableitung in der lagrangeschen
Beschreibungsweise kennengelernt

∂F̂ (X, t)

∂t
=
∂F (ϕ(X, t), t)

∂t

=
∂F

∂t
(ϕ(X, t), t) +

∂ϕ

∂t
(X, t) · ∇xF (ϕ(X, t), t)

=
∂F

∂t
(x, t) + v(x, t) · ∇xF (x, t)

=
D

Dt
F (x, t) :=

∂F

∂t

∣
∣
∣
∣
X

mit x = ϕ(X, t).

Um die Sinnhaftigkeit der neuen Schreibweise zu verdeutlichen, können wir die Zeita-
bleitung im Euler-Kontext auch schreiben als

∂F

∂t
=
∂F

∂t

∣
∣
∣
∣
x

„mit x = x“ .

Für den Zusammenhang der Zeitableitung der Referenzkonfiguration mit der Zeitablei-
tung im ALE-Bezugssystem betrachten wir jetzt die Zeitableitung von F̂ = F̌ ◦ ψ−1

∂F

∂t

∣
∣
∣
∣
X

=
∂F̂

∂t
(X, t) =

∂F̌ (ψ−1(X, t), t)

∂t

=
∂F̌

∂t
(ψ−1(X, t), t) +

∂ψ−1

∂t
(X, t) · ∇Y F̌ (ψ

−1(X, t), t)

=
∂F̌

∂t
(Y, t) +

∂ψ−1

∂t
(X, t) · ∇Y F̌ (Y, t)

=
∂F̌

∂t
(Y, t) + w(X, t) · ∇Y F̌ (Y, t)

=
∂F

∂t

∣
∣
∣
∣
Y

+ w(X, t) · ∇Y F̌ (Y, t) mit Y = ψ−1(X, t).

Um den Gradienten im ALE-Bezugssystem zu vermeiden, können wir uns die Defini-
tion der Konvektionsgeschwindigkeit zu Nutze machen

w(X, t) · ∇Y F̌ (Y, t) = w(X, t)⊤
(

∇xF (x, t)
⊤
∂x

∂Y

)

=

(

w(X, t)⊤
∂x

∂Y

⊤
)

∇xF (x, t) = c · ∇xF (x, t).
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Satz 4.3. Zwischen der ALE- bzw. materiellen (lagrangeschen) Zeitableitung und dem
Gradienten im eulerschen Kontext herrscht der Zusammenhang

∂F

∂t

∣
∣
∣
∣
X

=
∂F

∂t

∣
∣
∣
∣
Y

+ c · ∇xF (x, t).

4.3 Die ALE-Formulierung

Um die ALE-Methode tatsächlich anwenden zu können, müssen wir die Gleichungen
für das ALE-Bezugssystem umformulieren: Die Terme der Raumableitungen werden
wir weiterhin als Funktion der eulerschen Koordinate x bzw. der lagrangeschen Koor-
dinate X ausdrücken, während Zeitableitungen jetzt im entsprechenden ALE-Kontext
berechnet werden, um Zeitableitungen im eulerschem Bezugssystem zu vermeiden ([20,
S. 13]). Mit Hilfe der Geschwindigkeit v̌ können wir einen generischen Erhaltungssatz
der Form

∂u

∂t

∣
∣
∣
∣
x

+ divxF (u) = f, (4.1)

welcher in eulerscher Schreibweise gegeben ist mit Hilfe der Relation

∂u

∂t

∣
∣
∣
∣
Y

=
∂u

∂t

∣
∣
∣
∣
x

+ v̌ · ∇xu

in ALE-Form umschreiben als

∂u

∂t

∣
∣
∣
∣
Y

− v̌ · ∇xu+ divxF (u) = f in D, x = φ(Y, t). (4.2)

Die Gleichung (4.2) ist dabei nicht die einzige Möglichkeit, die ALE-Methode umzuset-
zen; Eine weitere häufig genutzte Formulierung, äquivalent zu (4.2), mit dem Vorteil
die konservative Form der Gleichung (4.1) zu erhalten, lässt sich schreiben als

∂(Jφu)

∂t

∣
∣
∣
∣
Y

+ Jφdivx(F − v̌u) = Jφf, (4.3)

wobei Jφ die Determinante der Jakobimatrix der ALE-Transformation φ ist. Wir be-
zeichnen (4.2) als die nicht-konservative und (4.3) als die konservative Form der ALE-
Formulierung. Wir werden jetzt diese beiden Ansätze herleiten.
Wir betrachten hierfür ein allgemeines zeitabhängiges Problem:

Finde u : D → R , sodass

∂u

∂t

∣
∣
∣
∣
x

+ L(u) = 0 in D, (4.4)

mit geeigneten Anfangs- und Randbedingungen. Dabei bezeichnet L einen (linearen
oder nicht-linearen) Differentialoperator in eulerschen Koordinaten x ∈ Ωt. Um eine
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entsprechende äquivalente Formulierung für ǔ = u(., t) ◦ φ zu finden genügt es die
Kettenregel anzuwenden

∂u

∂t

∣
∣
∣
∣
Y

=
∂u(φ(Y, t), t)

∂t
= ∇xu(ϕ(Y, t), t) ·

∂φ

∂t
(Y, t) +

∂u

∂t

∣
∣
∣
∣
x

=
∂u

∂t

∣
∣
∣
∣
x

+
∂φ

∂t

∣
∣
∣
∣
Y

(x, t) · ∇xu(x, t)

=
∂u

∂t

∣
∣
∣
∣
x

+ v̌ · ∇xu mit Y = φ−1(x, t). (4.5)

Deshalb ist
∂u

∂t

∣
∣
∣
∣
Y

+ L(u)− v̌ · ∇xu = 0 in D mit Y = φ−1(x, t) (4.6)

das ALE-Gegenstück zu (4.4). Der Hauptunterschied zur ursprünglichen Formulierung
liegt im Aufkommen eines Konvektivterms v̌ ·∇xu, welcher in Folge der Bewegung des
ALE-Bezugssystems auftaucht.
Häufig werden in der Kontinuumsmechanik die beschreibenden Gleichungen in kon-
servativer Form angegeben, da sie tatsächlich einen Erhaltungssatz (eng. conservation
law) wiedergeben. Zur Demonstration der allgemeinen Vorgehensweise betrachten wir
vorerst einen generischen Erhaltungssatz in konservativer Form einer skalaren Größe
u : D → R

∂u

∂t

∣
∣
∣
∣
x

+ divxF = f in D, (4.7)

wobei es sich bei F um ein Vektorfeld in u und dessen erster und zweiter Raumablei-
tungen handelt, während f eine skalare Funktion bezeichnen soll. Die Anwendung der
Relation (4.5) ergibt

∂u

∂t

∣
∣
∣
∣
Y

+ divxF − v̌ · ∇xu = f in D mit Y = φ−1(x, t). (4.8)

Der Ausdruck (4.8) ist eine Möglichkeit, wie der ALE-Kontext in die konservative
Gleichung eingebunden werden kann.
Eine andere Einbindung der ALE-Formulierung lässt sich direkt aus der Integralglei-
chungen bei der Herleitung der generischen Bewegungsgleichung in konservativen Form
ableiten. Wir bezeichnen die Jakobimatrix bzw. die Determinante der ALE-Abbildung
als

Fφ := Fφ(Y, t) :=
∂φ

∂Y
(Y, t) bzw. Jφ := Jφ(Y, t) := detFφ(Y, t).

Wir werden nun ein Analogon von Satz 1.4 betrachten, welches die zeitliche Änderung
von Jφ in Zusammenhang mit der Divergenz der Gebietsgeschwindigkeit stellt

∂Jφ
∂t

∣
∣
∣
∣
Y

= Jφ(Y, t)divxv̌ für Y ∈ ΩALEt0 , x = φ(Y, t), t ∈ I. (4.9)
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Gemeinsam mit den Anfangsbedingungen Jφ = 1 für t = t0 können wir den Aus-
druck (4.9) als ein Entwicklungsgesetz der Jakobideterminante interpretieren, sobald
das Gebietsgeschwindigkeitsfeld bekannt ist. Diese Interpretation ist dabei keineswegs
naheliegend, da (4.9) für gewöhnlich als Identität verstanden wird, welche in jedem
Zeitpunkt t ∈ I gilt.
Wir wollen nun analog zum Beweis des Reynoldschen Transporttheorems (Satz 1.5)
einen Ausdruck für einen Term der Form

d

dt

∣
∣
∣
∣
Y

∫

νt

udx (4.10)

finden, wobei νt für t ∈ I ein beliebiges beschränktes Teilgebiet von Ωt mit lip-
schitzstetigem Rand ist. Wir bezeichnen mit νALEt0

jenes Teilgebiet von ΩALEt0
sodass

νt = φ(νALEt0
). Wir erhalten analog zum Beweis des Reynoldschen Transporttheorems

d

dt

∣
∣
∣
∣
Y

∫

νt

u(x, t)dx =
d

dt

∣
∣
∣
∣
Y

∫

νALE
t0

u(φ(Y, t), t)Jφ(Y, t)dY

=

∫

νALE
t0

∂(uJφ)

∂t

∣
∣
∣
∣
Y

dY =

∫

νALE
t0

∂u(φ(Y, t), t)Jφ(Y, t)

∂t
dY

=

∫

νALE
t0

∂u

∂t

∣
∣
∣
∣
Y

(x, t)Jφ(Y, t) + u
∂Jφ
∂t

∣
∣
∣
∣
Y

dY. (4.11)

Mit (4.9) und Rückwärtssubstitution erhalten wir schließlich

d

dt

∣
∣
∣
∣
Y

∫

νt

u(x, t)dx =

∫

νt

(
∂u

∂t

∣
∣
∣
∣
Y

+ u(x, t)divxv̌

)

dx, (4.12)

wobei es sich offensichtlich um eine Verallgemeinerung des Reynoldschen Transport-
theorems (Satz 1.5) handelt. In Folge dessen erhalten wir die konservative Gleichung
(4.7) in integraler ALE-Form aus (4.8)

∫

νt

∂u

∂t

∣
∣
∣
∣
Y

+ u divxv̌ + divxF − v̌ · ∇xu− u divxv̌ − fdx = 0

⇐⇒

∫

νt

∂u

∂t

∣
∣
∣
∣
Y

+ u divxv̌ + divx(v̌u)− fdx = 0

⇐⇒
d

dt

∣
∣
∣
∣
Y

∫

νt

udx+

∫

νt

divx(F − v̌u)dx =

∫

νt

fdx. (4.13)

Die Integrale in (4.13) werden allesamt im eulerschen Kontext ausgedrückt. Man könn-
te die Gleichung aber auch in Bezug auf die ALE-Bezugssystem schreiben, was auf
folgenden Ausdruck führt

∫

νALE
t0

(
∂(uJφ)

∂t

∣
∣
∣
∣
Y

+ Jφ(divx(F − v̌u)− f)

)

dY = 0, (4.14)
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aus dem wir dank des beliebig gewählten Teilgebiets νALEt0
nach Satz 1.7 die differen-

tielle Form folgern können

∂(uJφ)

∂t

∣
∣
∣
∣
Y

+ Jφdivx(F − v̌u) = Jφf in D wobei x = φ(Y, t), (4.15)

wobei es sich um eine weitere zulässige Form der generischen Bewegungsgleichung in
ALE-Form handelt.1

4.4 Bestimmung der ALE-Abbildung

Bevor wir uns mit dem Fluid-Struktur-Kopplungsproblem befassen, wollen wir noch
einen kurzen Blick auf die Ermittlung einer konkreten ALE-Abbildung werfen. Da wir
selbige später lediglich für die Umformulierung der beschreibenden Gleichungen für
das Fluid benötigen genügt es, φ für Ω̄ALE,Ft0 zu betrachten.
Für eine gegebene Funktion

ǧ : ∂ΩALE,Ft0 × I → ∂ΩFt , (4.16)

welche die Verschiebung des Randes des Ausdehnungsgebiets2 eines Fluids angibt3,
wollen wir eine konkrete ALE-Abbildung φ finden ([16, S. 22], [20, S. 11]), sodass zu
jedem Zeitpunkt t ∈ I

φ(Y, t) = ǧ(Y, t) für alle Y ∈ ∂ΩALE,Ft0 .

Für dieses Problem existieren mehrere Lösungsverfahren von denen wir exemplarisch
zwei Ansätze anführen, welche für die Ermittlung der ALE-Abbildung ein Ersatzpro-
blem (ein sog. Harmonic Extension Problem) lösen:

• Gegeben sei das ALE-Bezugssystem Ω̄ALE,Ft0 und eine Funktion (4.16). Finde eine
Abbildung

φ̃ : ΩALE,Ft0 × I → ΩFt ,

sodass

∂φ̃

∂t
(Y, t)− divY

(
κ(Y, Jφ̃(Y, t))∇Y φ̃(Y, t)

)
= 0 für alle Y ∈ ΩALE,Ft0 , t ∈ I,

φ̃(Y, 0) = Y für alle Y ∈ Ω̄ALE,Ft0 ,

φ̃(Y, t) = ǧ(Y, t) für alle Y ∈ ∂ΩALE,Ft0 , t ∈ I,

wobei der Steuerungsparameter κ(Y, Jφ̃(Y, t)) > 0, Y ∈ ΩALEt0 ein positiver Koef-
fizient ist.

1Gleichung (4.15) ließe sich auch direkt aus (4.8) mit Hilfe der eulerschen Expansionsformel (4.9)
herleiten.

2Analog zu Satz 1.6 können wir die Gleichheit der Ränder ∂ΩF
t = ∂φ(ΩALE,F

t0
, t) = φ(∂ΩALE,F

t0
, t)

sicherstellen.
3Für Fluid-Struktur-Interaktionen ist ǧ(Y, t) = u(., t) ◦ ψ(Y, t) für Y ∈ ∂ΩALE,F

t0
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Häufig benötigt man die ALE-Abbildung nur für diskrete Zeitpunkte (Finite-Elemente-
Approximation), zu welchen die Näherungslösung eines Problems gesucht wird. Die für
das Ersatzproblem benötigten Daten umfassen das ALE-Bezugssystem Ω̄ALE,Ft0 und die
neue Position des Randes, welche über eine Funktion ȟ : ∂ΩALE,Ft0 → ∂ΩFt1 (wobei ΩFt1
das Rechengebiet des Fluids zu einem ausgewiesenen Zeitpunkt t1 ∈ I bezeichnet)
beschrieben werden kann. In diesem Fall ist folgendes einfacheres Ersatzproblem eine
leichter lösbare Alternative zum vorherigen Ersatzproblem:

• Gegeben sei eine Referenzkonfiguration Ω̄ALE,Ft0 und eine Funktion ȟ : ∂ΩFt0 →
∂ΩFt1 . Finde eine Abbildung

φ̃ : ΩALE,Ft0 → ΩFt1 ,

sodass

divY
(
κ(Y, Jφ̃(Y ))∇Y φ̃(Y )

)
=0 für alle Y ∈ ΩALE,Ft0

φ̃(Y ) =ȟ(Y ) für alle Y ∈ ∂ΩALE,Ft0 ,

wobei der Steuerungsparameter κ(Y, Jφ̃(Y )) > 0, Y ∈ ΩALEt0
eine positiver Koef-

fizient ist.

Es kann gezeigt werden (siehe Satz 1.6.2 in [16, S. 33]), dass die Lösung des Kopp-
lungsproblems nicht von einer konkreten Wahl für die ALE-Abbildung (zB. φ = φ̃)
abhängt.

4.5 Das gekoppelte Problem

Für die Kopplung der Gleichungen für Körper und Fluide benötigen wir jetzt ent-
sprechende Bedingungen, welche diese Interaktion beschreiben. Wir führen zu diesem
Zweck Transmissionsbedingungen ein, bei welchen es sich konkret um Randbedingun-
gen am Interface zwischen Fluid und Körper handelt.

Definition 4.4 (Transmissionsbedingungen - Haftbedingungen). Gegeben sei das Ver-
schiebungsfeld des Körpers

u : Ω̄St0 × I → R
3, (4.17)

welches unter andrem die Verschiebung am Interface zwischen Fluid und Körper an-
gibt. Ein Beispiel für eine Transmissionsbedingung ist die Haftbedingung für viscide
und inviscide Fluide ([20, S. 13],[6, S. 17]):

• Die zeitliche Änderung der Verschiebung des Körpers bzw. das Geschwindigkeits-
feld des Fluids sollen an ihrem Interface übereinstimmen.

• Der Druck (Cauchysche Spannungsvektor), welchen der Körper auf das Fluid
ausübt, soll dem Druck den das Fluid auf den Körper ausübt entgegengesetzt und
gleich in Größe sein.



KAPITEL 4. DAS FLUID-STRUKTUR-KOPPLUNGSPROBLEM 49

Das formalisierte Gegenstück zu den heuristisch gegeben Haftbedingungen sind die In-
terfacebedingungen

v(., t) ◦ φ(Y, t)−
∂u

∂t
(X, t) =0 auf ΓIt0 mit Y = ψ−1(X, t), t ∈ I,

(4.18)
(
T F (., t)n(., t)

)
◦ φ(Y, t) + T̂ S(X, t)n(X, t) =0 auf ΓIt0 mit Y = ψ−1(X, t), t ∈ I.

(4.19)

Für ein viscides Fluid bestehen die Haftbedingungen aus (4.18) und (4.19) während
für ein inviscides Fluid lediglich (4.18) gefordert werden muss ([6, S. 18]).

Bedingung (4.18) garantiert das Haften des Fluids an den Körper, während (4.19) die
Stetigkeit der Spannung am Interface sicherstellt (3. Newtonsches Gesetz: actio est
reactio).
Wir sind nun in der Lage, ein allgemeines Fluid-Struktur-Kopplungsproblem zu stellen,
welches sich aus den Lameschen Gleichungen in lagrangescher Formulierung, der ALE-
Formulierung der Navier-Stokes-Gleichungen und den Haftbedinungen am Interface
zusammensetzt.

Satz 4.5 (Das Kopplungsproblem für die instationären Lameschen Gleichungen für St.
Venant-Kirchhoff-Materialien, die ALE-Formulierung des Anfangsrandwertproblems
für die Navier-Stokes-Gleichungen für instationäre, inkompressible Fluide und Haftbe-
dinungen). Gesucht ist das Verschiebungsfeld u(x, t) sodass für alle (X, t) ∈ ΩSt0 × I
die Lameschen Gleichungen

ρ̂t0(X)
∂2u

∂t2
(X, t)− µ∆Xu(X, t)− (λ+ µ)∇X (divXu(X, t)) = ρ̂t0(X)f̂(X, t)

gelten. Dazu kommen die Anfangsbedingungen

u(X, t0) = 0 für alle X ∈ Ω̄St0

und Randbedingungen für ∂Ωt0 = Γ̄D,St0 ∪ Γ̄N,St0 ∪ Γ̄It0 wie zB.

u(X, t) = ĝD(X, t) für alle (X, t) ∈ ΓD,St0 × I

T̂S(X,t)=
︷ ︸︸ ︷

∇ϕ(X, t)Σ̂S(X, t)N(X, t) = t̂
S
(X, t,N) = ĝN(X, t) für alle (X, t) ∈ ΓN,St0 × I

wobei mit
E(u) =

1

2

(
∇u+∇u⊤

)

mit den gleichen Argumenten aus Satz 2.31

T̂ S(X, t) = Σ̂S(X, t, E) = Σ̃S(I + 2E) = λ(Spur E)I + 2µE

gilt. Gesucht sind auch das Geschwindigkeitsfeld v(x, t) und das Druckfeld p(x, t) mit
(x, t) ∈ Ω̄Ft × I sodass für alle (x, t) ∈ ΩFt × I
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ΓN,Ft0

ΓN,St0

ΩFt0 ΓIt0ΩSt0
ΓD,St0

ΓD,St

ΓN,Ft

ΩSt
ΓIt

ΩFt

ΓN,St
ϕ

ϕ

Abbildung 4.2: Die Modellierung einer Arterie als Beispiel für ein Fluid-Struktur-
Kopplungsproblem.

• die Bewegungsgleichungen

∂v

∂t

∣
∣
∣
∣
Y

− α∆xv +



(v − v̌)
︸ ︷︷ ︸

=c

·∇x



 v +
1

ρ
∇xp = f in DF

• die Kontinuitätsgleichung
divxv = 0 in DF

gelten. Dazu kommen ebenfalls entsprechende Anfangsbedingungen

v(x, t0) = vt0(x) für alle x ∈ Ω̄Ft0

und Randbedingungen für ∂Ωt =
¯

ΓD,Ft ∪
¯

ΓN,Ft ∪ Γ̄It

v(x, t) =gD(x, t) für alle (x, t) ∈ ΓD,Ft × I,

T F (x, t)n(x, t) = t
F (x, t,n) =gN(x, t) für alle (x, t) ∈ ΓN,Ft × I.

Für die Interaktion von Fluid und Körper stellen wir die Interfacebedingung als Haft-
bedignung

v(., t) ◦ φ(Y, t)−
∂u

∂t
(X, t) = 0 auf ΓIt0 mit Y = ψ−1(X, t), t ∈ I.

wobei T F (x, t) wie in (3.2) definiert ist.

Ein konkretes Anwendungsgebiet des von uns betrachteten Fluid-Struktur-Kopplungs-
problems ist die numerische Simulation des Blutflusses in einer Arterie (siehe Abbil-
dung 4.2). Modellannahmen, eine Analyse der Modellierungsfehler, konkrete Anleitun-
gen zur Transformation der Gleichungen in Zylinderkoordinaten und der Einbindung
der ALE-Methode in die FEM-Approximation finden sich beispielsweise in [16], [5]
und [20].



Notation

• Mn: Menge der reellen quadratischen Matrizen der Dimension n.

• Mn
+ = {F ∈ Mn : detF > 0}: Menge der reellen quadratischen Matrizen der

Dimension n mit positiver Determinante.

• On = {P ∈ Mn : PP⊤ = P⊤P = I}: Menge der orthogonalen Matrizen der
Dimension n.

• On
+ = {P ∈ On : detP > 0}: Menge der Rotationsmatrizen (orthogonale Matri-

zen mit positiver Determinante) der Dimension n.

• Sn = {B ∈ Mn : B = B⊤}: Menge der symmetrischen Matrizen der Dimension n.

• Sn>: Menge der symmetrischen, positiv definiten Matrizen der Dimension n.

• intΩ,Ω◦, clΩ, Ω̄: Inneres einer Menge Ω bzw. Abschluss einer Menge Ω.

• ∂xi, ∂Xi
, ∂Yi : Partielle Ableitung nach der i-ten Raumkoordinate im respektive eu-

lerschen, lagrangeschen und ALE-Kontext. Bei klar ersichtlichem Kontext häufig
nur ∂i.

• ∂t: Partielle Ableitung nach der Zeit.

• divx, divX , divY : Divergenz im respektive eulerschen, langrangeschen oder ALE-
Kontext. Bei klar ersichtlichem Kontext häufig nur div.

• ∇x, grad x,∇X , gradX : Gradient im respektive eulerschen, lagrangeschen und
ALE-Kontext. Bei klar ersichtlichem Kontext häufig nur grad .

• ∆x,∆X ,∆Y : Laplaceoperator im respektive eulerschen, lagrangeschen und ALE-
Kontext. Bei klar ersichtlichem Kontext häufig nur ∆.

• Zur Verbesserung der Lesbarkeit werden wir uns bei der Angabe der Argumente
für die Deformationsabbildung häufig statt ϕ(X, t0, t) auf ϕ(X, t) beschränken.
In diesen Fällen sei der ausgewiesene Zeitpunkt t0 ∈ (0, T ) beliebig aber fest
gewählt.

51
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• Sowohl das Referenzgebiet Ω̄t0 als auch die deformierte Konfiguration Ω̄t werden
bei der Betrachtung der Kopplungsprobleme in Kapitel 4 in die Bereiche „F-
Fluid“ und „S-Struktur“ unterteilt: Ω̄t0 = Ω̄St0 ∪ Ω̄Ft0 und Ω̄t = Ω̄St ∪ Ω̄Ft .

• Der Rand der Referenzkonfiguration und der deformierten Konfiguration wird
analog ebenfalls in „Fluid“ ΓFt0 := ∂ΩFt0 und „Körper“ ΓSt0 := ∂ΩSt0 aufgeteilt.
Die Ränder selbst teilen sich in „Dirichlet-Rand“ ΓDt0 , „Neumann-Rand“ ΓNt0 und
„Interface“ ΓIt0 auf. Um auch hier eine Unterscheidung zwischen Fluiden und
Körpern zu treffen bezeichnen wir beispielsweise die jeweiligen Ränder der Refe-
renzkonfiguration des Körpers mit ΓD,St0 ,ΓN,St0 und ΓIt0 wobei

ΓSt0 = Γ̄D,St0 ∪ Γ̄N,St0 ∪ Γ̄It0 .

• Eine Funktion F : Ω̄t × (0, T ) → R in eulerschen Koordinaten wird als F̂ :
Ω̄t0 × (0, T ) → R im lagrangeschen bzw. als F̌ : Ω̄ALEt0 × (0, T ) → R im ALE-
Kontext bezeichnet, wobei F̂ über

F (x, t) = F (ϕ(X, t), t) =: F̂ (X, t) bzw. F (x, t) = F (φ(Y, t), t) =: F̌ (Y, t)

definiert ist.

• Für x, y ∈ Rn sei |x| := (x⊤x)1/2 = (x · x)1/2 die euklidische Norm, wobei x · y
das innere Produkt im euklidischen Raum bezeichnet.
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