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KAPITEL 1

Physikalische Grundlagen und Erhaltungssitze

1.1. Gegenstand der Vorlesung

Grundlegendes Ziel der Vorlesung ist die Herleitung einiger der wichtigsten ma-
thematischen Modelle, die in Anwendungen in Physik und Technik vorkommen. Ins-
besondere werden wir als Problemstellungen Wérmeleitung, elastische Festkorper,
Stromungsdynamik und Elektromagnetismus betrachten.

Die folgende Auflistung gibt einen groben Uberblick iiber die Vorgehensweise, wie
ein konkretes Problem zuerst mathematisch modelliert und schlieflich am Computer
simuliert wird. Die Vorlesung beschiiftigt sich hauptséchlich mit dem Ubergang von
(2) auf (3). Spétere Vorlesungen in der numerischen Mathematik beschéftigen sich
eingehend mit den Punkten (4)-(6).

(1) Physikalisch-technisches Problem
e konkrete Anwendung in Industrie oder Technik
(2) Physikalisches Modell
e Erhaltungssétze
e Materialgesetze
(3) Mathematisches Modell
e gewohnliche Differentialgleichung
e partielle Differentialgleichung
e Variationsformulierung
(4) Mathematische Untersuchung des Modells
e Existenz und Eindeutigkeit der Losung
e Ermittlung weiterer Figenschaften des Modells und der Losung
(5) Numerische Methoden
e Diskretisierung (Finite-Differenzen-Methode, Finite-Elemente-Methode,
Randelementmethode. . . )
e numerische Untersuchungen (Konvergenz, Fehleranalyse. . . )
e effiziente Auflosung (schnelle Loser, Parallelisierung. . . )
(6) Implementierung am Computer
e Wahl der Programmiersprache (C, C++, Fortran, Matlab, Python. .. )
e Wahl der verwendeten Softwarepakete
e Parallele Implementierung
(7) Computerexperimente
(8) Interpretation der Resultate

1.2. Physikalische Gréflen und ihre Einheiten

In der Physik gibt es die in Tabelle [1] aufgefiihrten sieben Basisgréfien mit ihren
SI-Einheiten (Systéme international d’unités). Um eine Grofie mit ihrer Einheit in
Bezug zu setzen, schreiben wir [Grofie] = Einheit, also z.B. [I] = m. Mithilfe dieser
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physikalischen Basisgrofien konnen alle weiteren physikalischen Grofien sowie deren
dazugehorigen Einheiten definiert werden.

TABELLE 1. Physikalische Basisgrofien und Einheiten

Grofle Symbol SI-Einheit Zeichen
Zeit t Sekunde S

Lénge [ Meter m
Masse m Kilogramm kg
Stromstéirke [ Ampere A
Temperatur 7T Kelvin K
Stoffmenge n Mol mol
Lichtstarke Iy Candela cd

Tabelle [2| zeigt einige der wichtigsten abgeleiteten Groflen, die wir in dieser
Vorlesung verwenden werden. Die Unterscheidung zwischen Basis- und abgeleite-
ten Groflen ist nicht zwingend physikalisch gegeben, sondern vom SI festgesetzt. In
fritheren Systemen war beispielsweise das Gewicht (also eine Kraft) statt der Masse
als Basisgrofle enthalten.

TABELLE 2. Abgeleitete physikalische Gréflen und Einheiten

Grofle SI-Einheit Name
Geschwindigkeit (v = 1) =

Impuls (p = mv) -

Kraft (F = ((ii_?) N = kf—Qm Newton
Drehimpuls (L =1 x p) kg:lQ

Drehmoment (D = 4 =1x F) Nm

Druck (Kraft per Flache) Pa = X Pascal

Arbeit, Energie, Warmemenge (W, E=F-1) J=Nm = ke’ goule

S

1.3. Kontinuumsmodelle

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, ein physikalisches System mathematisch zu
modellieren. Man betrachte zum Beispiel einen Kérper Q C R?, der mit einem Gas
gefiillt ist. Das Gas setzt sich zusammen aus Teilchen (Atomen oder Molekiilen),
die sich im Korper 2 bewegen konnen. Prinzipiell konnte man also jedes einzelne
Teilchen beschreiben durch (zeitabhéngige) Kenngrofien wie etwa seine Position x; €
), seine Masse m; € R, seine Geschwindigkeit v; € R?, und so weiter. Hier ist i
ein Index, etwa i € {1,..., N} mit der Gesamtzahl N der Teilchen in 2. Da N
meist extrem grof ist, sind fiir diese Art der Darstellung aber extrem viele Daten
notwendig, die man meist weder kennt noch z.B. fiir eine Simulation am Computer
darstellen will oder kann.

Stattdessen verwendet man sogenannte Kontinuumsmodelle, die davon aus-
gehen, dass alle relevanten Grofien als Funktionen im kontinuierlichen Gebiet 2
gegeben sind. Zum Beispiel konnte man das Geschwindigkeitsfeld v(x) definieren
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als die mittlere Geschwindigkeit aller Teilchen, die sich in einer kleinen e-Umgebung
von x befinden, also

1
v(x) == — V.
{i:x; € B.(x)} i:xiEZBe(x)

Hier ist B,(x) die Kugel mit Radius 7 um den Punkt x mit Volumen |B,(x)|. Aus
dieser Uberlegung sieht man bereits, dass solche Kontinuumsmodelle nur dann sinn-
voll sind, wenn sich in der Umgebung jedes beliebigen Punktes x € €) hinreichend
viele Teilchen befinden. Fiir Gase, Fliissigkeiten und Festkorper unter iiblichen Be-
dingungen ist das eine sinnvolle Annahme; nur etwa fiir Gase bei extrem niedrigem
Druck, also z.B. extrem hoch in der Erdatmosphére, funktionieren solche Modelle
nicht mehr.

In einem Teilchenmodell ist die Masse, die in einem Teilgebiet w C €2 enthalten
ist, gerade die Summe der Massen der darin enthaltenen Teilchen,

m(w) = Z m;.

X EW

Teilen wir w nun auf in eine disjunkte Vereinigung kleiner Elemente U}']=1 wj, etwa
Wiirfel, und definieren wir die Massendichte p; in w; als die Mittelung der Masse
pro Einheitsvolumen

mit Einheit [p;] = %. Dann gilt offensichtlich
m(w) = pjlw;l.
J

Beim Ubergang zu einem Kontinuumsmodell schrumpft die Kantenlinge der Wiirfel
zu 0, aus der Summe wird ein Integral und aus dem kleinen Volumen |w;| das Volu-
menelement dx, also

(1.1) m(w):/pm(x)dx

mit der Massendichte p,, : 2 — R als Funktion, die wieder auf dem gesamten
Gebiet € definiert ist. Auch im kontinuierlichen Modell muss p,, die Einheit [p,,,] =
% haben, weil (formal) [dx] = m3 und [m(w)] = kg. Die Massendichte p,,(x) gibt
also an, wieviel Masse pro Volumen in einer infinitesimalen Umgebung von x vorliegt;
man kann auch direkt als ihre Definition ansehen.

In dhnlicher Weise lassen sich Dichten fiir andere physikalische Groéfien definie-
ren. Zum Beispiel ist der Impuls eines Teilchens p, = m;v; mit Einheit kng. Dem
entspricht im Kontinuumsmodell die (vektorwertige!) Impulsdichte p,(x) mit Ein-

heit [p,] = % = ;%, sodass der Gesamtimpuls in w wieder p(w) = [ p, dx ist.

Andererseits gilt im Kontinuumsmodell fiir beliebige Teilgebiete
(1.2) p(w) = / P (X)V(x) dx.

Man kann sich nun fragen, ob die daraus folgende Integral-Identitét fw ppdx =
fw pm Vv dx, die fiir alle Teilgebiete w C 2 gilt, auch punktweise gilt. Tatséchlich



4 1. PHYSIKALISCHE GRUNDLAGEN UND ERHALTUNGSSATZE

stimmt das unter der Annahme, dass p,, und v stetig sind; wir haben also dann
Pp(X) = pm(X)V(X) Vx € (.
Dies ist eine Anwendung des folgenden simplen Lemmas, das wir noch 6fters brau-
chen werden und deshalb kurz beweisen.
LEMMA 1.1. Sei xg € Q und sei ¢ : Q0 — R stetig in x¢. Dann gilt
1
lim ——— (%) dx = P(xp).
r—0+ | B, (Xo)| By (x0)

BEWEIS. Sei € > 0 beliebig. Da ¢ stetig in x; ist, gilt fiir hinreichend kleines
r > 0, dass

[0(x) — d(x0)] <€ Vx € Bi(x),
oder gleichbedeutend ¢(xg) — € < ¢(x) < P(xg) + €. Damit gilt

1
Bxo) e < | $(x)dx < dx0) + 6,
| B, (x0)| Br(x0)
woraus die Behauptung folgt, wenn wir € gegen 0 gehen lassen. 0

Die obige punktweise Identitit p, = p,,v folgt also aus der integralen durch die
Wahl w = B, (xg), Division durch das Volumen und Grenzwertbildung r — 0.

Allgemein hat eine volumenbezogene Dichte pg fiir eine beliebige physikalische
GroBe OO mit Einheit [O] die Einheit [pn] = %. Gelegentlich werden wir auch
flichenbezogene Dichten benotigen, die also angeben, wie viel einer Grofle pro Fli-
cheneinheit vorliegt, und dementsprechend die Einheit [pn] = L%] haben.

In der Physik wird zwischen extensiven und intensiven Zustandsgréflen
unterschieden. Dabei sind intensive Groflen von der Stoffmenge unabhingig, z.B.
Druck, Temperatur, Geschwindigkeit, wihrend extensive Gréflen mit der Stoffmen-
ge skalieren, z.B. Masse, Volumen. Mittels obiger Uberlegung haben wir aus der
extensiven Grofle Masse die intensive Grofle Massendichte gemacht.

1.4. Erhaltungssitze

Erhaltungssétze sind wichtige physikalische Prinzipien, die das intuitive Konzept
beschreiben, dass gewisse physikalische Groflen “erhalten bleiben” in dem Sinn, dass
sich ihre Gesamtmenge in einem fixen Gebiet nur &ndern kann durch Fliisse am Rand
des Gebiets, die in das Gebiet hinein- oder daraus herausflielen, und in manchen
Féllen durch Quell- oder Senkterme im Inneren des Gebiets. Sie begriinden sich
aus physikalischen Uberlegungen und lassen sich nicht mathematisch “beweisen,”
sondern miissen axiomatisch angenommen werden.

Ein Fluss bezogen auf eine Grofle beschreibt, wie viel von dieser Grofie pro
Zeit durch eine Fliche flieft. Wir bezeichnen Fliisse mit g, wobei das Symbol der
betrachteten Groe als Subskript verwendet wird. Ein Fluss hat die Einheit [q] =
%. Beispielsweise gibt der Energie-/Wéarmemengenfluss qj an, wieviel Energie ein
Korper per Oberflichen- und Zeiteinheit verliert oder aufnimmt und hat die Einheit
[ag] = —%-. Analog beschreibt der Massenfluss q,, einen Verlust oder Zugewinn an

Masse durch eine Oberfliche und hat die Einheit [q,,] = ~£&

m?s”
Fliisse fiir skalare Groflen sind vektorwertig, haben also eine Richtung und ei-
ne Lénge. Die tatséchliche Menge der durch eine Fliche I' flieBenden Groflie per
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Zeiteinheit ist gegeben durch das Oberflachenintegral fr qp - ndS(x) mit dem Nor-
malenvektor n auf I'. Da der Normalenvektor Einheitsldnge hat und dimensionslos
ist und das Flichenelement (formal) die Einheit [dS] = m? hat, besitzt dieses (ska-
lare) Integral also die Einheit %
durch I' flie3t.

Wir betrachten nun vier wichtige Erhaltungssitze. Im folgenden sei 2 C R?
ein glattes beschrinktes Gebiet. 02 bezeichne den Rand von €2 und n = n(x) den

dulleren Normalenvektor.

und beschreibt, wieviel der Grofle [ pro Sekunde

1.4.1. Massenerhaltung. Der Massenerhaltungssatz (MES) besagt, dass die
Anderung der Masse in € im Zeitintervall (¢1,%,) gegeben ist durch den Massenfluss
q,, durch die Oberfliche 0€) im selben Zeitintervall. Wir gehen hier davon aus, dass
Masse weder erzeugt noch zerstort werden kann und somit keine Quellen und Senken
vorliegen. Die mathematische Formulierung lautet dann

/me(x, ty) dx — /me(x,tl) dx = — /: /asz qQ,,(x,t) - ndS(x)dt.

Unter Verwendung von (|1.1)) ist die linke Seite gerade m(£2,t2) — m(€2,t1). Diese
Formulierung des Massenerhaltungssatzes ist sowohl in der Zeit als auch im Ort
integral. Wir konnen daraus eine differenzielle Form herleiten. Es gilt

_ 1 f2
/ pm(Xta) = pm(x,11) / / a,,(x,1) - ndS(x)dt.
0 ty — to—t1 Jy, Joa

Unter der Annahme, dass p,, stetig differenzierbar in ¢ ist und q,, stetig in ¢ ist,
folgt unter Verwendung von Lemma mit to — t1

O (e 1) dx = — / 4, (%, 1) - ndS(x).
o Ot 90

wobei wir aus Griinden der Notation #; durch ¢ ersetzt haben. Mit dem Satz von
Gauss folgt unter der Annahme, dass q,, in der Variablen x stetig differenzierbar

ist,
0pm
t)d
A at / V- q,(x,
Da Q beliebig gewihlt war, folgt mit Lemma [T
pm
(MES) gt (x,t) + V- q,,(x,t) = 0.

Die Identitdt (MES) ist der Massenerhaltungssatz in seiner differenziellen Form,
auch Kontinuitétsgleichung genannt.

1.4.2. Energieerhaltung. Analog zum (MES) besagt der Energieerhaltungs-
satz (EES), dass die Anderung der Energie/Wirmemenge in © im Zeitintervall
(t1,t2) durch die im selben Zeitintervall in Q hinzugefiigte (Quelle) bzw. wegge-
nommene (Senke) Energie und den gesamten Energiefluss durch 02 gegeben ist.
Hier ist die in {2 enthaltene Energie zum Zeitpunkt ¢ wiederum definiert als

E(Q,t) = /QpE(x, t) dx, [E] =],
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mit der (zeitabhingigen) Energiedichte [pp|] = # Der Energieerhaltungssatz in
integraler Form lautet dann

/QpE(x,tQ)dx—/QpE(x,tl)dx:/tlt2 [/QfE(x,t)dx—/qu(x,t)~ndS(x) dt.

Wir verfahren vollig analog zur Herleitung des differenziellen (MES) mit dem ein-
zigen Unterschied, dass nun auch ein Quellterm fr mit [fg] = ﬁ vorhanden ist.
Nach Umwandeln des Zeitintegrals in eine Zeitableitung wie oben haben wir also

analog

U R
e nd /QfE< d /qu( ) ndS(x).

Unter der Annahme, dass qp stetig differenzierbar ist, erhalten wir per Anwendung

des Satzes von Gauss sowie Lemma [1.1] den (EES) in seiner differenziellen Form
IpE .

(EES) W(X,t) +V - qp(x,t) = fe(x,t).

1.4.3. Impulserhaltung. Der Impulserhaltungssatz (zweites Newtonsches Ge-
setz) besagt, dass die Anderung des Gesamtimpulses in € im Zeitintervall (¢q,t2)
gleich der gesamten auf € im selben Zeitintervall wirkenden Kraft ist. (Erinnerung:
F = p, oder im Fall konstanter Masse F = mv = ma.) Wir unterscheiden hierbei Vo-

lumenkréfte mit einer Dichte F, = Fy(x,¢) und [F,] = 25 sowie Oberflichenkrifte
mit einer Dichte F, = Fy(x,n,¢) und [F,] = &5 = Pa. Die Volumenkrifte wir-

ken in ganz €2, wiahrend die Oberflichenkrifte nur an 0§2 angreifen. Man beachte,
dass die Oberflichenkrifte neben der Zeit t und dem Raumpunkt x auch von der
Oberflichennormale n im Punkt x abhingen.

Ein Beispiel fiir eine Volumenkraft ist die Schwerkraft, und Beispiele fiir Ober-
flachenkrafte sind eine mechanische Belastung durch eine Last oder der Luftdruck.

Insgesamt lautet der Impulserhaltungssatz in integraler Form
(IES)

to
/ [(pmV) (X, t2) — (pmV) (X, t1)] dx = / {/ F,(x,t)dx + / F.(x,n,t)dS(x)| dt.
Q t LJa o9
Unter Verwendung von (1.2) ist die linke Seite gerade p(Q,t2) — p(£2,t1). Wir wer-
den (IES)) in spéteren Kapiteln weiter analysieren und schliefllich eine differenzielle
Formulierung finden.

1.4.4. Drehimpulserhaltung. Allgemein ist der Drehimpuls gegeben durch
den Vektor x x p. Der Drehimpulserhaltungssatz besagt, dass die Anderung des
Gesamtdrehimpulses in © im Zeitintervall (£1,%3) gleich dem gesamten auf €2 im
selben Zeitintervall wirkenden Drehmoments ist. In integraler Form lautet er

/Q[x X (pmV)(x,t3) —x X (pmV)(x,t1)] dx

:/j Uﬂxva(x,t)dx+/ x x Fy(x,n, 1) dS(x)| dt.

o0N

(DES)

Formal entsteht er einfach aus (IES)) durch Vormultiplikation aller Terme mit xx.
Wie den (IES)) werden wir auch den (DES]) in spéteren Kapiteln genauer untersuchen.
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1.5. Bausteine eines mathematischen Modells

Ein mathematisches Modell setzt die untersuchten physikalischen Grofien in Form
von Gleichungen miteinander in Bezug. In vielen Féllen hat ein solches Modell die
Form einer (gewohnlichen oder partiellen) Differentialgleichung. Ziel ist es, diese
Gleichungen zu 16sen, um die Grofie(n) von Interesse ausschliefllich in Abhéangigkeit
von den freien Variablen (fiir gewthnlich Zeit- und Ortsvariablen, das heifit ¢ und
x) zu erhalten.

Um die zu lésenden Gleichungen aufzustellen, geht man meist von (allgemein
giiltigen) Erhaltungsséitzen aus, wie wir sie gerade gesehen haben. Da diese fiir
gewohnlich zu Gleichungssystemen mit mehr Unbekannten als Gleichungen fiihren,
benotigt man des Weiteren Materialgesetze, manchmal auch als konstitutive Glei-
chungen bezeichnet. Dabei handelt es sich um weitere Gleichungen, die die physika-
lischen Eigenschaften eines konkreten Materials beschreiben und es uns so erlauben,
weitere Unbekannte miteinander in Bezug zu setzen. Auf diese Weise erhilt man im
Idealfall schliellich eine Gleichung oder ein Gleichungssystem, das (unter bestimm-
ten Anfangs- und Randbedingungen) eine eindeutige Losung hat.

In den meisten Fillen in dieser Vorlesung gehen wir also nach dem folgenden
Schema, vor:

“Erhaltungsséitze + Materialgesetze = Modell”.

Wir beschranken uns meist auf das Herleiten eines bestimmten Modells und iiberlassen
Betrachtungen zur eindeutigen Losbarkeit spiteren Vorlesungen.

1.6. Ein erstes Beispiel: die barometrische Héhenformel

Gesucht ist eine Formel, die den Luftdruck p ([p] = Pa = L) in Abhéingigkeit
von der Hohe z3 angibt. Da der Luftdruck ursédchlich mit der Anziehungskraft der
Erde zusammenhéngt, ist es naheliegend, bei der Herleitung des Modells vom
auszugehen. Die grundlegende Modellannahme ist, dass alle GroBlen in dieser Situa-
tion nur von der Hohe 3 abhéngen und somit weder vom Ort (x,x2) noch, da wir
einen statischen Zustand ohne zeitliche Anderungen voraussetzen, von der Zeit t.

Sei 2 ein Zylinder der Hohe h mit einer Kreisfliche A, dessen Basis sich in
Hohe x3 = z befindet. Wegen des statischen Zustandes ist der Gesamtimpuls p(£2)
konstant in der Zeit, und der vereinfacht sich zu

Oz/QFU(x) dx+/mFs(x,n>dS(x).

Alle Krifte sind also im Gleichgewicht und heben sich gegenseitig auf. Die Gravitati-
on wirkt als Volumenkraft in €2 in negativer z3-Richtung mit der Erdbeschleunigung
g~ 9,811, also
F,(x) = —pm(x)ges,
wobei p, = pm(23) die Massendichte der Luft ist. Die Oberflachenkraft stammt vom
Luftdruck p(x) = p(x3), der in alle Richtungen gleichférmig wirkt, und hat die Form
Fs(X7 Il) = —p(X)l’l.

Wir beschreiben 02 als die Vereinigung der unteren und oberen Kreisflichen A
und A; mit Fliche A und Normalenvektoren —es und e sowie des Zylindermantels
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M. Wegen der Ortsunabhéngigkeit und Symmetrie heben sich alle Integrale iiber
den Mantel M zu 0 auf. Einsetzen in die verbleibenden Terme liefert

0= —Ages /Z+ pm(x3) dzs + Aes(p(z) — p(z + h)).

Dividieren durch Ah und A — 0 liefert
dp

(1.3) 9pm(T3) = _6_1:3(963)’

wobei wir z wieder durch x3 ersetzt haben. Wir haben nun eine skalare Gleichung
mit zwei Unbekannten (p,, und p) und somit ein unterbestimmtes Modell. An dieser
Stelle bedienen wir uns des folgenden Materialgesetzes, das fiir ideale Gase (und
somit naherungsweise fiir die Luft in der Atmosphére) gilt:

101325 P
p(zs) = konst. = Po _ 013 1<5 2
Pm(T3) Lm0 1,2k
wobei py und p,, o der Druck bzw. die Dichte auf Meereshohe sind. Fiir ideale Gase

stehen also der Druck und die Dichte in linearem Zusammenhang. Damit erhalten
wir schlieBllich

’

D Pm.0
_— = — —_— 0 - .
091:3(%) g ™ p($3)> p( ) = Do

Dies ist eine sehr einfache gewthnliche Differentialgleichung, die genau eine Losung
besitzt, die zugleich die Anfangsbedingung erfiillt. Fiir diesen sehr einfachen Fall
konnen wir diese Losung analytisch berechnen. Da dies im Allgemeinen fiir kom-
plexere Modelle nicht moglich ist, bedient man sich in solchen Féllen numerischer
Verfahren, um die Losung zu approximieren.

Oft ist es hilfreich, alle im Modell auftretenden Groflen so zu skalieren, dass
die vorkommenden Zahlen alle in etwa die GroBenordnung 1 besitzen. Man spricht
hierbei von Entdimensionalisierung. Wir betrachten also die skalierten (dimen-

_ p(=z3)

sionslosen) Gréfen p(zs) := £ 2 und 23 := %2, wobei « eine noch zu bestimmende

Lénge ist. Damit erhalten wir

op - 1 Op Ors  «a Op 9Pm.,0 5(Es)
— \T3) = —F—F< = —Fw— = —« xT3).
Oz ’ Po Oxs 073 Do 0x3 Do Pits

Wir wahlen nun

N kgm
o2 2

o= 0 = 8607,3-2 = 8607,3-%
9Pm,0 S%ng STg

= 8607,3m

und erhalten somit das skalierte dimensionslose Anfangswertproblem
op e .
~ = — : 0) =1,
o, W) = ~p@),  P0)

dessen Losung durch die Exponentialfunktion p(zs) = exp(—z3) gegeben ist.

BEMERKUNG 1.2. Die barometrische Hohenformel fiir eine inkompressible Fliissigkeit
(z.B. ndherungsweise Wasser) hat eine vollig andere Gestalt. Dies liegt an der Giiltigkeit
eines anderen Materialgesetzes. Fiir den Fall einer inkompressiblen Fliissigkeit gilt

pm(x3) = konst. = pg. Einsetzen in (1.3)) ergibt

op B B
O —9po, p(0) = po.
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Die Losung dieses Anfangswertproblems ist gegeben durch die lineare Funktion
p(r3) = po — gpors. Da Wasser bekanntlich eine Dichte von etwa 103 % besitzt,

ergibt sich in Wasser ein Druckunterschied von etwa 10* Hlffg = 10* Pa per Meter,
oder etwa 1bar per 10m (da 1bar = 10° Pa).






KAPITEL 2

Waiarmeleitung

Wir betrachten nun einen Kérper, dessen Ausdehnung durch das Gebiet 2 C R?
gegeben ist, und der durch innere Warmequellen bzw. -senken fg(x,t) erhitzt bzw.
gekiihlt wird. Auflerdem wird der Korper iiber seinen Rand gekiihlt bzw. erhitzt.
Gesucht ist nun T'(x, t), also die Temperatur des Korpers am Ort x zur Zeit t.

2.1. Die instationire Wirmeleitungsgleichung in 3D

Bei der Herleitung des Modells gehen wir vom (EES|) aus. Aus Kapitel [1| wissen
wir, dass eine mogliche Form desselben gegeben ist durch

(EES) /aaLtE(x,t)dx:/fE(x,t) dx—/a qp(x,t) -ndS(x),

wobei diese Gleichung fiir beliebige Teilmengen w C 2 gilt. Dies ist eine (skalare)
Gleichung mit vier Unbekannten (Energiedichte pp und Warmefluss qz). Um
die Anzahl der Unbekannten auf eine, ndmlich die Temperatur T'(x, t), zu reduzieren,
benétigen wir die folgenden Materialgesetze.

e Der Wirmefluss qp héngt linear vom Temperaturgradienten VT ab, also

(2.1) ap(x, 1) = —A(x) VT(x, 1),

3 =
J

wobei A(x) mit [A] = —— ein symmetrisch positiv definiter Tensor zwei-
ter Stufe (eine Matrix) ist — der Warmeleitungstensor. Gleichung (12.1])
bezeichnet man auch als Fouriersches Warmeleitgesetz. Die positive

Definitheit impliziert, dass

(ap, —VT) = (=AVT,-VT) >0,

dass also der Winkel zwischen negativem Temperaturgradienten und Wér-
mefluss kleiner als 90° ist. Wéarme kann also nicht von kalten in warme

Gebiete flielen.

Als isotrop bezeichnet man ein Medium, in dem dieﬁLeitféihigkeit un-
abhiingig von der raumlichen Richtung ist. Es gilt dann A(x) = A(x)I, wo-
bei I die Einheitsmatrix und A\(x) > 0 die (skalare) Warmeleitfihigkeit ist.
In diesem Fall ist also qp(x,t) = —A(x) VT'(x,t), was bedeutet, dass der
Waérmefluss gerade entlang des negativen Temperaturgradienten verlauft,
also in Richtung des steilsten Abstiegs von warmen zu kalten Gebieten.

e Die Wiarmemengen-/Energiedichte ist gegeben durch

/OE(Xv t) = Cpm(X) T(X7 t)v

11
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wobei ¢ die spezifische Warmekapazitiat mit [c] = W ist, und die Massen-
dichte p,, als zeitlich konstant angenommen wird. Hlerbe1 ist ¢ eine Stoff-
konstante, die angibt, wieviel Energie einem Stoff zugefiihrt werden muss,
um 1kg desselben um 1 Grad Kelvin zu erwérmen.

Durch Einsetzen dieser beiden Materialgesetze in (EES)) erhalten wir

(2.2) c/wpm(x)%—f(x, ) dx—/aw (R0 VT(x.1)) - mdS(x /fE (x,£)d

Dies ist die instationére (zeitabhingige) Warmeleitungsgleichung, geschrieben in
Form einer Erhaltungsgleichung, fiir beliebige w C 2.

Unter der zusétzlichen Annahme, dass AVT stetig differenzierbar in x ist, konnen
wir wieder den Satz von Gauss gefolgt von Lemma anwenden, um zu einer rein
differenziellen Form zu gelangen, namlich

or 3
(2.3) pm(X) (%, £) = V- (A(x) VT(x,t)) = fu(x,1).
Dies ist eine parabolische partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung. Fiir den

Fall eines isotropen (A(x) = A(x)I) und homogenen (A(x) = A) Materials vereinfacht
sich (2.3) weiter zu

€ Pm %—z(x, t) — AAT(x,t) = fr(x,t)

mit dem Laplace-Operator A = ZZ L ax

2.2. Anfangs- und Randbedingungen der Wirmeleitungsgleichung in 3D

Wir betrachten nun zunéchst den stationdren Fall, in dem sich (2.3)) zu

(2.4) V. (X(x) VT(x)) = fo(x) in 0

vereinfacht. Damit eine eindeutige Losung hat, benttigen wir noch geeignete
Randbedingungen. Auch aus physikalischen Uberlegungen ist das einleuchtend:
wenn wir ein Warmeleitungsproblem in einem Korper {2 16sen wollen, miissen wir
zunichst festlegen, ob der Kérper am Rand 0f2 z.B. erwédrmt oder gekiihlt wird, oder
ob etwa thermale Isolation (also kein Wérmefluss durch den Rand) vorliegt. Wir wer-
den nun einige verschiedene Randbedingungen kennenlernen und ihre physikalische
Interpretation untersuchen.
Die Bedingung
T(X) = Tag (X) Vx € 02

mit einer vorgegebenen Temperatur-Randfunktion Ty : 02 — R bezeichnet man
als Dirichlet-Randbedingung oder Randbedingung erster Art. Physikalisch
bedeutet sie, dass am Rand eine bekannte Temperatur vorliegt, wenn also z.B. der
Rand des Gebiets von auflen auf eine gewiinschte Temperatur erhitzt oder gekiihlt
wird. Ein mathematisch wichtiger Spezialfall ist T = 0, also konstante Temperatur
0 am Rand, was als homogene Dirichlet-Randbedingung bezeichnet wird.

Die Bedingung

(~AX)VT(x)) -0 = goo(x) V¥x € 90
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mit einer vorgegebenen Funktion gsq : 02 — R bezeichnet man als Neumann-
Randbedingung oder Randbedingung zweiter Art. Die linke Seite ist wegen
dem Fourierschen Gesetz nichts anderes als qp - n; diese Randbedingung fixiert
also den Warmefluss durch den Rand auf einen vorgegebenen Wert. Diese Randbe-
dingung ist also dann zu verwenden, wenn bekannt ist, wieviel Warmeenergie per
Sekunde und Flacheneinheit am Rand zugefiihrt wird oder verloren geht. Der wich-
tigste Spezialfall ist die homogene Neumann-Randbedingung mit ¢y = 0, es
tritt also kein Warmefluss durch den Rand auf. Das bedeutet, dass der Korper am
Rand perfekt isoliert ist.

Neben der Dirichlet- und Neumann-Randbedingung gibt es noch die Robin-
Randbedingung oder Randbedingung dritter Art. Diese ist gegeben durch

—
—

(—A(x)VT(x)) -n=a(T(x) —g(x)) Vxed

wobei g eine gegebene Funktion auf dem Rand ist (Umgebungstemperatur), und
o € Ry mit [a] = —2— die sogenannte Wirmeiibergangszahl ist. Im Allge-
meinen kann o = a(x) eine Funktion sein. Die physikalische Interpretation dieser
Randbedingung ist, dass der Warmefluss qj - n durch den Rand proportional (mit
Proportionalititskonstante «) zur Temperaturdifferenz zwischen Rand und Umge-
bung ist. Man sieht leicht, dass fiir & = 0 die Robin-Randbedingung zur homogenen
Neumann-Randbedingung wird (perfekte Isolation). Fiir « — oo wird die Robin-
Randbedingung hingegen zur Dirichlet-Randbedingung T' = ¢ (perfekte “Kopplung”
zwischen Rand und Umgebung).

Es gibt auch kompliziertere Randbedingungen, wie etwa nichtlineare Strahlungs-
randbedingungen, auf die wir hier nicht eingehen.

Wichtig ist auch der Fall gemischter Randbedingungen. Sei dazu der Rand
etwa aufgeteilt in zwei disjunkte, nichtleere Mengen I'p UT'y = 0. Gemischte
Randbedingungen bedeuten nun zum Beispiel, dass auf I'p Dirichlet-Randbedin-
gungen vorliegen, wéihrend auf 2y Neumann-Randbedingungen vorliegen.

Der Fall von inhomogenen Randbedingung lasst sich leicht auf den homogenen
Fall reduzieren. Dazu betrachten wir das Problem mit gemischten Randbedingungen

—V-(KVT) — fp QO
(2.5) T =g, auflp
(=AVT)-n = h, aufTy.

Sei nun 7T}, eine beliebige Funktion mit T,|r, = ¢. Es folgt nun, dass T:=T-T Y
das folgende Randwertproblem 16st.

p ~

=:fE
V. (K VT) = fp+V-(AVT), inQ
T = 0, auf I'p
(=AVT)-n = h+ (AVT,)-n, auf Dy.
\ =:h

Die neue Unbekannte T erfiillt also nun auf I'p die homogene Dirichlet-Randbedingung,
weshalb dieser Schritt Homogenisierung genannt wird. Die Losung von ([2.5)) erhélt
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man dann als T = T+T, y- Dies kann hilfreich sein, weil etwa die eindeutige Losbarkeit
einfacher fiir den Fall von homogenen Dirichlet-Randbedingungen zu beweisen ist.

Im instationdren Fall benotigen wir neben Randbedingungen eine Anfangs-
wertbedingung, damit die zeitabhingige Warmeleitungsgleichung eindeutig losbar
ist. Unter Beschrinkung auf Dirichlet-Randbedingungen lautet das zu losende Sys-
tem dann

¢ pm(x) L (x, 1) — V- (K(x) VT 1)) = fe(xt) in @ x (1o 1)
T(x,t) = g(x,t) auf 9Q x (to,t1),
T(x,ty) = To(x) in £,

wobei T und g gegebene Funktionen sind, die die folgende Kompatibilitdtsbedingung
erfiillen miissen:

lim g(x, t) = To(x) Vx € 0.

t—td
2.3. Der Fall springender Materialkoeffizienten

Wir betrachten nun den Fall eines unstetigen Warmeleitungstensors A. Dazu
nehmen wir an, dass das Rechengebiet ) entlang einer glatten Grenze in zwei of-
fene, disjunkte Gebiete €2; und €2y aufgeteilt ist und in jedem der zwei Gebiete ein
unterschiedlicher (der Einfachheit halber konstanter) Warmeleitungstensor

Ry = A xe
AQ, XGQQ

vorliegt. Ein Beispiel hierfiir ist ein Stab, dessen eine Hélfte aus Kupfer und dessen
andere Hélfte aus Stahl besteht, oder die Aulenwand eines Gebéudes, die aus einem
Baumaterial und einer Isolierschicht besteht. Weiters gehen wir vom stationéren
Fall sowie von der Abwesenheit von Wirmequellen, also fr = 0, aus. Aus folgt
dann, dass fiir beliebige w C €2 gilt

—

- / (Mx) VT(X)) -ndS(x) = 0.
Ow
Zur Herleitung der partiellen Differentialgleichung (2.3]) haben wir benétigt, dass

AVT stetig differenzierbar ist, was im Fall springender Koeffizienten eine zu starke
Annahme ist. Innerhalb jedes Gebietes (2, sind aber alle Daten glatt, weshalb wir

auch Glattheit fiir (AVT )|o, annehmen kénnen. Das heifit, mit w = B,(x¢) fiir
Xp € €); und r hinreichend klein, sodass w C €2; kénnen wir den Satz von Gauss und
anschliefend Lemma [L.I] anwenden und erhalten

V. (Kl VT(x) =0 Wxeo,
(2.6) )
V. (Kz VT(X)) —0  Vxe

Die Differentialgleichung gilt also stiickweise fiir €2, und €25, was nicht gleichbedeu-
tend damit ist, dass sie auf ganz (2 gilt. Entscheidend ist, was auf der Schnittstelle
I' = Oy N Q, passiert, der Fliche, die die beiden Gebiete voneinander trennt.
Wiahlen wir fiir w eine zusammenhingende Teilmenge sodass w; := w N Q;, j =
1,2, beide nicht leer sind, und somit auch v := w NI # 0. Seien weiters n; die
Aulennormalen zu €2;, insbesondere ny = —n; auf I'. Der Kiirze halber schreiben
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wir qp fiir —AVT und qg) fiir die Einschrénkung auf €2;. Dann gilt mit dem Satz
von Gauss und (|2.6])

o:/ qE-ndS:/ qg>-nds+/ q§§>-nd5—/(q§§)-n1+q§§).n2)ds
dw Ow1 Owz vy
— [ veaPas [ veaRas - [(af) - a)-mas
w1 w2 Y

== /(qg) —qy’) -y dS.
.

Da w beliebig war, gilt dies fiir beliebige v C I', und mit Anwendung von Lemma|1.1
folgt die punktweise Identitét

0= (@Vx) - q?(x) -m(x) oder (AVT)(x) 11 = (AVT)(x) - .

Statt einer einzigen partiellen Differentialgleichung auf ganz €2 erhalten wir also die
beiden per Ubergangsbedingung gekoppelten Gleichungen

V. (Kl VTi(x)) =0 vxeq,
V. (KZ VIx)) =0  Wxeo,

(M VT)(x) -0y = (AVD)(x)-ny Vxel.
Die Funktion 7'(x) 16st also die Wiarmeleitungsgleichung, wenn sie stiickweise —V -

(KVT) — 0 in ©; 16st und die Normalkomponente ihres Wirmeflusses (AVT)(x)-n;
auf I' stetig ist.

Wir erinnern uns, dass Ausdriicke der Form (AVT)(x)-n; = —qp -0y gerade die
GroBle des Warmeflusses durch I angeben. Somit ist diese Bedingung physikalisch
schliissig: die Gréfle des aus {2y iiber I' austretenden Warmeflusses muss gerade dem
iiber I' in 25 eintretenden Wérmefluss entsprechen.

In Abschnitt werden wir ein simples Beispiel fiir diesen Fall betrachten.

2.4. Variationsformulierung

Wir kehren zuriick zum Fall glatter Koeffizienten und nehmen den stationéren
Fall an, womit die Gleichung gilt. Wir werden jetzt noch eine andere mathema-
tische Formulierung dieses Problems herleiten, die man als Variationsformulierung
oder auch schwache Formulierung bezeichnet. Dazu multiplizieren wir diese Glei-
chung mit einer sogenannten Testfunktion ¢ € ¥ aus einem geeignet gewéhlten
Raum 7 von Funktionen iiber €2 und integrieren iiber €, also

- /Q V- (i(x) VT(X)) p(x) dx = /Q fe(x)e(x) dx.

Partielle Integration ergibt dann
(2.7)

—

/Q (Ax)VT(x)) - Vipo(x) dx — /8 o) (K(x) VT(X)) ‘ndS(x) = /Q Fr(x) p(x) dx.

Wir gehen nun entweder von homogenen Dirichlet- oder homogenen Neumann-
Randbedingungen aus. Im ersten Fall ist also 7' = 0 auf 0€2, und wir schrinken
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den Raum 7 so ein, dass auch alle p € ¥ die Bedingung ¢ = 0 auf 0f erfiillen.

Im zweiten Fall ist AVT -n = 0 auf 99. In beiden Fillen verschwindet also das
Randintegral, und wir erhalten

/Q(K(X)VT(X)) -Vo(x)dx = /QfE(x) o(x) dx.

Da ¢ € ¥ beliebig gewahlt war, gilt diese Gleichung fiir alle ¢ € ¥. Wir definieren
die Bilinearform a(-,-): ¥ x ¥ — R sowie das lineare Funktional ¢ : 7" — R als

a(v, ) = / REOVEX) - Vo) dx,  Up) = / fo(x) (x) dx.

Da A symmetrisch positiv definit ist, ist auch a symmetrisch, also a(p, ) = a(y, )
fiir alle p,v € #. Wir kénnen nun die Wiarmeleitungsgleichung als Variationspro-
blem schreiben: finde T' € ¥, sodass

(2.8) a(T, ) =L£(p) Yo eV,

Man beachte, dass diese Formulierung nur erste Ableitungen in 7" und ¢ beinhaltet,
wéahrend die urspriingliche partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung war.

Ublicherweise wiithlt man als Funktionenraum im Fall von Neumann-Randbedin-
gungen ¥ = H(Q), also den Hilbertraum von Ly-Funktionen auf Q, deren erste
schwache Ableitungen auch in Ly liegen; und im Fall von homogenen Dirichlet-
Randbedingungen den Raum H}((2), also den Teilraum von H*({2) von Funktionen,
die am Rand (im Sinne des Spuroperators) 0 sind. Man kann dann unter entspre-
chenden Voraussetzungen (mittels des Satzes von Lax-Milgram) zeigen, dass
eine eindeutige Losung T' hat. Falls T’ regulir genug ist (also z.B. T' € C%*(Q)), so
16st T auch die urspriingliche (starke) Formulierung (2.4). Es gibt aber Fille, wo
zwar eine schwache Losung T' € H' () existiert, diese aber nicht C? ist; ein Beispiel
dafiir wére wieder der Fall springender Koeffizienten, den wir in Abschnitt [2.3|behan-
delt haben. Tatséchlich ist auch in diesem Fall giiltig, wie man mit dhnlichen
Argumenten wie dort zeigt.

Eine weitere wichtige Anwendung fiir die Variationsformulierung (2.8]) ist als
Ausgangspunkt fiir die Diskretisierung des Problems mittels des Finite-Elemente-
Verfahrens, welches zur Approximation der Losung 7" am Computer verwendet wird.

2.5. Energiebetrachtungen

Wir zeigen nun, dass die Losung von (2.8) auch als Losung eines Minimierungs-
problems gesehen werden kann. Eine derartige Beziehung lasst sich unter sehr ab-
strakten Annahmen nachweisen, wie der folgende Satz zeigt. Wir benotigen dazu die
Voraussetzung, dass a positiv definit ist, also

a(v,v) >0  Yve ¥\ {0}

Tatséchlich gilt wegen der positiven Definitheit von A

—

a(v, v) = A(K(X)V@(X),Vv(x»dx > /mem(i(x))m(x)\?dx > Aol
mit

A= )1(I€1£ Amin(A(x)) > 0.
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Unter der Annahme von homogenen Dirichlet-Randbedingungen ist ¥ = H}(Q2), wo
die Seminorm | - |1 dquivalent zur vollen Norm || - || g1 ist. Somit gilt in diesem Fall
a(v,v) > 0 fiir v # 0.

SATZ 2.1. Sei ¥ ein Vektorraum und a(-,-) eine auf ¥ x ¥ gegebene, symme-
trische positiv definite Bilinearform. Sei £ € V" ein lineares Funktional und sei

J(v) = %a(v,v) — )

firv e ¥. Dann gilt:
J(u) = miyr/lJ(v) = Yove¥ :alu,v)={(v)
RISy
BEWEIS. “=":
Da u das Minimierungsproblems 16st, gilt fiir beliebiges v € 7"

dJ(u+tv) o = 0
e 0T
Somit gilt
1
0= 5 (a(v,u) + a(u,v) + 2ta(v,v)) |=o — £(v).
Unter Verwendung der Symmetrie von a(+,-) folgt nun unmittelbar die Aussage, da
v beliebig gewahlt war.
(C<:77 .

Fiir v € ¥ beliebig haben wir aufgrund der Symmetrie von a(-,-) und da u das
Variationsproblem 16st

J(u+v)= %a(u,u) — {(u) +%a(v,v) + a(u,v) — l(v) = J(u) + %a(v, v).

=J(u)

Da a(v,v) > 0 und a(v,v) = 0 < v = 0, ist u die eindeutige Losung des Minimie-
rungsproblems. O

2.6. Modellreduktion — die 1D-Wiarmeleitungsgleichung

Falls 2 ein Gebiet ist, dessen Ausdehnung in einer oder zwei Koordinatenrich-
tungen sehr klein ist, lasst sich die 3D-Wéarmeleitungsgleichung auf zwei oder eine
Dimension reduzieren und somit drastisch vereinfachen. Wir betrachten hier nur den
Fall der 1D-Wérmeleitungsgleichung.

Sei

Q= (0, L) x {(z, x3) € R*| 23 + 23 < R?}
mit R < L ein langer, diinner Zylinder entlang der x;-Achse mit Radius R und
Lange L. Aufgrund der geringen Ausdehnung in zo- und z3-Richtung ist es plausi-
bel anzunehmen, dass die Temperatur und die Quellendichte (nahezu) nur von x;
abhidngen. Wir nehmen also an, dass

T(x) =T(x1) und [fe(x)= fe(r1)

gilt. Die Leitfahigkeit sei als skalare Funktion A = A(x;) gegeben, und das Fourier-
sche Warmeleitgesetz ([2.1)) vereinfacht sich somit zu

Adp(r1) = (=A(@1)T"(21),0,0)".
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An den Stirnflaichen nehmen wir Dirichlet- und an der Mantelfliche Robin-
Randbedingungen an:

T0)=Ty,, T(L)=T,, und qg(z1) n=a(T(x1)— g(x1)),

wobei Ty, Ty, und die Umgebungstemperatur g(-) gegeben sind.
Wir betrachten nur den stationéiren Fall. Der (EES) in integraler Form lautet

dann
/ qE-ndS(x):/fde,
Ow w

w= (T, T+h) x{(xe, 73) ER* |25 + 25 < R’} C Q
eine kleine Zylinderscheibe der Linge h ist. Unter Verwendung der Robin-Randbedingungen
und des Fourierschen Wirmeleitgesetzes erhalten wir dann

wobei

Z+h
TR2(N@)T'(Z) — M + h)T'(Z + h)) + 27TR/ a(T(x1) — g(x1)) day
: F+h
= 7TR2/ fE(l'l) dl‘l.
Division durch hrR? und h — 0 ergeben unter Verwendung von Lemma

~ 9 ormE) + 2EO‘(T(’JE) —9(2)) = fp(@).

8$1
Da z € (0, L) beliebig gewihlt war, erhalten wir mit & := %‘1
0 - -
B \T") (z) +aT(z) = fe(x)+ag(z), =€ (0, L)
1
T(0) =T, T(L)="Ty,
wobel wir aus Griinden der besseren Notation z durch x ersetzt haben. Dies ist die

stationére eindimensionale Wérmeleitungsgleichung (in starker Formulierung).
Betrachten wir noch den Fall springender Koeffizienten. Sei a« = 0, fz = 0, und

A((L’) - )\1, z < L/Q,
B Ao, x> L/2

Wir schreiben weiters T} und 75 fiir die Einschrankung von 7" auf die beiden Hélften
des Intervalls. Folgend der Herleitung in Abschnitt erhalten wir die beiden Glei-
chungen

MTV = ATV =0,

womit 7} und 75 beides lineare Funktionen sind; insbesondere sind 7] und 77 kon-
stant. Die Kopplungsbedingung lautet

MT{(L/2) = MT4(L/2)
und somit
T{/Té = Aa/ A1

Da
L L L A
T(L)—1T(0) = / T'(z)dr = §(T{ + T/ Xg) = T{§(1 + A—l)
0 2
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folgt
T — 2(Ty, — To) 2
et A
LA+ A2)
und weiter
T(L/2) =T, L g (T, —Ty) =T
—021—0)\1+/\2L 0) =12

In diesem Fall ist also T eine stiickweise lineare Funktion durch die drei Punkte
T(0) =Ty, T(L/2) = Ty 2, T(L) =Ty, mit Ty € [To, T1)-






KAPITEL 3

Elastizitat

In diesem Kapitel betrachten wir die Verformung elastischer Korper unter der
Einwirkung von Oberflachen- und Volumenkriften. Der Begriff “elastisch” bezeich-
net hier eine Klasse von Koérpern, die nach Wegnahme der Krafteinwirkung wieder
in ihren urspriinglichen Zustand zuriickkehren. Im Gegensatz dazu stehen plastische
Korper, bei denen die Verformung bei Wegfall der Kréfte zumindest teilweise be-
stehen bleibt; diese sind aber bedeutend schwieriger zu modellieren und werden in
dieser Vorlesung nicht betrachtet.

Wie schon in vorigen Kapiteln verwenden wir ein Kontinuumsmodell, das heifit,
alle relevanten Groflen werden als in jedem Punkt des Korpers definiert angenom-
men; der Aufbau der Materie aus Atomen, Molekiilen etc. wird dabei vernachlassigt.

Gesucht ist schliefllich ein Modell, das die Verschiebung u(x, t) eines beliebi-
gen Punktes x in der (urspriinglichen) Referenzkonfiguration 2 zum Zeitpunkt ¢
beschreibt.

3.1. Kinematik und der Verzerrungstensor

Wir betrachten zunéchst nur die Verformung eines beliebigen Koérpers, ohne auf
die zugrundeliegenden Krifte einzugehen, was als Kinematik bezeichnet wird.

Sei Q C R? ein beschriinktes Gebiet, das die Referenzkonfiguration des zu be-
trachtenden Koérpers zum Zeitpunkt ¢ = 0 beschreibt. Dies ist iiblicherweise der
Ruhezustand des betrachteten Objekts oder der Zustand ohne duflere Krafteinwir-
kung. Im Folgenden verwenden wir zur Beschreibung Lagrangesche Koordinaten,
was bedeutet, dass sich alle Groflen auf die Referenzkonfiguration {2 beziehen und
nicht auf den deformierten Zustand des Korpers; als Koordinaten dienen uns also
Punkte x € 2. Den Ort, an dem sich dieser Massepunkt zum Zeitpunkt ¢ befindet,
driicken wir durch eine Abbildung ¢(x,t) aus. Klarerweise gilt ¢(x,0) = x. Fiir
fixes x beschreibt

(6(x.1) it € (0.7))

die Raumkurve, die der Massepunkt x im Zeitintervall (0,7") durchlduft. Es wird
immer sinnvoll sein, die Abbildung ¢ als stetig differenzierbar in allen Variablen
vorauszusetzen. Weiters nehmen wir an, dass fiir beliebiges, aber fixes ¢ die Abbil-
dung x — ¢(x,t) invertierbar ist. Dies bedeutet, dass wir jedem Raumpunkt im
deformierten Korper eindeutig einen Punkt in der Referenzkonfiguration zuordnen
kénnen. Oft wird es bequemer sein, statt mit dem absoluten Ort ¢ mit der relativen
Verschiebung

u(x,t) := ¢(x,t) —x
zu arbeiten, die u(x,0) = 0 erfiillt.

Wir betrachten nun zwei Punkte x € (2 sowie x + 0x € ) mit einem kleinen
Vektor 0x. Nach Anwendung der Verschiebung u befinden sie sich an den neuen

21
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x + 0x

u(x + 0x)

X Sx* x* 4 0x*

ABBILDUNG 1. Skizze zum Verzerrungstensor.

Orten
x"=x+u(x) und x"40x" =x+0x+ u(x+ 0x)

befinden; siehe Abb. . (Wir betrachten hier einen fixen Zeitpunkt ¢ und lassen
das Argument t weg.) Wir untersuchen nun die durch die Verschiebung verursachte
Veranderung des Abstandes dx, ndmlich

lox*[[* = [lox[|* = [lx + 0% +u(x + 6x) — (x +u(x))[|* — [|ox]*
= [[u(x + 0x) — u(x) + ox||* — ||ox]*
~ ||Vu(x)ox + 6x||* — ||ox]|* (Taylor)
= ((I + Vu)éx, (I + Vu)dx) — [|6x|?
= (6x, (I + Vu" + Vu + Vu' Vu)ox) — ||6x||
= (6x, (Vu' + Vu+ Vu' Vu)ix) .

Die Anderung des Abstandes wird also durch Vu” + Vu + Vu” Vu beschrieben.
%(VUT + Vu + Vu’Vu) bezeichnet man als Greenschen Verzerrungstensor.
Wegen des quadratischen Terms Vu? Vu ist er nichtlinear.

Oftmals ist die Anderung der Verschiebung sehr viel kleiner als die entsprechende
Anderung in x, also

[u(x + 0x) —u(x)|| < [lox|].
Da u(x + 0x) — u(x) ~ Vuox, folgt
|[Vuox| < ||0x| = [Vul| < 1.

In diesen Fillen ist es somit gerechtfertigt, den Term Vu?Vu im Greenschen Ver-
zerrungstensor zu vernachlissigen. Dies fiithrt auf den linearisierten Verzerrungs-
tensor

= 1
£(u) == §(VuT + Vu).
BEMERKUNG 3.1. g(u) ist (anders als Vu) symmetrisch und wird auch als sym-
metrisierter Gradient von u bezeichnet.

Wir haben also hergeleitet, dass fiir kleine Verschiebungen in erster Ndherung

o2 = flax|* = (6, Fu)ox)
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gilt. Wenn also &(u) = 0, dann ist (in erster Néherung) ||6x*| = [|6x]; solche Ver-
schiebungen u lassen also Lédngen unverdndert. Das néchste Resultat charakterisiert
den Kern von £(+).

SATZ 3.2. Fiir ein Verschiebungsfeld u € (C2())° gilt
fu)=0 < ueRBM:={u(x)=axx+b:abeR,

wobei RBM der Raum der linearisierten Starrkérperverschiebungen (engl.: rigid body
modes) ist.

BEWEIS. “=": Sei 5( ) = 0. Dann gilt fir 4, j,k =1,2,3

o 0 o 0 o 0 o 0
Oa; Oy (a—a—+a—a—‘a—a—‘
o 0 o 0 o 0
Oxy, Ox; it Oz Oxy, it oz, 8_3321%)
0 0 .
axlﬁ‘% akij,’oﬁajito‘f,_

Da alle zweiten Ableitungen aller Komponenten von u verschwinden, muss u(x) affin

linear sein, das heiBt es existieren A € R3*3 und b € R3, sodass
u(x) = Ax + b.

Nun gilt aber 0 = Vu + Vu! = A+ AT. Das heif3t, A ist eine schiefsymmetrische
Matrix und hat somit die Form

. 0 —a3 a
A= as 0 —a
—as aq 0

Mit a = [ay, as, as] folgt nun Ax =axx und somit die Behauptung
= Sel u € RBM. Mit derselben Matrix A wie oben gilt u(x) = Ax+ b und somit
Vu = A Da A schiefsymmetrisch ist, folgt 5( ) =0. O

Die geometrische Bedeutung des sechsdimensionalen Funktionenraums RBM l&sst
sich wie folgt erklaren. Es gibt zwei Arten von Verschiebungen, die Léngen un-
verdandert lassen: Translationen mit einem konstanten Vektor und Rotationen.

Betrachten wir zunéchst eine Translation des Korpers um einen Vektor b, also
#(x) = x + b oder u(x) = b. Dann sehen wir sofort, dass &(u) = 0. Dies erklirt die
konstanten Funktionen in RBM.

Betrachten wir andererseits eine Rotation um die Achse a mit Winkel 6, wobei
|]a| = 1. Dies lisst sich beschreiben durch eine Rotationsmatrix R,(6) € R3*3 mit
R.(0) = I. Es gilt dann ¢(x) = Ra(0)x oder u(x) = (Ra(0) — I)x. Da wir nur
kleine Verschiebungen betrachten, linearisieren wir um 6 = 0 und erhalten nach
einer simplen Berechnung ausgehend von der exakten Formel fiir R, (diese ist in
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Lehrbiichern oder auch z.B. auf Wikipedial| zu finden) die Identit:it

OR,
00

0)=A

mit der schiefsymmetrischen Matrix A auf dem Beweis. Somit gilt nach dem Satz
von Taylor fiir kleine Rotationswinkel 6, dass

u(x) ~ A% = fa x x,
was die Kreuzprodukt-Komponente in RBM erklart. In anderen Worten beschreibt

also die Matrix A eine infinitesimale Rotation um die Achse a.

3.2. Der Spannungstensor

Bei der Herleitung des mathematischen Modells gehen wir vom (IES)) und (DES])
aus. Die Geschwindigkeit eines Massepunktes x ist gegeben durch die Zeitableitung
der Verschiebung u, also

v(x,t) = g—ltl(x, t).

Sei w C (2 ein beliebiges Teilgebiet. Aus Kapitel |1 wissen wir, dass der ([ES|)
beziiglich w durch

[ o0 (G0 12— G 1)) ax - / [ B s [ Buixon a5

gegeben ist. Hierbei ist p,, = p,,(x) die Massendichte der Referenzkonfiguration, die
als konstant in der Zeit angenommen wird.

Wir zeigen nun zunéchst, dass ein Tensor zweiter Stufe ¢ = g(x, t) (genannt
Spannungstensor) existiert, sodass fiir alle x € € die Oberflichenkraftdichte
(Spannung) F4(x, n, t) gegeben ist als

(3.1) F,(x,n,t) = &(x,t)n,
dass also die Spannung linear vom Normalenvektor der Oberfliche abhéngt.

LEMMA 3.3 (Cauchy). Sei

O-M(Xv t) = ezTFS(Xa ej7t)7 1,7 =1,2,3,

wobei ¥y stetig differenzierbar in x und stetig in t und n ist. Ferner sei %—'tl stetig

differenzierbar in t und ¥, stetig in t. Dann gilt (3.1)) fir alle t, x, und n.

BEWEIS. Sei x €  und n mit ||n|| = 1. Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass n; > 0,
i =1,2,3. Wir betrachten nun den Tetraeder w = w(x) mit Durchmesser ¢ > 0 wie
in Abbildung[2] Dabei bezeichnen A und A; die zu n bzw. e;, ¢ = 1,2, 3 orthogonalen
Fléachen von dw.

Aus dem erhalten wir mit w = w(x) nach Division durch ¢, — #; und
to — t; mittels Lemmal|l.1

52 [r@5send - [Piende+ [ Fiene.nase)

W

wobei wir aus Griinden der Notation ¢; durch ¢ ersetzt haben.

1h‘ctps ://de.wikipedia.org/wiki/Drehmatrix


https://de.wikipedia.org/wiki/Drehmatrix

3.2. DER SPANNUNGSTENSOR 25

1)

A
3
ABBILDUNG 2. Tetraeder w(x) mit Durchmesser e.

Mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung folgt fiir geeignet gewéhlte Punkte
Ecw & e AE €A, dass

ol (@G (€0 ~Ful6 1)) = S AP (6 —e0t) + AIF. (gm0

Es ist eine einfache Ubung nachzuweisen, dass |A;| = n;|A| gilt. Wir dividieren nun

durch |A| und lassen € — 0. Da dann 12!

Al 0, folgt insgesamt

3
Z n;Fs(x, —e;,t) + Fy(x,n,t) = 0.

Da F, stetig in n ist, folgt mit n — e;, 7+ = 1, 2, 3, dass
F,(x,—e;t) = —F4(x,e;,1).

Somit erhalten wir
3

Fi(x,n,t) = ZFS(X, e;, t)n; = 6(x, t)n
i=1
mit der Wahl
0_"‘(X7 t) = [FS(X, e, t), FS(X, €9, t), FS(X, €3, t)} . [

Einsetzen von (3.1]) in (3.2)) mit allgemeinem w liefert

0? 5
/ pma—tl;(x, t) dx = / F,(x, 1) dx + / &(x, t)n dS(x).
w w ow
Unter Verwendung des Satzes von Gauss und der Beliebigkeit von w erhalten wir
821,1 =

(IES) pmﬁ(x, t) —V.-d(x,t) =F,(x,1),
den Impulserhaltungssatz in differenzieller Form in Lagrangeschen Koor-
dinaten. Die Matrix-Divergenz V - ¢ ist als zeilenweise Anwendung des Divergenz-
operators zu verstehen und liefert somit einen Vektor.

Im Folgenden zeigen wir nun noch, dass der (DES) die Symmetrie des Span-
nungstensors impliziert.
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LEMMA 3.4. Sei Fy stetig differenzierbar in x und stetig in t und n. Ferner sei

8—‘; stetig differenzierbar in t und F, stetig in t. Dann ist der Spannungstensor & aus
Lemma E symmetrisch, also & = 67 .

BEWwEIS. Unter Verwendung von Lemma hat der (DES) fiir ein beliebiges
Gebiet w C €2 die Gestalt

[ ot (1) = G ) ) e

_ /: wa X Fy(x, 1) dx—i—/awx x (é(x, t)n) dS(x)] dt.

Lemma liefert nach Division durch t, — ¢; und to — t;

/pm(x) aat‘;(x ) dx—/xva(x, t)dx—i—/a x x (&(x, t)n) dS(x),

wobel wir wieder zur besseren Notation ¢; durch ¢ ersetzt haben. Aus Einsetzen des

(TES]) in die linke Seite folgt
/x X (V-c?)dx:/ X X (?n)dS(x).
w Ow

Durch Bilden des inneren Produkts mit einem beliebigen Vektor a € R3 und Ver-
wendung der Identitdt a - (b x ¢) = (a X b) - ¢ erhalten wir

(3.3) / (axx)- (V&) dx = /8 (a x x)7én dS(x).

Fiir die rechte Seite erhalten wir mit dem Satz von Gauss und der Produktregel

(A3)

/(axx) andS /V (ax x)T dx—/V axx))dx
Ow

/Vaxx G+ (axx)-(V-3)dx.

Wir verwenden hier das Frobenius-Produkt (doppelte Kontraktion), das fiir zwei

—

beliebige Matrizen A, B € R¥3 durch A : B = ZZ =1 AijBi; definiert ist. Dies
wieder in (3.3)) eingesetzt ergibt

/V(axx):gdx:O.

Weil w C Q beliebig gewihlt war, folgt mit Lemma eder die entsprechende

punktweise Gleichung. Wie wir aus dem Beweis von Satz|3.2 wissen, gilt a x x = Ax
mit der schiefsymmetrischen Matrix

0 —as a9
A= as 0 —ap |,
—a9 aq 0

womit folgt

ai(os9 — 023) +as(o13 —031) + az(oa1 —012) = 0.

Da a € R? beliebig gewihlt war, folgt die Behauptung. O
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Zur Interpretation des Spannungtensors betrachten wir einen Wiirfel w um einen
Punkt x € €2, der klein genug ist, dass & dort als konstant gelten kann. Wir betrach-
ten nun die “rechte” Seitenflache des Wiirfels, also in positiver x1-Richtung. Dann ist
die Spannung (Oberflichenkraftdichte) an dieser Oberfliche konstant gegeben durch
gel, also die erste Spalte des Spannungstensors. Dabei ist der Diagonaleintrag o, die
Normalspannung, die orthogonal auf die Fliche wirkt, und die Eintrage 91, 031
die Scherspannung, die parallel zur Flache wirkt.

Aufgrund der Symmetrie von & ist der ein Gleichungssystem mit 3 Glei-
chungen und 9 Unbekannten. Im Folgenden werden wir verschiedene Klassen von
Materialien kennenlernen. Die fiir diese Klassen geltenden Materialgesetze liefern
jeweils eine Darstellung von & in Abhéngigkeit von u. Wir betrachten die folgenden
drei Klassen von Materialien

hyperelastisch D linear elastisch D isotrop linear elastisch,

wobei die Relation “D” jeweils eine Unterklasse angibt.

3.3. Hyperelastische Materialien

DEFINITION 3.5. Ein Material heifit hyperelastisch, wenn es eine Energiedich-
tefunktion

—
—,

PEV :pE,V(X7 A) Qx {§€R3X3|§+f€ Mi}—)R
gibt, sodass die Verformungsenergie durch fQ pev(x, Vu)dx gegeben ist, wobei
M3 = {B € R¥3| det(B) > 0}. (Beispiel: gummiartige Stoffe.)

BEMERKUNG 3.6. Aufgrund der Definition diirfen zwei hinreichend nahe Punkte
der Referenzkonfiguration nicht auf denselben Punkt verschoben werden (lokale

Invertierbarkeit von x + u(x) — garantiert durch det Ve = det V(x +u) = det(I +
Vu) # 0). AuBerdem kann es lokal keine Spiegelungen geben (garantiert durch
det(V(x +u)) > 0).

Wir betrachten nun, was diese Definition fiir den Spannungstensor bedeutet und
nehmen dafiir Energiebetrachtungen vor. Die gesamte in einem elastischen Korper
gespeicherte Energie setzt sich zusammen aus der kinetischen Energie (Masse mal
Geschwindigkeit hoch 2), deren Dichte gegeben ist durch

1
prac(%,t) = 5 pm(x) [Oulx, 1)

sowie der durch Verformung im Koérper gespeicherten elastischen Energie, die wir
zunéchst einfach mit e(x, t) bezeichnen.

Eine Anderung der Energie ergibt sich einerseits durch die durch Volumenkrifte
geleistete Arbeit. Arbeit ist definiert als das Produkt aus Weg und Kraft entlang
des Weges. Wenn der Massepunkt x die Raumkurve v durchlauft, ist die Arbeit
demnach

Wzlmmwm:fEW@w%m,

t1

wobei x(t) : (t1,t2) — R? eine Parametrisierung der Kurve + ist. In unserem Fall ist
die Parametrisierung der Kurve gegeben durch x + u(x,t), und die Kraft F ist in
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Lagrange-Koordinaten gegeben durch F,(x). Wir erhalten also

t2 ou
W:/ F,(x) —dt.
6 () ot

Analog ist die Arbeit, die an einem x € dw am Rand durch Spannungskrifte geleistet

wird,
2. Ou
/ on - —dt.
” ot

Insgesamt ergibt sich (nach der schon oft verwendeten Division durch ¢ — ¢; und
to — t1) die Energieerhaltung

5 [ (omton+ ) ix= [ Fo-omixs [ dn-omaseo
t w 2 w Oow

Da on - ou = gTﬁtu ‘nund & symmetrisch ist, folgt mit dem Satz von Gaufl und
der Beliebigkeit von w die Relation

pmO - 0?u+ 0e — F,y - Ou — V - (éatu) = 0.

Mit der Produktregel fiir die Divergenz (A.6]) sowie der Symmetrie von & erhalten
wir weiters

pmoOu - 02u + Oe — F,, - Opu — (V~§)-8tu—§:6tVu:O.
Nach Einsetzen des differenziellen (IES) fiir F, erhalten wir
8,56 = 0:-: . 8tVu

Diese Relation gilt fiir allgemeine Verschiebungen u sowie eine allgemeine elastische
Energie e. Wenn wir konkret fiir e die Energiedichte pgy fiir ein hyperelastisches
Material einsetzen, erhalten wir

ou

Opiy (x, Vu(x, 1)) = G(x,t) : V=

ot
Mit der Kettenregel folgt

(x,1).

’ 3
Oy 0 Oui _ 0 Ous
0A;, (x, Vu) 9t oz, = Z 0;;(x,1) <

ij=1
Da u eine beliebige Verschiebung ist, gilt (betrachte die Félle u = tz;e; fiir ¢,j =
1,2,3)
Ope,v
0A,; ;
Wir haben somit die folgende Proposition bewiesen.
PROPOSITION 3.7. In hyperelastischen Materialien folgt aus dem (un-

ter Berticksichtigung der Verformungs- und kinetischen Energie, aber unter Ver-
nachlissigung von z.B. thermischer Energie), dass das folgende Materialgesetz gilt:

(x,Vu) =0, (x,t) firalled,j=1,2,3.

P pEv
T 0A

(x, Vu).
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Obige Relation erlaubt uns, den Spannungstensor in Abhéngigkeit von u darzu-
stellen (da pgy als bekannt vorausgesetzt wird) und somit die Anzahl der Unbe-
kannten im differenziellen auf drei zu reduzieren.

Hyperelastische Materialien sind in gewissem Sinn die allgemeinsten elastischen
Materialien und kénnen im Allgemeinen nichtlinear sein. Im folgenden betrachten
wir Spezialfille, die linear und somit leichter handhabbar sind.

3.4. Linear elastisches Material

Linear elastische Materialien sind ein besonders wichtiger Spezialfall von hype-
relastischen Materialien, bei denen der Spannungstensor linear von den partiellen
Ableitungen von u abhéngt. Genauer wird er nur vom symmetrisierten Gradienten
£u) = Vu 4 Vu’ abhéngen.

DEFINITION 3.8. Ein Material heifit linear elastisch, wenn die Energiedichte-
funktion pg v (x, Vu) gegeben ist als

pev(x,Vu) Z ngkzé ( Vil

,j,kl 1
wobei D @ 0 — R¥>*¥¥3 mit D(x) = [Dyui(x)]} ;4,1 ein Tensor vierter Stufe ist,
genannt Elastizititstensor, der fiir alle x € () die Symmetrien
Diji = Dyjirt = Dyij (= Digiw) Vi, j, k1 € {1,2,3}

erfiillt. AuBerdem ist D auf der Menge der symmetrischen Matrizen koerziv, das
heifit es existiert ein a > 0, sodass fiir jede symmetrische Matrix A € R**?\ {0} gilt

3
DA: A= Y DiudiAu > ol A|*.
ivj, k=1
Man beobachte, dass ein Tensor der Form von D als lineare Abbildung von 3 x 3-

Matrizen auf 3 x 3-Matrizen interpretiert werden kann, da wir fiir eine allgemeine
Matrix A die neue Matrix

B:=DA mit B;; = Z Dijri A
k=1

definieren kénnen. Wegen der Symmetrien von D gilt weiters fiir allgemeine Matrizen
A, B, dass
DAT" =DA und DA:B=DB:A.

Mit obigen Notationen kénnen wir also schreiben
1= =
pE,V(XJ Vu) = 51)5(11) : 6(11),

und da sz(u) symmetrisch ist, folgt mit der Koerzivitit von D, dass pg v (x, Vu) > 0.
Per Definition und wegen der Symmetrien gilt fiir beliebiges A € R3*3, dass

1
,OE'J/(X, A) 8D<A + AT) (A + AT>

1 1
:g(DA:A+DA:AT+DAT:A—i—’DAT:AT) :§DA:A.
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Somit erhalten wir fiir die Ableitungen nach den Komponenten von A

) 1 g
By (x,A) = 3 Z Dijit (6im0jnAri + AijOrm0in)

OAn y
7 17]7]6,[:1
1{< 3 X
T2 (Z Dt it + Dw’mn/‘ij> = (DAl = [P(A+ A)]un.
k,lzl ’L,]:l

Somit folgt aus Proposition , dass die (m,n)-te Komponente des Spannungsten-
sors gegeben ist durch

_ Opey G
T = Y. (x, Vu) = [De(u)]mn,

oder kurz
(3.4) = D¢
Gleichung (3.4]) bezeichnet man als das Hookesche Gesetz.

Qu

BEMERKUNG 3.9. Wir haben gewisse Symmetrierelationen fiir D gefordert, tat-
séchlich sind diese jedoch keine Einschréinkung. Der Grund dafiir ist, dass sowohl g
als auch & symmetrisch sind. Fiir cinen beliebigen (nichtsymmetrischen) Tensor D’
ldsst sich somit immer ein anderer Tensor D finden, sodass

D E=DE:F fiir alle symmetrischen g
und dass D die obigen Symmetrierelationen erfiillt.

Wir zéhlen nun noch die Freiheitsgrade. Da wegen Symmetrie £und & nur je 6
Freiheitsgrade besitzen, kénnen wir D als lineare Abbildung von R% — RS auffassen.
Wegen Symmetrie von D selbst ist aber nur das obere Dreieck dieser 6 x 6-Matrix
frei wahlbar, und somit hat D 21 unabhéngige Eintrége.

3.5. Isotropes linear elastisches Material

Wir betrachten nun isotrope linear elastische Materialien. Fiir diesen Spe-
zialfall lasst sich der Elastizitatstensor drastisch vereinfachen.

DEFINITION 3.10. Ein Material heifit isotrop in x € €, falls die Eigenschaften
des Materials im Punkt x nicht von der Richtung abhingen. Ein Material heif3t
isotrop, falls es in jedem Punkt isotrop ist — andernfalls heift es anisotrop.

Beispiele fiir anisotrope Materialien sind etwa Holz, das entlang seiner Fasern
andere Eigenschaften aufweist als quer dazu, oder kiinstliche Werkstoffe, die aus
verschiedenen Materialschichten aufgebaut sind.

Wir formalisieren nun das Konzept der Isotropie mathematisch. Dazu betrachten
wir eine Rotation des Koordinatensystems

T = Qx, QeR¥™, QTQ =1, det@Q > 0.

Dementsprechend miissen sich auch die Verschiebung u und der Normalenvektor n
rotieren, also 4(&) = Qu(x), n = Qn. Sei V = V; der Gradientenoperator beziiglich
der neuen Koordinaten #; wegen x = QT gilt Vx = Q7. Aus der Kettenregel folgt

Va(z) = VQu(x) = VQu(x)Vx = QVu(x)Q”
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und somit auch &= Qa:QT. In beiden Koordinatensystemen gilt fiir den Spannungs-
tensor gemif Lemma

~

F,=0on, F,

und somit, weil wegen Rotation F, = QF,,

Qi
I
Qup»
S

QTén = Q'F, =F, = 6n = Q7 n.

Da n beliebig ist, folgt

1>

7= QQ".
[sotropie besagt nun, dass unabhéngig von der Rotation des Koordinatensystems
gilt

Q
|

My

=D

Qup

— D

Qu

oder
Q(DAQ" = D(QQ").
Der folgende Satz charakterisiert Abbildungen, die diese Eigenschaft erfiillen.
SATZ 3.11 (Rivlin-Ericksen; siehe [EGK11] Satz 5.13]). Eine Abbildung
o {AcR¥:A=AT detA >0} - {BecR”:B=pB"}
besitzt genau dann die Eigenschaft
o(QAQT) = Qo (A)QT fiir alle Drehungen @,

falls die Darstellung

o(A) = apl + a1 A+ ay A®
gilt, wobei die Koeffizientenfunktionen ag, a1, as nur von den Grundinvarianten ig(A),

i1(A), i2(A) von A abhingen.

Die Grundinvarianten von A sind die Koeffizienten des charakteristischen Po-
lynoms det(A — vI) von A. Im Fall von 3 x 3-Matrizen sind die Grundinvarianten
explizit gegeben durch

i1(A) = spur(4),

i2(A) = 3 (spur(A)* = spur(42),

i3(A) = det(A).

Wir beweisen den Satz von Rivlin-Ericksen hier nicht, iiberlegen aber kurz, warum
die (einfachere) Richtung ,<=* gilt. Sei A wie oben und B = QAQT mit einer
Drehung Q. Da Q7 = Q7!, sind A und B #hnliche Matrizen und haben somit (siehe
Lineare Algebra) identische charakteristische Polynome und somit auch identische
Grundinvarianten, it(A) = ix(B), k = 0,1,2. Daraus folgt ar(A) = ar(B), k =
0,1,2. Somit ist

o(B) = agl + a1 B + a3B* = agl + a;QAQT + a,QA?QT = Qo (A)Q™.
Im konkreten Fall der Abbildung D erhalten wir also

DE = apl + a16 + axe™.
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Da die Abbildung &+ DE auBerdem linear ist, muss gelten, dass a; = 0, a1 =
konst. =: 2p und ag = ag(i1(€)) = Aspur(€). Man nennt die Materialkonstanten g
und A ([p] = [A] = 2) Lamé-Parameter. Mit ihnen gilt nun also die Darstellung

(3.5) G = D& = Aspur()] + 2ué = A(V - u)l + 2u&

Allgemein ist g > 0 und meist A > 0. Man beachte, dass sie so gewéahlt sein miissen,
dass die Koerzivitdt von D gilt.

Anstelle der Lamé-Parameter p und A werden in der Literatur haufig die Groien
E (Youngscher Elastizititsmodul) und v (Poissonsche Querkontraktions-
zahl) verwendet. Diese sind definiert als

E = —M<3)\ - 21) und v = A
A p 2(A + )
und besitzen die Einheiten [E] = 25 und [v] = 1. Der Youngsche Elastizitétsmodul
und die Poissonsche Querkontraktionszahl erhalten ihre Bedeutung aus folgender
Beziehung: Bezogen auf einen Zylinder gibt der Youngsche Elastizitdtsmodul die
Spannung an, die man an den Stirnflichen anbringen muss, um den Zylinder auf
die doppelte Lénge zu strecken. Die Poissonsche Querkontraktionszahl ist das nega-
tive Verhiltnis von relativer Radiusédnderung zu relativer Langenidnderung (in Ab-
schnitt |3.7|werden wir hierzu ein Beispiel betrachten). Diese beiden Parameter lassen
sich somit direkt experimentell ermitteln. Sie lassen sich auch wieder in die Lamé-
Parameter umrechnen mittels der Relationen
Ev E

A aroa-w)y M aas)

Im Allgemeinen kénnen die gerade hergeleiteten Materialparameter (so wie auch

allgemeiner D) abhingig vom Ort x sein. Sie sind konstant, falls das Material ho-
mogen ist.

DEFINITION 3.12. Ein Material heifit homogen, falls es in jedem Punkt x € (2
dieselben Eigenschaften hat — andernfalls heifit es inhomogen.

3.6. Variationsformulierung und Anfangs- und Randbedingungen

Einsetzen des Hookeschen Gesetzes (3.4]) in (IES) liefert

2

a nd
(3.6) pn(3) 55 (x.8) = V- (Do, 1)) = Fu(x, ).
Dies ist nun ein System mit drei Gleichungen und ebensovielen Unbekannten, u. Fiir
den isotropen Fall vereinfacht sich (3.6 zu
0%u

(3.7) pn gy — - (AT Wi+ 2c(u)) = ..

Bei der Suche nach geeigneten Randbedingungen konzentrieren wir uns auf den
stationdren (d.h. keine Abhéngigkeit von t) isotropen Fall. Fiir den anisotropen
stationdren Fall gelten analoge Uberlegungen. Ahnlich zu der Herangehensweise bei
der Wirmeleitungsgleichung multiplizieren wir (3.7)) mit einer hinreichend glatten,
nun aber vektorwertigen Testfunktion v. Integration iiber das Gebiet 2 liefert dann

/Fv-VdX:—/(v-g)-VdX:/OZ':ZVVdX—/ vIdnds(x),
Q Q Q o0
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wobei wir partielle Integration verwendet haben; genauer gesagt folgt dieser Schritt
aus dem Satz von Gauss und der Produktregel (A.6). Das Randintegral fallt weg,
wenn fiir fast alle x € 9 gilt

v(x) =0 oder ()\(X)V : u(x)]:—f— 2,u(x)€3(u(x))> n(x) = ¢(x)n(x) = 0.

Analog zur Wéarmeleitungsgleichung ist ersteres die (homogene) Dirichletrand-
bedingung und letzteres die (homogene) Neumannrandbedingung. Dirichle-
trandbedingungen geben eine bestimmte Verschiebung auf einem Teil des Randes
(T'p € 09) vor; man wendet sie dort an, wo der Rand fest eingespannt ist. Neu-
mannrandbedingungen geben die an einem Teil des Randes (I'y C 09) wirkende
Oberflichenspannung (Oberflichenkraftdichte) F, = &n an; man wendet sie also
dort an, wo eine bekannte Oberflachenkraft auf den Korper angewendet wird. Wie
bei der Wirmeleitungsgleichung nehmen wir an, dass IpUL'y = 0Q und I'pNTy = 0
gelten. Genau wie dort kann man inhomogene Randbedingungen per Homogenisie-
rung auf homogene zuriickfiihren.
Fiir den Fall, dass das Randintegral verschwindet, erhalten wir

/ F, vdx = / (A(V cu)l + 2,ua:(u)> : Vvdx
Q Q
— / AV -u)(V - v) + 2u£(u) : &(v) =: a(u,v),
0
da allgemein fiir A, B € R3*3 mit A = AT gilt:

oL 3 3
/_fl g = ZAZJBL] = ZAZ’]BJ’Z =A: BT.

2,j=1 1,j=1

Wir wollen nun kurz erldutern, warum die oben genannten Randwerte sinnvoll
sind, also die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung garantieren. Offensichtlich
ist die Bilineararform

a(--): (HE () x (HE () = RE

symmetrisch und beschrankt (falls ¢ und A beschrankt sind). Um den Satz von Lax-
Milgram anzuwenden, bendtigen wir auflerdem die Koerzivitit von a(-, -). Diese folgt
aus der Kornschen Ungleichung (siche z.B. [BS08| Kapitel 11]): Falls |I'p| > 0,

dann existiert ein o > 0, sodass fiir alle v € (H%D(Q))3 gilt

2 2
o) 2 20y 2, 2 Vi)
Kornsche Ungl.

Falls |[I'p| = 0, ist a(-,-) nur noch auf (H%D(Q)/RBM)3 — (H'(€)/RBM)’ koerziv.
(Wir erinnern uns, dass RBM gerade der Kern von g ist.) Im Fall von reinen Neu-
mannrandbedingung kann eine Losung also nur bis auf Starrkorperverschiebungen
eindeutig bestimmt werden.

Im instationédren Fall benotigt man neben den Randwerten die Anfangswertbe-
dingungen u(x, 0) = ug(x) und 2%(x,0) = u;(x).
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3.7. Beispiel: lineare Elastostatik

Im homogenen Fall sind A und p konstant. Wenn wir auch den stationéren Fall
annehmen, vereinfacht sich (3.7)) zu

(3.8) —A+p)V(V-u) —pAu=F,,
wobei wir die Rechenregeln V - (Vu) = Au sowie V - (Vu®) = V(V - u) verwendet
haben. In den Parametern £ und v ausgedriickt lautet die Gleichung

E E

R M E 7 it

Wir betrachten einen Zylinder
Q:{xER3:0<x1<L, xg—i-ngRQ}

ohne Volumenkrifte, F,, = 0 (ignorieren also insbesondere die Schwerkraft), und mit
den Randbedingungen

g(u)(—el) = —€; fir T = 0, g(u)(el) = € fir T, = L,

Flun =0 fiir /22 + 22 = R.

Dies bedeutet, dass der Zylinder an der linken und rechten Seite mit einer Einheits-
kraft gezogen wird, wirend am Mantel keine Kraft wirkt. Wir verwenden als Ansatz
fiir die Verschiebung die lineare Streckung

a1
u(x) = A2
223
mit noch zu bestimmenden Koeffizienten ay, ay. Wir sehen leicht, dass V(V -u) =0

und Au = 0 und somit die Differentialgleichung ({3.8]) erfiillt ist.
Der Spannungstensor ist gegeben durch (vgl. (3.5))

Ev

G = Vowl+ —— (Vu+ vl

= Troa—m)\ Wt gg,y Vet V)
E v a1+2a2 aq

= a1+2a2 + a2
1—|—y 1 =2v CL1+26L2 a9

und ist insbesondere konstant im Ort. Aus &(u)(e;) = e; erhalten wir die Gleichung

n v (a1 + 2a2) 1+v
1 1_ 92y 1 2 E )
und aus &(u)(es) = &(u)(es) = 0 erhalten wir
v
as + T 21/(@1 + 2a3) = 0.
Die Losung dieses Gleichungssystems ist gegeben durch
1 v
a, = — g = ——
1 E ) 2 E 3
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und somit ist das gesuchte Verschiebungsfeld

I
u(x) = | Ve
—UVT3

Das bedeutet, dass sich der Zylinder um das %—fache seiner urspriinglichen Lénge
verldngert und gleichzeitig sich sein Radius um das %-fache verringert. Somit ist
der Elastizitdtsmodul E die Kraft, mit der man an den Seiten des Zylinders ziehen
muss, um ihn auf die doppelte Liange zu strecken, und die Querkontraktionszahl v
gibt an, um welchen Anteil sich der Radius dabei reduziert.

3.8. Ebener Spannungs- und ebener Verzerrungszustand

In gewissen Situationen lésst sich die Dimension der Gleichungen der linearen
Elastizitéit reduzieren; konkret betrachen wir hier zweidimensionale Modelle fiir Elas-
tizitdt. Wir gehen hier immer von einem homogenen, isotropen, linear elastischen
Material aus.

Beim ebenen Verzerrungszustand (engl. plane strain) ist der Verzerrungs-
tensor unabhéngig von x3 und liegt nur in der (z1, z3)-Ebene, also

B en (w1, 2) €1, 22) 0
€= 521($1,$2) 522($1;$2) 0
0 0 0

Dies ist gleichbedeutend damit, dass die Verschiebung u nicht von z3 abhédngt und
dass ug konstant (null) ist. Dieser Zustand ist annéherungsweise in langen zylindri-
schen Objekten (weit weg von den Enden) erfiillt, die in x3-Richtung viel langer als
in x;- und z»-Richtung sind und bei denen die Krafteinwirkung nur in der (z;, x3)-
Ebene liegt.

Die Komponenten des Spannungstensors fiir ein homogenes isotropes Ma-
terial haben dann die Form

0y = AMe1 + €22)045 + 2uey;  fiir i, j =1,2,
o3 =03 =0 fliri= 1,2,

o33 = A(e11 + €22).

Da u und somit € unabhéngig von z3 ist, folgt 0,,033 = 0 und somit
2
(V-5)i =Y 00,05 = (A + 1)0s, Oyt + Oyun) + plu
j=1

fiir i = 1, 2. Die Gleichungen der linearen Elastizit#t lassen sich somit mit u® (x1, x,) 1=
(u1 (1, 9), ug(1, 22))" und dem entsprechenden Volumenskraftvektor schreiben als

~A+)V(V-u?) - pAu® = F?

was genau die formale zweidimensionale Entsprechung zu (3.8]) mit denselben Lamé-
Parametern ist.
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Beim ebenen Spannungszustand (engl. plane stress) nimmt man an, dass der
Spannungstensor & von x3 unabhéngig ist und dass ;3 = 03; = 0 fiir i = 1, 2, 3, also

. o11(71,2) o12(21,72) 0
7= | oa(r1,22) 022(w1,22) 0

0 0 0

Diese Annahme ist ndherungsweise korrekt fiir diinne Platten, die in der (z,x2)-
Ebene liegen und bei denen keine Spannung in Normalenrichtung vorliegt. Aus ({3.5))
folgt dann

—

S — d __
€13 = €93 und €33 2Iuspur(§)
und damit weiter
3.9 - _ .
(3.9) €33 Nt 2 (€11 +€22)
Somit ist o)
Tii =y +ZM(511 +e99)0;5 +2pe;; firi,j=1,2.

Dies entspricht der zweidimensionalen Form des Hookeschen Gesetzes (3.5)), aller-
dings nun mit dem modifizierten Lamé-Parameter

pRAEE
A+ 20
Einsetzen in den liefert die zweidimensionale Gleichung
pmdPu® — Qlf:—ii“v(v u®) — pAu® = FO).
die fiir u® gelost werden kann. Aus erhélt man fiir die dritte Komponente
Ous _ A (8u1 N 8u2>
Oxs A+2u \Ox1  Oxa)

Insbesondere ist also die Verschiebung in z3-Richtung in diesem Modell, anders als
im ebenen Verzerrungszustand, im Allgemeinen nicht null! Kompliziertere zweidi-
mensionale Plattenmodelle erlauben auch Belastungen in Normalenrichtung.



KAPITEL 4

Stromungsdynamik

Wir beschéftigen uns nun mit Stromungen von Fliissigkeiten und Gasen. Genauer
gesagt mochten wir ein mathematisches Modell herleiten, mit dem wir die folgenden
Groflen bestimmen kénnen:

e das Geschwindigkeitsfeld v(x,?) (Einheit: %),
e das Druckfeld p(x,t) (Einheit: Pa),
e das Massendichtefeld p,,(x,t) (Einheit: %)

Wir haben es also mit fiinf unbekannten Gréfien zu tun. In allgemeineren thermody-
namischen Formulierungen, die wir hier nicht betrachten, wird auch die Abhéngigkeit
vom Temperaturfeld 7'(x,t) modelliert, was dann eine weitere Unbekannte ist.

Im Gegensatz zum vorherigen Kapitel verwenden wir hier nicht Lagrange-, son-
dern Eulersche Koordinaten zur Beschreibung.

4.1. Eulersche Koordinaten

ERINNERUNG. Bei der Beschreibung in Lagrangeschen Koordinaten betrach-
tet man alle Grofen in Bezug auf die Referenzkonfiguration €y C R?. Ist also &€ € Qg
der Ortspunkt eines Partikels in der Referenzkonfiguration, so ist beispielsweise
v(,t) die Geschwindigkeit, die dieser Partikel zur Zeit ¢ hat — unabhéngig davon,
wo sich der Partikel zum Zeitpunkt ¢ im deformierten Gebiet €); gerade befindet.

Bei der Beschreibung in Eulerkoordinaten betrachtet man alle Gréflen in Be-
zug auf die momentane Konfiguration €, C R% So gibt v(x,t) also beispielsweise
die Geschwindigkeit zur Zeit ¢ jenes Partikels an, der sich zur Zeit ¢ im Ort x € ),
befindet.

Sei & € g ein Punkt in der Referenzkonfiguration. Wir betrachten die Abbildung

x: Qo x (0,1) = RY,  (&,1) — x(&,1),

die € in den entsprechenden Punkt x(&,t) € €2; in der momentanen Konfiguration
tiberfithrt. Somit ist €, = {x(&,t) : & € Qo}. Die Abbildung x habe dabei die
folgenden Eigenschaften:

(4.1a) x(+, 0) = idg, 0,5

(4.1b) x € C' (Qp x (0,2), RY),

(4.1c) x(-,t) 1 Qo — Q ist bijektiv fiir alle t € (0,1),
(4.1d) det (Vex(€,t)) > 0 fiir alle ¢t € (0,7) und &€ € Q.

Die Eigenschaft (4.1c) besagt, dass fiir jeden fixen Zeitpunkt ¢ eine Bijektion & <«
x = x(&,t) zwischen den Lagrange- und den Eulerkoordinaten, und somit zwischen
Qo und € besteht. Fiir variables ¢ beschreibt ¢ — x(&,t) die Bahnkurve, die der

37
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Punkt & der Referenzkonfiguration durchléuft. Die Geschwindigkeit bzw. Beschleu-
nigung im Punkt x € €, zur Zeit ¢t ist dann durch die erste bzw. zweite totale
Ableitung dieser Bahnkurve nach t gegeben, also

(4.20) s 0=2en= e

dv dx Ov ov
dt? (S t) = = —(x,t) = Vv— + 5 (Vv)v + —.
Hier und im Rest des Kapitels bezieht sich der Gradlentenoperator, wenn nicht

anders angegeben, immer auf die Eulerkoordinaten, V = V.

(4.2b) a(x,t) =

BEMERKUNG 4.1. Die Abbildung x spielt dieselbe Rolle wie ¢ im Kapitel [3| zur
Elastizitdat. Wir wahlen hier eine andere Notation, um die Entsprechung zwischen
den beiden Koordinatensystemen & <+ x hervorzuheben.

Wir betrachten nun eine beliebige physikalische Gréfle ¢ gegeben in Eulerkoordi-
naten, also ¢(x,t). Fir & € Qg betrachten wir die Bahnkurve ¢ — x(&,t), die dieser
Partikel durchlduft, und bezeichnen mit

(&, 1) = p(x(&,1),1)

den Wert der Grofle ¢ entlang dieser Kurve zum Zeitpunkt ¢. Anders gesagt ist ®
die Darstellung in Lagrange-Koordinaten der Grofle . Fiir die Zeitableitung von ®
folgt mit der Kettenregel

d¢

e = Vol 1) S &0 + 2001 = 1) v 1) Vil

wegen ([4.2a). Wir definieren nun die rechte Seite als neuen Differentialoperator, die
sogenannte materielle Ableitung, ndmlich

3@

Zf(x £) +v(x, 1) - Vio(x, 1)
oder kurz D; = % + v - V. Sie beschreibt also, wie sich eine Grofle ¢ (gegeben in
Eulerkoordinaten) entlang der Bahnkurve eines Partikels veréndert, der durch das
Geschwindigkeitsfeld v transportiert wird. Fiir Groflen, die in Lagrangekoordinaten
gegeben sind, ist die materielle Ableitung somit 1dentlsch zur reinen Zeitableitung.
Da aber ¢ in Eulerkoordinaten gegeben ist, beschreibt 22 5 (x,t) die zeitliche Anderung
der Grofle ¢ am fixen Punkt x.

Fiir Vektorfelder ist die materielle Ableitung als komponentenweise Anwendung
von D; definiert. Da die beiden Ausdrl'icke

J 3
und (v-V)v = [Zvjaivi]
= ]

identisch sind, konnen wir schreiben als a = D,v.

DtQD(X, t) =

31}1
axj

Vvv—[

4.2. Das Reynoldssche Transporttheorem

Bei Integralen von stetig differenzierbaren Funktionen iiber die Referenzkonfigu-
ration ist die Zeitableitung des Integrals gleich des Integrals der Zeitableitung. Da
wir nun zeitlich verinderliche Gebiete betrachten, gilt diese Kommutativitat im
Allgemeinen nicht mehr. Wir betrachten hierzu den folgenden Satz.
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SATZ 4.2 (Reynoldssches Transporttheorem). Die Abbildung x : Qo x (0,1) — R?
erfille (4.1). Auflerdem sei %(f,t) stetig differenzierbar. Dann gilt fir alle ¢ €

Ct (€ x (0,?)), dass

% tho(x,t)dX:/ {%’;(X t)+ V- (p(x,t)v(x,t))| dx.

BEWEIS. Wir geben den Beweis nur in einer Raumdimension, also d = 1. Fiir
den allgemeinen Fall siche [EGK11l Satz 5.4]. Mittels (4.2a)) und der Koordinaten-
transformation £ — z(&,t) folgt

d
i), sl =g QQ@(!E(M),)

5 d§

- [ (5o 0% + St G + et G| e
[ e

- [ g0+ 5] @ 0

Man beachte, dass sich wegen der Produktregel (A.4) der Integrand auf der
rechten Seite auch schreiben lésst als

dt

dp
%+Vgp v+ eV-v=Dw+ V- v.

4.3. Erhaltungssitze in Eulerkoordinaten

Wie {iblich gehen wir bei der Herleitung unseres Modells von Erhaltungsséitzen
aus. Im Folgenden leiten wir die differenzielle Form des (MES)), (IES) und (EES) in
Eulerkoordinaten her.

4.3.1. Massenerhaltungssatz. Wir gehen wieder davon aus, dass eine Mas-
sendichtefunktion p,,(x,t) existiert, sodass die Gesamtmasse m(w,t) in einem belie-
bigen Teilgebiet w C €, zum Zeitpunkt ¢ gegeben ist durch m(w,t) = [ pm(x,t) dx.

Sei wy C 2y ein beliebiges Teilgebiet und w; := x(wp, t). Das heifit, wy ist das
Referenzgebiet zum Gebiet w, zum Zeitpunkt ¢. Die in w; enthaltene Masse m(wy, t)
ist somit zu jedem Zeitpunkt gleich der in wy enthaltenen Masse m(wp, 0) zum Zeit-
punkt 0. Somit ist ¢ — m(wy, t) konstant, oder

1) dx .

Anwendung des Reynoldsschen Transporttheorems liefert nun

[ ]2 -] =

Dies gilt fiir ein beliebiges Teilgebiet w; C €, da wy C €y beliebig war. Somit folgt
aus Lemma [1.1] die punktweise Identitét

0pm

(MES) o

—(x,t) + V- (pm(x,t)v(x,1)) =0 in .
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Dies ist der Massenerhaltungssatz (Kontinuitdtsgleichung), den wir bereits in Kapi-
tel [1| kennengelernt haben, mit Massenflussdichte q,,, = p,,V.

DEFINITION 4.3. Ein Material heifit inkompressibel, falls seine Massendichte
zeitlich konstant ist, also

(4.3) Dipm(x,t) = 0.

Viele Fliissigkeiten werden iiblicherweise als (ndherungsweise) inkompressibel
modelliert, wihrend Gase meist als kompressibel angenommen werden. Fiir inkom-
pressible Materialien gilt per Definition

Opm
0=Dipp=——+Vpn- V.
tp ot + Vpm -V
Der (MES) lautet unter Anwendung der Produktregel ({A.4))
pm
%+me~v+pmV~V:0.
Da p,, > 0, folgt somit die Kontinuititsgleichung fiir inkompressible Materialien,
(4.4) V.-v=0.

Inkompressibilitit ist also gleichbedeutend mit der Divergenzfreiheit des Geschwin-
digkeitsfelds. Was bedeutet dies fiir das Volumen eines solchen Materials? Betrach-
ten wir dazu wieder ein zeitabhéngiges Gebiet w; = X(wp,t). Sein Volumen ist
V(t) = fwi 1 dx. Anwendung des Reynoldsschen Transporttheorems mit ¢ = 1 ergibt

(4.5) %(t)zlt(%+v-(¢v)> dx:/th-VdX:O.

Ein inkompressibles Material kann somit zwar seine Form &dndern, nicht aber sein
Volumen.

4.3.2. Impulserhaltungssatz. Wir leiten nun den (IES)) in differenzieller Form
in Eulerkoordinaten her. Hierzu seien wg und w; wie im letzten Abschnitt. Der Im-
pulserhaltungssatz in integraler Form ist dann gegeben durch

/wt (PmV) (%, t2) dx — / (pmV)(x, 1) dx

to
_ / [ / F,(x, 1) dx + / F,(x,n,t) dS(x) | dt.
t1 wt Owg

Dividieren durch t, — t; und ty — t; liefert unter Verwendung von Lemma [1.1

< [ (vt ix = /

Wi

F,(x,t) dx+/ F.(x,n,t)dS(x),

Ows

wobei wir zur besseren Notation t; durch ¢ ersetzt haben. Komponentenweise An-
wendung des Reynoldsschen Transporttheorems liefert nun

/wt 8(;(;77;v) (x,8) + V- (pvv’) dx = /

wt

F,(x,t) dx—l—/ F.(x,n,t)dS(x).
Owy
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Analog zum Fall von Lagrangekoordinaten (vgl. Lemmal[3.3) folgert man die Existenz

eines symmetrischen Spannungstensors Z in Eulerkoordinaten, sodass Fy(x,n,t) =

Z(x,t)n. Damit folgt mit dem Satz von Gauss

O(pm =
/ (patV) (x,t) + V- (v(pmv)") dx = / F,(x,t) + V- Z(x,t)] dx.
Da w; beliebig gewiihlt war und allgemein gilt, dass V - (fg?) = (Vf)g + f(V - g)
(siehe (A.5])), wie man leicht nachrechnet, folgt
0 0pm, 3
pmﬁ_‘tf + %V +vV - (pmv) +(VV)pv=F,+V-Z

=v (2 +\V,-(pmv)):0

wt

J

aufgrund der Kontinuitdtsgleichung. Insgesamt erhalten wir damit

0 =
(IES) Pm ((’)_‘tf + (VV)V) -V-Z=F,
oder kurz p,Dv —V - Z = F,. Dies ist der (IES) in differenzieller Form in Eu-
lerkoordinaten. Man beachte die Ahnlichkeit zum differenziellen (IES|) in Lagran-

gekoordinaten in Kapitel |3| — der einzige Unterschied ist die unterschiedliche Form
des Beschleunigungsterms. Tatsdchlich konnen wir mit (4.2b) die obige Identitét

schreiben als p,a — V - 7 = F,.

Oft ist die Volumenkraftdichte durch ¥, = f,p,, mit einer Beschleunigung f,
gegeben. Ein typischer Fall ist f, = —ge3 mit der Erdbeschleunigung ¢, sodass F,
die Erdanziehungskraft ist.

Eine kurze Uberlegung zu den Einheiten: der (IES) hat die Einheit einer Volu-

—.

menkraftdichte, [F,] = 25, und somit hat der Spannungstensor die Einheit [Z] =
N
— = Pa.

4.4. Materialgesetze in der Stromungsdynamik

Wir haben nun allgemeine Erhaltungssétze in folgender Form hergeleitet:

P (%+(V~V)V> V.7 = F, (IES)
%’Urv-(pmv) — 0 (MES)

Zudem haben wir gesehen, dass sich im inkompressiblen Fall die zweite Gleichung
zu V - v = 0 vereinfacht. In jedem Fall sind dies zusammen d 4+ 1 Gleichungen

mit 1+ d + d(dTH) Unbekannten, namlich p,,, v, A (man beachte wieder die Sym-

metrie des Spannungstensors Z ). Wir benétigen also Materialgesetze, um die Zahl
der Unbekannten zu reduzieren. Tatséchlich haben wir bei der Herleitung der obi-
gen Gleichungen ja nur allgemeingiiltige Erhaltungsséitze verwendet; sie sind daher
auch etwa fiir Festkorper giiltig, und der einzige Unterschied zu den entsprechenden
Gleichungen in Kapitel [3]ist die Verwendung von Euler- statt Lagrange-Koordinaten.

Als nichtviskose Stromung bezeichnet man eine Stromung ohne innere Rei-
bung. Dies ist physikalisch dann gegeben, wenn Wechselwirkungen zwischen be-
nachbarten Partikeln vernachléssigbar sind, zum Beispiel im Fall von Gasen unter
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niedrigem Druck. Der Spannungstensor ist dann gegeben durch

(4.6) Z =—pl,

wobei p der Druck ist ([p] = 25 = Pa). Dies bedeutet also, dass Oberfléchenkrifte
innerhalb des Materials nur parallel zum Normalenvektor wirken und nicht vom Ge-
schwindigkeitsfeld v abhédngen. Den entsprehenden Ausdruck F(x,n) = —p(x)n fiir
den Druck haben wir auch schon in Kapitel [1| fiir die Herleitung der barometrischen
Hohenformel verwendet.

Von einer viskosen Stréomung spricht man, wenn es erhebliche Reibungseffekte
innerhalb des Stoffes gibt. Schnelle Partikel geben dabei durch Wechselwirkungen
einen Teil ihrer Bewegungsenergie an benachbarte langsamere Partikel ab und be-
schleunigen diese dadurch. In diesem Fall erhalten wir fiir den Spannungstensor
zusétzliche Terme

(4.7) Z=n (Vv+Vvh) + (V- V) —pI.

Man beachte, dass die beiden zuséatzlichen Summanden dem Ausdruck fiir den
Spannungstensor im Fall der linearen isotropen Elastizitéit entsprechen, sich aber
nun auf die Geschwindigkeit v statt wie dort auf die Verschiebung beziehen. In der
Stromungsmechanik bezeichnet man p als Scherviskositidt und A als Volumen-
viskositit. Dabei beschreibt Scherviskositiat Reibung, die aneinander vorbeiflieen-
de Fliissigkeitsschichten mit verschiedenen Geschwindigkeiten aufeinander ausiiben.
Analog zu den Starrkorperverschiebungen in der Elastizitét tritt keine solche Rei-
bung auf, wenn die Geschwindigkeit konstant ist oder eine reine Rotation darstellt.
Volumenviskositit beschreibt Reibung, die sich bei einer Volumensidnderung (Ex-
pansion oder Kontraktion) des Materials ergibt — wir erinnern uns, dass V- v gemés
die lokale Volumensadnderung beschreibt. Wie der Druck wirkt auch die durch
Volumenviskositét erzeugte Spannung immer in Normalenrichtung.

—
—.

Da [Z] = 2% und die Ortsableitungen der Geschwindigkeit die Einheit 1 haben,
haben die Viskositétsparameter die Einheit [1] = [A\] = X5 = ke

ms’
Fluide (also Gase und Fliissigkeiten) werden immer als isotrop vorausgesetzt, ihre
Eigenschaften sind also unabhéngig von der betrachteten Richtung. Die zusétzlichen

Terme in (4.7)) erkldren sich also wieder iiber den Satz von Rivlin-Ericksen. Zusétzlich

zu diesen Termen haben wir auch den konstanten Druckterm —pf. Wahrend wir
bei der linearen Elastizitit angenommen haben, dass eine Null-Verschiebung auch
zu keinen Spannungen fiihrt, so gibt es in Fluiden durch die Eigenbewegung der
Partikel immer einen grundlegenden Druck, der auch bei Null—Geschwindi_gkeiten

bestehen bleibt und sich als Normalspannung duflert. Der Spannungstensor Z héngt
also affin-linear statt homogen linear von Vv ab.

4.5. Die Navier-Stokes Gleichungen

Durch Einsetzen des allgemeinen isotropen Materialgesetzes (4.7)) in die Erhal-
tungssétze erhalten wir die sogenannten Navier-Stokes Gleichungen fiir Stromungen.
Dazu brauchen wir den Ausdruck

V.-7-V. (M(VV+VVT)+A(V~V)f—pf>
= pAv + (u+ A)V(V-v) = Vp,
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wobei wir angenommen haben, dass das Fluid homogen ist, 4 und A\ also konstant
sind. (Siehe die analoge Herleitung in Abschnitt . Die kompressiblen Navier-
Stokes Gleichungen lauten also

ov
) Prm (E—F(V'V)V) — AV — (u+NV(V-v)+ Vp=F,,

0pm B
W—FV'(pmV) = 0.

Im inkompressiblen Fall haben wir gesehen, dass sich die Kontinuitétsgleichung
zu V - v = 0 vereinfacht. Somit ergeben sich die inkompressiblen Navier-Stokes
Gleichungen

0
pm( V+(V'V)V) _MAV+Vp:Fv7

(4.9) ot
V-v=0.

Beide Gleichungssysteme bestehen aus vier Gleichungen mit fiinf Unbekannten
(v, p, pm). Im inkompressiblen Fall (also etwa fiir Fliissigkeiten wie Wasser) wird
wegen die Massendichte p,, als konstant angenommen (z.B. p,, = 997% fiir
Wasser). Dies ist aber nur dann korrekt, wenn sich die Temperatur nicht signifikant
andert.

Im kompressiblen Fall gilt fiir ideale Gase der Zusammenhang (vgl. auch Ab-

schnitt
P = RsTpm

mit einer materialabhiingigen Gaskonstante R und der Temperatur 7. Hier lésst
sich fiir anndhernd konstante Temperatur also ein linearer Zusammenhang zwischen
p und p,, herstellen und somit eine der beiden Unbekannten eliminieren.

In beiden Féllen erhalten wir so schliellich vier Gleichungen mit vier Unbekann-
ten. Wegen des konvektiven Terms (v - V)v handelt es sich um ein nichtlineares
Gleichungssystem, was die Losung deutlich erschwert.

Betrachten wir wieder den inkompressiblen Fall und nehmen, wie oben diskutiert,
pm als konstant an. Weiters gehen wir wieder davon aus, dass die Volumenkraftdichte
in der Form F, = f,p,, mit einer Beschleunigung f, gegeben ist. Wir dividieren die
erste Gleichung dur2ch pm und fithren die sogenannte kinematische Viskositéat
n:= L ein ([n] = *). Damit erhalten wir

ov 1
(4.10) T +(v-V)v T]Av—l—pmVp—fa,
V-v=0.

BEMERKUNG 4.4. Das nichtlineare System partieller Differentialgleichungen
ist analytisch bis heute nicht vollstdndig verstanden. Insbesondere die Frage der
Existenz und Eindeutigkeit der Losung fiir d = 3 ist ungeklédrt und ist eines der
sieben Millenium-Probleme des Clay-Instituts mit einer Million US-Dollar Preis-
geld. Nichtsdestotrotz sind die Navier-Stokes Gleichungen duflerst niitzlich in der
numerischen Simulation von Stromungsphédnomenen.

4.5.1. Entdimensionalisierung und Reynoldszahl. Wir wollen nun die Na-
vier-Stokes-Gleichungen (4.10)) entdimensionalisieren, um ein Gleichungssystem mit
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dimensionslosen Gréflen zu erhalten. Wir gehen dazu wie in Kapitel [1] fiir die baro-
metrische Hohenformel vor. Dazu betrachten wir die folgenden charakteristischen

Grofien

e v*: charakteristische Grofe fiir die Geschwindigkeit,
e 1*: charakteristische Grofle fiir die Lénge,
e p*: charakteristische Grofe fiir den Druck,
o (= ”5— charakteristische Grofle fiir die Zeit,
und die entsprechenden dimensionslosen Groéfien
~ v - X - D ~ t
Vi=—, X = —, pi=—, ti=—.
Nun betrachten wir die einzelnen Terme mit Differentialoperatoren in (4.10)):

ov 8V ot v ov

ot at ottt o

- 3 3
B ov; | e ov; 8JZJN B v*? S
(Vv)v = 2 &ij]] [ jz 0%, 891:3 ] = (Vzv)v
-/ =1 - =1
[ d 2,,. 3 *
Av— [ 20U A
= Ox; x
-J =1
op1® p
(0% ],y
V-v= Ovi _ v* -V

or; x*
=1
Einsetzen in (4.10]) liefert
v ov vt - v
+ v-V)v—
wobei sich Differentialoperatoren fiir Tilde-Funktionen auf die transformierte Orts-
variable X beziehen. Da ;’—: = %2, ergibt Multiplikation mit ﬁ—z

*2

p= fau

ov 1 p* _ z*
+(V-V)v— AV —|——p2Vp:fa—2,
ot T*U* Pm U v*
—~— ——
:ZR971 :;?a
wobei die dimensionslose Grofie
x* *
Re = Y
n

die sogenannte Reynoldszahl ist. Mit der Wahl des charakteristischen Drucks p* :=
2
pmv*? (beachte: [p*] = 11‘53”;2 = I, = Pa) crhalten wir also insgesamt die folgenden
entdimensionalisierten Navier-Stokes-Gleichungen:
ov
(4.11) ot

+(V-V)V-Re 'AV+ Vp =T,
V.-v=0.
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4.5.2. Grenzfille. In vielen Fillen ist die Reynoldszahl besonders grofi oder
besonders klein. In solchen Situationen kénnen wir die folgenden Grenzfille der
Navier-Stokes-Gleichungen betrachten.

Wenn Re sehr grof} ist, ist der Term Av vernachlédssigbar. Wir erhalten dann

A (V- V)V + Vp =1,

ot
V-v=0.

Dies sind die Euler-Gleichungen fiir nicht-viskose Stréomungen.
Wenn Re klein ist, dominiert Re AV den nicht-linearen Term (v - V)v. Wir
erhalten dann

N RelAv +Vp =1,

ot
V.-v=0.

Dies sind die Stokes-Gleichungen fiir langsame, viskose Stromungen. Im Gegen-
satz zu den allgemeinen Navier-Stokes-Gleichungen sowie den Euler-Gleichungen
sind sie linear.

BEISPIEL 4.1. Die folgende Tabelle zeigt einige Beispiele fiir die charakteristi-
schen Groflen in verschiedenen Situationen und die daraus resultierenden Reynolds-
zahlen.

Beispiel x* v* Re

3

Stréomung um ein Flugzeug  100m 3002 1077 m 3. 109

Strémung um ein Auto 5m 202 1070 % 107

Kleinstlebewesen im Wasser 1072m 1073 o 1076 m 1

N

BEMERKUNG 4.5. Wie die oben betrachteten Grenzfélle nahelegen, ist die Gréfe
der Reynoldszahl wichtig fiir die Art der Stromung. Tatséchlich gibt es in vielen
geometrisch dhnlichen Anordnungen einen kritischen Wert Re,. fiir die Reynoldszahl.
Unterhalb dieses kritischen Wertes ist die Stromung laminar, oberhalb turbulent.

Laminar bezeichnet dabei eine Strémung, die sich in Schichten bewegt, die sich
untereinander nicht mischen. Im Gegensatz dazu steht eine turbulente Strémung,
bei der Verwirbelungen auftreten und die Schichten sich vermischen (siehe Abb. [1)).

Fiir Wasserrohre mit kreisférmigem Querschnitt findet man beispielsweise expe-
rimentell Re. = 2300 (siehe [DemO08| Abschnitt 8.8]). Durch Einsetzen der kinema-
tischen Viskositét p ~ 1076 m?Q fiir Wasser erhalten wir, dass in so einem Rohr mit
Durchmesser x* eine Stromung unter der kritischen Geschwindigkeit

_ Reu 230010702

v S v * *
T T

laminar bleibt. Bei einem Rohr von 1cm Durchmesser muss die Geschwindigkeit
also unter etwa v. = 0,23 bleiben, um eine laminare Strémung zu gewéhrleisten,
bei einem Meter Durchmesser schon unter v, = 0,23 <*. In unserer makroskopischen
Welt sind daher turbulente Stromungen der Regelfall, laminare die Ausnahme.
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ABBILDUNG 1. Laminare (links) und turbulente (rechts) Stromung.

4.5.3. Die stationiren Stokes-Gleichungen. Im Fall einer stationdren Strémung,

wenn sich also das Geschwindigkeitsfeld nicht mit der Zeit dndert, lauten die Stokes-
Gleichungen

—Re 'Av + Vp =f£,,
V.-v=0,

wobei wir die entdimensionalisierten Gleichungen voraussetzen und der Notation
halber auf die Tilden verzichten. Wir nehmen zusétzlich die homogene Dirichlet-
Randbedingung

v(ix)=0 VxedQ

an. Man beachte, dass fiir eine Losung (v, p) dieses Gleichungssystems auch (v, p+c)
fiir eine beliebige Konstante ¢ € R eine Losung ist und somit der Druck nur bis auf
eine additive Konstante bestimmt ist.

Multiplikation der ersten Gleichung mit einer geeigneten vektorwertigen Test-

funktion w, Integration iiber {2 und partielle Integration liefern

Re1/VV-Vde—/pV-de:/fa~de Yw € (Hy(Q))>.
Q Q Q

wobei die Randterme wieder wegen der Randbedingung wegfallen. Multiplikation
der zweiten Gleichung mit einer skalaren Testfunktion ¢ und Integration liefert

—/qV-vdx:O Vq.
Q

Wir konnen nun die Bilinearformen

a(v,w) := Re™! / Vv . Vwdx,
Q

b(q,v) = —/qV-vdx
Q

einfithren und dann die Variationsformulierung der stationdren Stokes-Gleichungen
schreiben als: finde v € (H}(Q2))? und p € L(Q), sodass

a(v,w) +b(p,w) = (f,, w) Yw € (Hy(2))?,
b(q,v) =0 Vg € Li(Q),

wobei

L3(Q) = {q € L*(9): /qux = o}
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der Raum der quadratisch Lebesgue-integrierbaren Funktionen mit Mittelwert 0 ist.
Dieser Raum ist darum sinnvoll, weil wie oben erwéahnt p nur bis auf eine Konstante
bestimmt ist und wir somit immer durch Subtrahieren des Mittelwerts p € L3(9)
garantieren konnen.

Die obige Formulierung ist ein sogenanntes Sattelpunktproblem und ist schwie-
riger zu behandeln (sowohl was die Theorie der Existenz und Eindeutigkeit der
Losung, als auch die numerische Simulation am Computer betrifft) als ein ellipti-
sches Problem (wie wir es etwa bei der Wirmeleitungsgleichung erhalten haben).
Fiir diesen linearen Fall lassen sich jedoch, anders als bei den nichtlinearen Navier-
Stokes-Gleichungen, Existenz und Eindeutigkeit der Losung unter recht allgemeinen
Voraussetzungen zeigen.

Wir gehen noch kurz auf einige mégliche Randbedingungen und deren physikali-
sche Bedeutung ein. Wir geben hier drei mogliche Félle an, die auch wieder gemischt
an verschiedenen Teilen des Randes auftreten kénnen.

e Wandhaftbedingung (engl. no-slip condition):
v(x) =0

Das Fluid befindet sich am entsprechenden Rand im Stillstand, “haftet”
dort also an der Wand. Das ist vor allem fiir viskose Fliissigkeiten ei-
ne sinnvolle Annahme. Mathematisch ist dies eine homogene Dirichlet-
Randbedingung. Diesen Fall haben wir oben angenommen.

e Einstrombedingung:

v(x) = vo(x) #0

Hier ist die Geschwindigkeit am entsprechenden Rand fix vorgeschrieben
durch eine gegebene Funktion vq. Dies ist zum Beispiel dann eine sinnvolle
Annahme, wenn Wasser mit einer bekannten und konstanten Geschwindig-
keit in ein Rohr gepumpt wird. Es handelt sich um eine nichthomogene
Dirichlet-Randbedingung.

e Ausstrombedingung:

ov

%) =0
Diese Bedingung kann (n&herungsweise) dort verwendet werden, wo das
Fluid aus dem Rechengebiet ausflieBt und keine Anderung des Geschwin-
digkeitsfelds in Normalenrichtung zu erwarten ist. Dies ist eine homogene
Neumann-Randbedingung.

In der Praxis werden auch kompliziertere Bedingungen verwendet, um bestimmte
physikalische Effekte zu modellieren. Anstatt Randbedingungen fiir v ist es manch-
mal auch moglich, Randbedingungen fiir den Druck p anzunehmen, wie wir in einem
Beispiel sehen werden.

4.6. Beispiele

4.6.1. Beispiel 1: Die Couette-Stromung. Wir betrachten eine viskose Fliissigkeit,
die sich zwischen zwei unendlich ausgedehnten Platten mit Normalenvektor e3 und

Abstand h befindet, also
Q={xeR*:0<ax3<h}.
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Die untere Platte ruht, wihrend sich die obere mit Geschwindigkeit (vy,0,0)%, vy € R
bewegt. Wir ignorieren den Einfluss der Schwerkraft. Wir haben also die Navier-
Stokes-Gleichungen in {2 mit Wandhaft-Randbedingungen

v(z1,22,0) =0, v(x1,29,h) =19, Vag,x3€R

sowie rechter Seite f, = 0 zu losen.

Wir suchen eine stationdre Losung, und es ist naheliegend, einen Ansatz zu
wéhlen, der nur von x3 abhéngt und dessen Geschwindigkeit nur in z;-Richtung
liegt, also

v(x) = (v(23),0,0)",  p(x) = p(as).
Fiir diesen Ansatz gilt
V.-v=0,
0
v-Vv = U<x3)6_;/1 =0,
Vp = (07 Oap/(x3>>T7
pAV = (V" (23),0,0)".

Einsetzen in die Navier-Stokes-Gleichungen (4.9)) ergibt somit

V" (x3) 0
W 0 = 0
0 p'(xs)

Daher ist der Druck konstant und v(-) linear. Wegen der Randbedingungen ist also
das Geschwindigkeitsfeld gegeben durch

Z3V0

h

wachst also linear mit dem Abstand zur festen Platte.

4.6.2. Beispiel 2: Die Pouseille-Stromung. Wir betrachten wieder eine vis-
kose Stromung zwischen zwei Platten wie bei der Couette-Stromung, aber nun sind
beide Platten stationér, also

v(z1,x2,0) = v(x1,29,h) =0, Vay,x3 €R.

Die Stromung wird nun durch einen Druckunterschied in z;-Richtung angetrieben,
namlich
p(x) =p; fiirz; =0, p(x) =py fiir zy = L.
Wir suchen wieder eine stationére Losung und machen den Ansatz
v(x) = (v(x3),0,0)".
Einsetzen in die Navier-Stokes-Gleichungen ergibt

U”(I‘g)
I 0 = Vp.
0

Somit ist p konstant in zo- und z3-Richtung, also p(x) = p(x;). Da nun aber die
linke Seite nur von x3 und die rechte nur von x; abhéngt, miissen beide Seiten



4.6. BEISPIELE 49

der Gleichung konstant sein. Somit ist der Druck p linear zwischen p(0) = p; und
p(L) = po, also

x [
p(x1) =p1 + w.
Somit gilt
P2 —D
#v//(x?)) _ 2 L 17

was zusammen mit den Randbedingungen v(0) = v(h) = 0 die quadratische Losung

’U(Ltg) = p12252 S(Zg(h — 373)

ergibt. Wir erhalten also ein parabolisches Geschwindigkeitsprofil in z3-Richtung,
und die maximale Geschwindigkeit ist

Umax = V(h/2) =

P1— D2
8L
In diesem Fall gilt also: je grofer die Scherviskositéit u, desto geringer ist die maxi-

male Geschwindigkeit der Strémung.

h?.






KAPITEL 5

Elektromagnetismus

In diesem letzten Kapitel beschéftigen wir uns mit Wechselwirkungen von elek-
trischen und magnetischen Feldern. Elektrische Felder iiben Krifte auf geladene
Teilchen aus und werden hervorgerufen von elektrischen Ladungen und durch zeitli-
che Anderungen magnetischer Felder. Magnetfelder werden verursacht durch ma-
gnetische Materialien, elektrische Stréme oder zeitliche Anderung eines elektrischen
Feldes. Beide werden durch die Maxwell-Gleichungen beschrieben.

Die Herleitung der Maxwell-Gleichungen erfolgt nicht iiber den bisherigen all-
gemeinen Ansatz “Erhaltungssitze + Materialgesetze = Modell”. Maxwell fithrte
sein Gleichungssystem 1864 ein. Streng genommen sind diese Gleichungen postu-
liert. Thre Giiltigkeit kann aber durch die folgenden Herleitungen plausibel gemacht
werden.

5.1. Das elektrische Feld

Wir betrachten zunéchst den einfachsten Fall zweier stationérer, elektrisch gela-
dener Teilchen, eines am Ort xy mit Ladung ¢y und eines am Ort x mit Ladung gq.
Die Ladungen kénnen positiv oder negativ sein und haben die Einheit [¢] = [¢o] = C
(Coulomb), wobei 1C = 1As a 6,24 - 10'® Elektronenladungen.

Wir betrachten nun die Kraft, die die erste Ladung (“Quellladung”) auf die zwei-
te (“Probeladung”) ausiibt. Diese ist kollinear mit dem Richtungsvektor zwischen
den beiden Ladungen, ist anzichend, wenn die Ladungen gleiches Vorzeichen haben
und sonst abstoflend, und fillt ab mit dem Quadrat des Abstands. Das Coulomb-
sche Gesetz lautet genauer

F — kQQO(X - Xo)
|x — xq|3

mit einer Proportionalitéitskonstante k = -, wobei € ein Materialparameter des vor-

liegenden Mediums ist, genannt Permittilffeitéit oder dielektrische Leitfidhigkeit,
die die Durchléssigkeit des Materials fiir elektrische Felder angibt. Im Vakuum gilt
€ =€y~ 8,85-10712 NCr1212’ und dieser Wert wird Dielektrizitidtskonstante genannt.

Die Wirkung der Quellladung ¢q auf eine Probeladung ¢ am Ort x wird beschrie-
ben durch ein Vektorfeld, das elektrische Feld E, definiert durch

F(x) = ¢E(x),
womit gilt
qO(X — Xo) N
E= kit 20 E] = —.

Fiir ein elektrisches Feld, das von mehreren punktférmigen Quellladungen q[(]j )
an den Orten x(()j ), j=1,..., N, generiert wird, gilt das sogenannte Superpositions-
prinzip. Dieses besagt, dass das so erzeugte elektrische Feld einfach die Summe der

51
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von den Punktladungen generierten elektrischen Felder ist, also
N .
a5’ (x = xg)

E(x) =k .
x =i

)

j=1

und dessen Kraft auf eine Probeladung ¢ an x ist wieder F(x) = ¢E(x). Siehe

Abbildung [T] fiir ein Beispiel.
V é////
/ /
%
/

1.00

0.75 1

\\NZz===
zzzi\ %/;\5\\\\\\

0.00

=
-

—0.75 A
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-2.0 0

ABBILDUNG 1. Elektrisches Feld E mit einer positiven (¢ = 1) Punkt-
ladung an (1, 0) und einer negativen (¢ = —1) Punktladung an (-1, 0).

Wir wollen letztendlich wieder ein Kontinuumsmodell des Elektromagnetismus,
weshalb wir eine kontinuierliche Ladungsverteilung mit der Ladungsdichte p, ([p,] =
%) betrachten. Vergleiche dazu auch die in Abschnitt getroffenen Uberlegungen
zu Teilchen- und Kontinuumsmodellen. Das dadurch generierte elektrische Feld ist
dann durch Faltung definiert als

Pa(¥)(x —y)
5.1 E(x) =k / 2 (dy.
ol B e e yP
Die Kraft, die dieses elektrische Feld auf eine Probeladung ¢ am Ort x ausiibt, ist
wieder

F(x) = ¢E(x).
Wir beobachten, dass
(5.2) —VV =E

mit dem (skalaren) elektrischen Potenzial

(5.3) Ve =k | ;{yil dy,

was eng mit der Vektoridentitét (A.2)

1
- * x #0

x| [x[
zusammenhéngt (die Singularitit erfordert allerdings eine genauere analytische Be-

trachtung). Es gilt [—Xl] = [E] = & und somit [V] = £ =V (Volt). Da bekanntlich

die Rotation des Gradienten 0 ist, folgt
(5.4) VxE=0,
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womit E ein konservatives Vektorfeld ist. Man konnte auch umgekehrt diese
Relation direkt aus der Definition beweisen und daraus die Existenz eines
Potenzials V' folgern. Fiir eine Punktladung ¢y an x, vereinfacht sich das Potenzial
auf V(x) = —f@

T Ix=xol”
Eine Weitere0 wichtige Eigenschaft bezieht sich auf den Fluss des elektrischen
Felds durch geschlossene Oberflichen. Wir betrachten hier zunéchst den simpleren
Fall einer Punktladung.

BEISPIEL 5.1. Gegeben sei eine Punktladung ¢y am Ursprung und somit
1 qox
= Tm@
Durch direkte Rechnung sehen wir zunéchst V - E = 0 fiir x # 0. Wir betrachten

nun eine Kugel B mit Radius 7 um 0 und wollen den elektrischen Fluss durch die
Kugeloberfliche berechnen. Es gilt

Qo X X Qo 1 Qo 1
E' = — —_— = — —_— = —_— —_ =
/83 ndS(x) e /aB x| |x| ds(x) e /aB |x|? d3(x) Ae /83 72 dS(x) €

mit der Formel fiir die Kugeloberfliche [, ,1dS(x) = 4nr?. Somit gilt

/ ¢E - ndS(x) = qo,
oB

in anderen Worten: Der Fluss von ¢E durch die Kugeloberfliche ist gleich der ge-
samten in der Kugel enhaltenen Ladung.

Tatsichlich gilt dies nicht nur fiir die Kugel, sondern fiir ein beliebiges C'-Gebiet
Q2 mit 0 € 2. Um dies zu sehen, nehmen wir wieder eine Kugel B mit Radius r, der
klein genug ist, dass B C 2. Wir erhalten dann mit dem Satz von Gauss

/E‘ndS(X): V-Ed:c—i—/ E - ndS(x).
o0 O\B

OB
DaV-E=0in Q\ B, folgt die gewiinschte Aussage

/ €E - ndS(x) = qp.
o0

Man beachte, dass fiir 0 ¢ €2 sofort mit dem Satz von Gauss folgt

/ eE-ndS(x):/EV-EdX:O.
o0 Q

Falls die Punktladung an einem allgemeinen Punkt x, statt 0 liegt, folgen analoge
Resultate einfach durch Verschiebung. Insbesondere ergibt die obige Herleitung, dass

(5.5) / X7 X0 -ndS(x):{47T’ Xo €42,
0!

q [x — %03 0, sonst.

Uber das Superpositionsprinzip lassen sich die obigen Beobachtungen direkt auf
den Fall mehrerer Punktladungen iibertragen. Das heifit, das von einer Sammlung

geladener Teilchen (Xéj)7 Q(()j))évzl generierte elektrische Feld E erfiillt

eE-ndS(x) = q(j).
/| = Y d

()
j: xOJ €N

qo0
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Die Verallgemeinerung auf eine kontinuierliche Ladungsverteilung liefert der fol-
gende Satz.

SATZ 5.1 (Gesetz von Gauss). Fiir ein beliebiges C-Gebiet Q C R3 und ein
elektrisches Feld E der Form (j5.1)) gilt

(5.6) /a B nds(x) - /Q po dx.

BEwEIs. Wir betrachten den Fall von konstantem €. Per Definition gilt

Pql
¢E-ndS(x —ek// LAl SA S a4 d-ndex
/aQ o0 JR3 |X y!3 <) ()

= ek /R3 pq(y) /aQ |::__;,|3 -n(x) dS(x) dy
= drek /R 3 pq(y)1a(y) dy = /Q pqa(y) dy,

wobei wir ([5.5]) verwendet haben und 1q die charakteristische Funktion zu € ist. [

Fiir den Fall, dass €E stetig differenzierbar ist, folgt mittels des Satzes von Gauss
aufgrund der Beliebigkeit von ) die differenzielle Form

(5.7) V- (eE) = p,.

Zusammen bezeichnet man (5.4) und (5.7)) auch als Grundgleichungen der Elek-
trostatik.

BEMERKUNG 5.2. Es sei an dieser Stelle explizit darauf hingewiesen, dass das
Gesetz von Gauss 1} auch dann giiltig ist, wenn ¢E nicht stetig differenzierbar ist
(sieche Abschnitt :

Einsetzen von in . ) liefert
(5.8) —V - (eVV) =p,.

Fiir den Fall eines homogenen Mediums (also € = konst.) vereinfacht sich (5.8]) zur
Poissongleichung

—AV = p,/e.
Tatséchlich 16st V' aus (5.3]) diese Gleichung.

5.1.1. Ladungsbilanz. Analog zum und ist der folgende Zu-
sammenhang fiir die Ladung in einem Gebiet € sinnvoll: Die Anderung der Ladung
in  im Zeitintervall (1, t5) ist gegeben durch den gesamten Ladungsfluss durch
0f) im selben Zeitintervall. Den Ladungsfluss bezeichnen wir auch als elektrische
Stromdichte j, mit

. C A

il = m2s  mZ
Man beachte, dass j die flichenbezogene Dichte der Stromstéarke I mit [/] = A ist.
Damit lautet der Erhaltungssatz

/8pq Ik — — /an(x,t)-IldS(X)'
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Mit dem Satz von Gauss und der Beliebigkeit von 2 folgt daraus die Kontinuitéts-
gleichung

3pq
ot

5.1.2. Ohmsches Gesetz. Wir haben gesehen, dass elektrische Felder Krifte
auf elektrisch geladene Teilchen ausiiben. Falls diese Teilchen beweglich sind, sich
also in einem elektrisch leitfihigen Material befinden, werden sie durch diese
Krifte beschleunigt; dagegen wirkt der elektrische Widerstand. Mit der Leitfahigkeit
o gilt das Ohmsche Gesetz

(5.10) j=oE.
Falls 0 = konst., spricht man von einem Ohmschen Material. Es gilt % = [0]%
und somit
AC AC A 1
Nm?> mJ Vm Qm

(5.9) +V -

o] =
mit der Einheit Ohm = ¥~

BEMERKUNG 5.3. Fiir den Fall, dass keine Strome flielen, also j = 0, ist nach
dem Ohmschen Gesetz E = 0 und V' = konst. In diesem Fall herrscht im Leiter kein
elektrisches Feld und der Leiter kann als Aquipotenzialebene betrachtet werden.

5.1.3. Elektrostatik in Leitern, Oberflichenladungen. Wir nehmen den
stationdren Fall an, also

dpq
— = 0.

ot

Mit der Kontinuitéitsgleichung (5.9) folgt
V-j=0.

Wir nehmen an, dass ein homogenes ohmsches Material vorliegt. Dann gilt aufgrund

von - ) und ({ -
eV-E = p, und V-E=0,
was
Pq =0
impliziert.

INTERPRETATION. Im stationédren Fall ist die Ladungsdichte im Inneren eines

leitfihigen ohmschen Mediums gleich Null. Alle Ladung sammelt sich an dessen
Oberfliche T'.

Diese Uberlegung dringt die Frage auf, wie sich das elektrische Feld an T verhilt.
Da alle Ladung auf I" konzentriert ist, fithren wir die Flichenladungsdichte pr
ein. Sei nun w ein beliebiges Gebiet, fur das w N T # () gilt. Ferner definieren wir
w = wNQund wy := w\Q (siche Abblldung '

Da die gesamte Ladung auf der Oberflache I' lokalisiert ist, wissen wir wegen
- dass in w; und wy gilt V - (eE) = 0. Daraus folgt

O—/V ede+/V (eE)d

Man beachte, dass die rechte Seite im Allgemeinen nicht gleich [ V- (eE) dx ist, da
¢E bei w N T nicht notwendigerweise stetig oder gar differenzierbar ist. Tatséchlich
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o

W

ABBILDUNG 2. Ohmsches Material in 2 mit Rand I" und lokaler Ran-
dumgebung w.

ist €1]wnr # €2|wnr, wobel €, ¢ = 1, 2, den zu w; gehorigen einseitigen Grenzwert von
¢ bezeichnet. Anwendung des Satzes von Gauss liefert

O:/ eE-ndS(X)—I—/ €E - ndS(x)
Owq Owsa

= / eE - ndS(X) —l—/ (€1E1 — EQEQ) - 1np dS(X),
Ow TN d

-

::[€E~nr]

wobei E;, i = 1, 2, den zu w; gehorigen einseitigen Grenzwert von E und nr den
Normalenvektor von w; nach wy bezeichnet.

Das Gesetz von Gauss (5.6)) beziiglich w hat die Form

/aw ¢E - ndS(x) = /m pr dS(x).

Durch Einsetzen folgt aus den letzten beiden Gleichungen

0= /m (pr + [€E - nr]) dS(x),

und da w beliebig gewahlt war,

(5.11) [€E - nr] = —pr.

Mithilfe des elektrostatischen Potenzials V' lésst sich dies auch schreiben als
[eVV -nr| = pr.

Diese beiden Beziehungen bezeichnet man als Sprungbedingung.

BEISPIEL 5.2 (Plattenkondensator). Wir betrachten zwei zur (z1, x2)-Ebene par-
allele Leiterplatten mit Abstand h (siche Abbildung [3)), wobei die Platte bei 23 = 0
das konstante Potenzial V| und die bei x3 = h das konstante Potenzial V5 besitzt.
Ferner sei das Dielektrikum (Nichtleiter) zwischen den beiden Leiterplatten homo-
gen mit Dielektrizitdtskonstante e. Wir sind interessiert am elektrischen Feld E; um
die Rechnung zu vereinfachen, arbeiten wir stattdessen mit dem Potenzial V(x).
Aufgrund von Symmetrietiberlegungen gilt V(x) = V(z3) und E(x) = E(z3). Da im
Dielektrikum keine Ladungen vorliegen, gilt wegen (|5.8])

0*V

8_1‘%:07 V(JngO):‘/l, V(Igzh) :‘/2
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ABBILDUNG 3. Plattenkondensator mit Plattenabstand h.

Die eindeutige Losung dieses Problems ist

Va—Wi

V(:ES) - VYI + x3 h )

und es folgt
Vi—V,

A es.
Da wir uns im statischen Fall befinden, wo keine Strome flieflen, gilt in den Leiter-
platten E = 0 (vgl. Bemerkung [5.3)). Damit folgt aus der Sprungbedingung
fiir die Flachenladungsdichte pg ) der i-ten Platte

E(z3) = =VV(x3) =

€
p(rl) =—[eE-n]=€eE-e; = E(‘/I —V3)

und

€

h
In der Realitdt haben Leiterplatten natiirlich einen endlichen Flacheninhalt A.

Zwischen der gesamten Ladung () = Apr auf einer Leiterplatte und der Potenzial-

differenz U = V5 — Vj besteht dann der Zusammenhang

€A
Q= TU'

P = —[E-n]=—cE-e;=—(Vh — V).

Die Grofie <t =: C bezeichnet man als Kapazitét mit der Einheit [C] = £ =F

(Farad). Die Potenzialdifferenz U bezeichnet man als (elektrische) Spannung.

5.2. Das magnetische Feld

Wir beschéftigen uns nun mit stationdren magnetischen Feldern. Bislang haben
wir die Kraft betrachtet, die ruhende elektrische Ladungen auf andere Ladungen
ausiiben; dieser Effekt wird vom elektrischen Feld verursacht. Es stellt sich heraus,
dass bewegte Ladungen, etwa solche, die durch einen Leiter flielen, eine Kraft auf
andere bewegte Ladungen ausiiben. Diese Kraft hingt urséchlich mit einem zweiten
Vektorfeld zusammen, dem Magnetfeld.
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T3 T3
Leiter Leiter
x —Pxfa Vi g
‘e T 1 . [$ T 1
n n
X9 %)
(a) Richtung B-Feld (b) Richtung Lorentzkraft

ABBILDUNG 4. Stromdurchflossener Leiter und Probeladung ¢ an der
Stelle x mit Geschwindigkeit v.

5.2.1. Die Lorentzkraft. Ahnlich wie das elektrische Feld iibt auch das Ma-
gnetfeld eine Kraft auf geladene Teilchen aus — aber nur auf Teilchen in Bewegung.
Sei x der Ort eines geladenen Teilchens mit Ladung ¢ und Geschwindigkeitsvektor
v. Gehen wir davon aus, dass ein Magnetfeld B(x) vorliegt, auch genannt ma-
gnetische Induktion oder einfach B-Feld. Die auf das Teilchen wirkende Kraft ist
dann die sogenannte Lorentzkraft

(512) FL =qv X B.

Sie ist also normal zu v und zu B und ist 0, wenn das Teilchen ruht. Wenn wir
auf beiden Seiten die Einheiten nehmen, erhalten wir N = C2[B] und somit [B] =
s — CJHSlQ = 5 =: T (Tesla). Liegt auch ein elektrisches Feld E vor, so addieren

Cm
sich die Kréfte, also

F =q¢(E+v xB).

Wir betrachten nun das Magnetfeld, das von einem geradlinigen stromdurchflos-
senen Leiter mit Richtungsvektor a (Ja] = 1) und Stromstérke [ erzeugt wird.
Wir bezeichnen mit Px die orthogonale Projektion von x auf den Leiter, also
(x — Px)-a=0. In diesem Fall ist das Magnetfeld gegeben durch

kI
= ———a
|x — Px|?

mit einer Proportionalitdtskonstante k. Seine Stérke ist also gegeben durch
k| 1] k||
B =————|ax (x—Px)|= ———
Bo| = o pgla x 0= Pl = -2
wegen der Identitéit |a x b|? = |a|?|b|*> — (a - b)? und ist somit proportional zur

Stromstérke und zum reziproken Abstand zum Leiter. Seine Richtung ist gegeben
durch

(5.13) B(x) X (x — Px)

B ax(x—-Px) ax(x—Px)

B Jax(x—Px)]  |x— Px]
also normal zu a und x — Px (siehe Abbildung [4] links). Wir bezeichnen mit n den
Normalenvektor der von diesen beiden Vektoren aufgespannten Ebene.

=:n,
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Durch Einsetzen in erhalten wir also in diesem Fall die Lorentzkraft
kql
- |x — Px|?
mit Kraftrichtung senkrecht zu v und n (siehe Abbildung [4] rechts).
Um zu einer kontinuierlichen Formulierung der Lorentzkraft zu gelangen,

F, v X (ax (x — Px))

betrachten wir die zu F, und ¢gv gehérigen Dichten f;, und j = p,v, mit [f;] = %
und [j] = &2 = & = & (elektrische Stromdichte). Fiir eine Kugel B,(x) mit

r > 0 ist dann die Lorentzkraft F(B,(x)) auf die in B,(x) enthaltenen Ladungen
q(B,(x)) gegeben durch

Fr(B(x)) = a(B,(x))(v(x) x B(x) + O(r)),
wobei v und B als hinreichend glatt (etwa C') angenommen wurden. Division durch
|B,(x)| und r — 0 liefert nun
f1(x) = pg(x)v(x) x B(x)
und damit

fL:jXB.

BEISPIEL 5.3. Wir betrachten zwei gerade, zur x3-Achse parallele stromdurch-
flossene Leiter der Léange L mit Abstand a. Der erste Leiter schneide die z1-Achse
an der Stelle 0, der zweite an der Stelle a. Die Stromstérke sei durch I; bzw. I,
gegeben. Das B-Feld des ersten Leiters ist dann

kI, 1 kI, —2
B X) = ————F€e3 X e = —-7F X
1(x) 2?3 + 23 3 02 x? + 23 01

Insbesondere gilt damit B(x) = B(z, x3), was ohnehin aus Symmetriegriinden klar
ist. Damit ist die Lorentzkraft auf den zweiten Leiter gegeben durch

LI Lk 0 LI Lk
esX|a)] =— e;.

a 0 a

L
FL72 = / IQGgXBl(CL, 0) dl‘g = L[QQgXBl(CL, O) =
0

Wie wir sehen, ist die Lorentzkraft anziehend, wenn die Strome dieselbe Richtung
haben. Ansonsten ist sie abstoflend.

BEMERKUNG 5.4. Laut SI-Definition ist 1 Ampere gerade die Stromstérke, die
im Vakuum bei unendlich langen, geraden, parallelen Leitern mit einem gegensei-
tigen Abstand von 1m eine Kraft von 2-10~" N pro m Leiterlinge hervorruft. Die
Proportionalititskonstante in der Lorentzkraft ist daher k = 2-1077 %.

5.2.2. Grundgleichungen der Magnetostatik. Wir leiten nun zwei Glei-
chungen her, die das B-Feld aus im stationédren Fall erfiillt. Konkret interes-
sieren uns, analog zum elektrischen Feld, wieder die Divergenz und die Rotation des
B-Felds. Zur einfacheren Notation fithren wir die Funktion

(5.14) w(x) = sax (x — Px)

1
|x — Px]|
mit |a| = 1 ein, sodass B = klw.

SATZ 5.5. Sei vy eine Gerade mit Richtungsvektor a, P die Projektion auf g
und fiir x & o sei w(x) gegeben durch (5.14]). Sei
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Y0

7 =
(a)

ABBILDUNG 5. Skizze zu Satz 5.5

e 7 eine glatte orientierte geschlossene Kurve mit v N~y = 0, die vo einmal
in mathematisch positiver Richtung umliuft (siehe Abbildung[3(a)).

e () ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand 0S2. Die Schnittmenge 02N~
bestehe aus isolierten Punkten, in denen die Tangentialebene von OS2 nicht

parallel zu ~y verlaufe (siehe Abbildung[5(b)).

Dann gilt
7{W dx = 2T,
w-ndS(x) =0.
o9

BEwEIs. O.B.d.A. nehmen wir an, dass unser kartesisches Koordinatensystem
e3 = a erfiillt und der Ursprung auf 7 liegt. Fiir x = (21, x2, 23) mit (21, x2) # (0,0)
gilt

x —T2
(x) 1 1
W(X)= —5—=e3 X |[Ts| = —— | 1
xi+ a3 0 af+a3 |

Man verifiziert durch direktes Nachrechnen, dass fiir (21, x2) # (0,0) gilt
(5.15) Vxw=0 und V-w=0.

(1) Sei v, ein orientierter Kreis in der (z1, x2)-Ebene mit Radius r, der ~q in posi-
tiver Richtung umléauft, parametrisiert durch

x: [0,27] = R?  x(¢p) := [rcos(y), rsin(p),0].
Da d—z = [—rsin(p), r cos(p), 0], gilt damit

2 —x2(p)| | —rsin(p)
1
f;l W(X> cdx = /0 :L’l(go)Q 2 xl(gp) . T’COS((p) dgp

2
= / cos?(p) + sin®(p) dp = 27.
0
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Damit ist (1) fiir Kreise gezeigt. Sei nun I' eine Flache mit Rand v U ;. Dann gilt
wegen (|5.15)) und des Satzes von Stokes

O:/wa-ndS(x):j{w-dx—}{w-dx = }{W-dX:%r.
r gl 71 gl

=27
(2) Falls v das Gebiet €2 nicht schneidet, dann folgt die gewiinschte Aussage sofort
mit dem Satz von Gauss aus (5.15)). Sei ansonsten N, := {x € 0Q | dist(x, o) < r}.
Offensichtlich gilt dann

w-ndS(x) = W-ndS(x)—l—/ w - ndS(x).
o9 N, OQ\N;-

Sei nun Q, := {x € Q|dist(x, 79) > r} und M, = {x € 9Q, |dist(x, 79) = r} die

Mantelflache des aus €2, herausgeschnittenen Zylinders. Mit diesen Definitionen gilt

0Q,. = (0Q\N,) U M,.. Aufgrund von (5.15) und des Satzes von Gauss wissen wir

dann, dass

0= V- -wdx = W-ndS(x):/ w-ndS(x) + w - ndS(x).
Qr o9, DN, M,

Auf M, ist n(x) parallel zu x — Px und daher w - n = 0. Das letzte Integral
verschwindet somit. Es folgt, dass

/ w-ndS(x) =0
DO\N;

fiir alle 7 > 0 und es bleibt zu zeigen, dass [, w-ndS(x) — 0 fir r — 0. Fiir
0 <t <rsein :={x € N,|dist(x, 70) = t}. Da die Tangentialebenen von 952 in
0€) N 7y nicht parallel zu vy verlaufen und es nur endlich viele Schnittpunkte gibt,
gilt |n;| = O(t). Damit folgt

w - ndS(x)

§/ |w| |n] dsdtSC/ dt=Cr - 0mitr —0. O
0 0

N, - \,1./\,1./

Multiplikation von (1) und (2) aus Satz [5.5| mit kI liefert

(5.16) }{B- dx=pl  und / B-ndS(x) =0,
v o0

wobei p := 27k die magnetische Permeabilitiat bezeichnet. Im Vakuum gilt u =
po = 4m-1077 %. Unter Verwendung der kontinuierlichen Stromdichte j legt dies
(analog zum stetigen Fall des Gesetzes von Gauss, Satz den Zusammenhang

(5.17) j{B- dx:/ruj-ndS(x)

nahe, wobei I' eine beliebige Fliche mit Rand ~ ist und der Normalenvektor n so
orientiert ist, dass v ihn im positiven Sinn umkreist. Um zu zeigen, dass die rechte
Seite fiir verschiedene Flachen mit Rand 7 gleich ist, betrachten wir I'y und I'y mit
Rand . Sei €2 das von I'; und I'y eingeschlossene Volumen. Im stationédren Fall
haben wir aufgrund der Kontinuitétsgleichung V -j =0. Somit gilt

O:/V-jdX:/ j-ndS(x):/ j~n1dS(x)—/ j-n2dS(x),
Q o0 Iy Iy
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was die gewiinschte Aussage war.
Mittels des Satzes von Stokes folgt aus (5.17))

/(V x B) - ndS(x) = /,uj -ndS(x).
r r
Da v mit entsprechendem I' beliebig gewéhlt war, folgt

(5.18) V x B = pj (Amperesches Gesetz).

Aufgrund der zweiten Gleichung in (5.16)) folgt mittels des Satzes von Gauss und
der Beliebigkeit von 2

(5.19) V-B=0,

wobei B als hinreichend glatt angenommen wurde. (5.18) und (5.19) bezeichnet man
auch als Grundgleichungen der Magnetostatik.

5.3. Die Maxwell-Gleichungen

Wir fassen nun die Ergebnisse der beiden vorherigen Abschnitte zusammen. Aus
B.4), (B.19), (5.7) und (5.18) erhalten wir
v ’ (EE) = pQ7
Stationére V-B=0,
Maxwell-Gleichungen VxE=0,
V x B = pj.

Dies sind die stationdren Maxwell-Gleichungen, d.h. B und E sind zeitlich
konstant. Experimentell beobachtet man im instationdren Fall die folgenden zwei
Phéanomene:

(1) Zeitlich verénderliche B-Felder erzeugen E-Felder.
(2) Zeitlich verénderliche E-Felder erzeugen B-Felder.

(5.20)

5.3.1. Zeitlich verédnderliche B-Felder. Sei 7 eine geschlossene Kurve und
I' eine Flédche mit Rand . Der magnetische Fluss durch I' ist definiert als fr B
ndS(x).

Experimentell findet man, dass der Strom entlang v proportional zur zeitlichen
Anderung des magnetischen Flusses ist, also

B ndS(x) ~ fjwix.

Y

dt

Seien v und [' mit Rand ~ beheblg, aber zeitlich konstant. Aus dem Ohmschen Gesetz
wissen wir, dass j proportional zu E ist. Mit einer Proportionalitdtskonstante k gilt

also J
—/B-ndS(x):k:]{E-dx.
dt Jp y

Der Satz von Stokes impliziert nun

/— ndsS(x k:/F(VxE)-ndS(x),

wobei wir verwendet haben, dass I' zeitlich konstant ist. Da I' beliebig ist, gilt

@—kaE—O
dt
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Im SI-Einheitensystem ist die Proportionalitdtskonstante gerade —1. Damit gilt also

dB
21 — E=
(5.21) o +V x 0,

was man als Faradaysches Induktionsgesetz bezeichnet.

BEMERKUNG 5.6. Im elektrostatischen Fall haben wir hergeleitet, dass V x E =
0. Wie wir nun sehen, ist das im zeitabhéngigen Fall nicht mehr giiltig; stattdessen
ist die Rotation des elektrischen Felds gegeben durch die zeitliche Anderung des
magnetischen Felds.

5.3.2. Zeitlich veridnderliche E-Felder. Aufgrund von (5.7) und der Konti-
nuitétsgleichung (5.9) wissen wir, dass

0
V- (eE) = p, und %+V-j=0.

Ableiten der ersten Gleichung nach ¢ liefert V - (e%—}f‘) = %. Einsetzen dieses Aus-
drucks in die zweite Gleichung ergibt

OE .

Damit folgt aus einem bekannten Satz der Vektoranalysis (siehe z.B. [Jan02], Kapi-
tel 29]), dass ein Vektorpotenzial ¢ zu e%—? + j existiert, also

OE
EE—FJ—VX(ﬁ.

Da im stationdiren Fall V x B = pj gilt, postulierte Maxwell, dass ¢ = p 'B.
Damit gilt

OE
was man als Ampere-Maxwellsches Gesetz bezeichnet.

5.3.3. Instationdre Maxwell-Gleichungen. Zusammenfassend erhalten wir

mit (7). (19). (21) und (22,

( V- (eE) = p,,
V-B =0,
(5.23) Instationdre OB
' Maxwell-Gleichungen VXE+ E 0,
OE )
\VXB_GME_’MJ‘

Ein sehr wichtiges Teilgebiet des Elektromagnetismus sind elektromagnetische
Wellen, deren Existenz aus den Maxwell-Gleichungen hergeleitet werden kann. An-
wendungen elektromagnetischer Wellen sind z.B. Funk, Radio, Fernsehen, Radar,
Rontgen, Licht, ...

Wir betrachten die instationdren Maxwell-Gleichungen fiir den Fall j = 0 und
pq = 0. Anwendung von % bzw. Vx auf die vierte bzw. dritte Maxwell-Gleichung
liefert

0B
EMW—VXEZO und VXE—FVXVXE:O



64 5. ELEKTROMAGNETISMUS

Durch Summieren ergibt dies
O’E
6 [
W
DaVxVXE =VV-E—-AE und da wegen der ersten Maxwell-Gleichung V-E = 0
gilt, folgt

+VxVxE=0.

O°E
Diese hyperbolische partielle Differentialgleichung bezeichnet man auch als Wellen-
. . _ 1
gleichung. Mit ¢ = NG folgt
P*E

Analog erhélt man durch Anwendung von % bzw. Vx auf die dritte bzw. vierte
Maxwell-Gleichung die Wellengleichung fiir das B-Feld,

9°B

2 _
Wir setzen nun
(5.26) E(x,t) = Egsin(k - x — t).

Da, wie man leicht berechnet,

O*E _ O*E
W = —Eo Sln(k X — t) und a—xlz

ist (5.26) eine Losung von (5.24), wobei Eq = const. die Amplitude und k der
Wellenvektor mit |k| = ¢! ist. Die Richtung von k gibt die Ausbreitungsrichtung
der ebenen Welle E(x, t) an, und der Betrag |k| die inverse Geschwindigkeit. Damit
ist ¢ die Lichtgeschwindigkeit. Tatséchlich gilt mit den frither genannten Werten
€o und g im Vakuum

= —Eok?sin(k - x — t),

1
€o Mo
Abschliefflend betrachten wir nun noch, wie die Richtungen der Vektoren Eg, k
und B zueinander stehen. Da V - E = 0, gilt fiir die ebene Welle ((5.26))
0=V-(Egsink-x—1))
=E; - Vsink-x — 1)
=Ej-kcos(k-x —t).
Daher ist Ey L k, das heifit, die Amplitude des E-Feldes ist senkrecht zur Ausbrei-
tungsrichtung (transversale Welle). Im Gegensatz dazu stehen longitudinale

Wellen, deren Amplitude in Richtung der Ausbreitungsrichtung liegt; dies ist etwa
bei Schallwellen der Fall. Einsetzen von (5.26)) in die dritte Maxwell-Gleichung liefert
0B

O:E—F(kxEo)cos(kﬁ(—t).

Eine Losung dieser Gleichung ist durch

B(x,t) = (k x Eg)sin(k - x — t)

co = ~3,0-10° 2.
S



5.3. DIE MAXWELL-GLEICHUNGEN 65

gegeben. Somit hat das B-Feld eine Wellenform ganz dhnlich zum E-Feld ([5.26)) mit
gleichem Wellenvektor k und gleicher Phase, jedoch mit einer Amplitude k x Eg, die
senkrecht sowohl zur Ausbreitungsrichtung als auch zum elektrischen Feld steht.






ANHANG A

Rechenregeln

Im Folgenden ist A ein Matrixfeld, u, v sind Vektorfelder, und p ist ein skalares
Feld. Alle diese Funktionen héngen von der Ortsvariablen x ab, auf die sich alle
Differentialoperatoren beziehen.

(A1) Vx]* = 2x
1 X

(A.2) Ve = ——— fiir x # 0
x| X

(A.3) Vv]? = 2(Vvlh)v

Alle folgenden Produktregeln lassen sich aus der skalaren Produktregel durch
komponentenweise Betrachtung herleiten.

(A.4) V-(pv)=Vp-v+pV.v
(A.5) V- (uv?) = (Vu)v+u(V-v)

(A.6) v

—

(
(Au) = (V- A7) -u+ AT : Vu

67
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